
Zur Classification tier Flachen drRter  Ordnung. 

Von 

(~ARL RODENBERG in  P]auen  "ira u 
(Mit 3 lithog~raphirten Tafeln.) 

Die Eintheilung der Fl.ichen dritter Ordnung hinsichtlich der Rea- 
lit-it ihrer Geraden und der mSglichen singal~ren Punkte wurde er- 
schSpfend gegeben yon tterrn Schl~fl l  in seiner grossen Arbeit: On 
the Distribution of Surfaces of the third order into Species, in reference 
to the abseace or presence of Singular Points. Philos. ~ransact: Lon- 
don 1863, p. 207 if. 

Getegentlich meiner Promotion gab C 1 e b s c h mir die Untersuchung 
des Pentaeders fiir die einzelnen Schl.ifli 'scben Arten, welche Auf  
gabe in meiner Dissertation: ,,Das Pentaeder der Fl~chen drit~r Ord- 
nung beim Auftreten yon SingulariK~ten" behandelt wird. Hierhei 
stellte es sich heraus~ dass eine Reihe specieller Flhchen, insbesondere 
diejenigen mit conischen Knoten, noch ein eigentliches Pentaeder besitzen, 
w':ihrend andere, wie die mit biplanaren Knoten, im Allgemei'aen Penta- 
eder mit unendlich benaehbarten Ebenen mit sich ftihren, Aber nicht auf 
alle denkbaren F~lle der vereinigten Lage wird man unter Zugrande- 
legung einer bestimmten Singularit.it gefiihrt. Diese Thatsache veran- 
lasste reich, die umgekehrte, und wohl zweckm.issigere, Fragestellung 
nach denjenigen Fl.iehen, welche einem gegebenen Pentaeder ange- 
hSren, zu w~hlen. Die Behandlung der hieraus entspringenden A~uf 
gabe ist in diesem Aufsatze durchgeffihrt. 

Von der grSssten Wichtigkeit fiir die folgenden Untersuchungen 
ist der yon Herrn K1 ein in seiner Abhandlung ,iUeber Fl~chen drifter 
Ordnun~', Math. Annalen Bd. VI, p. 551 ft., gegebene Satz~ dass alle 
Fl.iehen ohne Singalarit'~ten mad dersetben Schl~fli 'schen Art. dutch 
continuirliche Aenderung der Constaaten in einander fibergeffihrt wer- 
dea kSnnen, ohne dass hierbei ein Knoten auftrete. Diese Derivation 
ist n.imtich fast ausnahmslos auch dann noch mSglich, wenn das Penta- 
eder unver.indert bestehen bteibt. 
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Die trennenden Fl~chen der'verschiedenen Arten besitzea einen 
conischen Knoten und zwar lassen sich aus diesen Fl~chen die allge- 
meinen in ausserordentlich einfacher Weise mit Hfilfe eines Veffahrens 
gewinnen, das wir gleieh betrachten werden. 

Gerade s o ,  wie der Kegd zweiter Ordnung den Uebergang yon 
einem einschaligen Hyperbotoid zu einem zweisehaligen bildet, kann 
man eine Fl~iche mit Knoten als Uebergan.g zwisehen zwei andern an- 
sehen, bei denen sich die Theile in der N~ihe des Knotens verhalten 
wie die angefiihrten Fl~ehen zweiter Ordnung. Bezeichnet man die 
belden Processe, denen ein Knoten hiernach unterworfen werden kann, 
darch ,,Verbinden (at-) ' '  und , , T r e n a e n  ( - - ) " ,  so erhi~lt man nach Herrn 
K1 e in alle Fl~hen ohne Singularit~iten, wenn man an jedem Knoten 
einer Fl~iche mit vieren einen jener Processe anbring%, niimlich: 

-{- -{- -~- - �9 �9 I mit 27 reellen Geraden, 

+ - I - - + -  . . . .  II ,, 15 ,, ,, 

+ + . . . . .  l l I  ,, 7 ,, ,, 

-[- , . . . . .  IV ,, 3 ,, ,, und 7 reellen Ebenen, 
. . . . . . .  V ,, 3 ,, ,, ,, 13 ,, ,, 

Die Flilchen, bei denen Knoten bestehen bleiben, seien durch die Ziffer 
der Fliichen ohne Knoten bezeichnet, welche aus jenen dutch Verbin- 
den hervorgehen. ~echne t  m a n  ~berhaupt  aZIe ~ l i iehen z u  einer Ar t ,  

welehe sich in  e inander  i iberf i ihren lassen, ohne dass hierbei ein neuer 

oder h6herer s ingul i irer  Ia.unkt auftritt, so geniigt jetzt die Ziffer nieht 
mehr zur vSlligen Bestimmung, da die Aenderung eines Knotens dureh 
die biplanare Form zu einer neuea Art ftihren kann~ welche sieh in 
ihrem Zusammenhange nieht yon der friihern unterscheidet. 

Es is~ nun kIar, dass man leicht die Art, zu der eine gegebene 
Flliehe drifter Ordnung gehSrt, angeben kann~ wenn es gelingt, die 
gewissermassen mechaniseh definirten Proeesse, ~- und - - ,  algebraiseh 
zu vollziehen. Dieses ist einfach, wean, was stets geschehen soll, die 
Gleiehung der Fl~ehe in ihrer kanonisehen Form als Aggregat yon 
5 Caben vorausgesetzt wird und das Pentae~ter erhalten bleib~. So 
lunge die Ebenen desselben nicht an besondere Bedingungen ge- 
kniipft sind, ist bekanntlich die kanonisehe Form eindeutig bestimmt*). 
Gehen jedoch vier derselben dutch einen Punkt, so sind diese selbst 
in gewisser Weise willkiirllch und die Gleiehung kann unendlich vide 
Formen annehmen**). 

�9 ) Vergl. Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Hesse'schen Fl~che etc. 
Borchardt's Journal Bd. 59, p. 143 ft., auch Gordan Math. Ann. Bd. V, p. 341 ft. 

�9 *) Vergl. E ck ardt: Ueber diejenigen F]i~chen, aaf welchen sich drei gerade 
IAnien in einem Punkte schneiden. Programm der Realschule zu Chemnitz 1875; 
oder Math. Aun..Bd. X, p. 227 ft. 
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Eine andere Specialisirung geht hervor, wenn zwei oder mehrere 
Ebenen unendlich nahe liegen. Die Reduction auf ffinf Cuben ist dann 
nicht mehr mSgllch, abet gewisse Gleichungsformen werden wit an5 
stellen, welche der allgemeinen vSllig entsprechen. Treten nun auch 
in den abzuleitenden kanonischen Formen noeh andere willkiirliche 
Elemente neben denen des Pentaeders auf, so sind doch diese im All- 
gemeinen vSllig best.immt. 

Im Zusammenhange kann nach dem Gesa~en natiirlich nur die 
Fl'~chenschaar betrachtet wcrden, dere'n Glieder dasselbe Pentaeder 
haben. Damit haben abet dann gleichzeitig alle Fl~chen ihre Er- 
ledigung gefunden, deren Pentaeder eine gleiche Anzahl reeller Ebe~en 
besitzen und auch hinsichtlich der vereinigten Lage ether belieblgen 
Anzahl yon Ebenen fibereinstimmen, da solehe Pentaeder alle durch 
reelle Collineationen in einander fiberf(ihrbar sind. 

Fiir Fl~chen mit eigentlichem Pentaeder ist es yon grossem Vor- 
theil, die Ebenen desselben direct als Coordinatenebenen zu wiihlen~ 
da nameatlich die Discriminante der Fiiiche, deren Verschwinden das 
Auftreten eines Knotens andeutet, dann eine sehr einfache Form an- 
nimmt*). 

I m w  1. schieken wit einige Siitze fiber ein derartlges Coordinaten- 
system voraus und wenden uns dann (w167 2., 4., 5., 6.) za den ibm 
angehSrlgen i~'l':ichen; immer ausgehend yon ether mSglichst einfachen 
Form, aus der wit durch allm':;hliche Aenderung tier Coefficienten alle 
Arten erzeugen. Hierbei kann jedoch hie biplanaren Knoten begegnet 
werden, des speciellen Pentaeders wegen, welche dieselben mit sich 
ftihren. Wir sind daher gezwungen~ Durchg~nge durch solche Punkte 
besonders zu behandeln (w 3.). 

w 7. ~ebt,  als Abschluss der Fliiehen mit eigentlichem Pentaeder~ 
eine Vertheilung der Knoten aller Fl'~chen, welche demselben angehSren~ 
auf den Raum, und die Aufziihlung der getrennten Mannigfaltigkeiten, 
welche die einzelnen Arten constituiren. 

w 8. enth'~lt einen Satz, mit (lessen Hfilfe sich in einfacher Weise 
(w 9.) die Gleichungen alier Fl~chen mit mehrfaehen Pentaeder- 
ebenen angeben lassen. Diese linden elnzeln ihre Beha~dlung in den 
w167 10.-- 15. 

Die Fl~ichen mit unbestimmtem Pentaeder sind in w 16. aufge- 
z'~hlt; untersueht in den w167 1 7 . -  20. 

w 21. enth':ilt die tabellarische Zusammenstellung aller Resultate. 

*) Yergl. Salmon: On Qaaxternary Cubies. Phil. Tr. 1860, p. 229 ~: 
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w  

Ueber ein Pentaed6rcoordinat~nsystsm. 

Unter Zugrundelegung yon 5 Ebenen als Fundamentalebenen eines 
Coordinatensystems kann man definiren- 

1)ie Coordinaten elnes Punktes sind 5 Zahlen, 
xl x~ x3 x~ x~ , 

welct~e ~ich verhalten wie seine Abstgnde von'den :Ebenen des Pentaeders, 
rider Abstand multiplicirt mit einer so gewiihlten Consta•ten, &lss die 
Summe der _Producte: 

x~ + x.,. + x3 + x4 + x~----O 
wird. 

Bei reellen Ebenen wird der Raum durch sie in 2 ~ -  1 ~-15 
Kammern zerlegt, entsprechend der Anzahl yon Variationen yon je 
vieren der Vorzeichen der Coordinaten eines Punkis w eniger eins. 
Denn das Vorzeichen der fiinften Coordinate kann man jede~eit lest 
annehmen und eine Variation kommt in Wegfall, da der Identit~t 
2:xl---~ 0 wegen nicht alle x gleiches Vorzeichen haben kSanen. 

Hinsichtlich der Yertheilung der Vorzeiehen liegen zwei MSglich- 
keiten vor, entweder sind 1) vier Zeiehen gleich, oder _'2) nut drei 
gleich, die beiden tibrigen diesen entgegengesetzt. Im ersten Falle 
kann die fiinfte Coordinate hie Null werden, denn es miisste sonst 
auch die Summe der iibrigen verschwinden, was unmSglich ist. Folg- 
lich wird der zugehSrige Raum nut durch 4 Ebenen begrenzt. Sol- 
eher giebt es hiernach 5, sie mSgen Tetraederkammern genannt werden. 
Die fibrigen 10 erfordern alle ffinf Ebenen zu ihrer Begrenzung; sie 
m5gen Pentaederkammern heissen. 

Haben vier Coordinaten ei~ws _Pun~Cs dasselbe Zeichen, so liegt er 
in einer Tetraederkammer, im andern Falle in einer _Pentaederkammer. 

Sind zwei JEbenen conjugirt i~nagingr, uo wird dutch die drei 
reellen der Raum noch in vier Kammern zerlegt, yon denen diejenige 
ausgezeichnet ist, welche nicht yon der, stets reellen, Schnittlinie der 
conjugirten Ebenen durehsetzt wird. Nennen wit die Ebenen 

x t ~ - 0  , x ~ 0 ,  x 3 ~ O ,  x 4 + i x s ~ O ,  x A - - i x ~ - O ,  
so haben, wie unter Anwendung ~mlicher BeCrachtungen, wie vorhin, 
leicht erwiesen wird, x~ xo x 3 dasse~be Vorzeichen, wenn der t~unl2 in 
der Kammer liegt, welche nicht yon der isolirten Xante durchsetzt wird. 

Sind endlich zwei _Paare conjugirter Ebenen vorhanden, so tritt 
keine Theilung des Raumes mehr ein, denn e/he reelle Ebene ist hierzu 
nieht mehr ausi'eichend. 

Von In~eresse sind fiir uns noeh die 10 Ebenen, welehe man ctureh 
die Sehnittpunkte yon je dreien der Fundamentalebe:nen und die Sehnit~ 

Mathemat ische ~.nnalon. X ~  r. 4 
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linie der beiden fibrigen legen kann und die passend als 1)iago~al~be~en 
zu bezeichnen sin& Solche Ebenen sind dargestellt dutch die Olei- 
ehmagen 

x 1-~-x 2 ~ - 0  etc. 
Denn tier angefithrten geniigt die Gerade xl ~ x,, m_ 0, aber auch - -  
in Folge der Identitiit - -  der Punkt x a ~ x 4 ~ x 5 ----O~ wie ver- 
l an~  wird. 

Sehen wir ab yon denjenigen Durchschnittserzeugnissen dieser Ebe- 
hen, welche in denen des Pentaeders vSllig enthalten sind, so bleiben 
uns noeh 10.3 -~- 30 Linien, welche zu &den dutch eJne Pen~aeflereeke 
gehen und yon drei solchen Diagonalebenen erzeugt werden, deren 
Kanten sich in jener Ecke treffen. Dann gieb~ es noch 5 . 4 - ~ - 2 0  
Sehnittpunkte, yon denen je vier die Spitzen der D[ieher sind, welche 
yon dreien solcher 6 Diagonalebenen, deren Kanten einer Te~raeder- 
kammer angehBren, fiber deren Seitenfliichen gebildet werden. 

Yon Vortheil fiir die Ansehauung ist es, das Tetraeder regul'ar, 
die ftinfte Ebene unendlich fern zu.denken. Dann halbiren die 6 er- 
wiihnten Diagonalebenen die Aussenwinkel des Tetraeders und die 4 
Ecken liegen auf den in den Mitten seiner Seitenfiiichen erriehteten 
Normalen. 

Mi~ Rticksicht auf die Gleiehungen der Diagonalebenen kann man 
leiebt angeben, warm ~in Punkt in einer solchen Ebene oder i~ einer 
do" Sehnittlinien oder dnem der Schnittpunkte liegt: Es miissen resp. 
2, 3, 4 Coordinaten in ihren absoluten Werthen iibereinstimmen und 
zwei derseIben mit entgegengesetzten Vorzeichen belaaftet sein. Folglieh 
kSnnen aueh die fibrigen nieht alle gleiehes Zeichen haben und die 
Pankte gehSren daher siimmflich Pentaederkammern an, wie es die 
Ansehauung aueh er~eb~. 

Ein theilweise imagin'ares Pentaeder bedingt natiirlich auch eine 
Anzahl ima~n-arer Diagonalebenen, deren Aufz'~hlung ohne Sehwierig- 
keit ist und ftiglich unterbteiben kamn. 

w  

Die H~chen mit reollem Pentaeder. 

Eine solche Fl.ache hat unter Zugrundelegung des erli~uterten Sy- 
stems die Gleichung 

- - -  _ . . . . . .  _ _  X5 3 
~12 ~22 tt'32 r ~X52 

oder kurz 
(eq, re.,, %, cq, c~). 

Die gebrauchte Coefficientenbezeichnung wird sich als zweekm~tssig 
erweisen. Sollten einige Coefficienten negativ sein, so w~iren die ent- 
sprechenden a imagin.ar zu nehmen. 



Ueber Fl~hen dr ie r  Ordnung. 51 

Ist die vorliegende F///che eine specielle m/t con/schem Knoten y, 
so genfigt dieser den GIeichungen 

d. h. die Gr6ssen a sind dann geradezu die Coordinaten des Knotens 
und die GleicI~ung 

aj + a 2 + ~.~ + a 4 + ~ ~ - 0  

ist die .Bedingung fiir sgin Auflreten, die Summe sdbst die 1)i.scrimi- 
nante der _vliiche. 

Hiernaeh ist jedem Punkte des Raumes eine Fl~he drifter Ord- 
nung mit Knoten zuertheilt und so die Mannigfaltigkeit yon drei Di- 
mensionen dieser Fl~chen, welche e/hem Pentaeder angehSrt, eindeufig 
auf den Punktraum abgebildet*). Dieser kann demnach als Grenze 
des Brides der Mannigfaltigkeit aller Fl~ichen, deren jede dutch 4 vSllig 
willkiirliche a gegeben ist, angesehen werden. 

Nach den Entwickelungen am Schlusse des w 1. fmdet man weitel; 
dass die 2-Ttichen mit 2, 3, 4 Knoten sich abbilden resp. auf die 3)ia- 
gonaZebenen, ihre Schnittlinien und Schnitt~unkte. Da niimlich die ab- 
soluten Wer~he der Coordinaten als Quadratwurzeln der a ~- vSllig ge- 
geben sind, so kann die Verschiedenheit nur in den Vorzeichen liegen, 
was wiederum mit der stets verschwindenden Summe nut im Einklange 
steht, wenn resp. 2, 3, 4 Coordinaten, ihrem absoluten Werthe nach, 
einander gleichkommen, woraus unsere Behauptung entsprhag~. 

Es erscheint wiinschenswerth, vor der Classification der Fl~chen au 
einigen besonders hierzu geeig-aeten Specialfiillen die Lagenverhiiltnisse 
zwischen Fl'~che und Pentaeder kennen zu lernen und namentlich die 
Vertheihmg der verschiedeaen Arten yon Knoten festzustellem 

Betrachtea wir die Fl~che mi t  der Maximalzahl der Knoten: 4. 
Nach dem eben Gesagten besitzt deren Gleichung vier gleiche a ~', 
deren Wurzeln --  die Coordinaten der Knoten ~ sich mit der fiinften 
auf vier verschiedene Weisen zur Summe Null combiniren lassen miissen. 

1 
Nehmen wir die vier ersten Coeffieienten-~- der Einheit gleich, so 

ist die fiinfte 2-~, und die Gleichung der Fl~che ist 

x~ ~ + x / +  x3 ~" + x / " +  -i:- = O.  

Die Knoten sind: 

*) Eine Ausnahme bflden die Punkte der Pentaede~ebenen, welchen Aus- 
artungen der Flgchen in die dreifachen Pentaederebenen entsprechen, vergl. w 7., 
wo die Bedeutung dieser Ebenen als trennende Gebiete der verschiedenen Arten 
angegeben ist. 
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--~, &1, +i, &1,--~, 
1, - - 1 ,  + 1 ,  + 1 ,  - -2 ,  
1, + 1 ,  - -1~ + 1  - - 2 ,  
1, + 1 ,  + 1 ,  - - 1 ,  - - 2 .  

Sic bilden die Ecken der kleinen D~her, welche yon Diagonalebenen 
iiber den Ebenen des Tetraeders xt, x~, x3, x 4 gebildet werden (w 1.)~ 
und bestimmen ein Tetraeder, dessen Kanten diejenigen des andern 
sehneiden. 

Stellt man die FIRche so -- wie es auf Tafel I der Klein'schen 

Arbeit geschehen ist --,  dass eine Spitze des Knotenpunkttetraeders 
nach tmten zei~, so zeigt eine Spitze desjenigen der 4 Pentaederebenen 
nach oben und der KSrper selbst erscheint um 600 gegen den andern 
um die verticale Axe gedreht. Die f'tinfte Ebene liegt vereinigt mit der 
Ebene der einfaehen Geraden. 

Dureh eine "~ne Aendemmg der Coeffieienten kSnnen wir jetzt 
an beliebig vielen Knoten elnen der Processe des Verbindens und 
Trennens anbringen, wodurch alle Arten~ wdche direct aus r 
~ Z f l t i c h e  hervorgehen, abgeleitet sind. Die etwa bleibenden Knoten 
haben nun ersichtlich reelle Tangentenkegel, und man wird vermuthen, 
alle Knoten, welche wie sie in Pentaederkammern liegen~ besitzen 
solche Kegel. Zur Erledigung dieser Frage betrachten wir die Glei- 
chung des Tangentenkegels in dem Knoten y: 

~i  ~ _~_ 1/722 Xt 2 
v--7 v-~- + ~J  + - + ~.~__Z = o Ya Ya y~ " 

Ein Kegel ist dann und nut dann reell, wenn er yon einer will- 
kfirlichen ree|len Ebene in einer reellen Curve getroffen wird. Bei 
dem unserigen sind aber die Schnittcurven mit den Pen~aederebenen 
reeli, sobald drei, und nicht mehr, der y dasselbe Zeichen haben, d.h. 
der Knoten die angegebene Lage hat. Die Schnittcu~ve und mit ihr 
der Kegel ist aber sicher ima~nEr, wenn vier der y gleiches Zeichen 
haben, welches sich am besten f/Jr die ftinfte Ebene als Schneidende 
ersehen l'~sst. Ein solcher Punkt liegt abet nachw 1. in einer Tetra- 
ederkammer. Folglich: .D/e isolirten .Knoten erfiillen die Tetraeder- 
kammern, die nicht isolirten die :Pentaederkammern. 

Nach diesen ErSrterungen gehen wir behufs Begr~indnng einer 
Eintheilung yon einer Fl'~che mit 27 reellen Geraden aus und ffihren 
diese durch allm'~hliche Aenderung der Coefflcienten in andere Arten 
fiber, wolmi wit die trennenden Gebiete mit einem Knoten zu passiren 
haben. 

Zum Ausgange diene die Diagonalfl.~che yon Clebseh 

(l ,  l, 1, I, 1). 
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Haben wir nun aus dieser nach vorgenommener Deformation eine FF~che 
mit Knoten erhalten, so versehwindet das Aggregat der a ffir eine 
bestimmte Vorzeiehenvariation und wird naeh dem bei for~gesetztem 
Deformiren erfolgenden Trennen der Fl~ichentheile einen dem ursprfing- 
lichen im Zeichen entgegengesetzten Werth annehmen, und so fort 
beim Passiren yon weitern Knoten. Hierans ziehen wit die ffir das 
Folgende fundamentale Regel: Um zu e~'l~ennen~ wie oft bei der Ueber- 
fiihrung einer ~liiche mit 27 Graden in eine gegebene ein .Knoten auf- 
tritt, bilde man bei behlen die Werthe der Aggregate der fiinf a t~r 
siimmtliche Vorzeiehenvariationen - -  oder kurz die s~imndlicl~ Variatio- 
hen -- ,  die Anzahl derjenigen, welche einen Zeiclw.nwechsel aufzuweisen 
haben, ist gleich der gesuchten. 

Nimmt man insbesondere die Aendertmg so vor, dass die eiamal 
erzeugtea Knoten erhalten bleiben, so kann man in der n~mliehen 
Weise Fliichen mit beliebig vielen derselben bis zur Maximalzahl 4 
entstehen lassen. Nothwendig hat man abet nur bei der Ueberfflh- 
rung zweier Fli4chen mit gleich vielen Knoten in ejnander solche mit 
einem Knoten mehr als die vorliegenden zu passiren, wie aus den 
Abbildungen sofort hervorgeht. 

Jedoch auch biplanare Knoten trennen unter Umst~4nden die Ge- 
biete der Fl-~ehen mit zwei cdnischen. Solche kSnnen unter den un- 
serigen aber nicht vorkommen, weil sic ~iusserst specielle Pentaeder 
besitzen*); sic machen sich iiberhaupt nut dann nothwendig~ wenn 
man yon einer Fl~ehe mit 4 Knoten ausgeht~ wie Herr K l e i n  es thut. 

Um bequem das Auftreten der Zeiehenwechsel studiren zu kSnnen, 
ordnen wir die Coeffieienten der Fliiehe 

(-1, a2, a3, ~4, a~) 
so~ dass 

Da f e rne rnu r  Verhi~ltnisse in Betracht kommen, sei das grSsste, a~, 
mit einem festen, dem negativen Zeiehen belegt, wie es bei der FIMhe 
mit 4 K_noten bereits geschehen ist. Fiir die Diagonalfl~che haben 
wir dann die siimmtlichen Vaxiationen in dem folgenden Schema, in 
dem das Zeichen yon a~ gleich fortgelassen ist. 

A B 

a t a 2 a a a 4 Werth a 1 ao a z a~ Werth 
i 

~ ) +  + + + . . . + 3  2) - + + + . - . + 1  
3) + - - + - 4 - . . . + 1  
4) + - 4 - - - - - t - . . - + 1  

5 ) - 4 - + +  . . . .  ~ - 1  

*) Vergl. w 11. 
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C 

63 - - + +  
7) - + - - +  
8) - + +  - -  

9) + - - +  

io)  + - + - 
11) + + - -  

Werth 

- - 1  

- - 1  

- - I  

- - 1  

- - 1  

D 

a I a, ,~ -~ Werth 

12) + . . . .  3 

13) --  - -  -}- . . . . .  3 

i4) -- + . . . . . .  3 

15) %- . . . . . . . .  3 

Es wirft sich zuni~chst die Frage nach der Maxlmalzahl tier Zei- 
ehenwechsel auf, welche eine gegebene Fliiche gegeniiber der Diagonal- 
fl~che zeigen kann. 

Zu deren Beantwortuug beweisen wit folgende 4 Hiilfss~tze: 
1) Unter D tritt nie ein Zeichenwechsel auf. 
2) Unter (J tritt hSchstens ein Zeichenwechsel auf und dann sind 

unter B zwei, sonst nirgends welche vorhanden. 
3) Unter B kSnnen alle Variationen Zeiehenwechsel haben, ist 

jedocti hier keiner vorhanden, so tritt iiberhaupt keiner auf. 
4) Zeigt die Variation unter A einen Zeichenwechsel, so ist das- 

selbe mit allen unter B und mit keiner weibrn der Fall. 
Hieraus ergiebt sich als gesuchte Maximalzahl 5. 
Die Richtigkeit der S~itze 1) und 4) leuehtet ohne Weiteres ein. 
Zum Beweise yon 2) bemerken wir, (lass die zu betrachtende Va- 

riation jedenfalls 6) ist, denn diese ist die grSsste. Also set: 

- - a s - -  "2 + " ~  + a4 - -  u5 > O. 
Bet der Annahme, es set auch die niichst grSsste 7) 

- -  a I + u ~ - -  u:~ + . j  - -  % > 0, 
erhalten wit als Summe belder Ungleichungen 

- -  2a~ -~- 2a I - -  2a~ > 0, 
d .h .  

% > a t + % ,  

was mit der gewiihlten Reiheafolge der u unvereinbar ist. Keinen 
Wechsel zeigen offe,bar 1), 2), 3). Aus den Bildungen 

5) + 6) = 2% --  2% < 0 ,  

4 ) +  6 ) = 2 % - - 2 a ~  < 0 

geht aber hervor, dass bei 4) und 5) Zeiehenweehsel auftreten, womit 
uaser Satz bewiesen ist. 

Die erste Behauptung des Satzes 3) ergiebt sieh~ wenn man nur 
% gross genug annimmt. 

Die zweite folgt daraus, (lass ffir 

6 ) > 0  
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auch 
6) ~ 5) ~-2~3 - -  2a~ > 0, 

welches unmSglich ist. 
Damit w~ren alle H[ilfss~itze erwiesen. 
Bei der Deformation der Diagonalfl-~che trit~ unter B offenbar 

zuerst ein Verschwinden der Variation 5) - -  sagen wir eine Null 
auf, denn diese ist die kleinste uad sonst ist nach dem Satze 3) noeh 
keine aufgetreten. Aendern wit die Coefficienten welter, doch so) dass 
die Null erhalten bleibt, so wird sich die zwelte bei 4) einstellen. Von 
nun an kSnnen wir. jedoch in zwei you einander wesentlich verschie- 
denen Richtungen Aenderungen vornehmen: ,Es kgnnen 1) weitere 
Nullen unter l~ hervergebracht werdoH wir erhalten die ~l~'l~e mit 
4 Knoten; 2) ~ann die m6gliche N~ll unter C erzeugt werden; wit er- 
halten eine Fliiche mit 3 Knoten, ,welcI~en aber kc~n vierter (nach 2)) 
beitreten kann. 

Die letztere Fl~che ist nun eine solche, bet der sich Knoten durctl 
die biplanare Form ge;~ndert haben, sofern sie aus ether mit 4 Knoten 
entstanden, denn nut solche setzen dem Auftreten der weitern Knoteii 
Hindernisse entgegen. 

Ihre Knoten zeigen aber, wie aus ihrer Gleichung 

(P, q, P-{-~I, l)~-q,  P~-q) 
hervorgeht~ im Verhalten nichts Verschiedenartiges, es ist kein Merl<- 
real vorhandeu~ an wie vielen derselben dcr eben bezeichnete Process 
ausgefiihrt worden ist~ wir finden nur eine Art. Herr K l e i n  fiihrt 
deren drei an, entsprechend der Anwendung dieses Processes auf. 1, 
2, 3 Knoten und bezeichnet fiberhaupt alle durch denselben aus irgend 
einer vorgelegten Fl~iche entstandenen als neue Arten, wiihrend man 
unter Umst~nden nichts Neues erh~lt, wie wir sogleich sehen werden. 
Der Sehwerpunkt der Sache liegt ia jener hrbeit aber wohl darin, zu 
zeigeu, dass nach AuflSsung der Knoten besagte Aenderung iiberhaupt 
wirkungslos war*). 

Bei Fl~ichen mit einem, resp. zwei Knoten und lauter reellen Gera- 
den hubert wir yon jeder nut eine Art. Erst wenn wit die Null unter 
C hervorrufen und eine oder zwei der Nullea unter B in Zeichen- 
wechsel ttberfiihreu~ d. h. Fllichentheile trennen, erhalten wir andere 
Arten, als sie direct aus der Fl:.iche mit 4 Knoten durch Trennen er- 
zeugt werden kSnnen. 

Also nut bei Fl.;ichen I mit drei Knoten, l I m i t  zwei Knoten und 
I I I  mit einem Knoten erhalten wir bis jetzt verschiedene Artea. 

Ein noch mSglicher Zeichenwechsel unter C liefert eine Fl~iche IV 

*) Vgl. w 4. am Ende. 
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ohne Knoten~ welche abet yon uns nur mit Hfilfe des Durchgangs dutch 
Knoten, an denen die Aenderung dutch die biplanare Form angebracht 
is~ in eine Diagonalfl~che fibergeffihr~ werden kann. 

Eine zweite Fliiche yon dieser Eigensehaft leiden wir aus der 
noch nicht betrachteten mit einem isolirten Knoten ab. Letztere er- 
h'~lt Herr K l e i n  durch U eberffihrung des Knotens einer IV durch die 
biplauare Form. Wit erhalten dieselbe unter Anwendung des Trennens 
auf alle Knoten einer Fliiche mit vieren (oder algebraiseh: dutch Her- 
vorrufen s~mmtlicher Zeichenwechsel unter B) und schliessliches Zu- 
sammenziehen des kugelartigen Stiicks der en~spr~ngenden V zum Kno- 
ten, indem wir die ~ l l  unter A auftreten lassen. Aus der Gleichung 
der gefundenen Fl~che: 

(~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ 1 + ~ 2 + ~ 3 + ~ 4 )  

ergeben sich als Coordinaten des Knotens: 

~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ ,  - -  ("~ + ~ + ~3 + ~) -  

Derselbe liegt daher in einer Tetraederkammer und ist nach dem 
Frfihern also wirklich isolir% fibereinstimmend mit dem soeben ge- 
wonnenen Resultate. 

Aus dieser leiten wit nun die I~l~che 

(~,, ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ )  . . .  ~ > ~, + ~ + ~ + ~ 

ab. Der Knoten ist verschwunden, die Fl~iche eine IV~ voa der aus 
wir aber erst zu jener mit isolirtem Knoten zurfickkehren mfissen~ um 
nach und nach Linien reell werden lassen zu kSnnen*). 

Als Ergebniss w~re daher hinzustellen: 
Bei allen _Vl~ichen ohne S i n g u l a r i ~  oder mit conischen Knoten 

kann man die Uebe~fiihrung ohne Ueberschreitung neuer JKnoten auch 
dann noch vornehmen, wenn das l~entaeder bleibt, sofern sie nicht der 
Art IV ohne Knoten angeh6ren. Letztere sind jedoch mit jener ~eschriin- 
kung in 3 Unterarten zu spalten**). -- 

Es wird jetzt nothwendig, dass wit auf kurze Zeit unsere bisherigen 
Untersuchungen unterbrechen und Aenderangen durch biplanare Knoten 
wirklich ausfiihren, um namentlich die Frage nach der Wirkung dieses 
Vorgangs zu erSrtern, wenn eine beliebige Anzahl vorhandener Knoten 

*) D ~  man wirklich eine Fl~che mit 3 Geraden und 7 Ebenen vor sich hat, 
erkennt man aueh darch ihre Ueberleitung in die Fl'~che 

(~l, a~, as, ~ ,  ~), 
dieae gehSrt der angegebenen Art an, wie Herr Eekardt  a. a. O. w 29. bewiesen 
hat, ein Knoten tritt nicht auf, folglich ist die unserige derselben Art. 

**) Die MSglichkeit der Ueberffihrung in einander erhellt auch flit diese 
Unterarten au~ den w167 1"2. und 13. 
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yon ibm betroffen wird, da wir erst dann den Artbegriff exact zu be- 
grenzen im Stande se{n werden. 

Dabei miissen wir ein g~mzlich anderes Verfahren anwenden. 

w  

Die Durchg~ngo durch biplanare Knoten. 

Wir wi~hlen als Ausgangsfliiche eine mit drei conisehen Knoten, 
welche man stets durch die Gleichung 

x, 3 + x, ~- (x~. + x3 + x4) + ax~x3x,  *) 

darsbellen kann. Die drei Knoten sind die in x t ~ - 0  liegenden Ecken 
des Coordinatentetraeders. Die Fliichenschaar, welehe durch continuir- 
liche Aenderung des a erzeugt wird, enth~lt jedoch nicht unsere Ueber- 
gangsfl~ichen, daher w~hlen wir die Form 

x~ ~ + xl 2 (~x._ + Zx~ + ttx4) -.f- x.~x3x 4 ~ O, 
welehe uns gestattet, durch Uebeffiihrung beliebig vieler der Gr'Sssen 
x, X~ /z dutch Null zu Werthen mit entgegengesetzten Zeichen, an 
eben so vielen Knoten den fraglichen Process zu vollziehen; denn durch 
Nullsetzen mehrerer jener GrSssen erhalten wir Fl~ehen mit biplanaren 
KnoWn. 

Man erkennt zuni~chst leicht (etwa durch Bildung der Discrimi- 
nante der Schnittcurven unserer Fl~che mit den Ebenen des Btischels 
x t + p x  2 ~ 0), dass sich 

{ I  mit drei Knoten, > 
eine mit vier Knoten, je nachdem 1 -~- 2 u X/~ 0 

I I m i t  drei Knoten, 
finder. Hiermit stimmt fiberein, dass kurz vor dem Auftreten eines 
biplanaren Knotens die Fl~he immer eine Iist**). 

Wit zeigen nun, dass nur dana etwas Neues entsteht~ wenn sich 
ein oder drei Knoben durch die biplanare Form ";indern, dass es aber 
glelchgfiltig ist, welcher diescr beiden F~lle stattgefunden hat. 

Zum Beweise betraehten wir die beiden Fl~chen: 
(A) xj~ + x~ ~- ( - -  xx~ + ,Zx3 + ~x4) + x2x3x~ = O, 

(B) x,~ + x,~ ( +  ~,x: +.  Zx3 + ,,,x~) + x~x3x4 = O, 

unter x, it, g positive GrSssen verstanden. Diese beiden Fli4chen sind 
nicht adders als durch x ~---0 in einander iiberzafiihren; in diesem 
Momente ist der Knoten O, 1, 0 , 0  biplanar, die Aenderung durch 
dnen solchen Punkt ist yon Einfluss. Nehmen wir dieselbe jetzt bei 
einem zweiten Punkte, etwa 0, 0, l~ 0 vor, so entsteht die Fl~che 

*) Vergl. Schl~fli a. a. O. 
**) Klein a. a. O. w 5. 
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wetche durch die Transformation 

X, 3 ~ - -  X3" J 

X t ~ X I "  

in A iibergeht. Eine am dritten Knoten angebrachte Aenderung fiihrt 
daher wieder auf die Art B, da alle Knoten gleichwerthig sind~ womit 
uasere Behauptung bewiesen ist. 

Die Fliichen mit weniger Knoten sind jetzt leicht erledigt. 
Nach dem vorigen Paragraphen sind die in Frage stehenden Aende- 

rungen auf solche Fl~tchea fiberhaapt, wirkungslos, welche aus den eben 
betrachteten dutch Verbinden hervorgehen. Trennt man jedoch Fl'~chen- 
theile, so erzeugt nur der Durchgang dutch die biplaaare Form bei 
einem der b[eibenden Kaotea eiae aeue Art., denn derselbe, bei zweien 
angebracht, war ja einflusslos auf die ursprtingliche Fl'gche mit dreieu. 

Mit Rficksicht auf die beziiglich der Fliichen mit einem Knoten 
bereits gewonneaen [~esultate erhii~t man bei der Ucberfiihrung coni- 
~cher Knoten durch die bis ~brm nut daun eine neue Fliichen. 
art, w~nn der Zusammenhang der Fliiche nict, t gr6sser als zu diesem 
Vorgang unbedingt nothwendig ist und eine ungerade Anzahl yon 1(no- 
ten yon &mselben betroffen wird. Man erhiilt ferner zwei Fl:,ichen ohne 
Knoten aus dea beiden so abgeleiteten mit eiaem~ -- Fl'achen, wie sie 
aas der mit vier Kaotea eatstehea, als gegeben vorausgese~zt -- ,  welche 
.~ich hei festem Peataeder aur durch die n5mlichea Fliiehea ia andere 
mit mehr reellen Liniea tiberfiihren lassen~ wenn man am Knoten den 
[~rocess des Trennens aubringt, sofern sein Kegel reell, oder ihn ver- 
schwiadea l.aast, sofern dleser Kegel imag'iniir ist. Alie hierher ge- 
hSrigen Fl':ichen mSgea im Gegensatz zu denea, welche aus der mit 
vicr Kuoten direct hervorgehen, ats inverse .Ftiichen bezeiehnet werden. 

Indem wit uns der Bezeiehnung der Klein 'schen Arbeit an- 
scMiesseu und d[ese Arten dutch angeftigte Striche unterscheiden, haben 
wit als inverse Fliiehen die folgendea 6: 

a) FIEehen mit Knoten: 
I '  mit drei Knotea, 

II '  mit zwei Kaoten, 
III '  mit eiaem Knoten, 
IV' mit isolirtem Knoten, 

b) Fl'aehen ohne Kaoten: 

IV' eatstehend aus der gleichbenannten unter a durch Ver- 
schwinden des Kaotens, 

IV" entstehend durch Aawendung des Trenneas aus der III'. 
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w  

Die Fl~chen mit reellsm Pentaeder. (Schluss.) 

Es eriibrigt noch die Fl~chen zu betrachten, in deren kanouischea 
Formen negative Coefficienten vorkommen. Von solchen haben wir 
nut diejenigen mit einem oder zwei derselben za untersuchen Dean 
w~iren mehr negativ, so kSnnten wir alle Zeichen entgegengesetzt 
nehmen und ks auf eine der angef~ihrten. 

Um zu ~'liichen mit einem negativen Coeffwienten za gelangen, 
gehen wit aus v.on der IV '  

(al, ~2, 6 3 , ~ 4 , ~ ) "  ~ > ~ , § 2 4 7  
und ffihren % durch oo ins Imagin~re. Dann ist 

die gewiJnschte; eine I V'~ da kein Knoten aufgetreten ist*). Die Summe 
der  Quadratwurzeln ist jetzt complex hie Null: .Eine Fliiche mit eine~ 
~egativen Coefficienten besitzt hie einen Knoten. 

L~sst man nun in ~ihnllcher Weise einen zweiten Coefficienten Jze- 
gativ werden~ so tritt so lange nichts Bemerkenswerthes eia,_als nicht 
dutch gegenseitiges Aufheben der imaginEren GrSssen, begleitet yon 
geeigneten reellen, Veranlassung zu zwei imagln-:iren Knoten gegeben 
wird. In dlesem Falle r~icken zwei der Geraden des reellen Dreiecks 
in die Verbind~angslinie der Knoten - -  Axe bei Sch lEf l i  geliaant -- ,  
wir haben eine Sch lKf l i ' sche  IV, 5; denn nile andern Fl~chen mit 
imagin~iren Knoten sind nicht veto Zusammenhange der IV'.  Der 
Durchgang durch die eben betrachte~e FIEche hat abet an der Glei- 
chung gar kein Merkmal hinterlassen: Fliichen mit imaginiireu K~wten 
bil&n hie Uebergiinge zu neuen Arten, wie das bek~mnt /st**). 

Bemerkenswerth erschein~, dass Fl~ichen mlt reellem Peataeder hie 
gleichzeitig reelle und conjugirte Knoten aufweisen, wi~hrend alle 
iibrigen Arten vertreteu sind. 

Der bessern Uebersicht wegen geben wir noch eiae tabellarische 
Zusammenstellung uud bringen hierbei in Erinnerung, dass inverse 
Fliichen dutch angehiiag~e Striche in der Bezeichuung gekenuzeich- 
net sind. 

Fliiche: (al ,  ec~, a3, c~4, t~5) . . .  a ~ - _ < e ~ . , ' < ~ 2 < a 4 2 _ < ~ "  % < 0 .  

*) Vergh eine Note des w o. 
**) Vergl. z. B. Sturm: Synthetisehe Untersuehungen fiber Fl~ehen drifter 

Ordaung, Cap. 8. Aueh Klein a. a. O. w 7. flier ~iad die Bihier uaserer FI~,- 
chen die isolir~en Doppelcurven. 
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Variationen der Diagonalfl[iche (1, 1~ 1, 1, 1) 

A B C 

~1 0:2 gX 3 t~ 4 fz I Cg 2 cg 3 fZ~ ft'l r ~3 fz4 

+ + + + . . . +  - + + + . - . +  + + . . .  

+ - - + + . . . +  

+ + - - + . . . +  

+ + +  . . . .  + 

a) Fl~tchen mit positiven Coefficientem 

1) Fl~chen ohne Knoten. 

Art i 
I 27 reelle Linien, 

I I  15 ,, ,, 
I I I  7 , , 
IV 3 ,, , 
IV"  3 ,, , 
V 3 ,, 

I V '  3 ,, ,, 

Null uuter: 
B 
B 
B 
C 
B 
A 

N u|len : 
2 unter B 
2 ,, B 

1 ,, B,  1 unter C 
2 ,, B 

lqu l l en :  

3 unter  B 

2 . B, l u n t e r C  
3 . B 

Iqullen: 
4 

Anzahl der Zeichenweehsel: 
0 
1 unter B 
2 . B 
3 ,, B 
2 ,, B, I unter C 
4 , B 
4 ,, B, 1 unter A 

2) Fliichen mit einem Knoten. 

Anzahi der Zeichenwechsel: 
0 
1 unter B 
2 ,, B 
2 . B 
3 ,, B 

4 , B 

3) Fl~chen mit 2 Knoten. 
Anzah l  t ier  Z e i c h e n w e c h s e l  : 

0 
1 unter B 
1 . B 
2 . B 

4) Fl~chen mit 3 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: 

0 
0 
1 unter B 

5) Fl~chen mit  4 Knoten. 
Mazahl der Zeichenwechsel: 

0 

7 reelle Ebenen,  

)) )~ 

13 . ,, 

7 )~ ;2 

A r t :  

I 
II  

l l I  
I I I '  
IV 
1V'  

A r t :  

I 
I I  
I I '  

I I I  

~.r~: 

I 
I '  

I I  

Art: 
I 
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b) Fliichen mit negativen Ooeffieienten. 

1 Coefficient negativ, IV '  
2 Coefficienten neg~tiv, I V '  (oder Schl~f l i ' sehe  IV,  5 mit zwei 

conjugirten Knoten). 

Beispiel: 
X ?  x~ s Xs s 

x ? + +--~- + -i-~- + 1~ O. 

(1, 2, 3, 4, 4) 

A B C 

+ + + + - - .  + 6  - -  + + + . . .  + 4  - - - -  + + . . . 0  

+ - + + . . . + 2  

+ + - - + . . .  o 

+ + +  . . . . .  2 

Also: Ein Zeiehenwechsel unter B, eine Null unter B und eine 
Null unter C. Die Fl~che ist eine I I '  mit 2 Knoten. 

w  

Die Fl~chsn mit zwei eonjugirton Psntaoderebenen. 

Solche haben bekanntlich hie 27 reelle LiMen, sondern, wie wir 
sehen werden, hSchstens 1 5 .  

Als Ausgangsfl~che zur Ableitung aller Arten wird sich il~end 
eine mit dem Maximum reeller Geraden am besten eignen, da vou 
diesen nur eine Art existlrt. 

Seien in der allgemeinen Gleichung unserer Fl';iehen 

~ ._k z,3 ..t_~3~ ._t_ (x4-t-ix~) ~ cx,--ix:2 0 . . .  av"<t~.2<a~ 
r - -  u ~  - -  az~ - -  ( e q + i . ~ )  2 27  ( o t , - - i a ~ )  z = - = 

oder 

vorl~ufig die Coefficienten tier reellen Ebe~n ~ositiv, was offenbar zum 
Auftreten reeller Knoten nothwendig ist. 

Von Diagonalebenen sind nur reell 

xt + x 2 ~ O ,  x.~ + x:~--=O, x~ + x~ = O ,  
X~ -~- 0 .  

Alle gehen dutch die Eeke xt = x.: ~---x:~ = 0, abet die drei ersten 
gehSren den drei reellen Kan~n dieser Ecke an, w~ihrend die letzte 
der isolirten Kante zugeordnet ist. 

Liegt nun ein Knoten in einer der drei Schnittlinien x~ + x:---~ 
x 1 q- x 3 ~ 0 etc. ~ so hat die Fl~che drei reelle Knoten, kann also nut 
eine I I  sein, da die Arten [ und I" reelle Pentaeder voraussetzen. 
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Fl~chen, deren 2 reelle Knoten in x 4 --" 0 liegen, kSnnen aber nie 
weitere erhalten, und darin liegt ein wesen~licher Unterschied, den 
wiz nooh genauer erSrtern werden. 

Uns interessir~ zun~chst die gewoanene II ,  da der Process des 
Verbindens, angewendet auf ihre siimmtliehen Knoten~ uns zur ge- 
wiinschten Ausgan~fl~ehe verhilft. 

Zur nothwendigen Bildung der Variationen setzen wir diesmal in 
der Discriminante: 

a, negativ, womit allerdings ein Durehsetzen yon x, = 0 ausgesehlos- 
sen ist. Dieses ist aber aueh hie nothwendig, da beide Seiten genann- 
ter Ebene gleiehbereehtigt sind. 

Die Kriterien des Verbindens und Trennens ergeben sich so. Die 
Fl~ehe mit 3 Knoten hat eben so viele Nullen. Je naehdem man den 
einen oder den andern Process anwendet, werden die entspreehenden 
Variationen entgegengesetzte Aenderangen eingehen. Da nun ein 
Trennen - -  bei allen Knoten - -  auf eine V ffihr~, welehe direct in 
eine IV' mit isolirtem Knoten tibergeleitet werden kann, so muss jede 
der Variationen einer so]chen Ft'~che, welehe je~zt die Nul]en zeigen, 
gegen die der gesuehten mit 15 Geraden einen Zeiehenwechsel aufo 
weisen. Dadurch sind wir aber in den Stand gesetzt, die Kri~erien 
anzugeben, sobald wit nut die Lage der isolirten Knoten kennen. 1)iese 
e~iillen abet die Kammer, weld, e nicest yon der isolirten Kante durch- 
setzt wird, wie man leicht unter Anwendung eines [ihnliehen Verfah- 
rens~ wie es in w "2. benutzt wurde, finde~, da sieh ffir a~ a2 eq Grbssen 
rait gleiehem Vorzeiehen ergeben und Punkte mit derartigen Coordi- 
naten nach w 1. der bezeiehneten Kammer angehSren. 

Als ffir uns brauehbare Speeialfl~ehen kSnnen wit also hinstellen: 

(l,  1, 1, �89 �89 mit 3 Knot.en, 

(1, 1, t ,  ~--~-ie~, ~-- ia~)  mit isolirtem Knoten. 

Start der drei Nullen: 

r ~2 ~3 '2r 
- -  + -t -  - 

+ - -  + -  

+ § 

der ersten Fl~iehe, zeigen bei der zweiten dieselben Variationen nega- 
tive Zeichen. (Die Null q- -[- ~ - -  der letztern liefert den isolirten 
Knoten, der uns augenblieklieh nicht welter besch~ftigt.) .Folglich 
l~aben die a~gegebenen Variationen bei den l~l~c]~n mit 15 Geraden 
positives Zeichen. Diese Arten mSgen repr-asentirt sein dureh: 

(1, 1, 1, ~ + i ~ ,  ~ - - i ~ )  . . .  ~< �89  
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Lassen wir das negative Zeichen yon ~4 fort, so ~ e b t  das folgende 
Schema ihre Variationen. 

A B 

~I 6r tg3 ~1 ~2 gX3 
~) -{ -++. . .+  2) - - + + . . . +  

3) + - - + . , . +  
4) -~- -t- . . . .  ~- 

C 

.~) - -  _ + . . . .  

6) - + . . . . .  

7)  + . . . . . .  . ) .  

Aus der Bemerkung, dass unter C nur 5) einen Zeieheltwechsel 
aufweisen kann, der immer dutch einen zweiten, 4), unter B begleitet 
ist, folgt mit Riicksicht auf die bereits discutirten Fl~chen, dass iiber- 
haupt nur vier Zeichenwechsel auftreten kSnnen. 

Die Fliichen, welche direct aus unserer I I  hervorgehen, zeigen 
offenbar nur Nul]en unter B. Wir  k5nnen uns dann die Null unter A, 
welche der Fliiche mit isolirtem Knoten entspricht, erzeugen, darauf 
- -  etwa dutch VergrSssern yon a4 - -  diese in einen Zeichenwechsel 
iiberffihren und haben yon nun an keinen Knoten mehr zu erwarten. 

Unter unsern Arten finder sich die 1)iagonalfl~iche mit drei ~ei- 
chenwechseln unter B; sie ist demnach eine If. 

Die iibrigen Fliichen miissen s'~immtlich inverse seln, sie zeigen 
den Zeichenwechsel resp. die Null unter C. 

Insbesondere: Die .Fl~iche, deren .Knoten in der Diagonalebene der 
isolirten :Pentaederkante liegen, ist stets eine II ' .  

Denn aus ihrer Form: 

erkennt man das Auftreten der Nullen 4) und 5). Durch Ueber- 
fiihrung der erstern in einen Zeichenwechsel ergiebt sich die III" mit 
Knoten, der dutch den weitern 5) die IV" folgt, womit die Reihe 
auch nach dieser Richtung geschlossen ist. 

Es bleiben noch die ~7~iehen mit imaginiir.en Knoten zu betrachten 
iibrig. 

Eine Anzal~! derselben ist un~r  den behandelten bereits vorhanden, 
ni~mlich alle, welche solche Knoten in x~ ~ 0 haben; bei ihnen sind 
die Coefiicienten der conjugirten Ebenen reell und positiv. 

Um nicht zu weifl'iiufig zu werden, betrachten wir nur eine dieser 
Arten, da bei allen die Untersuehung im Wesentlichen clieselbe ist. 
Liege vor 

*) Dass wir bier 7 Variationen und nicht 4, der Anzahl der Kammern ent- 
sprechend, haben, liegt wesenflich darin begriindet, dass zwei Knoten in x4 ~ 0 
derselben Kammer angehSren, deDn es zeigen 4) und 5) gleichzeitig Nullen; die 
Coordinaten ~, ~2 e~s haben s~mmtlich entgegengesetzte Zeichen f,'ir diese Variatio- 
nell, was keinen Unterschied hinsichtlich der Kammer bewirkt. 
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(.~, " .  ~, + ~., ~, + ~ ,  ~, + ~) 

mit einem isolirten Knoten. Die Schreibweise 

(~,, ~ ,  ~, + ~:, 0 + i (i(~, + ~)),  0 -- i (i(~, + ~))) 

l~sst aber ausser diesem noch zwei imagin~re Knoten in x~ ~ 0 er- 
kennen; die Gr'Ssse a 5 ist imagin:~r. 

Man sieht hiernach leicht die Richtigkeit des Satzes ein: Hubert 
die imaginiiren JEbenen reelle positive Coefficienten und lassen sich die 
Vorzeichen do" a 1 %  % so wiilden, dass ihre Summe a I -J- a 2 -~- a 3 
verschwindet, so besitzt die FYiche zwei imagintire Knoten in der 
Diagonalebene der isolirten Kante, zu denen noch so viele reelle 
Knoten kommen, als Coeffwienten reeller .Ebenen denen der imaginiiren 
gleich sind. 

0ffenbar brauchea wit uas bei Feststellung der Art einer gegebe- 
nen Fl~iche hiernach um imaginii.re Knoten nicht zu kiimmern, sondern 
haben, sofern ihr Auftreten nicht dutch complexe oder negative Coef- 
ficienten conjugirter Ebenen iiberhaupt ausgeschlossen is% naehtrilg- 
lich die angegebene kleine Abz'~hlung vorzunehmen. Ist dann die ver- 
langte Bedingung erfiillt, so hubert wir die Uebergangsfliiche zwischen 
zwei allgemeinern derselben Art. - -  

Alle _Fliichen mit theilweise negativen a z a s % sind entweder IV"  
oder Schliif l i 'sche iV ,  5 mit zwei imagini2ren Knoten, wie man dutch 
Passiren derjenigen mit einem unendlichen Werthe einer dieser GrSssen, 
wie imw 4,  leicht finder. Bemerkt werden muss noch, dass bei festem 
Pentaeder auch die hierbei zu Tage tretenden Fl~iehen mit imagin~iren 
Knoten in Unterabtheilungen gespalten werden miissen, da wit sie hier 
von IV", i m w  4. aber yon IV' umgeben finden, und aueh unter den 
IV dieselben sich vorfinden. 

In der folgenden Tabelle finden sich neben den Fliiehen mit reellen 
reap. ohne Singularit~iten diejeaigen mit imagin:,ireu in Parenthese, 
wclche mau durch continuirliche Aenderung der Coefficienten erzeugen 
kann, ohne den gusammenhang zu -:tndern. 

Fl~ehe : 

(a t ,  a:~, q3'  a4q- i a~5 ,  a~4--ir �9 �9 �9 r .~a27=~_ cr 2a,+ ~ 0 .  

Variafionen einer Fl~che mit 15 reellen Geradeni 

A B C 
0~I ~'~" (":;; f f l  if2 r ~I  tJ.? U. 3 

+ + + . - . +  - + + . . . +  . . . .  + . . . .  

+ - - + . . . +  

+ +  . . . .  + 
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a) Fls mit positiven Coeffieienten reeller Ebenen. 

1) Fl~chen ohne reelle Kaoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Art: 

0 II 
1 unter B III (oder Schl~f l i ' sehe  IV, 6) 
2 , B IV (oder SehlEf l i ' sehe  1V, 5) 
1' , B~ 1 unter C IV" 
3 ,, B V (oder Schl'Xfli 'sche IV, 4) 
3 , B, i unter A IV' (oder Sehl '~fli 'sche IV, 5) 

2) Fliichen mit einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichen- 

wechsel: Nullen: Art: 
0 1 unter B ] I 
1 unter B 1 ,, B Ill (oder Sehl '~fli 'sche VIII,5) 
1 B 1 C Il l '  
2 ,, B 1 ,, B IV (oder Sehlilfl i 'sche VIII, 4) 
3 ,, B 1 ,, A IV'(oder Schl~f l i ' sche VIII, 3) 

3) Fl~iehen mit 2 reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichen- 

wechsel: lqullen: Art : 
0 2 unter B II 
0 1 ,, B, l u n t e r C  II' 
l u n t e r B  2 , B llI 

4) Fl~ichen mit 3 reellen Knoten. 
Anzahl derZeichen- 

wechsel: Nullen: Art: 
0 3 unter B II 

(oder ~S c h 1 ii f l  i 'sehe X V I, 2) 

b) FIKchen mit negativen Coefficienten reeller Ebenen. 

1 Coefficient negativ IV" 
2 Coefficienten negativ IV" (oder Schli if l i ' sche IV, 5). 

w  

Die Fl~chen mit zwei Paaren conjugirter Pentaederebenen. 

Auch in diesem Falle giebt es noch Fl~chen mlt 15 reellen Linien, 
von denen wir eine zur Ausgangsfl~ehe w~ihlen. Besonders eignet sich 

hierzu: 
(x~ + i x ~ )  3 + (x, - ix~)3 + (x4 + ix~)3 + (x4 - r  ~ o, 

welehe in der That der bezeichneten Art angehSrt. Denu die Schreib- 

weise 

Mathemati~che Annale~. XIV. 



l~st das Vorhande~sein der 9 reelten Geraden 

x ~ - x ~ O ,  x2=x~q-x~l ' /~  - ~ 0  etc. 

erkennen~ folglich sind aueh 15 reell, weil andere Flikehen ohne Sin- 
gularit~ten mit mehr als 9 und weniger als 27 Linien nieht vorkommen. 

Zur Untersuchung der allgemeinen F1Kehe 

(x.2 + ix3) 3 (x2 - -  ix31 ~ (x, -4- ix~)~ @4 - -  ix~) 3 
z~_ q_ ( -~+~)~  + i ~ - i ~ ) ~  q- w,+~.~) ~ + ( . , - ~ . ~  ~ 0  

oder 
(az ,  "5 + in3,  % - -  i n , .  a~ q-  i . ~ ,  a~ - - i . 5 )  �9 �9 �9 -2 ~ g a,"- 

mit der Diseriminante 
cq + 2 .., -? 2 .~ 

geben wir diesmal a t das feste negative Zeiehen, da diese Gr~sse sehon 
ausgezeichnet ist. Dann finden wit als Vorzeiehentafel unserer Aus- 
gangsfi~che (0% I, 1, 1, 1) 

~) + + . . . .  
2) - -  + . . . .  
�9 ~ )  + . . . . .  

Das Zeichen yon 3) mass immer mit dem angegebenen iiberoiw 
stimmen; folglich sind h6chstens zwei Zeichenwechsel, entsprechend der- 
selbert Anzahl con Trennungen, mSflich. Ein Zerfatlen in zwei Theile 
ist also ausgeschlossen: Fl~iehen V ,  und die ihnen benackbarten IV und 
IV: mit einem Knoten haben mindestens drei reelle l~enlaederebenen. 

Nur zwei Diagonalebenen 
x~---O, x. l ~ O ,  

jede eine der beiden isolirten Pentaederkafiten enthaltend, slnd reel]. 
Sie sehneiden sich jedoch in der reellen Pentaederebene und lassen 
daher nut Fliichen mit hSchstens 2 reellen Knoten zu. 

Es kann aber entweder nur solche Fliiehen~ wie sie aus einer mit 
4 Knoten direct hervorgehen, oder inverse geben, da beide Diagonal- 
ebenen gleichberechtigt sind, und wir werden die ]etzte Art erwarten, 
da schon im vorigea w die Diagonalebene der iso]irte~ Kante nut 
Knoten solcher enth-21t. Diese Vermuthung wird sich als richtig er- 
weisen; damlt abet die Untersuchung nicht unterbrochen werde, mbge 
der Beweis sp~ter folgen*). 

Das Weitere ist dem fr~ihern Verfahren im Wesentliehea gleich 
and es kann aaf die Tabelle verwiesen werden, welche wir am Schlusse 
geben. Nur die Kriterien imagin~rer Knoten er]eiden eine geringe 

�9 ) Vergl. w lO., p. 79. 
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Modification. Die FKlle unter b) der frShern Tabellen kommen in 
Wegfall, da der Coefficient der einzigen reellen Ebene stets positiv 
gedacht werden kann. u sind ima~n'~re Knoten demnach 
nur bei positiven reellen Coefficienten conjugirter Ebenen, und zwar 
sobald eine oder zwei der Gleichungen 

% - - 2 ~ . , = 0 ,  ~ - 2 ~  4 = 0  

erfiillt sind, wie man durch Anwendung der dann noch mBglichen 
Schreibweise der Discriminante (vergL w 5.) leicht findet. 

Die folgende Tabelle gew-~ihrt eine Uebersicht der verschiedenen 
Arten. 

Fl~che: 
(a~, u~.+iez.~, ~.,--ia.~, a ~ + i ~ ,  a 4 - - i % )  . . .  a.~2 < u4 ~', a, < 0 .  

Variationen einer Fliiche mit 15 reellen Geraden: 
2 ~  2 ~  

t) + + . . . .  
2 )  - + . . . .  

1) Fti~chen ohne Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Art: 

0 II 
l III (oder Sehl~fli 'sehe IV, 6, oder XVI, 3) 
2 IV" (oder SchHifli 'sche IV, 5). 

2) Fl:,ichen mit einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: .Nullen: Art: 

0 1 I1 
1 1 lII" (oder Sehl~ fli'sehe VIII, 5). 

3) Fl~ichen mit 2 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen." Art: 

0 2 lI" 

w  

Die Scheidung der vorschiedenen Mannigfaltigkeiten der Fl~chen eines 
Pentaeders. 

Durch die bisherlgen Untersuchungen is~ es mSglich geworden, 
bei gegebenem Pentaeder den Raum so in einzelne Theile zu zerlegen, 
dass jeder Theil nut die Knoten einer und derselben Fli~ehenar~ ent- 
h~ilt. Die Grenzfl~chen sind die Diagonal- and Pen~aederebSnen. Es 
geniigt, die Zerlegung an einer Pentaederkammer mit anschliessender 
Tetraederkammer zu studiren, da gleiehnamige dieser Riiume nicht 
wesenflich yon einander versehieden sind. 
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Bezeichnen wir die, vorl~ufig reellen, Ebenen des Pentaeders mit 
1, 2, 3, 4, 5, die Diagonalebenen, ihren Gleichungen entsprechend 
mit ~-weien dieser Zahlen, so ist auf Tafel I, Fig. 1 die Pentaeder- 
kammer, welche yore Trieder 1, 2~ 3 dureh die Ebenen 4, 5 abgetrennt 
wird, nebst den sie theilenden Diagonalebenen 

.14 15 
24 25 
34 35 

und zum Theil die Tetraederkammer 1 2 3 4 zur Ansehauung gebracht. 
e und d sind Sehnittpunkte dreier Diagonalebenen tiber Tetraeder- 

dreiecken, daher Bilder yon Fliichen mit vier Knoten (nach unserer 
frfiheren Interpretation). Die angrenzenden Abtheilungen sind daher 
Bilder solcher Fl~ichen, wie sic direct aus jener speclellen dutch ,,Tren- 
hen" hervorgehen. Ausser diesen Arten kennea wit noch zwei: IV' 
und II1". 

Wirklich giebt es ausser dem bekanntlich IV" entsprechenden Te- 
traeder 1234 nur noch die gleichartigen R-;iume abfh, bcg/;, call, 
welche nicht yon e und d zu erreichen sind und daher der Art I l l '  zu- 
kommen miissen. 

d gehSrt dem aufgezeichneten Tetraeder an; wir beschr~inken uns 
bei der Untersuchung der einzelnen iibrigen R~iume auf diejenigen um 
diesen Punkt, da die l~esuitate sieh spiiter direct auf e tihertragen lassen. 

Nehmen wir cinch isolirten Knoten in 1 2 3 4 mit den Coordinaten 

+ ~ ,  + ~ ,  + u:,~ + ~ ,  - (~ + ~ + a a + ~)  

und durchsetzen mit ihm die Ebene 4, aber keine Diagonalebene. Dann 
ist a 4 negativ geworden, aber die GrSssen e~ 1 -~- a~, ~2 -~- a4, aa -~- ~4 
sind noeh positiv. Als neue Coordinaten kSnnen wit daher hinstellen 

wo ~ elne in Bezug auf die ~ sehr kleine GrSsse bedeuten mag. Mit 
H~ilfe der Tabelle des w 4. finder man in dieser Fl~iche eine IV (mit 
Knoten). Das Durchsetzen der Pentaederebene hat a2so auf den Knoten 
die Wirkung einer Aenderung durch die bi21anare Form ausgeiibt. Ein 
jetzt vorzunehmendes Ueberschreiten einer der sich in d schneidenden 
Diagonalebenen muss aber yon einem ,Verbinden" begleitet sein~ da 
nur drei solcher Ebenen vorhanden slnd und eine I erst dureh drei- 
malige Anwendung jenes Processes auf die IV hervorgeht. Je nach- 
dem ein'~Knoten also jenseits einer, zweier oder dreier jener Ebenen 
(abet keiner andern) l ie~,  ist die FI.2che eine III, lI oder L 

Naeh dieser kleinen AbzS.h|uug erkennt man dann'die folgende 
Zerlegamg des Raumes. 



Art: Kammern : 
I abcde 

I I  adfb, aeh3, etc. 
l I I  bdfg, behk, etc. 
I I l "  abfh, bcgk, etc. 
IV fgid, hkle, etc. 
I V '  Tetraederkammern 

1 2 3 4 etc."  

Ueber Fl~.chen dritter Ordnmag. 

F l ~ h e n  mit  einem Knoten.  
hnzahl der Kammera: 

10-  1 ~ 10 
10 �9 6 ~-  60 
l0  �9 6 -~-~ 60 
10 �9 3 ~ 30 
1 0 . 2 =  20 

5 . 1 - ~  5 

185 

mit zwei 
Anzahl der Felder: 

10- 6 ~ 6O 
10.  12 ~ 120 
10 .  6 ~ 60 
10-  6 ~  6O 

Fl~ichen 
.~rt: Felder: 

I adb~ aeb, etc. 
II dfb, ehb, etc. 
I I '  afb, ahb, etc. 

HI fgd, hke, etc. 
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getrenntc Mannigfaltigkeiten. 

Knoten. 

W i t  betraehtcn noch die Ueberfiihrung der Arten l I I  und l I I '  in 
einander.  Nut  diese sind ausser den IV" auf  Rgiumen abgebildet, 
welche theilweise ~ n  Pentaederebenen begrenzt sin& Abet  die be- 
grenzenden Theile dieser Ebenen (fbg etc. fur eine I I l ,  fbh etc. fiir 
eine I I I ' )  bilden Scheidew~iade gegen eine benachbarte Pentaeder- 
kammer ,  ein Ueber t r i t t  in diese muss demnach wieder auf eine der 
Artcn I I I  oder I I I '  f'tihren und man finder leicht durch Erweiterung 
der F igur ,  dass man,  yon einer beliebigen der beiden ausgehend, stets 
die andere erh'~lt. W i t  kSnnen daher, mit Riicksicht auf das in Bezug 
auf die Ar ten  IV und I V '  Gefundene, fiir ein ree~/es ~entaeder den 
Satz hinstel len:  Lie.yen die 3Cnoten zweier Flficl~n auf verschiedenen 
Seiten einer _Pen~derebene und so, d~ss man nut diese und nicht etwa 

3OO 
300 : 2 ~ 150 getrenntc Mannigfaltigkeiten. 

F l ~ h e n  mit drei Knoten. 
Art: Strecken: Anzahl der Strecken: 

I ad, ae, etc. 10 �9 6 = 60 
I' ab, be, etc. 1 0 . 3 ~ - 3 0  

I I  d f, eh, etc. 10 - 6 -~ 6I) 

150 
150 : 3 = 50 getrennte Mannigfaltigkeiten. 

Fl~ichen mit  vier Knoten. 
Art: Punkte : Anzahl der Punkte: 

I e, d, 1 0 . 2 ~ 2 0  
20 : 4 ~ -  5 Fl~ichen. 
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noch Diagonalebenen zu durchse~zen braucht, um yon ei~em Knoten zum 
andern r gelangerb so sind die Flgchen stets mit Hiilfe der Aenderung 
dutch die biplanare _Form in einander iiberfiihrbar. 

In ~ihnlicher Weise lllsst sich die Eintheilun~; des Raumes bei 
theilweise imagini~rem Pentaeder durchfflhren. Wir beschrKnken uns 
auf eine Mittheflung der Result~te. 

Tafel I ,  Fig. 2 gieb~ eine Centralprojection des Raumes unter An- 
nahme dreier reeZlen Pentaederebenen 1, '2, 3~ yon derem Schnitt- 
punkte auf die Ebene der isolirten Kante. I)iese Gcrade ist unendlich 
fern gedacht. Wie unmittelbar zu sehen~ ist auch hier noch das 
Durchsetg~n einer Pentaederebene der Aenderung des Knotens durch die 
bi~lanare Form iiquivalent. 

Is~ endlich nut  eine .Ebene, 1, reeZ1, so schneiden sich diese und 
die beiden noch reellen Diagonalebenen 2 3 und 4 5 in einer Geraden, 
Tafel I ,  Fig. 3 zeig~ die ProjeCtion des "con ihnen getheilten l~aumes 
yon einem Punkt" dieser Geraden auf eine beliebige Ebene, die man 
passend normal zur Geraden annehmen mag. :Ein Ueberschreiten der 
_Pentaederebene ist wirI~ungslos, denn kelne ihrer Seiten ist 4or der 
andern ausgezeichnet, was mit dem alleinigen Auftreten inverser Fl~- 
chen harmonirg. 

Der Vollstiindigkeit wegen fiigen wir noch die Aufziihlung der 
einzelnen Abflaeilungen bei, wie sie die Figuren ergeben. 

D r e i  r e e l l e  P e n t a e d e r e b e n e n .  

Fliichen mit einem Knoten. 
Art: Kammern : 

II  3 . 1  -~-3 
l I l  3 �9 2 ----- 6 
III" 3 - 1 = 3" 
IV 3 . 1 ~ - 3  
IV '  1 . 1 ~ l  

16 getrennie Mannigfaltigkeiten. 

Fliichen mit zwei Knoten. 
Art : Felder: 

11 3 . 2 ~ 6  
I I '  3 . 2~ - - -6  

I I I  3 . 2 ~ - 6  

18 
18 : 2 ~- 9 getrennte Mannigfaltigkeiten. 

Flllchen mit drei Knoten. 
Art: Gerade: 

II 3 .  l f f i=3  
3 : 3 == 1 Mannigfalfigkei~. 
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E i n e  r e e l l e  P e n t a e d e r e b e n e .  

Flgchen mi6 einem Knoten. 
Art: Kammern: 
II  1 

I I I '  2 
3 ge~rennte Mannigfaltigkeiten. 

l~]gchen mit zwei Knoten. 
Art : Felder: 
I1' 4 

4 : 2 ~ 2 getrennte Mannigfaltigkeiten. 

Was die Eintheilung der Fl~ichen ohne Knoten anlangt, so mfissen 
wit bei derselben absehen yon den H~ilfsmitteln der hnschauung, wie wit 
sie bisher benutzt haben, und unsere Resultate auf combinatorischem 
Wege zu gewinnen suchen, welcher uns iibrigens auch bei den erledigten 
Arten zum Zlele gefiihrt h~tte. 

Ist eine Fl~che gegeben, so kann man sich eine neue, derselben Art, 
abet einer andern Mannigfaltigkei~ angeh5rig, bei reellem Pen~aeder 
dutch Yertauschen beliebiger Ebenen desselben erzeugen. Abet nut das 
Vertauschen solcher wird yon Erfolg sein, deren Coefficlenten nicht durch 
allmghliche Aenderung ihrer GrSsse --  inzwischen einmal gleich werdend 
- -  ihre Pl~tze wechseln kSnnen, ohne einen Wechsel der Art hervorzu- 
rfifen. 

Die fibrigen Coefficienten nimmt man dann abet besser sofort als 
g]eich an, oder geometrisch: man w~ihl~ eine Flgche, auf der sich so oft 
als mSglich drei Gerade in einem Punkte schneiden*). In der Anzahl 
der dann noch mSglichen Permutationen hat man diejenige der getrennten 
Mannigfaltigkeiten. 

Sind nich~ alle Ebenen reell, so sind offenbar nur reelle und imagi- 
n~re Ebenen unter sich vertauschbar und bei letztern wird welter nut die 
Yertauschung zweier Paare conjugirter Ebenen etwas niitzen kSnnen, 
da erst hiermit eine Aenderung in der Discriminante eintrit~. 

Diese Ueberlegungen ffihren zu der unten mitgetheilten Tabelle. 
Dieselbe enthlilt neben der Anzahl der Mannigfaltigkeiten noch die ge- 
w~ihlten Repriisentantinnen der verschiedenen Arden. Zur Vermeidung 
der Angabe yon sonst no~hwendigen Ungleichungen eel dutch k eine sehr 
kleine GrSsse bezeichnet, mit welcher man abor noch all Veriinderungen 
vornehmen kann, welche weder Nullen noch Zeichenwechsel mit sich 
filhren. 
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Ree l l e s  P e n t a e d e r .  
Art :  Ge~renn~  Mannigfal t igkei~en:  

5! 
I ( a ,  ~ ,  a ,  a ,  a )  5!  - -  1 

1I (a, a, a, 3~+k  3,~t/~) 5, o ~ z; 3! 2: ~--- 10  

5~ ~ 30 III (a ,  a,  t5, fl, 2 a  + k) 2! 2! 

~ 5! 
I v  (~,, t~, ~. ~, . + ~ + k )  ~, - - 2 0  

5~ 
1V"(a, u, 2 a + k ,  2e~Q-k, 2a - l -k )  .~!3~ ~ 1 0  

5~ 
V (a, a,  a, a, 4 a - - k )  4 ~ - ~  5 

5~ 
IV' (a ,  r a,  a ,  4a-J-]~) 4~ --~ 5 

II (a ,  

III (% 

IV (a, 

I V "  ( ~  

V (. ,  

IV' (a,  

CZ~ (Z:, fcf7 ted) 

3 a + k  

81 

II (a, k ,  k ,  k ,  k) 

I1I (a, a, a, a, a) 

IV"(k, k ,  k ,  a ,  a) 

Dre i  E b e n e n  reel l .  

3:  a, 2a ,  k + i ~ ,  l ; - - i ~ )  ,~, = 3 

9 . + k  ~ + k . ~  3, 2a, 3 _ a, " ' 2 ] 2~T-. 
3! 

~, 2,~--k k, 0-4- i~, O - i~) ~, - - 3  

3~ 
- ~ 1  

3~ 
3 a ? k )  3~ 

, .; - -  - -3 .~  ~ 1 

12 
E i n e  E b e n e  reel l .  

2] 
2~ 
2~ ~-1  "2! 

2~ = 2  
4 

w 

U e b e r  e in  V e r f a h r e n ,  w o l c h B s  spittor benutzt wertlen w i r d .  

Die Uebergangsfl'~chen yon denen mit reellem Pentaeder zu denen 
mit conjugirten Ebenen besitzen eine Doppelebene desselben. 

L'asst man zwei Ebenen sich vereinigen, so ist die n~chste Folge 
die Authebung tier Identitat 2:xi ~ 0, welches Ergebniss*die UnmSg- 
lichkeit unsers bisherigen Coordinatensystems mit sich f'tthrL. 
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Sofern man nicht auf ~ussers~ specielle Fl~chen kommen will, 
mfissen die Coefficienten der sp~tern consecutiven Ebenen passend be- 
stimmt~ dtirfen iasbesondere hie endlich gew~hlt werden~ da in diesem 
Falle die Fl~che, welche sigh ata r  Cuben reduciren l~,sst~ hervorgeht, 
welclle, wie sich zeigen wird, bei weitem nicht die allgemeinste Art is~. 

Wir betrachten die folgende Aufgab% welehe die yon uns zu 
15sende als speciellen Fall in sieh schliess& Es liege vor die Function 

F-~  ~lf(x,) + ..,_f(x~) + .~f(x.~) . . .  + a,,f(z~), 

in der die a constante GrSssen bedeuten, f eine Function sei, welche 
sich nach dem Taylor ' schef i  Lehrsatze entwickeln l~st. Wie heisst 
die allgemeinste Funct ion/7 ' ,  welche entsteht~ wenn alle Variabeln x~ 
sigh einander unbegrenzt n~hern? 

Es seien zun~chst zwei Func~ionen f vorhandcn: 

Dann machen wir behufs Vereinigung yon x Iund  x 2 die Transformation 

x. ~ x t -]- ~YI~ 

wo Yl eine willkfirliche Variabele vorstellt, 6 als gegen die Null ton- 
ver~rend anzusehen ist i und entwickeln nach Potenzen yon 6: 

.F =- ,~,f(x,) + ,..(f(x,) + 0'/"(x,)~, + ~/ (x,)y,- + . . . )  

= (~, +~,)f(z,)  + , ~ [ ' ( x , ) y ,  + ~-,- f"(:6b~J? + . . . .  

Nun kaan man a~ und al immer derartig w~h|en ~ unendlieh werden 
lassen - - ,  dass sowohl a I -{- a 2 als auch a 2 8' endlieh wird. Aber alle 
weitern Glieder der Entwickelung werden unendlieh klein. Man erh~lt 
also als gesuchte Function 

.F~ -~- a,f(x,) -~ aofl (x,)y,, 

worin a 1 und a 2 irgend wie gewiihlt werden k5nnen, dann aber al~ 
Constanten zu betrachten sind, w~ihrend Yt eine Variabele ist. 

Seien jetzt drei Functionen f gegeben. Dann f/ihrt die Trans- 

formation 

- -  unter d~ eine andere ebenfalls unendlich klein werdende GrSsse 
verstanden ~ zu kelnem allgemeinern Resultate, sofern man y,., will- 
kiir]ich annimmt. Verliiuft abet diese GrSsse der Variabeh~ y~ beim 
Grenziibergange unendlich nahe, so l~sst sich eine. Verallgemeinerung 
erzie]en. Wir se~en dem entsprechend: 

und entwickeln wie vorhin: 
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F -~- a, f ( x , )  
- t t  9 

+ a2(f(x,) + ~f ' (x , )y ,  + - ~ . f  (x,)y,- + . - . )  

+ - ~ . . , ~  kY~" ~ '-' 8"" + a~ ~1 ~) + 2YlY~-" a:~61"" ~: + Y~'" a~ 6~0'~"-) + . . . .  

Nehmen wit jetzt die a unendlich yon der zweiten Ordnung, die 8' 
wie sonst yon der ersten, so werden nile Coefficienten der Producte 
mad Potenzen der y unendlich klein, in denen mehr als zwei Factoren 
d auftreten. Die iibrigen bestehen aus endliehen Summanden~ oder sol- 
then, welche yon derselben Ordnung unendlich werden. Abet aueh die 
Summen letzterer kann man sich endlich denken, da die GrSssen a und d 
durchaus keinen weitern Bedingungen als den hieraus entspringenden 
unterworfen sind, namentlich night als Functionen definirt sind. 

Die entspringende Function ist daher 

F~ = a~ f(x~) + (a:,Y~ +a~y2)f ' (x l )  + a4yt~f"(xl).  
Zur Bildung yon ~', h~itte man analog zu setzen: 

F = ,~, f(x,)  + ,z2f(x , + 6y,) + a3 f ( x  , +O', ( y , +  ~2Y2)) 

die a unendlieh der dritten Ordnung zu nehmen nnd in der Entwickelung 
alle Glieder mit mehr als 3 ~ 4 -  1 Faetoren d auszuscheiden - -  da 
diese verschwinden --  uud so fort bei beliebig vlelen Functionen. 

l:/eben wir noe~a hervor, dass die Summe der Zeiger atler y, 
welche in einem Product auftreten, stets mit der Anzahl der ~ des- 
selben fibereinstimmt, so kSnnen wit die Regel hinstellen: 

1)ie allgemeinstc .Function, welche dutch Gleichwerden aller Varia- 
beb~ x aus 

.F-~ , ,  f(x~) + ~._, f(x~) + �9 �9 �9 + ~, (x~) 
entsteld , ist 

.F. ~ f (x t )  + f" (x~) X y, -}- [" (x~) Z y, y~- k- f '"(x,) Z,y,y~y, + . . . 

in tier die y vollkommen wiUkiirlichc Variabeln sind und die Summation so 
~uszufiihren ist, dass 

i + k + l + . . . ~ n _  1 
ist. 

Es sind der Einfachheit wegen die Coeflleienten weggelassen~ da 
man sie in den Vaxiabela aufgehen lassen kann. 

Sollen nicht a//e Variabela elnander gleieh werden, so hat man 
nach der angegebenen Regel fiir die verlangte Anzahl die Function zu 
bilden und ihr noch die unbetheiligten Functionen f hinzuz~ffiigen. 
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w 
Die Fl~chen mit mehrfa~hen Pentaederebenen ha Allgemeinen. 
Die Gleichung einer auf ihr Pentaeder bezogenen F-l~iehe drifter 

Oral_hung hat die Form der Function F des vorigen Paragr~phen, der 
Null gleich gesetzt. 

MiRels des angegebenen Satzes sind wit daher im Stande, die 
Gleichtmgen yon Fl~claen~ deren Pentaeder unendlich nahe Ebenen 
besitzt, hinzuschreiben~ wenn wir f(x) ersetzen durch x z. 

Abgesehen yon der RealiSt der Elemente sind dana die iblgenden 
F~lle zu unterscheiden: 

Pentaeder: Gleichung der Fl~he : 
z i ,  X2, x3, 2x~ ax13-4-bx,~'~+cx33-4-dx4'J+ex~'~yz-~O, 
xl ,  2x~, 2x  3 axt~ + bx~:~-l-:cx~yt + .dxz~+ex3~z l  ~ O  , 
x~, x.,, 3 x  3 axi  "~ + bx.,'J--l-cx:~3 + dx.~'-'(y~+y~_)+cx~y(" - ~ 0 ,  
3 x l ,  2x~ axL 3 + bxl"- ' (y t+y. , . )+cxlyt"-+dx.2+cx.7-z t -~ O, 
4x l ,  x2 axl ~ + bxl'" (Y~ +Y.z +Ya) + cx,(yt" +YtY' ,)  + dY~ ~ 

+ ex~ ~ ~ O, 

5x~ ax~ "~ q- b x~"- (yt -t- Y,. q- Y~ q- Y~) q- cxt (Y,~" q- Y~ Y,. 
Y~Y~ -~-Y.2) "+- dYt ~ -{- eY~'Y ",. -~ O. 

In diesen Gleichtmgen bedeuten die y und z, der Null gleich ge- 
setzt I Ebenen~ die ganz willkiirlich angenommen werden kSnnen. Sic 
sind abet nicht, wie die des Pentaeders, eindeutig bestimmt, sobald die 
Gleichung einei, Fl~che vorliegt. So z. B. wird Yl = 0, ihrer Einfiih- 
rung dutch die Gleichtmg x~ == x t q- $Yl (vergl, den vorigen w zu- 
folge, immer durch eine Kante des Pentaeders gehen, n~imlich durch 
die Schnittlinie der consecutiven Ebenen, abet im Uebrigen wird man 
sie beliebig verandern kSnnen. Z. B. karm man in der ersten Glei- 
chung die Substitution 

y~ -~ x~ ~- ~ty~ 
stets durch Aenderung yon d und e wirktmgslos machen. Aehnliches 
gilt auch ffir die andern hinzukommenden Ebenen. 

Gewisse Lagen derselben wird es jedoch geben, ftir welcbe die 
Gleichungen eine besonders einfache Gestalt annehmen. Dcren Auf- 
suchung macht abet die Betrachtung der eiazelnen Arten nothwendig, 
zu der wir uns jetzt wenden. 

w lo. 
Die F1;4ehen rait oiaer Doppelebsne des Penta~ers. 

Durch die vier getrennt erscheinenden Ebenen ist ein Coordinaten- 
tetra~der gegeben. Setzen wir also in der abgeleKeten Gleichtmg: 

ctxl3 2 I_ b~, ~ .31_ cx 3 dff dx,4:} .21- ex42y I ~ ,  O, 

Yl ~-" a tx l  -~- a'2x2 "-1- aax3 2r" a4x~ 



76 C. RODE~BE~G. 

SO geht diese fiber in: 
axl  3 + bx., a + cxd~+ (d + ea4)x4 ~ + ex4 ~ (al XI + a2 x2 -4- a.~xa) ~ O, 

welche sich dutch geeignete Wahl der in den x implicite auftretenden 
0onstanten auf die Form 

x d  + _~,Z + z3L _ 0,x4~ _ 3 x4~- (x, + x:, + x3) = 0 ~12 ~22 C/~ 2 t~42 
bringen ]~s t ,  in der x l ,  x2, x a die dnfachen Ebenen sind, x 4 die 
1)oio2elebene ist. 

Das Verschwinden der Discriminante 

raft den Knoten 

hervor, dessert Coordinaten demnach nut  fiir die drei ersten und des 
letzten Gliedes der Gleichung reell, sein kSnnen. 

Die GrSsse 6 ist fiir die Coordinaten also einflusslos; man h~tte 
sie auch der Einheit gleichmachen kSnnen. D a a b e r  dann die spe- 
ciellen F~chen mit ~ = 0 ausgesct,lossen w~iren, so musste yon dieser 
Vereinfachung abgesehen werden. 

Stellen wir jetzt die Beziehung der Ebene 
x I + x~ + x:~ = 0 

zum Pentaeder lest. Wie bereits im vorigen w bemerkt wurde, muss 
ihre Schnittlinie mit x~ = 0 eine Kante desselben und sie selbst.~ da 
sie die Ecke der einfachen Ebenen enth~lt,, eine Diagonalebene sein. 
Um das besser einzusehen und gleich die Frage zu erledigen, ob noch 
alle Elemente des Pentaeders vollkommen bestimmt sind, bilden wit 
nach einer yon C l e b s c h  a. a. O. angegebenen Methode das Product  
der 10 Ecken in Ebenencoordinaten u I u._, u a u a : 

u,~ . u ?  . u~'- . ~ ( ~ q - u ~ )  ( u , - - u ~ )  ( u 3 - u O  = 0 
Hiermit ist die aufgeworfene Frage bejahend beantwortet~ wir 

finden eine Configuration der Ecken, wie sie die Anschauung erwarten 
liess: Die Schnittlounkte der ainfachen Ebenen mit  der 1)olopelebene 
z~ihlen als .Ecken dop2elt. Zu  diesen kommen in der n~imZichen JEbene 
noch drei cinfache JEc'ken au f  der Linie  x~ = x I + x~. + x a -~ O, was mit 
der ~igenschafl yon x 1 + x 2 2 7 x.~ = 0 als .Oiagonalebene im Einklange 
steht. M it der ~Ecke dcr ~infachen Ebenen haben wb" (lie Gesammtzahl aller : 
. . . . . . . . . . . . . .  3 . 2 + 3 . 1 +  1 = 1 0 " ) .  

*) Es ist nicht uninteressant, ausgehend yon der gefundenen Gleichung der 
Fl~che, da~ Pentaeder aufzusuchen, welches ohne 8chwierigkeit rait Hflfe einiger 
yon Herrn G ordan a. a. O. gegebenen Formeln geschehen kann. 

Sei 
f = ax3 ~ bza . . . .  = 0 

die symbo!ische Darstellung der Gleichung einer Fliiehe drifter Ordnung, yon 
derem Pentaeder drei Ecken ~, ~7, ~ auf einer Kante gegeben seien. Dann sind die 
drei Ebenen dureh die conjugirte Eeke nachw 16, III jener Arbeit: 

a~a~az~ O, ar/t~a x ~ O~ e~a~a z = O. 
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Auf Tafel l l ,  Fig. 1 ist ein Pentaeder mit zwei sehr nahen Ebenen 
zur Ansehauung gebracht;  die sparer consecutiv werdenden Punkte sind 
yon geschlossenen Curven umgeben. 

Die 2~iche besitzt in, Allgemeinen ]~.'ne SingularitSJ~ und aueh 
ihre Geraden zeigen keine Besonderheiten in ihrer Lage*): Die Dia- 
gonalebenen - -  ausser x I -a t- x~-}-x s ~ 0 - - ,  welche nicht mit der 
Doppelebene vereinigt ]iegen, n~mlich 

x l + x 2 - - - - O ,  x . , + x  3 ~ - 0 ,  x ~ + x  1 ~ 0 ,  

geben aber die MSglichkeit zum Auftreten dreier reellen Knoten, so- 
fern wir xj ,  x2, x 3 als reell voraussetzen~ was zun~chst gesehehen soll. 

Da Fl~chen mit 27 reellen Geraden und ihre Grenzfl~ehen mit 
reetlen Knoten stets ein allgemeines .Pentaeder voraussetzen, so kann 
unsere ~'ldv]~e mit drei .Knoten nut e/he ]I sein. 

Die Form der Discriminante gestattet uns, das frfihere bei der 
Ableitung der verschiedenen Arten angewendete Veffahren auch jetzt 
anzawenden. 

Nehmen wir, was keine Beschri~nkung der Allgemeinheit ist~ 
positiv, te~ reeU, so haben wir die F~lle reeller oder theilweise imagi- 
n'~rer a~.~.~ zu unterseheiden. 

Seien 1) a~ % a. a reell und so geordnet, dass t~, ~ ~ %-~ ~ as ~. 
Analog dem Veffahren des w 5. betrachten wir die Fl'~chen: 

~Nennt man diese lx ,  2z, 3 x, so ist welter n a c h w  16, II mit  leicht erkl'~r[ieher 
Bezeiehnung das Product  der  iibrigen: 

axbx(ab 12) (ab 13) ~ 0 

oder ,  in nicht  symbolischer Form,  die ger~nderte He s se ' sche Determinante: 

fi, fi~ fi~ fi, 1, .% 
fa, f~ f~ f*, I, 32 
A~ A~ f~ t3, I~ ~ = o .  
A, f4~ A3 f44 14 3, 
1~ 12 I s 1~ 0 0 

"21 2~ ~s "24 0 0 

~ i m m t  man nun ais Ecken ~ ~1 ~ auf einer Geraden die Punkte uj - ~2 = 0, 
~z~- us = 0, u s -  ~t4, so geben die mi~ethei l ten  Formeha zun~chut die drei 

Ebenen x t ~ 0 ,  x 2 ~ 0 ,  a : s ~ O  
und dann mit  deren Vlfilfe ffir die beiden ~brigen 

x4~ ~ 0. 
womit  das yon uns aufgestellte Pentaeder  als der Fl~che eindeutig zugeordnet 
nachgewiesen ist. In '~hnlicher Weise kann man fiir die fibrigen Arten das Penta- 
eder bestimmen. 

*) Herr  E c k a r d t  finder (a. a. O. w 6.) irrthiimlich auf diesen Fl'~chen einen 
uniplanaren Punkt,  welches daher  r~hrt ,  dass die drei einfa~hen Ebenen und die 
Doppelebene als dutch einen Punkt  gehend augenommen werden, indem die Iden- 
t i tgt  xl "-1- xa -{- x~ -F x4 = 0 als err/lilt angesehen wird. Dann trifft allerdings die 
angegebene Specialisirung zu. (Vergl. w167 19., 20. der vorliegenden Arbeit.) 
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Xl3 ~ X23 -[- X~ a --  2X43 - -  3 X4 ? (X 1 -{-X: ~ Xa) ~-- 0 mit drei Knot ,  n, 

xl 3 -4- x~ a -[" xa 3 - 6 x~ a - -  3 x42 (x. + x o -4- xa) ~ 0 mit.isolirtem Knoten. 

Dass der Knoten (1, 1, 1 i 1) letzterer Fl~iehe wirklich isolit4 ist, er- 
kennt man leicht dureh Bildung seines Tangentenkegels,  aber auch, 
wena man bemerkt, dass er in der Kammer der Ebenen x 1 , x 2, x 3 ---~ 0 
l ie~ ,  welche yon der Kant* der consecutiven Ebenen (x 4 -----x I -4-x~ 
~ - x  a ~ 0) nicht durchse~zt wird und dieser Kammer offenbar die- 
jenige solcher Knoten der angrenzenden Fliiehen mit drei reellen und 
zwei conjugirten Pentaederebenen entspricht. 

Indem wir nun alle mSglichen Variationen des Ausdrucks 

aufstellen, fmden wir in 

x,3 + x~ + x~ 3 -  3x~(x~ +x~+x~)  = 0 

eine Fl~iehe mit 15 Geraden; die hierauf bezfigliehe Untersuchung, 
sowie die Ableitung weif~rer Fli~chen ~esehieht in der niimlichen Weise 
wie in w 5., so dass wir uns auf die tabellarisehe Zusammenste lhng 
(s. den Sehluss dieses w besehr'Xnken kSnnen. 

Hervorgehoben mag noch werden, dass die ausgezeichnete Diago- 
nalebene x~ -f- x., -~- x 3 ~ 0 die Knoten der inversen Fl'~chen mit zwei 
Knoten enth'~lt, was zu erwarten war, da bewiesenermassen naeh de r  
Uebeff~ihrung der Doppelebene in zwei ima~ni~re Ebenen die erwi~hnte 
Art der entspreehenden Diagonalebene angehSr~. - -  

Zu den FI'~chen mit imagin~iren a~, o_, 3 kann man gelangen dutch 
Uebersehreitung der Fl~che 

x,~ "4- x,~ __ ~x43 __ 3 x,~ (x, + x . ,+x3)  O, 

ffir welche r 3 nnendlich ist und welehe daher einer Fl'~che mit ima- 
gin';iren a:~ benaehbart erseheint. 

Die angeftihrte Gleichung l",isst aber den uniplanaren Punkt  x~ = x~ 
= x 4 = 0 erkennen, welehe diese Fl~ehe fiir uns unbrauehbar macht*). 

Es l~s t  sieh dieselbe aber umgehen dureh die Annahme a4 = ~ ,  
welehe eine FIKehe IV" ohne Knoten hervorruft (w 2.), auf welehe 
abet die Vorzeichen der a 2 ganz ohne Einfluss sind. Folglieh sind 
aueh die Fliicl~en mit  einem oder zweien imaginiiren al, 2,a IV ' ,  da ein 
nachheriges Endlichwerden yon a 4 hie einen reellen Knoten erzeugen 
kann. 

") Solchen Fl~chen werden wir noch bei anderr, Pentaedern unter Vor~us- 
setzung specieller Coefilcienten begegnen; wir werden sp'Xter zeigen (w 19.), wie 
diese Specialformen aus einer allgemeinen sich ableiten la.ssen. 
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Sind insbesondere zwei der imagin~ren a einander gleich~ so hat 
man die Sch l~f l i ' s che  IV, 5 mit zwei imagin~ren Knoten, sofern die 
Discriminant~ durch Wahl der iibrigen Vorzeichen zum Verschwinden 
gebraeht werden kann. Gepaart k5nnen reelle und imagin~re Knoten 
demnach nicht auftreten. 

Wir gehen fiber zu den Fl~chen mit zwel conjugirten Ebenen: 

(% + ix~) 3 (x.~ -- ixs) s -- 3 x2 
x,~ ~ k- ~ (xl + 2x2) = 0 

mit der Diseximinanto 

a, + 2a., + �89 ~a4 3 = O. 

Die beiden reellen Diagonalebenen 

x . , ~ O ,  x ~ + 2 x . , ~ O  

erm5glichen alas Auftreten yon Fl~chen mit zwei reellen Knoten, nicht 
mit dreien~ da ihre Schnittlinie in x~ - - 0  liegt. 

Man kann folgendermassen nachweisen, dass solche Fliichen immer 
I I '  sin& 

Es mSgen die Knoten zun~ehst in der Diagonalebene der isolirten 
Kante: x 2 ~ 0 liegen. Die Fliichen mit zwei conjugirten Ebenen eines 
allgemeinen Pentaeders, deren Knoten in der entsprechenden Diagonal- 
ebene liegen, sind immer yon der angegebenen Art (w 5.). Daher 
sintl es auch die unserigen, da man zwei der reellen Ebenen beliebig 
nahe bringen kann, ohne die Fl~che zu zerstSren. Denken wir uns 
ferner, bei clerselben Fl~che, zur Erledi~mg des zweiten Falles die 
Doppelebene durch eine unendlich kleine Aenderung tier Constanten in 
zwei eonjugirte Ebenen fibergefiihrt (was allerdings nieht tinter Beibehal- 
tung unserer Gleichungsform mSglieh ist). Dadurch tritt kein Knoten 
auf, denn beim jetzigen Pentaeder mit zwei Paaren eonjugirter Ebenen 
kSnnen nach w 6. nicht mehr als zwei reelle Knoten vorhanden sein. 

Einem solchen Pentaeder kommt abet nur eine Art mit zwei Kno- 
ten zu (w 6.), diese muss also auch eine I I '  sein, welches l~esultat wir 

daselbst vorausnahmen. 
Abet damit ist dasselbe fiir den Fall zweier Knoten in x t + 2x., ~ 0 

bewiesen, da wit den Uebergang zu zwei conjugirten Ebenen ebenso 
gut be[ einer solchen Fl~he hk~ten bewirken kSnnen. 

Dutch den Process des Trennens werden wit demnach auf Fl~i- 
chen IV", durch den des Verbindens auf I[ gefiihrt. 

Erstere Art ent~pringt wirklich bei der Annahme a, ~ oo. Nimmt 
man a 1 negativ, so lauten ihre Variationen, oder besser, die Variatio- 
nen einer andern IV" mit endlichem a 4 
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}~a+ 3 2a 2 
+ + . . +  

q- . . . .  + 

- -  ~ ~  - -  

und zwax muss eine der beiden letzten in allen Fi~llen'negativ sein. 
Dureh Waehsenlassen yon a 1 kann man drei negative Zelehen her- 
stellen. Beim Passiren der aufgetretenen Nullen verbanden sich aber 
nothwendiger Weise Theile, da hierin die einzige MSgIiehkeit zur Er- 
zeugung der II  liegt, welehe ArL doeh vorkommt und somit auch er- 
halten ist. Das Weitere bedarf keiner Er]iiuterung. 

Fiir "1----oo tritt freilich eln uniplaalarer Punkt auf, aher diese 
Grenzfliiche brauehen wir nie zu erreichen. 

Fliichen mit zwei imagini iren Knoten kommen unter den eben be- 
trachteten vet, wenn die. Coefflcienten der conjugirten Ebenen reell 
und positiv sind (vergl. w167 5., 6.) und 

ist. Aueh auf diesen kgnnen hie ree|le Knoten auflreten, w i e e s  vet- 
bin bei drei reellen Pent~ederebenen erkannt wurde. 

Ist endlieh eq imagini i r ,  so kann hie ein Knoten auftreten and 
die Betrachtung der Fl.ache mit % ~ oo zeigt, dass jene wie letztere 
immer  vine IV" ist. - -  

Tabe l l e  I. 

x I x., x a reell. 

Fl'aehe: ~ ., x'3 -J- -~-2 gx'~ q_ x3~,3~ q - ~ x +  "a - 3 x+2~-~- ( xl -~- x+ -~ xa) ~-  O, 

eq "+ -<_ %'+ __< %'-', �89 ~a4:' < 0 ,  ~ > 0 .  

Variationen einer Flgehe mit 15 reellen Oeraden. 
A B C 

~1 ~2 ~g3 (gl 0r (~3 ('gl ~? (X3 
+ + + . . - +  - + + . . . +  - - - +  . . . .  

+ - - + . . . +  
+ +  . . . .  q- 

a) Fl'aehen mit positiven Coeffieienten reeller Ebenen+ 
1) Fl'achen ohne reclle Knoten. 

Anzahl der Zeichenwechse|: 
0 
1 unter B 
'~ B 
1 , B, 1 unter C 
3 , B 
3 ,, B ,  1 ,, A 

Art: 
II 

lI l  
1V 
1V" 
V 

IV '  
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2) Fl~chen mi~ einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechseh Nullen: Art: 

0 1 unter B H 
1 unter B 1 ,, B I l I  
1 , B 1 ,, C H I '  
2 ,, B 1 ,, B IV 
3 ,, B 1 ,, A I V '  

3) Fl'~chen mit zwei reelten Knoten. 
Anzahl tier Zeicb.enwechseh Nullen: Art: 

0 2 unter B I I  
0 1 ,, B, 1 miter C [I '  
1 unter B 2 ,, B I I I  

4) Fl~chen mit drei reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 

0 3 unter B II 

b) Fli~ehen mit negativen Coeffieienten einfacher Ebenen. 
1 Coefficient negativ I V '  
2 Coefficienten negativ I V '  (oder Schl i i f l i ' sche  IV,  5). 

81 

~ a b e n e  :IX. 

Nur x t reell. 
( z ~ + i x ~ )  ~ ( x ~ - - i x s P  __ 3 x ,  *_ Fl~che: z ~  + ~_ ~ a4 ~ (x I + 2x~) ~-- 0, 

at  z (u  2 + ia3)  z (u~ - -  iu3)  2 u ,  ~ 

a I < 0 .  

Valqationen einer Fliiehe mit 15 reellen Geraden. 
2a2 . ~ , /  
+ + . . . .  

1) Fl'~chen ohne reelle Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Art: 

0 I I  
1 III-  (oder Seh l~f l i ' s che  IV, 6) 
2 IV" (oder Sch l~ f l i ' s che  IV, 5). 

2) Fl~chen mit einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 

0 1 l I  
1 1 I l I '  

3) F'l~chen mit zwei Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: NuUen: Art: 

0 2 I I '  

Ma~hematisch$ Annaleu. XIV. 
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11. 

Die Fl~chen mit zwei Doppelebenen des Pentaeders. 

Nehmen wir x I -~-0 and x~ ~ 0 zu den Doppelebenen~ x 3 ~ 0 
zur einfachen, so geht die i n w  7. gefundene Gleiehung fiber in 

axl 3 2 r xl*-(a,xtZv a~x2 + a~x3 ~ - a4x4) 
+ bx.. .~ + x~ ~- (t,, x~ + b2x, + 5~x3+ b~ x,) + cx:, 3 - ~  O .  

Da diese die Form 

x~ (a~x,~--~-b~x, ~') -~- f (xf , x.~, x~) ~- '0 

hat, so be~itzt die _Fliiche einen bi21anaren Knoten im Schnitt2un~te der 
.Doppelebenen mit der einfact~n u ml die Eben~n des Knotens 

sind har~nonisch zu den Doppelebenen*). Abet die Axe des Knotens 
der Durchschnitt seiner Ebenen ~ liegt nicht auf der Fl';iche, wit 

habea die niedrigste Art eines solchen Punktes, einen B~, so genannt, 
weil die Classe einer FlSehe dutch seiu Auftreten um drei ginheiten 
erniedrigt wird**). Die vorliegenden Fliichen sind Schl~if l i ' sche ]II  
und zwar die allgemeinsten. 

Es verdient woh] bemerkt zu werden, dass conische Knoten hie 
yon Einfluss auf das Pentaeder sind, w'~hrend biplanare ganz specielle 
Pentaeder voraussetzen, aber unter Zugrundelegung dieser vSllig unab- 
h-2ngig yon der Wahl der Constanten auftreten. 

Ehe wir zur Unterscheidung der versehiedenen Arfen sehreiten, 
sei an die Vertheilung der Geraden auf unsern Fl~chea erinnert***). 
Jede Ebene des biplanaren Punktes schneidet die F!~he  in drei sich 
in ihm kreuzenden Geraden (Strahlen), yon denen bei reellen Ebenen 
mindestens in jeder einer reell ist. Sind alle Strahlen reell, so hat d i e  
FIKche tiberhaupt nur reelle Linien. Ein Zusammenriicken zweier 
Strahlen bewirkt das Auftreten eines eonischen Knotens and ein darauf 
folgendes /magin~werden eine Trennung der ihn umgrenzenden Par- 
tieen der Fl';iche. Rticken alle'drei Strahlen zusammea, so entsteht 
ein weiterer B3, deren hSehstens drei auftreten kSnnen-~). Bei ima- 
~n.:iren Ebenen kann dutch den Knoten nie ein reeller Strahl gehen 
und etwaige conische Knoten sind daher stets conjugirt. - -  

*) Vergl. meine Dissertation w 6. 
**) In gleicher Weise mSge stets die Zahl der Einheiten, um we]che irgencl 

eine h~here Singularit~,t die Classe erniedrigt, dem bezeichnenden Bachstaben als 
Ze~ger aageh'~gt werden. 

*a*) Vergl. Sehl~.fli a. a. O., Klein a. a. O. w 3., oder Salmon-Fied]er  
Raumgeometrie I[, Art. 267. 

~') Solche Fl~chen ver]angen jedoch eine weitere Speeialisirang des Penta- 
eders. Vergl. die w167 12. and 17. dieser Arbeit. 
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Ffir das Folgende ist zu unterscheiden, ob die Doppelebenen reell 
oder conjugir~ sin& (Den Uebergang dutch eine vierfache Ebene be- 
handeln wir im n~chsten w 

B e i  reelle~ x I und x~ geben wir der Gleichung die Gestalt: 
X ~  

rx~ 3 + ~x~ s + 3 ~i ~ (x~+x~) + 3 ~__A (x~-x~)  - -  2 =~-~ 0, 

7 , ~ > 0 .  
Das Product der Knoten 

u, 4 (ua + u J  (%--~,)?  �9 u,  % ----- 0 

zeigt die gereinigung yon 4 Xc'ken im biplanaren Punkte,  ferner giebt 
es zwei dot~eltziihlende a u f  der Axe  und zwei einfacTw in der ein- 
fachen iPentaederebene: 4 -~- 2 - 2 -~- 2 �9 1 ~- 10. Wir haben eine Grup- 
pirung, wie die knschauung sie direct ergiebt. (Tafel ]I,  Fig. 2.) 

F_,~ ist wichtig, die Ebenen 

x :~q-x~-~0  und x a - a : ~ = 0  
a]s, noch tibrige, Diagonalebenen der einfachen Ecken zu erkennen, 
denn sie lassen die MSglichkeit yon Fl~hen mit zwei conischen Knoten 
einsehen. 

Der biplanare Punkt ist selbstverstandlich bei der Aufstellung der 
Bedingung fiir einen Kaoten auszuschliessen; thun wir dieses, so er- 
~eb t  sich als solche 

7 a a  2 r_ ~tea _~_ 4tea _~_ 0 
Ftir den conischen Knoten 

tel, te.~, tx 3, 7tel 3 -~ ~a23. 

U mbe i  einer speciellen Flgche leicht die Reali~tsverh~iltnisse .der 
Geraden iibersehen zu k5nnen, nehmen wit ftir den Augenblick die 
Ebenen des Knotens zu Coordinatenebenen und setzen: 

Xt p ~ .Z' 2" 
X l ,  ~ X ~  Of_ x ~  X! ~ tel 

oder 
,2~t" - -  X2" 

~ 2 '  ~ ~ X~ ~ tez - - - - :2 ,  . . . .  ~'1 l:fZ " 

Dann erscheint die Form: 

7te,a(x,'+x~').~ + ~<~(x , ' -x , ' )~  + 6(x,'~+x~'~)x:~ 
q- 12xi"x2'x 4 -- 16 =~'- = 0. 

Unter der Voraussetzung reeYzr a finder sich in der Fli~che mit 7 = 5 = 0 :  

6 x,'x./x~ + 3 (x, '~'+x/~)xa - -  8 ='~- = 0, 

eine SchlRfl i 'sche III ,  1, denn jede der Ebenen x~'-----0, x = ' = 0  
schneidet in drei reellen Strahlen. 

Die Ableitung tier iibrigen Arten aus dieser geschieht wie sonst 
durch Erzeugung yon conischen Knoten und darauf folgendes Trennen 

6* 
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der angrenzenden Partien,. resp. Erhaltung beliebig vieler Knoten. 
Tabelle I,  a) enth~lt die nach diesem Princip gewonnenen Resultate. 

.Die Fliichen mit theilweise imaginiiren t~ sind leicht erledigt. 
Ist eine der GrSssen al und a2 imagin~r, so haben wlr eonjugirte 

Ebenen des Knotens, S c h Hifli 'sche III, 4; ein ausserdem imaginiires 
r giebt dieselbe Fl~ehe, auf der aber bel geeig-neten Wer~hen der 
iibrigen Constanten zwei ima~n~re Knoten auftreten kSnnen. (Ta- 
belle I,  b)*). 

Sind endlich a~ und a 2 imagin~r oder, was dasselbe ist, ist bei 
reellen a I und a 2 a 3 imagin'~r, so erhi~lt man stets in jeder der jetzt 
reellen Ebenen des Knotens einen reellen Strahl, wie die Speeialfl~iche 
~, = ~ -~- 0 zei~. Denn eine Aenderung kann nicht eintreten der Un- 
mSglichkeit reeller Knoten wegen. (Tabelle 1, e.) 

Seien jetzt die .Dotvpelebenen conjugirt. Dann sind es aueh die 
Diagonalebenen, und zwei reelle Knoten kSnnen nicht auftreten. Da 
ferner die Coeffieienten a t u n d  a 2 conjugirt sein m~issen und so die 
MSglichkeit eines einzigen reellen weg~,illt, so ]assen wir beide in x 1 
und x 2 aufgehen, da sonst die Criterien der versehiedenen Arten minder 
einfaeh werden wiirden, und geben der Gleichung die Form: 

(7 + i ~) (x I + i x2) ~ + (7 -- i ~) (x I -  ix2) 3 + 3 (x t + i x2)~ (x 3 + i x~) 

+ 3 (xl-- ix~.)2"(x.a--zx4) - -  2 ~:~ ~ 0 .  

Von Ecken bleibt nur reell der vierfach z'Xhlende blplanare Punkt, wie 
das abgeleitete Product fiir die jetzigen Etemente ergiebt. 

Die Ebeaen jenes Knotens sind 

x I -~ 0 7 x,, ~ 0~ 
folglich stets reell, wodurch auch imagin.~re eonische Knoten ausge- 
schlossen sind. Bei conjugirten DoFPelebenen des Pentaeders sind die 
,Ebenen des biplanaren Knotens reell und es treten hie zwei eonische 
l(noten auf. 

Da hSchstens in e~iner Ebene des B.~ drei reelIe Strahlen liegen 
kSnnen, so bewirkt ein Durehgang durch einen Knoten die Ueber- 
fiihrung dieser Arten in solche, welche in jeder Ebene nur einen 
reellen Strahl aufweisen. 

Die Bedingung f[ir das Auftreten eines Knotens hat die Form 

7 + 2 u 3 ~ 0  
angenommen. Seine Coordinaten sind: 

x, ~ 1, x._,-~-0, x 3 = e ~ ,  Q = y .  

*) Die Uebergangsfl.hchen mit e~ 2 = w zeigen einen uniplanaren Pankt und 
diejenigen mit a s ~ ~ sind Regelfl.Xchen. Vergl. ffir die ei~tern w 19., ffir die 
letztern w 18. 
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Es kann also nut  eine Ver~,ndertmg in x~ ~ 0 beim Passiren des 
Knotens vor sich gehen, und x I ~ 0 enth~lt demaach immer nur e/nvn 
reellen Strahl. 

Da nun bei redlem a 3 auf der Fl~ehe mit  7-~--0 sich in x_~ ~ 0 
drei reelle Strahlen vorfmden, so haben nile F l~hen ,  bei deren Ablei- 
tung aus dieser sich'ein Knoten nothwendig macht,  in derselben Ebene 
(also in jeder) nur einen reellen Strahl. (Tabelle II,  a). Zur letztera 
Art  gehSren auch alle mit imagin~irem a3, wie dasselbe Beispiel zeigt, da 
der zur Ab~nderung nothwendige Knoten nicht auftritt. (Tabelle If,  b.) 

Tabel le  I. 

R e e l l e  D o p p e l e b e n e n .  

Fl~che: 7 x v  ~ ~ ~x.~ ~ + ~x,~ (x~ -F x4) -{- 3x2~ (.% - -  x,) - -  2 x3~ - -  % 

7 , ~ > 0 .  
a) a12, a._/, a:~ 2 positiv. 

7a l  3 ~ ~%'~, a 3 < 0 .  

Variationen yon 7al  "~ ~- (~a~ 3 -F- 4 a a einer Fl~iche mit lauter 
reellen Geraden: 

~,' a13 6 a 2  3 

- -  --J-- . . . .  

1) Fli~chen ohne reelle conische KaoLen. 
Anzahl tier Zeicheu- 

wechsel: Art: 
0 In jeder Ebene drei reelle Strahlen (Sch l~fli 'sche ]II,  1) 
1 ,, einer ,, ,, ,, ,, ( ,, II],2) 
2 , keiner ,, ,, ,, ,, ( ,, III,3) 

2) Fl~ichen mit einem conischen Knoten. 
Anzahl tier Z eichen- Nullen: Art: 

wechsel: In der unbetheiligten Ebene liegen 
0 1 drei reelle Strahlen (Sch l '~ f l i ' s che  VI,  1) 
1 1 ein reeller Strahl (Sch l ' ~ f l i ' s che  VI,  2) 

3) Fl~chen mit zwei Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechseh Nallen: Art: 

0 2 Alles reell (Sch l i i f l i ' s ehe  X1H~ 1). 

b) a12 oder a22 negativ,  a3 ~- positiv. 
Die Ebenen des B 3 sind conjugirt. S c h l ~ f l i ' s c h e  I I l ,  4 (oder XIII ,  2 

mit 2 imagin~ren Knoten). 

c) a32 negativ,  oder al 2 und a2 ~" negativ. 
Sch l~ i f l i ' sche  I I I ,  3. 



T~belle :IX. 

Conjug i r~e  D o p p e l e b e n e n .  

Fl~ehe: (?-1-i5) (xl + ix~) 3 + (7 - -  i~)  (x~ - -  ix~) ~ 
3 ( x ~ + i x . )  ~ (x~ '4- ix  4) 

44- 3 ( x , - - i x ~ )  ~ (x3--~x~) - -  2 ~ =-" 0. 
~ 3  2 

a) a3: positiv. 
/ 

Die F1Kche ist, wenn dem absoluten Werthe n a c h ?  ~ 20r eine 
l l I ,  2 

Sehliif l i 'sche u  2 
III, 3. 

b) ~ negativ. 
Sehl~f l i ' sehe lII, 3. 

w 12. 

Die Fl~ichen mit vierfacher Pentaedereb0ne. 

Sie bilden den Uebergang zwischen den Fl~ichen mit reellen Doppel- 
ebenen einerseits und conjugirten andererseits, und werden daher eben- 
falls einen biplanaren Punkt aufweisen. Daher erscheint es gerecht- 
fertigt, dieselben vor denen mit dreifacher Ebene zu betrachten, wenn 
auch letztere allgemelnerer Natur sin& 

Beh~ilt man in der abgelei~eten Gleichung 

axl  3 ~ bx12 (y~y2A-y3 )  ~ c x l ( y t 2 ~ y l y ~ )  ~ dyi 3 -~- ex2 3 ~ 0 

die vierfache Ebene x~ ~ 0 und die einfache x 2 ~ 0 als Coordinaten- 
ebenen bei, setzt vorliiufig 

Y, + Y2 "4- Y3 ~ x~, Y, = x3, Y, + x., = a I x~ A- a~x2 --? a3x3 A- a4x4, 

so l'~isst die entspringende Form 

axl 3 "-~ bxl ~'x, ~ cxtx3(al  x l ' ~  a~.x.~'-~ a3x.~-~ a~x~) --~ dxaa ~ ex.~a --~ 0 

schon den ~ 3 : 0 ,  0, 0, I erkennen, dessert Ebenen sind: 

x~ ~ O, bx~ ~ ca4x 3 ~- 0. 

Folglich ist die vierfache Ebene r :Ebene des stets auftretenden B3,  
wie zu erwartea war, da im allgemeinen Falle die Ebenen eines solchen 
Punktes zu den Doppelebenen des Pentaeders harmonisch sind. 

Nimmt man die andere: b~x I .~-ca4x 3 =_= 0 zu x 3 ~ 0, so kann 
man dutch passende Ver-Xnderung yon X 4 die Gleichung zu 

~x~3 - -  3:~,'~x~ + 6x,  x~x4 -4- x ,  3 + p x ~  0 ffl 2 * 

vereinfachen. 

Fl~chen, bei denen eins der drei letzten Glieder fehlt, sind ent- 
weder Kegel oder haben einen uniplanaren Punkt oder zwei biplanare. 
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Nur bei tier lec tern ,  f~r welc~e p - ~  0 ist~ sind noch die Ebenen de~ 
Pentaeders bestimmt~ wenn auch~ wie sich zeigen wird~ die Ecken in 
gewisser Weise willkiirlich sin& 

Die Fl~che m i t a  I ~ -oo  hat einen osculirenden Kegel, dessen Be- 
rfihrungscurve ia x~ ~---0 liegk Ffir das Folgende ist es wichtig, in 
ihr eine Seh lg f l i ' s che  III,  3 zu erkennen, jede Ebene des Knotens 
enth~lt einen reellen Strahl. 

Fiir die allgemeine Fl~che der vorliegenden Gattung finder man 
als _Product der Pentaedered~en 

u4 8 �9 u~ 4 ~ 0; 

ausser dem sechsfach z~hlenden :B 3 findet sich noch ein vivrfacher auf 
der Aze: 1 . 6 - ~ - 1 . 4 ~ - 1 0 .  

Die Vermuthung~ dass eine a|Igemeinere Lage der Eeken (z. B. 
10 einfache in der vierfachen Ebeae, welehe Anordnung sich offenbar 
herstellen liisst) zu allgemeineren Fl~chen ffihren miisse~ erweist sich als 
irrig mit Rficksicht auf den Gang der Entwickelung in w 8. Es ist 
aueh folgendermassen einzusehen~ dass jedes andere Eckensystem zu 
gewissen Unbestimmtheiten ffihren wiirde. Bekanntlieh ist jeder Ecke 
eine Kante als Doppelgerade ihrer zerfallenden Polare zugeordnet~ was 
jedenfalls bei vSlliger Bestimmtheit aller Elemente des Pentaeders vor- 
aussetzt, dass die einander entspreehenden auch gleieh oft z.;ihlen. Bei 
obiger ilngirter Annahme 10 einfaeher Ecken erhalten wir abet (wie 
stets) die vierfache Schnittlinie der beiden getrennt erseheinenden 
Pentaederebenen (der einfaehen und der vierfaehen), wodurch ein ein- 
deutiges Entsprechen unmSglieh gemacht ist. Aehnliche Unzutr~iglich- 
keiten ergeben sich bei allen andern hnnahmen mit Ausnahme der 
gefundenen Configuration. Denn bei dieser ist, wie die Polarenbildung 
zeigt, dem vierfachen Punkte die erwiihnte vierfache Linie and dem 
sechsfachen die sechsfache Linie der consecutiven Ebenen, die Axe des 
Knoten% zugeordnet. - -  

Diagonalebenen giebt es nicht mehr, es kann demnach hSchstens 
ein conischer Knoten auftreten. 

Ein solcher ist vorhanden, wenn 
~at ~ - -  2 = 0, 

and hat als Coordinaten 
at, 1, O, 0. 

Die Classification geschieht jetzt dureh Zugrundelegen der FiChe 
mit fl ~ O, welehe bei ree//em at yon x 3 ~ - 0  in drei reellen Strahlen 
getroffen wird. Da in x 1 ~ - 0  stets nur ein reelier Strahl vorhanden 
ist, so bewirkt ein Passiren des Knotens den Uebergang yon SehlKfl i ' -  
sehen III ,  2 zu l l I ,  3 (Tabelle i). 

Die Flgehen mit iraagintirem at sind s~mmtlieh $ ehl'2fli 'sche III, 3, 
wie die am Anfange dieses {} betrachtete Uebergangsfl~che mit a t ~-- ~o. 



Wit gehen ~iber zu den ~'liichen mit ~wei biplanaren K~wten ( p ~ 0 ) :  

~x S _ 3x,*,~___~ "4- 6 x~x3x4 -1- x J  : O, 

deren ~a sind: O~ O~ O, 1 und O, O~ 1, O. 
Dass ein Auftreten zweier solcher Punkte s~r eine vierfache 

Pentaederebene mit sich ftihrt und daher e~ne jede derartige Fl~che 
dm'ch eine Gleichung unserer Form dargestettt werden kann~ liegt 
darin begriindet, dass die Axe eines biplauaren Knolens immer mit 
der Schnittlinie zweier Doppelebenen zusammenF~llt, welche Bedingung 
eben nur dureh ihre weitere Vereinigung zur vierfachen erfiillt sein 
kann. Fliichen mit drei J9 3 kSanen kein bestimmtes Pentaeder mehr 
hubert. 

Die Ecken sind aber sehon bei den vorliegenden unbestimmt, denn 
ihr Product, uach der angegebenen Methode gebildet, verschwindet 
identisch. 

In tier That sind aueh die Gleichungen, welehe durch Nullsetzen 
der Unterdeterminanten der H e s s e'sehen Determinante : 

~ X j  

H ~  

~'1 ~ ~9 2 X4 X3 

x~ x 2 0 0 

x 4 0 0 x~ 
x 3 0 x~ 0 

entstehen, ffir einen beliebigen Pankt der Geraden 

X 1 ~ X 2 ~ 0 

erftillt. Alle Punkte der Schnittlinie der beiden getrennt erscheinenden 
~entaederebenen haben die Eigenschaft der &emaligen Pentaederecken. 
Ausser diesen finder sich noch als vSllig bestimmte Ecke der Schnitt 
der beiden Axen: 0, l ,  0, 0. 

Die Lage der Kanten (wit gebrauchea jetzlb noch wie auch in Zu- 
kunft beim Auftreten unbestimm~er Elemente die alten Namen) er- 
schliessen wir dutch Polarenbildung. 

Als Polaren eines Punktes 0, 0, Y3, Y4 der Geraden x~ ~ x 2 ~ 0 
(Tafel II, Fig. 4) erh~lt man das Ebenenpaar 

x, (y~x, +y4x3)  = o.  

Deren Doppelgerade, die conjugirte Kante jenes Punktes~ enth~lt die 
noch bestimmte Ecke. Alle jene Linien bilden daher ein Bfischel in 
der vierfachen Ebene mit letztgenanntem Punkte /ds Centrum. Auf 
jeder Kante l ie~ afisser dem Centrum also noch eine Ecke der Ge- 
radea x I ~--x~-~-0; ffir die ilxirt~ Kante is~ diese 0, 0, Y3, --Y4- 
Diese Ptmkte und die Pole bilden folglich eiae Involution~ deren Doppel- 
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punkte die ~3 sind, so dass allemal die conjugirte Kante eines solchen 
Punktes ilm selbst enth.~lt, wie es im Falle eines einzigen ist. Die 
ausgezeiehnete Eeke hat die Polare 

o, 
d. h. ihre conjugirte Kante enth~l~ die variabela Eeken. 

Nur wenn a I ~ - ~ ,  wird letztere Kante ganz unbestimmt; die 
FiChe hat einen osculirenden Kegel, wie bereits bemerkt wurde*). 

Was die Fliichen selbst anlan~,  so bleibt die Bedingung fiir das 
Auftreten eines conischen Knotens f la13--2  ~--0 unverlindert, abet 
bei der Eintheilung haben wit die F~ille reeller oder conjugirter JB~ 
zu trennen. 

Bei reelle~ .B 3 ist die Untersachung durchaus nicht yon der frfihern 
verschieden, wir kSnnen auf Tabelte ]I ,  a) verweisen. 

Bei conjugirten 1~3 treten an Stelle yon x 3 und x 4 resp. x 3 -~  i x  l 
und x 3 - - i x ~ ;  die Gleichung hat die Form: 

t~x~ 3 3~,~, + 3x~ (x~2+x~ '~) + x., 3 ~- 0. 

Der mSgliche conische Knoten kann jetzt isolirt sein. Das Auf- 
treten yon zwei Art,en yon Fli~chen mit Knoten rfihrt daher, dass zwei 
im Zeichen v~ fl verschiedene Fli~chen nicht mehr in einander traas- 
formirt werden kSnnen. Man er-l~nnt auch sofort dutch Bildung des 
Tangentenkegels im Kaoten: 

(lass derselbe nut reell, wenn a 1 negativ und in Folge der Bedingung 
fiir sein Auftreten auch • negativ ist. Folglieh: Bei positivem fl er- 
h~l~ man Fliichen mit isolirtem (Schl~fl i ' sche XVH, 2) ,  bei negati- 
veto fl Fl~chen mit nicht isolir~m Knoten (Schl~fli 'sche XVII, 3). 

Hinsichtlich der weitern Eintheilung heben wir hervor 7 dass die 
reelle Gerade der conju~rten Ebenen der beiden Knoten: x3 =~ xa -~ 0 
die Fl~ehe in drei Punkten schneider, in welchen sich die drei (ima- 
gin~iren) Geradenpaare begegnen, welche in jenen Ebenen liegen. 
Diese Geradenpaare bestimmen die drei dreifachen Tangentenebenen, 
welche ausser x 1 ~ - 0  noch durch die Ve~bindungslinie der Knoten 
(xj ~ x 2 ~ 0) gehen und deren Reatit~tsverh~ltnisse die Art der Fliiche 
bedingen*-*). Die Frage nach letzterer ist also auf die einfachere 
naeh der Zahl der reellen jener Punkte zuriickgefiihrt. 

Sei zun~ehst a 1 reell; dann finden wit bei der FiChe fl -~- 0 nach 
dem eben Gesagten drei reelle Ebenen. Ein wachsendes 16 kann einen 

*) Vergl. die Anmerkung auf tier fblgenden Seite, aowie w 17, 
**) Vergl. SchlRfli a. a. O. IX. 



isolirten~ ein abnehmendes einen nicht isolirten Knoben erzeugen~ woraus 
zu entnehmen, dass die vorliegende~ sowie alle zwischen den beiden 
mit Knoten behafteten Flii~hen aus zwei Thei[en bestehen. Bei wei- 
refer Aenderung verschwindet der Knoten, wenn fl positiv, im andern 
Falle werden Theile verbunden. 

W~ihrend nun derartig erzeugte F1Rchen ohne jede Singularit~t und 
bestimmtem Pentaeder bei Erhal tung desselben ( I V '  und IV) nicht in 
einander iibergefiihrt werden konnten, ohne Dazwischentreten yon Kno- 
ten, ist dieses bei den unserigen mSglich, wie wit gleich sehen werden. 

Ein Uebergang dutch eq ~ ~ zu imaginiirem r 1 ~ia~dert die Art  
nicht, alle FIRehen sind IX, 4, denn nie tr i t t  ein reellel, Knoten auf. 
ElJen bei diesen Fl~chen k5nnen wit daher fl beliebig varliren lassen, 
ohne neue Arten herbeizufiihrea, womit dann die vorhin behauptete 
MSgliehkeit der Ueberleitung solcher Fliichen in eiaander constatir t  
ist, die sich im Vorzeichen yon fi unterscheiden und aus einem Theile 
bestehen. Damit kommt dann aber auch die Unterscheidung der all- 
gemeinen Fl~chen I V '  und IV in Wegfall ,  sofern man das Penta- 
eder unbeachtet liisst, da man imagin'~re Singulariti~ten stets umgehen 
kann*). - -  

Tabel le  I. 

Alle Elemente des Pentaeders bestimmt. Ein JB 3. 

Flliche: ~xt  3 - -  3x~x~ + 6 x l x 7  4 + x2 3 + ~x3 3 O. 

I) at: positiv. 
{ ! reelle Strahlen (Sch l  ii fl i 'sche III ,  2), } 

x 3 enth'~It reellen Knoten ( ,, VI, 2)~ wenn fl a j~--  2 ~ 0. 
reellen Strahl ( ,, I I I ,  3), 

2) al'- negativ. 
S c h l ~ f l i ' s c h e  I I I ,  3. 

*) Es mug gestattet seia~ hier efnige metrische l~etrachtungen einzufieehten. 
Nimmt man bei den Fill.then mit z~ei co~jugirten B~ x• ~ 0 parallel mit xi ~ 0, 
indem man setzt x t ~  x , -  h, vimmt ferner xt, x3, x 4 als Ebenen einea recht- 
winkligen Coordfaatensystems. so erkennt man in 

~x~ "3 x~2(x~--h) ~_ 3 x~ (x~2+x4 ~) + (x~--h)s = 0 

die Gleiehung einer Fl~ch% welche durch Rotation einer symmetris~hen Curve 
dritter Ordatmg um ihre 8ymmetriea~e x, ~ x~ = 0 entstanden ist. Die ~B~ liegen 
auf der unendlich fernen Geraden yon x~ ~- 0 und werden bestimna~ durch alle 
Kreia% welche der ParallelbSschel zu dieser Ebene aus der Fl'~che ausschneldet. 
Folglich: Jede ttotationsfl5~ d~'i$tcr Ordnung hat die imagindren Krei~un~e 
ihrer Asymptotene2~e zu ~Ba, Dieser Satz i~f~ umkehrbar. 

Schneiden sich nun bei der erzeugenden Curve die drei reellen Wendet~n- 
gonte~ in einem Puakte (der natiirlich auf der Rotationsaxe ]iegt), so geht you 



Ueber  F l ~ h e n  drif ter  Ordmuag. 91 

Tabel lo  IX. 

Ecken und "Kanten theilweise unbestimmt. Zwei B~. 

a) ~eelle B 3. 

Fliiche: f ix[ ~ 3~,'~ + 6xlx~x4 + x~ ~ O. 

1) at~ positiv. 
Die Ebenen x 3 und x~ enthalten jede 

drei reelle Strahlen (Sch l~ f l i ' s che  IX, 1),] 
einen Knoten (. ,, XVII, 1), / w e n a / t a l : ' - - 2 ~ O .  
einen reellen Strahl ( , IX> 2),1 

2) al 2 negat~v. 
S e h l ~ f l i ' s c h e  IX> 2. 

b) Conjugirte .B 3. 

Fl~che: fix1 ~ --  3x,~x~ + 3x  I (xz~+ x[,) + x.. ~ ~ O. 
0r 

1) a~ = laositiv. 
Bedeutet flala den absoluten Werth dieser Gr'dsse, so erh'~lt man, 

wenn ~a13 ~ 2 O: 

eine dreifache Ebene durch x 1 ~ x.  ~ 0 (Schl i i f l i ' sche  IX, 4), 
/ isolirten / XVII,  2), 

wenn f l ~ 0  [(  " einen [n icht  isolirten Knoten>, ~ ( ,, XVII,  3), 
drei dreifache Ebenen durch x I ~ x~ :-= 0 ( . IX, 3). 

2) aj 2 negativ. 
S c h I ~ f l i ' s c h e  IX, 4. 

w 13. 

Die F l~hon  mit dreffacher Pentaederebene. 

Nimmt  man zur Vereinfachung ihrer Gleichung 

ax13 + bx23 + cx33 + dx32(yl +y2) + ex3yl 2 ~ 0 

unter Beibehaltung yon x 3 ~ 0 als dreifaehe and xl,  x z ~ 0 als ein- 
fache Ebenen,  als solche des Coordinatensystems 

ffl ~ X!, 

so entsteht die Form: 

x~S x3 2 (x, + x~) ., x'3 + - -  .qt- ~.,Xa3 - -  3 3X3X4 ~ " ' "  at < a 2 ,  
~ l  2 ~f2 2 ~Z212 ~ -  

diesem s i n  osculirender Kegel an  die Fl~ehe, dezsen Berfihrangscurve aus einem 
Kreise ,  in x~-----h, und der unendl ieh f emen  Geraden besteht.  W i t  haben den 

Fall a, ~ ~ .  
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in der wir u3 2 stets als positiv voraussetzen kSnnen, ohne die Allge- 
meinheit zu beeintr'2chtlgen. 

Wie im vorigen w ergiebt das _Product der ~cken 

u4~. %3. u 3 ( u , _ _ % )  ~ 0, 

fiir diese verh~iltnissm~ssig speciellere Lagen, als eine willkfirliche 
N-~herung" dreier Ebenen bed~ngt. Die consecu~iven Ebenen bestimmen 
fiir sich drei ebensolche Gerade (x 3 ~ x ~  0) und die einfache Eeke 
(u I - -  % ~ 0). Der letztern entspricht die Kante der einfachen Ebeneu. 
Die beiden dreifachen Punkie u~ 3 und u=/ sind demnach Durehschnitte 
der dreifachen Geraden mit letztgena~lnten Ebenen,  w~hrend deren 
Kante den Punki ul 3 auf der dreifachen Ebene verzeichneL Auf Ta- 
fel ] I ,  Fig. 5 sind diese Verh~iltnisse zur Anschauung gebracht. 

Die Ebene x I -Jr-x. ~ 0 ist hiernaeh als einzlge 1)iagonateb~qw 
gekennzeichnet, es giebt daher Fl';ichen mit zwei Knoten. 

Aber im Allgemeiuen haben die vorliegenden Flfiche~ keine Singu- 
larigiten. Wit bemerken abet,  dass der Durchschnitt mit der drei- 

fachen Ebene x 3 ~ 0 :  x~ q_ x,~ 0 aus drei sich in x 1 ~ x o ~ x 3 = O  
0:12 ~2 2 

treffenden Geraden besteht. Folglich: Die dreifaehe ~Ebene enthiilt stets 
drei Gerade d~r .Flficl~e, welche sich im Schnittpunkte je~:er mit  den 
beiden ci~fachen .Ebenen treffen. Je  nachdem die letztern reell oder con- 
juyirt  sind, erhfilt man eine oder drei reelle der bezeichneten Linien. 

Das Verschwinden des Ausdrucks 

- -  "IZ%s + ~, + % 
deutet den Knoten 

an. Als zur Eintheilung verwerthbare Specialfli~chen erweisen sich die 
Arteu mit tr = oo: 

5L'4 3 
x ~  + _ =  + 7xz~ 3 '" O. 
t~; ~ 0:.2 2 - -  X 3 X  4 - 

Die linke SeRe dieser Gleichung erseheint naeh Reduction der bin~ren 
cubischen Form ~ :~ 7 x  3 - 3 x~x4 ~ auf zwei Cuben als Summe yon vieren. 
Die beiden letzten sind nun ree]l oder conjugirt, je nachdem ~, ~ 0, 
uud wir haben also (vergl. w167 2., 5., 6.), wenn: 

a) x I mid x.) reell und ?. < 0 eine IV' ,  
b) x I ,, x.: ,, ,, 7 > 0  ,, IV", 
c) x~ ,, xoeonjugirt ,, 7 < 0  ,, IV", 
d) x~ , x., ,, ,, 7 > 0  ,, I I .  

Wir haben noch die friihere Bezeichuung beibehalten, obgleich ffir die 
unserigen Gleichungsformen in gewissen F~l]en die Unterscheidung der 
verschiedenen Arten IV wegf~llt. 
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Die Fl~ehe 7 ~ 0 besitzt die Eigenthiimlichkeit, dass sie hie e/hen 
Knoten haben kann, sondern bei der Gleichheit der GrSssen a 1 und a: 
sofort zwei auftreten. Eine beliebige Aenderung yon 7 muss also bei 
constanten a t und % aus letzterer Fl'~che eine andere ohne Knoten 
erzeugen und zwar  muss die AupS~'ung der Knoten bei beiden die n~m- 
liche gewesen sein, da keiner ausgezeichnet ist. Wir werden dieses Pve- 
sultat bald verwerthen. 

Zur Erzeug"ang yon reellen Knoten sind~ bei rcellen Ebenen x I und 
x2, auch reelle a I u n d  a:  erforderlich, welehe wit zun~chst voraussetzen. 

Bei diesen Fl~chen ist die hbleitung der verschiedenen Arten nicht 
so einfaeh wie sonst, da es uns an einer Fl~che fehlt, die geniigend 
viele reelle Linien besitzt, um Aenderungen dutch die biplanare Form 
an einem erzeugten Knoten ohne Einfluss zu lassen. Uns stehen bis 
jetzt  nut  Arten I V '  und I V "  zu Gebote. Unter Zugrundelegung eines 
allgemeinen Pentaeders kSnnten wir mit Sicherheit~ yon diesen Fl'~chen 
ausgehend, beim ersten Erscheinen eines Knotens auf eine I V '  resp. 
I I I '  schliessen. Bei dem vorliegenden Pentaeder bedarf dieser Schluss 
einer Best~tigung. Sehr einfaeh ist diese bei der IV'~ da ein imagi- 
n~rer Kegel des Knotens die Fl':iche vSllig charakterisirt. Ein solcher 
Kegel finder sieh wirklich, wie man durch eine leichte Rechnung findet, 
bei der Fl~che mit 

- -  �89 7a:~  : ~ -  a l  ~ a~  ~ 0 . . . .  7 < 0 ,  

welche dutch Endlichwerden yon a a aus der unter a) angefiihrten IV" 
entsteht. Setzen wir insbesondere a I ~ a: ~ a ~  so geht diese Art 
auch aus der Fl'Xehe mit zwei Knoten: 7 ~---0, a t ~ a:  ~ a dutch 
Uebergehen yon 7 ins Negative hervor; wodurch letztere als I l l  
charakterisirt wird. Diese Aenderung yon 7 bewirkt also an den 
beiden Knoten zun.Xchst ein Trennen und dann ein Zusammenziehen 
des paaren Theils der jetzigen V zam isolirten Knoten. Nach einer 
oben gemachten Bemerkung muss daher ein Positivwerden von 7 ein 
Verbinden yon Fllichentheilen mit sieh f~ihreu: die zun~hs t  entstehen- 
den Fl~chen sind lII .  Der bei weiterm Waehsen yon 7 noch auf- 
tretende Knoten, wenn 

- -  -~ 7 " e3 3 

gehSrt jetzt nothwendig einer I I I '  
direct aus der I I I  mit zwei Knoten 

+ 2 t ~ = 0 ,  

an, da diese Fl~che ersiehtlich nicht 
durch AuflSsung eines derselben her- 

vorgehen kann,  andererseits aber auch nicht yon einem grSssern Zu- 
sammenhange ist, da ein Verschwinden des Knotens, hervorgerufen durch 
Waehsen yon a3, zu einer Fl~iche ffihrt, welche ffir a z == c~ auf con- 
tinuirliche Weise in die IV"  unter b) fibergeleitet ist. 

Die Untersuchung der Flr~ehen mit beliebigem aj und a._. ist yon 
nun an leicht, da die begrenzenden Gebiete der Fl~eheu mit Knoten 



94 C. Ro,,~,~e. 

gefnnden sin& Wir verweisen des N~hern wegen auf Tabelle I. am 
Schhsse. 

Bisher hatte die Aufstellung yon Unterarten der IV also noch Sinn; 
sind jedoch beliebig v i d e  der  G r 6 s s e n  a I u n d  a 2 i m a g i n i i r ,  so ist der 
Untersehied verschwunden. Denn an den Specialfl~chen a) und b) hat 
sieh offenbar gar nichts ge~ndert und auch ein endliches a 3 kann hie 
eine Ab~uderung der Art bewirken, da reelle Knoten unmSglich sind, 
wit k5nnen insbesondere 7 ungestSrt yon positiven zu negativen Wer- 
then fiihren und so die IV" in eine IV" verwandeln, womit dann die 
Gleiehartigkeit dieser Fl~chen ausgesprochen ist. Ist bei gleichen a 1 
und a2, 7 ~ 0 ,  so hat man die Fl'~che mit imagin~ren Knoten. 

Bei con jug i r t en  x ,  u n d  x~ ist durch die unter d) gefundene Fl~che II 
ein giinstiges Ausgangselement gegeben. Die auffretenden Fliichen mit 
zwei Knoten sind II ' ,  da eine geringe Deformation der dreifachen 
Ebene in drei getrennte nur die angegebene Art als mSglich erschei- 
hen l';isst. (w167 5., 6.) Die Fl~ichen mit einem Knoten sind daher II 
oder IlI '  und das alleinige Auftreten letzterer yon Arten III iiberhaupt 
beweist, dass die Bezeichnung der dureh Trennen aus ihnen hervor- 
gehenden Fl~iehe ohne Knoten mit IV" noch Bereehtig~ng hat. Ima- 
gingre Knoten kSnnen wie sonst auftreten, sobald die conjugirten Ebe- 
nen reelle positive Coefficienten haben. 

Tabol le  I. 

Ree l l e  e i n f a c h e  Ebenen .  

Fliiche: x,~ ~ x~ ~ _{_ 7z::~ _ 3 x3~'lx'+x~) 3 x 3 x 4  e ~ 0 ~, < c~. z 

a) a,- und a.:- positiv. 
~, ~ O. 

Variationen einer I]I: --7~>~3~2 -- / - -  -}- 
t 

1) Fl';iehen ohne Knoten. 
Zeichenwechsel: Art: 

0 Ill 
1 unter B IV 
1 ,, A IV" 

2) Fl~ichen mit einem Knoten. 
Null unter B III 

,~ ,, A I l l '  
3) Fl~hen mit zwei Knoten. 

2 Nullen III 

~, ~ ~.: ....... B. 
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~ < 0 .  
~ 3  2 . " 

Sei mit - - T -  der absolute Betrag dieser Gr5sse bezeichnet. 

Art: 
' q -  a I - -  % < 0 IV 

-{- a I -- a~ = 0 IV mit einem Knoten. 

'~ r aa~- + a t - - .a~ > 0 V 
- - a  I --a~ = 0 I V '  rait einem Knoten. 

. - -  % - -  a., > 0 I V ' .  

b) Eine oder beide der GrSssen a, ~- und ~ negativ. 

Alle Arten sind IV,  aber die Eintheilung in Unterarten f~llt for t  
7 ~ 0, a I ~ a 2 liefert die Uebergangsfl~chen: S ch l~  f l i 'sche IV, 5. 

T a b e l l o  II.  

C o n j u g i r t e  e i n f a e h e  E b e n e n .  

FF, iche: (x,+ix.~P (x , - ix , )  3 6 xs'x, 3 xax4 ~" O. 

r>:O. 

2 a t ~ 0 I1 mit Knoten; wez,n ~-~-0 II" mit zwei Knoten. + 7 
I I I  (oder Sch l '~ f l i ' s che  IV, 6). 

7 < 0 -  

- - � 8 9  ~,aa 3 - -  2a, ~ O !IIIV; rait K,toten. 

{I l I  

w 14. 

D i e  Fliehen mit einBr dreifachen und einer D o p p e l p e n t a ~ d e r e b e n e .  

Aus der gefundenen Gleichung 

axl 3 + bxl~'(yl+y.,) + cxlYj' + dx.~ 3 + ex.7"zl ~ - 0  

leiten wir die einfaehere 

\ , t  2 ~-~/ yxt a + ~x2 a - -  3 x t xa ~ = O, 

in der x t -~-0 die dreifache, x~ ~--0 die Doppelebene des Pentaeders 
ist. Die Constante r wollen wir stets positiv wrahlen. 

x t ~---x~ ~ x 3 ~ 0 ist ein biplanarer Punkt mit den Ebenen 

z _ ! +  x~ ~ 0 ,  ~ '  --  "~  = 0 ,  
~ |  0" 2 ~t 1 O' 2 
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aber die Axe (x I --~ x2 ~ 0) gehSrt jetzt der Fl~che an, der Knotea 
ist ein ~4. Da ferner xj ~ 0 die Fl~iche ]~gs  ~ler Axe beriihrt, so 
kSnnen wir den Satz hinstellen: Die Fl~che besitzt einen B4, dessen 
Ebenen harmonisch zur dreifachen und Do2pelebene des 1)entaeders sind; 
die dreifache YEbene ist die Tangentenebene liings der Axe. 

Die Fl~chen sind die allgemeinsten mit der auftretenden Singu- 
laritiit. WShrend bei elnem B 3 noch verschiedene Pentaeder mSglich 
sind, bedingt ein ~4 stets eins der vorliegenden Art,  da dureh drei 
Elemente eines harmonischen Btischels (die Ebenen des Knotens und 
die Tangentenebene) stets das vierte eindeutig bestimmt ist. 

Das Product der Ecken 

U4 6 �9 U3 3 �9 7~ 2 ~ 0 

giebt den 2~ 4 als seehsfach z~ihlend (die beiden dreifaehen bei der 
vorigen FF~che haben sich dutch das Zusammenriicken der damals ge- 
trennten Ebenen vereinigt). Die iibrigen Ecken sind geblieben. Eine 
Diagonalebene: x 4 ~ 0, ist noch vorhanden, ein Zeiehen, dass noeh 
zwei con ische li~noten auftreten kSnnen. 

Die Fl'~ehe hat einen Knoten 

at, ~2, 0, - -  yaj s -I- (~a23, 
w e n n  

~ , a l  3 ~ ~a'23 ~ O.  

Die weitere Untersuehung vereinfaeht sieh wesentlich, wenn man 
die FRlle reeller und conjugirter Ebenen des Knotens trennt. Dann 
kSnnen die a der Einheit glelch gesetzt werden, da sie nle unendlich 
werden dfirfen. Mit dieser Erleichterung kSnnen wir dann unsere Fl~i- 
chen darstellen dutch die Gleichungen 

3x4"-(xI2Tx~)  ~- yl :~ -~ ~x~ 3 - -  3XlXf" -~ O, 

wo das obere Zeichen reelle, das untere conjugirte Ebenen des Knotens 
bedingt. 

Aus tier angegebenen Bedingung fiir den Knoten ist jedoch zu 
ersehen, dass ein solcher nur im ersten Falle reell sein kann, im zwei- 
ten existirt nur eine Art, da hie ein Uebergang zu einer andern statt- 
finden kann. 

Bemerken wir, dass auf der Specialfl.~che d ~ 0, 7 ~ 0 stets die 
beiden Linien reell sind, welche in jeder Ebene des Knotens ausser 
der Axe noch liegen, d. h. iiberhaupt alle Geraden reell sind, so finden 
sich leieht die Resultate, wie sie in der folgendea Tabelle zusammen- 
gestellt sind. 
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Tabello Y_ 

R e e l l e  E b e n e n  des  K n o t e n s .  

3 x~@~'--x_J -) + yz, ~ + 6x., ~ - -  3x~x~ -~ ~ 0 �9 �9 �9 a > 0. 

7 ~ $ Nur in x , - - x ~ 0  zwei 
reelle Strahlen ,, V ,  2. 

7 < 0 .  
Wenn dem absoluten Werthe nach 

7 ~  $, erh~ilt man ! S chl-~fli'sche,, x,V' 2,2' 

! ,, V, 3. 

7 > 0 .  
Alles reell Schl~f l i ' sche  V, 1, 
In  x ~ - - ~ - x ~ O  ein Knoten ,, X, 1, f~ir 7 -~0  zwei 

Knotefi XVIlI~ 1~ 

Tabelle :IX. 

C o n j u g i r t e  E b e n e n  des K n o t e n s .  

3 x 4 ( x , ~" -b  x ~ ~ ) -f- r x ( ~ -b  ~ x 2 "~ - "3 x , x :~ 2 ~ O . 

Schl~f l i ' sche  V, 4 (oder XVIH, 2 mit zwei conjugirten Knoten). 

w 15. 

Die Fl~chen mit ffinffaeher Pentaoderebone. 

Bringt man die abgeleitete Gleichung 

a xl  ~ -~- b xL~" (Yl -~ Y.~-{- Y3 ~ Y~) -~- c xl (Y~2-~- Yl Y', ~ Y, Y3 "+'Y /~) 
-Jr- dyl  3 ~ eyl2y~ ~-  0 

auf die Form 
axl:~ -4 - x,2 (a, xt  -~-a.~x~--~ a3x3-~-a~ x4) -4- cxt  (x~'~ ~- x2x3--p x~x~--~ xa ~) 

A- dx..~ ~ -b  ex.:2x3 ~ O, 

so erkennt man den biplanaren Knoten x I = x~ ~ x z ~ 0 mit den 
Ebenen x I ~--- O, a4x I -~ cx~ ~ 0: / )~  Fliiche hat  einen B~, die f i inf-  
fache ~entaedzrebene ist diejenige Ebzne des K n o t e ~ ,  welcJ~e liings dcr 

A x e  beriihrt. 
Durch das Zusammenfal|en der beiden im vorigen w noch getrennt 

erscheinenden mehrfachen Pentaederebenen hat sich auch eine Ebene 
des Knotens mit jenen vereinigt, was als directe Folge der harmoni- 
schen Lage erkl~irlich ist. 

Das Product der Ecken 
U4 I0 ~ 0 

liefert den B~ als ze]mfach r und flas Fehlen einer Diagonalebene 

Mathematische Annalen. XlV. 
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beweist, dass hSchstens ein Knoten auftreten kalm. Die Gleiehang 
der Fl~.che liisst sich reduciren a u f  

x~x.~x~ + 3xtxa ~" + 3x~'x3 --  axt 3 ~-- O, 

welche ftir a ~ 0 den als noch mSglich hingestellten Knoten in der 
~Ebene x 2 = 0 enthatten zeta,  dutch dessert verschiedenartige Auf- 
lSsung die Arten der Tabelle 1. hervorgehen. 7- 

Eta besonderer Fall tritt ein, wenn in der ursprtinglichen Glei- 
chung e = 0 ist. Dann ist die Beseitigung des Gliedes x.., ,~ nieht mehr 
mSglich und die einfachste Form ist 

x~x~x~ + 3x~x. 2 + 3x~ ~ -  a x (  ~-~ O. 

Der bi21anare ]Punkt ist jetzl r J~,  die _Pentaederebene osculirt. Das 
Product der Ecken verschwindet identisch. Man erhiilt auch fiir einen 
beliebigen Punkt der Axe 

0, 0, Y3, Y4 
als Polare das Ebenenpaar 

x, (x3y3 + x.,y 3 = O. 

Alle den Punkten jener Reihe entsprechenden Kanten bilden demnach 
einen ihr projeetivischem. Biisehel, dessen Centrum der Knotenpunkt 
ist. Hiernach ist die Fl~che (vergl. w 12.) aus d e r m i t  2 B 3 dutch 
Zusammenr~ieken letzterer abzuleiten, wobei dann auch deren Axen 
~ich zur Axe des B~ vereinigen. 

Die Untersuchung der Fl~che selbst ist wie die tier vorigen. Wit 
verweisen auf die Tabelle, welche iibrigens nur eine Reproduction der 
S chl~fli 'schen ist. 

Tabelle  I. 

Alle Ecken bestlmmt: Fl':ichen mit einem B~. 

In der nicht beriihrenden Ebene, je nachdem 

I zwei reelte Strahten (Scht~fl i ' sche VII, 1)~ 
a ~.. 0 ein Knoten ( XIV), 

zwei imagin~re Strahlen ( ,, XVII, 2). 

Tabelle  II. 

Die Eckea theilweise unbestimmt: Fl~chen mit einem .B 6. 

Das Verhalten der nicht osculirenden Ehene ist wie in Tabelle I. 
Die Fl~iche ist, wean 

Schll if l i 'sche X_I, 1, 

{ xI, ,,. 
,, X1X, " 
) )  . 
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w 16. 

Die Fl~ehen mit unbestimmton Penta~dera. 

Es eriibrigt noch die Flaehen zu betrachten, bei denen nieht allein 
einige Ecken, sondern auch Ebenen unbestimmt sind. Conisehe K_noten, 
ein B 3 oder zwei/~3, sowie die iibrigen Arten biplanarer K.noten geben 
hierzu im Allgemeinen noch keine Veranlassung. Abet wie wit sehon 
wissen, giebt es andererseits Fl~tchen ohne SingularitKten, welehe eine 
ganz unbestimmte Pentaederebene haben; nKmlich diejenigen, welche 
sich auf 4 Cuben reduciren lassen. Wit werden diese Arten unter den 
etwas allgemeinern finden, deren Pentaeder aus vier sich in einem 
Punkte treffenden Ebenen und einer beliebigen Kinften besteht, wo 
dann erstere vier gewisse Unbestimmtheitea zeigen. 

Ausser diesen sind zu untersuchen die Fl~ichen mit uniplanarem 
Punkte und die Regelfl~ichen. Erstere treten unter speciellen Annahmen 
yon Coefficienten iiberall auf, sobald das Pentaeder mindestens eine 
mehrfache Ebene hat, wie sieh leicht an den Gleichungen dieser FI~- 
chert ersehen l~sst und wir fiberdies bei einigen Pentaedern erkannt 
haben, wo sieh diese Fl'2chen der Ableitung mancher Arten st5rend 
entgegenstellten. Es bleibt demnach zu zeigen, wie jene speciellen 
Formen in einer allgemeinern enttmlten sind. 

Regelfl~chen besitzen gewissermassen in jedem Punkte ihrer Doppel- 
geraden einen biplanaren Punkt und in zweien derselben uniplanare, 
welche sich auch noeh vereinigen kSnnen. Das Pentaeder wird daher 
solche Willkfirlichkeiten in der Gestalt aufweisen, dass man seine Ebe- 
hen, ohne die Fl'2che zu iindern, in Lagen bringen kann, wie sie die 
angegebenen Singularit~iten bedingen. 

w 17. 

Di~ Fl~ehen, deren P~ntaeder vier Ebanen durch einen Punkt besitzt*). 
(Fl~chen mit einem osculirenden Kegel.) 

Dieser Specialisirung des Pentaeders entspricht die Gleiehung 

ava3 x 4  a x~, a 

a t  ~ a •  ~ a s  ~ . 4  2 

xt ~ x4 ~ x~-i- x4=O. 

Vom Sehnittpunkt der vier ausgezeiehneten Ebenen geht ein osculi- 
render Kegel an die F'l~ehe~ dessen Beriihrungscurve in der Ftinften 
i ie~  und durch 

*) Vergl. Eckardt a. a. O. w 8. 
7* 
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~3 ~4s 

gegeben ist. Jede ~ern~re cubische Form l~st  sich aber auf zweifaeh 
unendlieh viele Arten auf vier Cuben reduciren, mithin unsere Glei- 
~hung eben so oft auf friar, und die Frage nach der kanonisehen Form 
ist, sobald die Ebene x 5 = 0 gefunden, tibereinstimmend mit der n'~m- 
lichen ftir Curven. 

Wie E c k a r d t  bemerkt hat, schneiden sich die 27 Geraden der 
Fl~iche neunmal zu dreien in den Wendepunkten der, Beriihrungscurve, 
w~ihrend die 9 Ebeaen, deren jede solche drei Linien ausschneidet, 
durch die Spitze des Kegels gehen. Man erkennt dieses leicht dutch 
Herstellung der Form 

. X53 0 ) x,x.,x~ + l~(x, +x..,+x3) 3 + ,~-v-= 

welche nach bekannten Siitzen tiber Curven dritter Ordnung eine allge- 
racine ist*). Die Ebenen x,x~x~ schneiden die Geraden aus, welche 
sigh ia den drei reellen Wendepunkten (auf x 1 @ x~ + x 3 =-- 0) treffen. 
In jeder Ebene ist stets nut eine reell. Die tibrigen 18 sind abet sieher 
imagin'~r, da es ihre Kreuzungspunkte - -  die Wendepunkte - -  sind. 
Demnach sind nut drei Gerade der Fl'~che reell. Es kann jedoch hie 
die Art V auftreten. Dean, sei der Theil.des Berfihrungskegels, wel- 
chef dem paaren St~iek der Fl~ehe angehSrt, reell, so sehneidet jede 
seiner Erzeugenden den unpaaren auch noch, osculirt also nicht. Ist 
andererseits jener Theil imagin~r, so wird das paare Stiick yon jeder 
Geraden dutch den Scheitel geschnitteu, es kann also ebenfalls keine 
osculiren. Folglich: Geht yon einem Eckpunkte des Pentaeders ein 
osculirender Kegel an die Fl';iehe, so ist dieselbe im Allgemeinen eine der 
Arten IV,  welehe jedoch jctzt in einander verschmolzen sind. 

Ob Knoten vorhanden sind oder nicht, h~n~  einzig und allein 
yon der Ber~ihrungseurve, nieht etwa noch yon dem Coefficienten yon 
x~ ~ ab. Besitzt jene Curve einen Doppelpunkt, so ist dieser auch 
Kaotea der Fl';iche, wie man der Gleichung sofort ansieht. Sofern 
n'~mlieh der Doppelpunkt ein gewShnlicher ist, kann die Form 

X5 l x, x2x3 + fj(xlx.~) + ~ = O, 

sofern er ein l~iiekkehrpunkt ist, die Form 

x,2x3 + f3 (x,x..) + . / =  O, 

hergestellt werden und diese Gleichungen 1assert einen biplanareu resp. 

*) Die Fl~hen. bei denen sich die oben angewendete Form nicht herstellen 
l~st, fiuden im n'~chsten w ihre Erledlgung, mit ihnen auch solche mit coujugirt 
imagin~en osculirenden Kegeln. 
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einen uniplanaren Punkt erkennen; eonische Knoben treten daher fiber- 
haupt nicht auf. 

Die letztgenannte Fl~ehe kaan abet ~aieht mehr auf ffinf Cuben 
gebracht werden, dann ihre Beriihrungscurve nicht mehr auf vier. 
Wir betraehten sie daher, als nicht unserem Pentaeder angeh5rig~ 
spEter (w 18.). 

Bei der Annahme eines 6der zweier weiterer Doppelpunkte, wel- 
cher die Ausartung der Curve in einen Kegelsehnitt und eine Gerade 
resp. in drei Gerade entsprieht, erhalten wir ebenso viele neue bipla- 
hare Knoten. Abet yon allen erzeugten Fl~ehen ist nut die letzte 
mit dreien die allgemeinste ihrer Art hinsichtlieh tier auftretenden 
singul:,ixen Punkte; dhnn nach S e hl~ifli kann solche Fl~ehe dargestellt 
werden (lurch die Gleiehung 

x~x~x~ -4- x5 ~ = O, 

welche die Ausartung des oseulirenden Kegels in drei Ebenen xlx. ,x a 
zeigt. Damit sind alle Falle aufgez~hlt. 

w 18. 

Tetraegerfl•chen. 

Wir behandeln jetzt einen Specialfall des vorigen w dessert wit 
deft in einer Note erwiihnten. Verschwindet fiir die Bertihrangscurve 
des Kegels die Aronhold 'sehe Invariante S, so schneiden sieh ihre 
Wendetangenten drt~imal zu dreien in einem Punkte und die Form, 
deren wit uns zur Untersuchung der Realit~t tier Geraden auf der 
Fl~che bedienten, l~sst sich nicht mehr herstellen. Bekanntlieh sind 
aber unter dieser Bedingung nur drei Cuben zur Darstellung tier Carve 
erforderlich, die Transformation ist eine vSllig bestimmte and ebenso 
also aueh dieienige unserer Fl~ichen auf vier Cuben. Da hiernach den 
vorliegenden Gat~ungen nur noch ein Tetraeder zugeordnet i~t, haben 
wir sie mit obigem Namen belegt. 

Aus der Gleichberechtigung aller vier Eeken des Tetraeders folgt: 
Verschwindet /~r die Beriihrungscurve d~s eine Fliiche osc~alirenden Kegels 

die A r o n h o l d " sche Invariante S ,  so sind vier solcl~e Kegd vorhanden. 
N immt  man die ~benen dc~r Curven zu Coordinatenebe~a, so erset~eint 
die Gleiehung der ~liiche als Aggregat yon vier Cuben. 

Hierbei ist vorausgesetzt, class nicht etwa zwei oder mehr Ebenen 
vereinigt liegen~ welche F~lle wit, der vSlligea Bestimmtheit jener 
Elemente wegen, yon nun an wieder besonders zu betraehten haben. 

Bertieksiehtigen wir noch Verschiedenheiten, welehe hinsichtlieh 
der Realit~t der Ebenen sich darbieten, so finden wir naeh w 9. im 
Ganzen 9 Arten, die folgenden: 
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a) Eigentliches Tetraeder. 
I) xl 3 § x~ ~ + x3 3 ~ x4 3 ~- 0 ............... IV' (w 4.), 

3) x, ~ + x2 ~ + ( x ~ + i x 4 )  ~ + ( x 3 - i x 4 )  ~ -~  o . . . . . .  IV" (w 5.), 
3) (x, Z v i x ~ ) 3 + ( x l - - i x ~ ) ' ~ + ( x ~ + i x 4 ) 3 ~ - ( x 3 J i x 4 )  "~" �9 �9 II (w 6.). 

b) Eine Doppelebene xa ~ 0. 
4) x l  3 -~- x~ 3 -~- x~2x4 ~ 0 . .  �9 Fl~che ;nit U 6 (Schl~ifli'sche XlI, 2), 

5) ( x l ~ - i x . ~ ) 3 - ~ ( x 2 - - i x ~ ) a - - [ - x . 2 x 4 = O  . ' .  Fl~che mit U s (Schl i i f l i ' -  
sche XII, 1). 

c) Zwei Ooppelebenen xl--~-0 ~ x ~ 0  resp. xl--[-ix.~-~--O, x 1 -  ix3-~--O. 

6) x , :x . ,  ~ x.~-x4 ~ 0 . . . . . .  Regelfl~che (Schl~fli 'sche XXII, 1), 

7) (x~q-ix.~)~x2-~ - (xl--ix3)'-' x 4 -  0 ,, ( , XXII~2). 

d) Ei~m dreffache Ebene x I ~---0, eine einfache Ebene x 2 ~ 0 .  
8) x ~ ' 2 x 4 + x l x 3 ~ - - ~ x ,  "~ ~ 0 . . .  Fl~che mit Us (Schl~fl i ' sche XX). 

e) Eine vierfache Ebene x~-~-0. 
9) x ~  x~ ~ x~ x,x.~ --~ x~ ~ ~ 0 . . .  Regelfl~che mit vereinigten Direc- 

trixen (C a y 1 e y'sche). 

Die  H e s s e ' s c h e  Fl i iche fiillt  bei jeder  dieser F l i i chen  m i t  dem ihr  
eigcnthi imlichen Tetraeder  z u s a m m e n ,  aber nicht umgekehrt gehSrt eine 
Fl~che, deren H e s s e'sche aus Ebenen besteht~ zu den vorliegenden. 
So z. B. kommt diese Eigenschaft den ~l-~chen mi~ drei biplanaren 
Knoten zu, welche nichtsdestoweniger nut durch ~'iinf Cubea darstell- 
bar slnd. 

Jede Ebene des [~aumes kaun als fiinfte eines Pentaeders unserer 
FlSchen betrachtet werden, indem man sie mit Null multiplicirt deren 
Gleichung hinzufiigt. Alle Punkte der Kanten des Tetraeders sind 
daher als Ecken, Mle Geraden der Seitenfi-~chen als Kanten des Penta- 
eders aufzufassen, was sich dutch Polarenbildung le~cht best~tigt. 

Die Artea 1) mit vier reellen Kegeln uar 3) mit zwei reelle~ 
Kegeln sind schon unter den Fl~chen des vorigen w enthalten; man 
braucht zu ihrer Erzeu~ung nur einen der Coefficienten a~ ~.,~, ~ unend- 
lich werden zu lassen. Hingegen die Art 3) mit vier imagia~ren Ke- 
geln findet sich nicht vor, da fiberhaupt nur von reellen Fl~chen die 
Rede ist, alle angrenzeaden Fl~chen mit nut einem osculirenden Kegel 
aber imagin~r sind. Diese ]~l~iche nimmt daher einen vSllig isolirten 
Stand ein, was auch aus der abweichenden Zahl ihrer reellen Linien, 
15 start 3, ersichtlich ist. 

Bei den F15chen mit uniplanarem Punkte U~ sind noch zwei eigent- 
liche osculirende Kegel vorha~den, die beiden iibrigen sind vereinig~. 
in der Ebene des Knotens. Bei 4) sind jene Kegel reell, bei 5) con- 
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jugirt; ihre Ber'fihrungscurven haben an der singul':iren Stelle einen 
Rtickkehrpunkt. 

W~hrend bel den bisherigen Arten das Pentaeder speciellerer Natur 
ist, als es die auftretende Singulari~t nothwendig macht, finden wir 
bei den F1Rchen 6 - - 9  stets die angegebeae Gruppirung der Ebenen; 
die yon uns gefundenen Gleichungen stimmen mit den Schl~fli 'schea 
iibereim Nur bei 8) giebt es noch einen eigenthchen osculirendea 
Kegel, dessen Beriihrungscurve aus einem Kegelsctmitt und einer ihn 
berfihrenden Geraden besteht. 

FOr die Regelfl~chen 6) tritt jetzt das Verh~ltniss zu denen mit 
~3 hervor, dessert wit in w 16. erw~ihnten, da jeder Punkt der Doppel- 
direetrix x 1 ~--x 3 ~--0 als Sehnittpunkt der beiden Doppelebenen des 
Pentaeders mit der beliebigen fiinften angesehen werden kann, efil 
solcher Punkt abet nach w I I. stets ein B~ is~. 

Ebenso kan~ man Eigenschaf~en, welche bei bestimmtem Penta- 
eder nut e/nero Punkte der Fl'~che zukommen, bei dea fibrigen der 
unserigen fiir unendlich viele nachweisen, was wit nicht weiter aus- 
fiihren. 

w 19. 

Die Fl~chen mit uniplanarem Punkte im Allgemeinen. 

Nimmt man die ~bene des Knotens zu 
x, -4- x~ + x~ = O, 

so sind die vorliegenden Fl.~chen enthalten in der Gleichung 
3x~ (z~ +x~+xg" + f:dx.,, ~ ,  x~) = o. 

W~ihlt man x 4 ~-O so, dass ftir ihre Schnittcurve mit der FI'~he: 

f~ (x, ,  x .  x3) = 0 

die Invariante S verschwindet, so l~st sich deren Gleichung dutch 
drei Cuben darstellen, .so dass unter dieser u die Gleichung 
der Fl[iche die Form 

3(x,+x.,+xg~x4 + :~_'?.+ ~'~ + ~: --=O 

annehmen kann~ ~elche wir benutzen werden. Es giebt unendlieh 
viele solche Ebenen x 4 -~-0, s[e umhtillen eine Fl~che vierter Olasse, 
yon Gordan*)  Aronhold ' sche  Fl'~che genannt. Die angegebene Re- 
duction ist demnach auf unendlieh viele Arten ausffihrbax. 

Die gefundene Form hat die grSsste Aehnliehkeit mit derjenigen 
der Fl~ehen mit Doppe|pent~ederebene, sie geht aus letzterer hervor, 

*) Vergl. Gordan a. a. O. w 14. 
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wenn man die Doppelebene dutch den Sehnitt der drei einfaehen leg%. 
Folglich: .Eine _~iiche mit uniplanarem _Punkte hat dessert Ebene zur 
.Dop,Telebene des 2entaed2rs, w~ihrend sic]+ die drei einfachen in ihm 
schnviden, und umgekehrt. Die einfachen .Ebenen sind dann nicht mehr 
v6llig bestimmt. 

Es handelt sich bei gegebener Fl~che darum, die Bedingung zu 
finden, weleher drei durch den Knoten gehende Ebenen geniigen mtissen, 
um Pentaederebenen zu sein. Hierzu und zugleich zur Auffindung des 
Orts der ehemaligen Ecken - -  unendlich viele sind es j e d e n f a l l s -  
bilden wir die Hesse'sche Form: 

H ~  

x---~u .4. x4 x+ x 4 

x4 _xz_ .4. x.l x4 ~2 2 

X l  X4 X a_ . 4 .  X4 

x~ .4. x+ -4- x~ x, .4. x~ .4. x3 x, .4. x~ .4. x~ 

oder ausgerechnet: 

x~ .4. x: .4. x~ 

x~ .4. x~ .4. x3 = 0, 

x1.4. x+ .4. x3 

0 

(x,  .4. x~ .4. "3; ~,~1+.,~ .4. - -  " .4. 0 Ct*22cf32 ~32~12 / - -  . 

+Die Hesse'sche Fl~che ~erfiillt also in einen Kegel zweiter Oral- 
hung K mit dem Knotcn als S2itze und der zweifach z~hlenden sircgu- 
ldren Ebene. Alle Unterdeterminanten Hik mit Ausnahme yon 

t~4 4 xtx2x3 ( xlx~ xex3 x3xj 

verschwinden fiir einen beliebigen Punkt yon x 1 .§247 H 4 ~ O  , 
xL§247  ist demuach der gesuchte Ort der Ecken. 

Die t)entaedereckm bilden folglich eine Curve dritter Ordnung C 
in der ~-~bene des ~Knotens. Letzterer ist 1)trppell~unkt, dessert Tangenten 
die Schni#linien des zur Hesse'schen Fliiche geh5rigen Kegels mit der 
~'bt~ne der Curve sind. 

Die Curve C hat drei Wendepunkte auf eiaer Geraden. Demnach 
kSnnen wit unsere Gleichung noch dadurch vereinfachen, dass wir die 
Ebene x 4 ~-0 jene Gerade verzeichnen lassen, wodurch die Coefficien- 
tea a speeielle Werthe annehmen werden, aber sonst keine Aenderung 
der Form erfolgen wird. 

Zur Auffindung dieser besondern Lage maehen wir yon dem Satze 
Gebrauch, dass bei einer Curve dritter 0rdnung mit Doppelpunkt die 
Tangenten in ihm die Hess e'sche Form der dutch seine Verbindungs- 
linien mit den Wendepunkten gegebenen bin'~ren cubischen Form dax- 
stellen. Also soll 
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die H e s s e ' s c h e  Form yon 

Ueber ~3',i~hen drifter 0rdntmg. 

x~z, - - 0 ,  Xi + x., -4- x.~ = O 

1 0 5  

xl  ~ x s  ~ 0 
1 ~ ~2 2 ~3 ~ 

sein; was nur der Fall ist, wenn a s = % = %. Nehmen wir noeh 
diesen Werth der Einheit gleich,  was der Allgemeinheit keinen Ab- 
bruch thut,  so entsteht die einfachste Form: 

3 x ,  (x, + x ~  + x~) ~ + x / + ~ / +  x:~ = O. 

Durch die Transformation 

x4 - -  -~ @1 + x2 -~- x:~) = Zt', x, + x 2 ~-- x(  etc. 

erhalten wir S c h l i i f l i ' s  Gleichung: 

3 X4 ~ 
~ ( x l ' +  x , , ' +  x3") ~ - -  x , 'x , 'x~" = O, 

welche ein tibersichtliches Bild der Vertheilung der Geraden gew'Xhrr 
Sic l[isst die W e n d e ~ n k t ~  der Curve C als Schnittpunkte der drei uniiren 
Geraden der Fl i iche mi t  denen des Knotens erkennen. 

Nut so lange die Wendepunkte reell sind, sind es die Ebenen 
xj ~ - x  2 = x3 = 0, sofern man die specielle Lage der Ebenen x, ver- 
wendet, w'Xhrend im allgemeinen Falle immer alle drei reell seia kSnnen, 
da man x 4 ~ - 0  stets so legen kann, dass C yon ihr in drei reellen 
Punkten getroffen wird. 

Zur Aufsuchung der zu einer als gegeben angenommenen Ebene 
x4--~-O gehSrigen Pentaederebenen bemerken wit, dass jene offenbar 
die Rolle der Ebene y~ bei den allgemeinsten Fl-:ichen mit Doppel- 
ebene spielt. (w 10.) Demnach is~ ihr SehnitL mit x I @ x~ @ x3-~- 0 
Pentaederkante, zu der also jede Gerade dieser Ebene gemacht werden 
kann. Die au'f der Kante liegenden Ecken bestimmen sieh als Schnitt 
mit C,  und die einem solchen Punkttripel angehSrigen Ebenen kann 
man etwa dutch Yolarenbildung finden, da jede derselben zwei tier 
Doppelgeraden dieser Fl~chen enthalten muss. Sehr einfach erh~It man 
die Pentaederebenen auch mit Hi~lfe der bereits in einer Note des w 10. 
benutzten G or d a n'seheu Formeln. Wir z, iehen jedoch hier den andern 
Weg vor, da doch noch die L~leichung der Polaren sparer benutzt wer- 
den wird. Zu ihrer Bildung empfiehlt es sieh, die Coordinaten yon C 
als rationale Functionen eines Parameters darzustellen, welches mSg- 
lieh, da die Carve yore Geschlecht 2 ~ 0 ist. Es ist dann nach der 
gefundenen Gleiehung: 

xj  ~-- Z~m, x 2 ~ ,L~m, x 3-~- ]~3m, x4 - -  ~ ~,22'~3, 
W O  
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Die Gleichung tier Polare eines beliebigen Punktes YtY'.,YaY4: 
X~ ' , ~  +~, (~+ ~,+x~+x~l +~)+ ~+(x~ r + ~ + +  + ~ }  

+~++(~+lx,+x~+x+~+~:)++~ix,+ ~2+ ~)~ = o 
geht ffir diese Werthe der y tiber in: 

a / - ,  ',-,+?- + %++) + x~ a+ +, 
~%,++ - f ia  t 

- -  2 (xlx+.--~ g2xa-~-XaX,) rq+ e,z'aa "a 

welehe mit Nothwendigkeit ein Ebenenpaar darstellt. 
Den drei Punktan auf x+ ~ 0 entsprechen die Parameter 

0 -~-1 - - 1  
--t 0 -+kt 
n u t  - - 1  O, 

ihre Polaren sind demnach: 

x+* - -  x+J -~.0, _zj~ __ x J  ~ 0 ,  xl~ - -  X)2-~0 

Ebenenpaare, deren Doppelgerade die Pentaederebenen 
x 1~--0, x~-~-0, x a ~ 0  

bestimmen und wie bei allgemeinen Fl~ichen mit ihnen harmonische 
Btischel bilden. Hiermit ist bewiesen: Sobald eine Gerade der Ebene 
des ]x~wtens als _Pentaederkante angenommen ist~ sind all+ iibrigen +Ele- 
mente eindeutig bestimmt. 

Es sei noeh bemerkt, class die Doppelgeraden der Polarea den 
Kegel K bilden, nur dem Knoten entspricht doppeltzghlend seine Ebene 
als Polare, wodurch es sich erkl~irt, class jede Gerade als Kante aufge- 
fasst werden kann. 

Die speciellen Formen, in denen wir frtiher den Gleichungen der 
vorliegenden Fliichen begegneten, lassen sich jetzt leicht durch specielle 
Annahme der Kante in x, ~--0 erkliiren, ftir .welche zwei oder drei 
Pentaederecken auf ihr vereinigt liegen. - -  

Die Ebenenpaare der zerfallenden Polare umhiillen einen Kegel, 
zu dessert Untersuehung wir uns jetzt wenden wollen. Seine Gleichung 
dtirfte folgendermassen am einfachsten aufzustellen sein. Ist u~v,  = 0 
eiaes jener Ebenenpaare, so hat man identisch: 

(u, x, + u., x~ + u~ x~) (v, x++ + v+x+ + va x3) 
.z:' ,+..4 ( J-+ _~ ~, "~ ~.+' ~ ( .+., = +'- +~,+ (..~:.+- + o ,  ,~:+)+ +-:, _ , v  _ - + + , .  + v ~ : ,  , , v  + + )  

- 2 ( * ~ : q + x . + x + - i - x + x , )  ,t, +t+J+ 
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u 1 0 0 ___3 0 0 0 

0 uo 0 0 ~ - ) - -  0 0 
- C~2 2 

0 0 % 0 0 - -  -)- 0 

2 
u,_) u i 0 0 0 0 

tXl~ ~d2 2 ~3 ~ 

'2 
0 % % 0 0 0 . . . . . .  12 ff2~ ~32 

2 
0 u, 0 0 0 7Q~-/.~-~. 

1 t 1 

oder 

) =  

p = u , u ~ 3 ( . d + a 2 : + . , 2 )  + . : : u , 3 +  .:2u.? + . s  
- -  .,'%~(u,~ +~,~) - ,,~U,~'(~,,~ +~, , )  - '~ ~'(~', + "~) = 0 

f i ihrt ,  zu der wir  noeh u 4 ~ 0 gesetzt  denken miissen. 

=~0  

Mit der  abktirzenden Bezeiehnung 

finder man dureh Vergleichung der Coeffieienten der x 

1) ulv i P' O, 

2) u.~v~ - -  ~-- ~ O, 
. . Dr22 

3) u3 v.~ - P-~-~ ~ O , 

4) u, v,, + v, u2 + ') ~, 2, a~ ~ 0 .  
~ ~.12 r ~32 

5) u.,v:, + v~u.,. + 9 ~  '-~-~ ~- =- O, 

6) u:~v 1 + v , % + ' )  a,~s~, - - 0 .  

Nimmt man hierzu noch ;t t + 12 + 2 3 ~ 0j  welche Gleiehung sich 
auch ersetzen liisst dureh 

2 i i I 

so ha t  man 7 Gleichungen,  linear und homogen in den 7 Unbekannten 

vi~ v ~  v3, -Pi~2~ P3~ 212 'z~a,  

deren Eliminat ion auf die Gleichung des gesuchten Kegels in Ebenen- 
coordinaten: 
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Dieser Kegel ist drifter Classe und besitzt die Ebene des Knotens 
zur Doppeltangentenebene l~ngs den Tangenten des Doppelpunkts der 
Curve C. Der Kegel K wird dreimal yon ihm beriihrt, liings den 
Doppelgeraden der Polaren, welche den drei Wendepunkten yon C 
angehSren, wiihrend die auftretenden drei Riickkehrtangentenebenen 
yon zo selbst Polaren der niimliehen Punkte in Bezug auf K sin& Diese 
Siitze sind einfaeh zu beweisen, wenn man die abgeleitete Gleiehung 
anwendet, welche der Wendepunktslinie yon C~ als Pentaederkante 
gewKhlt, zukommt. 

Fig. 1, Tafel III bringt die auftre~enden Gebilde fiir den Fall 
eines U 6 mit drei reellen Geraden zur Anschauung. Der Knoten yon 
C ist isolirt, die Linie ihrer drei (reellen) Wendepunkte ist zur unend- 
lich fernen gew;ihlt. 

w 20. 

Classification der Fl~chen mit  uniplanarem Punkte. 

Die Fl'~che 

x~ (xl + x. + x3) 2 + x,~ + x~ + ~3_L 0 
~12 ~'2 2 ~3 2 

wird yon der Ebene des Knotens entweder in drei oder nut einer 
reel]en Geraden getroffen, so lunge der Knoten der allgemeinste, ein 
U 0 ist. Hiernach sind zwei Artea zu unterscheiden. Den Uebergang 
vermitte|n Fl"s mit berfihrender Ebene des Knotens; die Discrimi- 
nante der cubisehen Form, welche durch die Knotengeraden gegeben 
ist~ verschwindet ffir diese Art: 

~t q- "2 -1- "~ ~- 0, 

und diese Gleichung stellt somit die J~edingung fiir das Auflrelen eines 
U7 dar. 

Die Curve der Pentaederecken C hat einen Rfickkehrpunkt~ der 
zur Hesse'schen Fl~che gehSrige Kegel K beriihrt die Ebene des 
Knotens l~ngs der Riickkehrtangente yon C. 

Der Kegel _P ist jetzt darsiellbar dutch 

(,~, u, + ~.~,~ +~.~ ~,~) (~, (~ ~ + u~u~) + ,~ ( ~  + ~u,) 

+  3(u3 +ulu i)=o, 
er ist demnach in einen Kegel zweiter Classe und eine auf ihm 
liegende Gerade (Classen~cheitel einer beliebig w~hlbaren Leit]inie) 
zerfallen. Wie zu erwarten war e ist letztere die Rfickkehrtangente 
yon C. Die gegenseitige Lage dieser Gebilde ist auf Tafel I l I ,  Fig. 2 
dargestel[t, in der der Wendepunkt yon C unendlich fern angenom- 
men ist. 
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Die Ebenen der zerfallenden Polaren zeigen insofern ein ver- 
schiedenes Verhalten, als die eine sieh um die Rfickkehrtangente dreht~ 
die andere Tangentenebene des Kegels ist. 

Alle fibrigen Fl~ehen sind Tetraederfl'~chen (vergl. w 18.), C zer- 
f~llt in Gerade, jetzt als Kanten des Tetraeders aufzufassen. In diese 
Arten gehen dana auch die Regelfl~chen ein. Die Ausartunge'n der 
Curve C fiir die einzelnea hierher gehSrigen Fliichen des w 18. sind 
die folgenden : 

Art: C 
4) und 5) mit U~ Drei Gerade, yon denen sieh zwei im Knoten 

schneiden. 
8) mit U s Eine Doppelgerade, eine einfaehe. 
Regelfl-~chen 6) und 7) In jedei Ebene tier beiden als U7 aufzufassen- 

den Punkte tier Doppeldirectrix eine solche 
Curve~ 

Regelfl'~ehe 9) In der Ebene des als U s aufzufassenden Punk- 
tes ein dreifache Linie. 

Die F1Kchen 4) und 5) verhelfen uns, in Verbindung mit der ge- 
fandenen Bedingang ffir einen UT, zu Criterieu f~ir die verschiedenen 
Arten mit U 6. Ausgehend yon den genannten, welche einem unend- 
lich grossen Werthe eiuer der GrSssen "a enL~preehen, fiaden wir: 

a) Bei der Annahme reeller xl, x.~, x 3 in der Fl.~ehe 

x~ (x, -f- x2 A- xJ" + x A  + -~-  + 5 ~  ~ 0 �9 �9 �9 ~ < ~ < a~, 

[drei reelle Linien des U~ (Schl'~fli 'sche XII, 1), 
w ~ n  ~, + ~ > ~ {ei~e~ V, ( ,, XV}, 

/eine reelle Linie des U~ ( ,, XII, 2). 

Ist a a imuginiir, so is~ die Fl'Xehe ebenfalls yon der letzteu Art. 

b) Bei der Annahme conjugirter x 1 und x~ in der Fl~iche 

A-ix~) a _~ @t--ixtp z3~ O~ 

Schli if l i ' sche XlI, 1, 
2 XV, wenn a I ~ t~ 3 

, XII~ 2. 
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Zusammenstellmlg der l~saltate.  

Wit gebea zum Schlusse eine Tabelle (Tafel IV), welche einerseits die 
mSglichen Pentaeder einer Fliichenart, andererseits alle Arten, welche 
einem und demselben Pentaeder zukommen~ erkennen li~sst. Das Vor- 
handensein einer Fl~che ist durch ein -J- angedeutet, Die S c h H i f l i ' -  
schen Bezeichnungen sind elurch zwei Zahlen charakterisir~ so dass 
keine Verwcchselung mit der yon Herrn K l e i n  und m{r benutzten 
entstehen kann. Eingeklammerte Zahlen bei Fl~ichen mit imagin~ren 
Knoten bezeichnen die Fl~ichen mit reellen bez. ohne Knoten, zwischen 
denen die beireffenden sieh vorfinden, ohne einen Uebergang zu einer 
andern Art zu bewirken*). 

*) Ich beabsichtige im Anschlusse an diese hrbeit eine Collection yon Mo- 
dellen tier verschiedenen Arten yon Fl~chen dritter Ordnung und eia~ger ihrer 
Hesse'schen Fl~chen erscheinen zu lassen, welehe das concrete Erfassen tier 
Singularit~ten erleichte,~n werden. 

Im December 1877. 


