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Einige Bemerkungen zur Ermittlung der Gezeiten auf
grofien Tiefen und in Flachwassergebieten.

Von
W. Hansen, Hamburg.

Mit 4 Textabbildungen.

Zusammenfassung., Es wird die numerische Ermittlung der Gezeiten und
Gezeitenstrome in natirlichen Meeresgebieten besprochen. Die Bedeutung
der von A. DEFANT entwickelten Verfahren zur Lésung dieser Aufgabe fiir
kanalartige Meeresgebiete wird dargelegt und die weiteren Fortschritte, die
bei der Behandlung allgemein gestalteter Ozeane, Meere und Buchten er-
zielt wurden, werden an Hand einiger Beispiele, die die Genauigkeit der
Methoden erkennen lassen, erldutert.

Summary. The numerical determination of tides and tidal streams in
natural ocean areas are discussed. The importance of the methods developed
by A. DEFANT with a view to solve the problem as far as ocean areas of a channel -
like shape are concerned is stressed and the further progress made in studying
oceans, seas and bays showing a general shape are explained with the aid
of several examples manifesting the accuracy of the methods.

Résumé. On discute la détermination numérique des marées et des courants
de marées rencontrés dans des régions océaniques naturelles. L’importance
des méthodes développées par A. DEFANT pour résoudre ce probléme pour
des régions de mer semblables & des canaux est soulignée et les progrés que 1’on
a faits en étudiant des océans, des mers et des baies de formes générales sont
exposés al’aide de quelques exemples manifestant Pexactitude de ces méthodes.

Die Gezeiten des Meeres sind seit jeher nicht nur Gegenstand prak-
tischer Naturbeobachtung gewesen, sondern vor allem seit NEwTON
auch in den Bereich physikalischer Betrachtungen einbezogen.

Veranlaf8t durch die Wiinsche der Schiffahrt, des Hafenbaues, des
Kiistenschutzes und anderer Wirtschaftszweige wurden schon friihzeitig
Gezeitenwasserstinde und Gezeitenstréme beobachtet.

Es war nicht allzu schwierig, Zusammenhiinge zwischen dem zeit-
lichen Ablauf der Gezeiten an einem festen Ort, etwa einem Seehafen,
wie Cuxhaven, Dover oder Brest, und den Stellungen des Mondes, der
Sonne und der Erde zueinander aufzufinden. Das in der Theorie der
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kleinen Schwingungen verwendete Prinzip, nach dem die schwingungs-
fahige Masse mit der Periode der schwingungserzeugenden Kraft schwingt,
erlaubt, die Gezeiten als Superposition von Teilschwingungen aufzu-
fassen, deren Perioden mit den Perioden der gezeitenerzeugenden Krifte
iibereinstimmen, sofern die gezeitenbedingten Wasserstandsinderungen
klein gegeniiber der Wassertiefe sind. Das ist in den Ozeanen und in den
Randmeeren der Fall; eine Ausnahme bilden die Seichtwassergebiete,
wie die Wattenmeere und die FluBmiindungen.

Liegen von einem Ort Gezeitenwasserstandsbeobachtungen iiber
einen lingeren Zeitraum, etwa ein Jahr, vor, dann kénnen Amplituden
und Phasen der Teilschwingungen, deren Perioden mit denen der gezeiten-
erzeugenden Krifte iibereinstimmen, ermittelt werden und fiir die Voraus-
berechnung der Gezeiten Verwendung finden. Die Versffentlichung
erfolgt fiir alle wichtigeren Hifen in den von den' einzelnen Nationen
herausgegebenen Gezeitentafeln. Diese Methoden zur Vorausberechnung
der Gezeiten sagen nichts iiher den physikalischen Inhalt des Gezeiten-
vorganges aus, insbesondere wird nicht erkennbar, in welcher Weise
Tiefengestalt und Kiistenform auf die regionale Anordnung der Gezeiten
EinfluBl nehmen oder auf welche Ursachen die auf kurzen Entfernungen
gelegentlich beobachteten sehr betrichtlichen Anderungen des Tidenhubs
zuriickzufithren sind. Wihrend die Amplitude der Hauptmondtide M,
in Cuxhaven rund doppelt so groB ist wie in Esbjerg, ist diese Amplitude
in Cherbourg sogar fiinfmal so groll wie an der gegeniiberliegenden eng-
lischen Siidkiiste in Poole-Hafen oder Swanage.

Es liegen zahlreiche Untersuchungen vor, die Beitrige zur Klirung
der Physik der Gezeiten geliefert haben. Es geht hierbei um eine typisch -
meereskundliche Problemstellung: Welche horizontalen und vertikalen
Bewegungen fiihrt eine vollkommen oder teilweise abgeschlossene Wasser-
masse unter dem Einflufl dullerer Krifte aus. Handelt es sich um eine
vollkommen abgeschlossene Wassermasse, so kann nur dann eine Be-
wegung dauernd aufrecht erhalten werden, wenn die #ulere Kraft von
Null verschieden ist. Besitzt die Wassermasse dagegen eine Verbindung
mit einem benachbarten Meer oder Ozean, so wird eine hier vorhandene
Bewegung die teilweise abgeschlossene Wassermasse auch dann in Be-
wegung setzen, wenn die duflere Kraft Null ist. Im ersten Fall wird von
primiren oder selbsténdigen Bewegungsvorgdngen — hier von selb-
stindigen Gezeiten —, im zweiten Fall von Sekundirbewegungsvorgingen,
speziell im Hinblick auf die Gezeiten, von Mitschwingungsgezeiten ge-
sprochen.

Die hydrodynamischen Gleichungen verkniipfen alle fiir die Be-
wegung wichtigen Faktoren miteinander und liefern Beziehungen zwischen
den wirksamen Kriften, den Bewegungsvorgingen und der Tiefen-
verteilung. In dieses System partieller Differentialgleichungen gehen die
Gezeitenstromkomponenten und der Wasserstand sowie deren zeitliche
und ortliche Ableitungen als unbekannte Funktionen ein. Aus der er-
laubten Annahme, daB die #uBeren Krifte sowohl in ihrer Orts- als auch
in ihrer Zeitabhingigkeit bekannt sind und aus der sachgemifien Forde-



Einige Bemerkungen zur Ermittlung der Gezeiten. 427

rung, daB auf der Grenzkurve des Meeresgebietes gewisse Randbedin-
gungen erfiillt sind — der Gezeitenstrom mufl kiistenparallel flieBen —,
folgt, dafl die Losungen der Differentialgleichungen eindeutig bestimmt
sind, d.h. im Innern des betrachteten Meeresgebietes sind Gezeiten-
strom und Wasserstand durch aie dulleren Krifte und durch die Rand-
bedingungen festgelegt. Anschaulicher wird dieser Sachverhalt, wenn
der Vorgang als Superposition von Teilschwingungen aufgefafit wird,
was, wie oben dargelegt, immer dann gestattet ist, wenn die Amplituden
der vertikalen CGezeiten klein gegenitber der Wassertiefe sind. Die Ge-
zeiten in FluBmiindungen und in seichten Meeresgebieten werden weiter
unten gesondert betrachtet.

Eine der bedeutendsten Teilschwingungen oder Teiltiden stellt die
halbtigige Hauptmondtide M, dar, daneben spielen die eintédgigen und
in einigen Meeresgebieten auch die vierteltdgigen Tiden eine Rolle. Die
Differentialgleichungen werden durch Einfithrung dieser rein periodischen
Zeitfunktionen separiert und vereinfacht. Fiir den Gezeitenwasserstand
1a8t sich dann eine elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung
ableiten. Losungen in analytisch geschlossener Form sind nur fiir Spezial-
falle bekannt; wird etwa die ablenkende Kraft der Erdrotation beriick-
sichtigt, dann konnen zwar die Schwingungen in einem kreisférmigen
Becken, dagegen nicht mehr die in einem rechteckigen Becken durch
geschlossene Ausdriicke dargestellt werden. Handelt es sich um Meeres-
gebiete natiirlicher Kiistenform und Tiefengestalt, dann ist eine Dar-
stellung in analytisch geschlossener Form im allgemeinen gar nicht mehr
zu erwarten. Diese letzten Endes in der mathematischen Struktur der
Aufgabe gelegenen Schwierigkeiten treten aber nicht nur bei der Behand-
lung zweidimensionaler Probleme, sondern auch bereits bei der Ermitt-
lung der Schwingungen in einem eindimensionalen Kanal auf, wenn dieser
variable Tiefe besitzt.

Bei dieser Sachlage konnten Fragen nach der regionalen Verteilung
der Gezeiten und Gezeitenstréme nur an Hand stark vereinfachter und
weitgehend idealisierter Modelle behandelt werden; dabei war es oft
schwierig, die Naturdhnlichkeit derartiger Modellosungen richtig abzu-
schitzen, Mehr als eine qualitative Ubereinstimmung war nicht zu er-
reichen. _

Einen wesentlichen Fortschritt konnte A. DmraxT [I] um 1920 da-
durch erzielen, daf er das Differentialgleichungssystem des Gezeiten-
vorganges soweit umformte, bis eine numerische Losung der Aufgabe
erhalten werden konnte. Er hat sich allerdings auf die Bearbeitung
solcher Meeresgebiete beschrinkt, die kanalartigen Charakter besitzen.
Fir die Behandlung allgemein gestalteter zweidimensionaler Meeres-
gebiete standen damals noch nicht die erforderlichen mathematischen
Hilfsmittel zur Verfiigung. Alle bekannten kanalartigen europfischen,
aber auch auBereuropiischen Gezeitenmeere hat DEFANT bearbeitet.
Besonders gute Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Theorie
ergab sich fiir die Adria und das Rote Meer. Diese Resultate haben wesent-
lich dazu beigetragen, in der Folgezeit meereskundliche Untersuchungen
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auf theoretisch-physikalischen, speziell hydrodynamischen Grundlagen
aufzubauen, und haben damit mittelbar und unmittelbar die dynamische
Ozeanographie geférdert. Fiir Meeresgebiete, deren Breite von der gleichen
Grofenordnung ist wie deren Lénge — wie etwa in der Nordsee -, liefert
die eindimensionale Methode naturgemif weniger gute Resultate. Das
gilt vor allem fiir die Gezeiten der Ozeane.

Eine Methode — Randwertverfahren genannt —, die auch die Gezeiten
in diesen allgemeinen zweidimensional ausgedehnten Meeren und Ozeanen
zu ermitteln gestattet, wurde 20 Jahre spiter ausgearbeitet. Sie benutzt
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Abb. 1. Vergleich von berechneten und beohachteten Gezeiten der Nordsee. ¢ Tidenhub in m,
b Hochwassereintrittszeit, bezogen auf den Monddurchgang in Greenwich.

wesentlich den Umstand, daB ein System von Differentialgleichungen
der oben genannten Art durch ein System von Differenzengleichungen
beliebig genau approximiert werden kann. Dabei kommt es praktisch
auf die Losung eines Systems linearer Gleichungen hinaus. Hier sei nur
erwihnt, daB die Gezeiten der Nordsee [2] und des westlichen Mittel-
meeres ermittelt wurden. AuBerdem ist es gelungen, quantitative An-
gaben iiber die Gezeiten des Atlantischen Ozeans zu machen [3]. Die
Giite der erzielten Approximation fiir die Nordsee zeigt Abb.1. Die
Linien gleichen Tidenhubs und gleicher Hochwassereintrittszeit fiir das
westliche Mittelmeer sind in Abb. 2 wiedergegeben.

Nach den in jeder Hinsicht positiven Ergebnissen, die bisher mit dem
Randwertverfahren erzielt wurden, ist die Ermittlung der Gezeiten etwa
des Indischen oder des Pazifischen Ozeans oder irgendeines anderen
Meeres nur noch eine Frage des Rechenaufwandes, zu dessen Bewiltigung
vielleicht in Zukunft moderne elektronische Rechenanlagen herangezogen
werden konnen.



Einige Bemerkungen zur Ermittlung der Gezeiten 429

Wird noch einmal die Entwicklung der Gezeitenforschung riick-
schauend tiberblickt, so 1464 sich feststellen : Die zentrale Aufgabe, namlich
die Ermittlung der Gezeiten in Ozeanen, Rand- und Nebenmeeren,
Kanilen und Binnenseen unter voller Beriicksichtigung der Tiefenver-
teilung, der Kiistenkonfiguration und aller sonst wirksamen Einfliisse,
unter denen die duBeren Krifte eine bedeutende Rolle spielen, kann heute
im Rahmen einer in sich abgeschlossenen Theorie gelost werden. Aller-
dings wird die Lésung nicht in der klassischen, analytisch geschlossenen
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Greenwich.

Form, sondern in der durch die Eigenart des Randwertverfahrens be-
dingten Gestalt, nimlich als Losungsmannigfaltigkeit eines Systems
linearer Gleichungen, erhalten. Die vorstehenden Ausfithrungen zeigen,
daB die Verfahren — hier das Randwertverfahren —, die bewuBt auf die
Lasungen in analytisch geschlossener Form verzichten, den natiirlichen
Bedingungen gegeniiber weitaus anpassungsfihiger sind und demzufolge
auch eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Theorie
gewihrleisten.

Es hat den Anschein, daBl auch in der Meteorologie dhnliche Ent-
wicklungen vor sich gehen, es sei etwa an die Arbeiten zur numerischen
Wettervorhersage erinnert. Auch auf dem Gebiet der Physik der festen
Erde wire die Anwendung derartiger Verfahren denkbar. Die guten Er-
gebnisse, die das Randwertverfahren fiir alle die Gebiete gebracht hat,
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in denen der Tidenhub gering gegeniiber der Wassertiefe ist — in diesen
Féllen treten in den hydrodynamischen Gleichungen die unbekannten
Funktionen nur in linearer Form auf —, sind eng mit dieser Voraussetzung
verkniipft, was sofort offenkundig wird, wenn die Gezeiten in seichten
Gewiissern betrachtet werden, wie sie etwa im Wattenmeer vor der
deutschen Nordseekiiste und in den Miindungen der Tidefliisse beobachtet
werden. Wihrend das Interesse an den Gezeiten der Ozeane und Welt-
meere iiberwiegend wissenschaftlicher Natur ist, wird den Seichtwasser-
gezeiten ein besonderes praktisches Interesse von seiten der See-, Hafen-
und Wasserbauingenieure entgegengebracht. Als Beispiel sei folgende
Aufgabe genannt: In einem GezeitenfluB sei an der Miindung der zeitliche
Verlauf der Wasserstandskurve und oberhalb der Gezeitengrenze die
Oberwassermenge, auBerdem die Tiefen- und Breitenverteilung auf dem
dazwischenliegenden Teil des Flusses bekannt. Gefragt ist nach den
Gezeitenwasserstinden und den Gezeitenstromen auf eben diesem Teil
des Flusses. Von den Wasserbauingenieuren werden zur Losung der-
artiger Aufgaben Modelle der zu untersuchenden FluBstrecken aufgebaut
und Modellgezeiten erzeugt, die dann ausgemessen werden und sehr gut
brauchbare Ergebnisse liefern. Es hat auch nicht an Versuchen gefehlt,
Seichtwassergezeiten unter Benutzung hydrodynamischer Methoden
numerisch zu ermitteln. Im folgenden soll ein Verfahren des Verfassers
skizziert werden, das sich mehrfach bewi#hrt hat und auch mathematisch
einwandfrei begriindet ist.

Um ein einfaches anschauliches Beispiel vor Augen zu haben, wird
die zu untersuchende FluBstrecke in sechs gleich lange Streckenabschnitte
geteilt und die so entstehenden Profile fortlaufend, mit Null beginnend,
numeriert. Wasserstinde {, Stromgeschwindigkeiten u, Breiten B und
Querschnitte @ werden durch die Profilnummern, die als Indizes angehédngt
werden, gekennzeichnet. Die Wasserstéinde o und (g sind als Funktionen
der Zeit bekannt, alle iibrigen Wasserstdnde und Stromgeschwindigkeiten
liefert das Verfahren. Dieses wird aus den hydrodynamischen Gleichungen
abgeleitet, wobei wiederum eine Umwandlung der Differentialquotienten
in Differenzenquotienten vorgenommen wird, was auf mannigfache Weise
geschehen kann. Hier soll speziell das folgende Gleichungssystem be-
trachtet werden:
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Es bedeuten: Al die Entfernung der Profile voneinander, 4¢ die Schritt-
linge in Zeit, ¢ die Reibungsfunktion und g die Erdbeschleunigung. Die
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Funktionen { und u sind auf den an sich beliebig wihlbaren Zeitpunkt ¢
bezogen. {’ und «' gelten dann fir den Zeitpunkt ¢ 4 A¢. Wird an-

45



432 W. HANSEN:

genommen, daf die { und w zur Zeit ¢ bekannt sind, dann liefert das
obige Gleichungssystem die entsprechenden Werte zum Zeitpunkt ¢ + A¢;
durch nochmalige Anwendung des durch das Gleichungssystem vor-
geschriebenen Operators, der hier in Form einer Matrix % auftritt,werden
Wasserstinde und Geschwindigkeiten zur Zeit ¢ + 2 A¢ erhalten. In
dieser Weise fortfahrend werden die Funktionen # und { in Abhingigkeit
von der Zeit ermittelt, wobei vorausgesetzt wird, dal die Potenzen der

" Matrix % gegen die Nullmatrix konvergieren. Aufler {, und ,; die als

Randwerte bezeichnet werden und bekannt sein miissen, gehen noch
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Abb. 4. Beziehungen zwischen beobachteten und berechneten Wassersténden auf der Unter-Elbe.

die # und { zum Ausgangszeitpunkt ¢ — die Anfangswerte — in die
Rechnung ein, deren Einflufl aber in entsprechender Weise wie die Po-
tenzen der Matrix U gegen Null abklingt; das bedeutet, daBl die Anfangs-
werte beliebig — etwa gleich Null — gewéhlt werden kénnen. Sehr wesent-
lich fiir die numerische Behandlung des Systems ist die Tatsache, dafl die
Konvergenz der Potenzen der Matrix U immer erreicht werden kann
durch hinreichend kleine Wahl von A¢, der Schrittlinge in Zeit, gegen-
iiber Al und p, das nicht Null werden darf. Die fiir Konvergenz zuldssige
Schrittlinge in Zeit hingt auler von dem Profilabstand und der Reibung
noch von der Art des ausgewihiten Gleichungssystems ab.

Als numerisches Beispiel sind die Gezeiten auf einer Teilstrecke der
Elbe, und zwar von Brunsbiittelkoog bis Brunshausen, ermittelt und in
der Abb. 3 dargestellt. Fiir die Profilnummern 2 und 4 sind die beob-
achteten und die errechneten Wasserstéinde in Abb. 4 zueinander in Be-
ziehung gesetzt. Die Ubereinstimmung ist recht gut, ein Zeichen dafiir,
daB} die hydrodynamischen Methoden — hier das Differenzenverfahren -
hervorragend geeignet sind, die Bewegungen des stromenden Wassers
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auch dann quantitativ zu erfassen, wenn es sich um nichtstationdre und
nichtlineare Vorginge handelt.

Die Entwicklung der Gezeitenforschung fithrt von den grundlegenden
A. Drrantschen Arbeiten an kanalartigen Meeresgebieten iiber die Be-
handlung der Gezeiten in zweidimensional ausgedehnten Meeresgebieten
(Atlantischer Ozean, Mittelmeer) mit Hilfe des Randwertverfahrens zu
den Untersuchungen iiber die recht verwickelten Seichtwassergezeiten,
wobei das Differenzenverfahren wertvolle Dienste leistet. Die Genauig-
keit der erzielten Ergebnisse mull sowohl absolut als auch im Vergleich
mit anderen meereskundlichen Resultaten als recht gut bezeichnet werden.
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