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Einige Bemerkungen zur Ermittlung der Gezeiten auf 
gro~en Tiefen und in Flachwassergebieten. 

Von 

W. Hansen,  Hamburg .  

Mit 4 Textabbildungen. 

Zusammenfassung. Es wird die numerische Ermit t lung der Gezeiten und 
GezeitenstrSme in nattirlichen Meeresgebieten besprochen. Die Bedeutung 
der  yon A. D~FANT entwickelten Verfahren zur L6sung dieser Aufgabe fiir 
kanalartige Meeresgebiete wird dargelegt und die weiteren Fortsehritte, die 
bei der Behandlung allgemein gestalteter Ozeane, Meere und  Buchten er- 
zielt wurden, werden an Hand einiger Beispie]e, die die Genauigkeit der 
Methoden erkennen lassen, er]~utert. 

Summary. The numerical determination of tides and tidal streams in 
natural  ocean areas are discussed. The importance of the methods developed 
by A. D EFANW with a view to solve the problem as far as ocean areas of a channel- 
like shape are concerned is stressed and the further progress made in studying 
oceans, seas and bays showing a generM shape are explained with the aid 
of several examples manifesting the accuracy of the methods. 

R~sum~. On discute la d6termination num6rique des mar~es et des eourants 
de mardes rencontr6s dans des r6gions oc6aniques naturelles. L'importance 
des m6thodes d6velopp6es par A. D~FA?CT pour rdsoudre ee problgme pour 
des rdgions de mer semblables/~ des eanaux est soulign6e et les progr~s clue l 'on 
a fairs en 6tudiant des oc6ans, des mers et des baies de formes g6ngrales sont 
expos6s h l'aide de quelques exemples manifestant l 'exaetitude de ces m6thodes. 

Die Gezeiten des Meeres r ind  seit jeher n icht  nu r  Gegenstand prak- 
tischer Na tu rbeobach tung  gewesen, sondern vor allem seit Ns~WTON 
auch in den Bereieh physikalischer Be t rach tungen  einbezogen. 

Veranlal~t durch die Wtinsche der Schfffahrt, des Hafenbaues ,  des 
Kiis tenschutzes  u n d  anderer  Wirtschaftszweige wurden schon friihzeitig 
Gezeitenwasserstgnde und  GezeitenstrSme beobaehtet .  

Es war nicht  allzu schwierig, Zusammenhange  zwischen dem zeit- 
l ichen Ablauf  der Gezeiten an  einem festen Ort, etwa einem Seehafen, 
wie Cuxhaven,  Dover oder Brest,  und  den Stel lungen des Mondes, der 
Sonne u n d  der Erde  zueinander  aufzufinden.  Das in der Theorie der 
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kleinen Sehwingungen verwendete Prinzip, naeh dem die schwingungs- 
f./i.hige Masse mit der Periode der schwingungserzeugenden Kraft  sehwingt, 
erlaubt, die Gezeiten als Superposition yon Teilsehwingungen aufzu- 
fassen, deren Perioden mit den Perioden der gezeitenerzeugenden Kr~fte 
fibereinstimmen, sofern die gezeitenbedingten Wasserstands/~nderungen 
klein gegeniiber der Wassertiefe sind. Das ist in den Ozeanen nnd in den 
t~andmeeren der Fall; eine Ausnahme bilden die Seiehtwassergebiete, 
wie die Wattenmeere und die FluBmfindungen. 

Liegen yon einem Oft Gezeiten~asserstandsbeobaehtungen fiber 
einen l~ngeren Zeitraum, etwa ein Jahr, vor, dann k6nnen Amplituden 
und Phasen der Teilsehwingungen, deren Perioden mit denen der gezeiten- 
erzeugenden Krgfte fibereinstimmen, ermittelt werden und Ifir die Voraus- 
bereehnung der Gezeiten Verwendung linden. Die Verbffentliehung 
erfolgt ffir alle wiehtigeren Hgfen in den yon den einzelnen Nationen 
herausgegebenen Gezeitentafeln. Diese Methoden zur Vorausbereehnung 
der Gezeiten sagen niehts fiber den physikalisehen Inhalt  des Gezeiten- 
vorganges aus, insbesondere wird nieht erkennbar, in weleher Weise 
Tiefengestalt und Kfistenform auf die regionale Anordnung der Gezeiten 
EinfluB nehmen oder auf welehe Ursaehen die auf kurzen Entfernungen 
gelegentlieh beobaehteten sehr betrgehtliehen Anderungen des Tidenhubs 
zurfiekzufiihren sind. Wghrend die Amplitude der I-Ianptmond~ide M e 
in Cuxhaven fund doppelg so grog ist wie in Esbjerg, ist diese Amplitude 
in Cherbourg sogar ffinfmal so grog wie an der gegenfiberliegenden eng- 
lisehen Sfidkfiste in Poole-Hafen oder Swanage. 

Es liegen zahlreiehe Untersuehungen vor, die Beitrg~ge zur Kl~rung 
der Physik der Gezeiten geliefert haben. Es geht hierbei um eine typiseh 
meereskundliche Problemstellung: Welehe horizontalen und vertikalen 
Bewegungen ffihrt eine vollkommen oder teilweise abgesehlossene Wasser- 
masse unter dem Einflug guBerer Kr~fte aus. Handelt  es sieh um eine 
vollkommen abgesehlossene Wassermasse, so kann nur dann eine ]3e- 
wegung dauernd anfreeht erhalten werden, wenn die gugere Kraft  yon 
Null versehieden ist. Besitzt die Wassermasse dagegen eine Verbindung 
mit einem benaehbarten Meet oder Ozean, so wird eine bier vorhandene 
Bewegung die teilweise abgesehlossene Wassermasse aueh dann in Be- 
wegung setzen, wenn die gugere Kraft  Null ist. Im ersten Fall wird yon 
primgren oder selbst'~ndigen Bewegungsvorggngen - -  bier yon selb- 
stgndigen Gezeiten -- ,  im zweiten t~all yon Sekund/~rbewegungsvorg~ngen, 
speziell im I-Iinbliek auf die Gezeiten, yon Mitsehwingungsgezeiten ge- 
sproehen. 

Die hydrodynamisehen Gleiehungen verknfipfen alle ffir die 13e- 
wegung wiehtigen Faktoren miteinander und liefern Beziehungen zwisehen 
den wirksamen Krg.ften, den Bewegungsvorg~ngen und der Tiefen- 
verteilung. In dieses System partieller DifferentiMgleiehungen gehen die 
Gezeitenstromkomponenten und der Wasserstand sowie deren zeitliehe 
und 6rtliehe Ableitungen als unbekannte Funktionen ein. Aus der er- 
laubten Annahme, dab die gugeren Krgfte sowohl in ihrer Orts- als aueh 
in ihrer Zeitabh~ngigkeit bekannt sind und aus der saehgem/~gen Forde- 
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rung, da2 auf der Grenzkurve des Meeresgebietes gewisse Randbedin- 
gungen erfiillt sind - -  der Gezeitenstrom mu2 kiistenparMlel fliel~en--, 
folgt, da~ die LSsungen der Differentia]gleichungen eindeutig bestimmt 
sind, d .h .  im Innern des betrachteten Meeresgebietes sind Gezeiten- 
strom und Wasserstand durch aie aul3eren Krafte und dureh die Rand- 
bedingungen festgelegt. Anschaulicher wird dieser SaehverhMt, wenn 
der Vorgang Ms Superposition yon Teilschwingungen aufgefaBt wird, 
was, wie oben dargelegt, immer dann gestattet ist, wenn die Amplituden 
der vertikMen Gezeiten klein gegeniiber der Wassertiefe sind. Die Ge- 
zeiten in Flul~miindungen und in seichten Meeresgebieten werden welter 
unten gesondert betrachtet. 

Eine der bedeutendsten Teilschwingungen oder Teiltiden stellt die 
hMbts Hauptmondtide M s dar, daneben spielen die eint~gigen und 
in einigen Meeresgebieten auch die viertelti~gigen Tiden eine Rolle. Die 
DifferentiMgleichungen werden dutch Einfiihrung dieser rein periodisehen 
Zeitfunktionen separiert und vereinfacht. Ffir den Gezeitenwasserstand 
l~Bt sich dann eine elliptische DifferentiMgleichung zweiter 0rdnung 
ableiten. LSsungen in anMytisch geschlossener Form sind nut fii~ SpeziM- 
f~lle bekunnt; wird etwa die ablenkende Kraft der Erdrotation berfick- 
sichtigt, dann k5nnen zwar die Schwingungen in einem kreisfSrmigen 
Becken, dagegen nicht mehr die in einem rechteckigen Beeken dutch 
gesehlossene Ausdriicke dargestellt werden. H~ndelt es sieh um Meeres- 
gebiete natiirlicher Kfistenform und TiefengestMt, dann ist eine Dar- 
stellung in ~nMytisch geschlossener Form ira Mlgemeinen gar nicht mehr 
zu erwarten. Diese ]etzten Endes in der mathematischen Struktur der 
Aufgabe gelegenen Schwierigkeiten treten aber nicht nur bei der Behand- 
lung zweidimensionMer Probleme, sondern auch bereits bei der Ermitt- 
lung der Schwingungen in einem eindimensionMen KanM auf, wenn dieser 
variable Tiefe besitzt. 

Bei dieser Sachlage konnten Fragen nach der regionMen Verteilung 
der Gezeiten und GezeitenstrSme nur an Hand stark vereinfachter und 
weitgehend ideMisierter Modelle behandelt werden; dabei war es oft 
schwierig, die N~tur~hnlichkeit derartiger ModellSsungen richtig abzu- 
sch~tzen. Mehr Ms eine qualitative Ubereinstimmung war nicht zu er- 
reiehen. 

Einen wesentlichen Fortschritt konnte A. DE~A~ [1] um 1920 da- 
dutch erzielen, dal~ er das DifferentiMgleichungssystem des Gezeiten- 
vorganges soweit umformte, bis eine numerische LSsung der Aufgabe 
erhMten werden konnte. Er hat sieh Mlerdings auf die Bearbeitung 
solcher ]~Ieeresgebiete beschr~nkt, die kanMartigen Charakter besitzen. 
Fiir die Behandlung allgemein gestMteter zweidimensionMer Meeres- 
gebiete standen datums noch nicht die erforderlichen mathematischen 
ttilfsmittel zur Verffigung. Alle bekannten kanMartigen europ~isehen, 
aber auch aul~ereurop~ischen Gezeitenmeere hat DE]~ANT bearbeitet. 
Besonders gute Ubereinstimmung zwisehen Beobachtung und Theorie 
ergab sich ffir die Adria und das Rote Meer. Diese t~esultate haben wesent- 
lieh dazu beigetragen, in der Folgezeit meereskundliehe Untersuchungen 
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auf theoretiseh-physikalisehen, speziell hydrodynamisehen Grundlagen 
aufzubauen, und haben damit mittelbar und unmittelbar die dynamisehe 
Ozeanographie gef6rdert. Fiir Meeresgebiete, deren Breite yon der gleiehen 
GrSgenordnung ist wie deren L~nge - -  wie etwa in der Nordsee - - ,  liefert 
die eindimensionale Methode n~turgems weniger gute l~esultate. D~s 
gilt vor allem fiir die Gezeiten der Ozeane. 

Eine Methode - -  Randwertverfahren genannt - - ,  die aueh die Gezeiten 
in diesen Mlgemeinen zweidimensional ausgedehnten Meeren und Ozeanen 
zu ermitteln gestattet, wurde 20 Jahre SlO/~ter ausgearbeitet. Sic benutzt 
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Alob. 1. Vergleich yon bercchneten und bcobaehteten Gezei~en der ~ordsee. a Tidenhub in m, 
b ltoehwasserclntrlttszeit, bezogen auf den ~Ionddurehgang in Greenwich. 

wesentlieh den Umstand, dag ein System yon Dilferentialgteiehungen 
der oben genannten Art dutch ein System yon Differenzengleiehungen 
beliebig genau approximiert werden kann. Dabei kommt es praktiseh 
auf die LSsung eines Systems linearer Gleiehungen hinaus. Hier sei nur 
erw~hnt, dab die Gezeiten der Nordsee [2] und des westliehen Mittel- 
meeres ermittelt wurden. Aul3erdem ist es gelungen, quantitative An- 
gaben fiber die Gezeiten des Atlantisehen Ozeans zu machen [3J. Die 
Giite der erzielten Approximation fiir die Nordsee zeigt Abb. 1. Die 
Linien gleiehen Tidenhubs und gleieher J-Ioehwassereintrittszeit ftir das 
westliehe Mittelmeer sind in Abb. 2 wiedergegeben. 

Naeh den in jeder ttinsieht loositiven Ergebnissen, die bisher mit dem 
Randwertverfahren erziolt wurden, ist die Ermittlung der Gezeiten etwa 
des Indisehen oder des Pazifisehert Ozeans oder irgendeines anderen 
Meeres nur noeh eine t0r~ge des Reohenaufwandes, zu dessen Bew&ltigung 
vielleieht in Zukunft moderne etektronisehe geehenanlagen herangezogen 
werden kSnnen, 
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Wird noeh einmM die Entwicklung der Gezeitenforschung riick- 
sehuuend fiberbliekt, so l~l?t sich feststellen : Die zentrale Aufgabe, ngmlieh 
die Ermittlung der Gezeiten in Oze~nen, Rand- und Nebenmeeren, 
Kan~len und Binnenseen unter voller Bertieksiehtigung der Tiefenver- 
teilung, der Kiistenkonfigurution und uller sonst wirksumen Einflfisse, 
unter denen die ~uBeren Kr/~fte eine bedeutende Rolle spielen, kann heute 
im Rahmen einer in sieh abgesehlossenen Theorie gel6st werden. Aller- 
dings wird die L6sung nieht in der klussisehen, anMy~iseh gesehlossenen 
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Abb.  2. Gezei~en des wes~lichen ~r - . . . . .  L in ien  gleichen Spring~idenhubs in  m, 
- -  Lin ien  gleieher  t tochwassere in t r i t t sze i ten  in  Stunden,  bezogen anf  den Monddttrchgang in  

Greenwich.  

Form, sondern in der durch die Eigenart des Randwertverfahrens be- 
dingten Gestalt, nS, mlieh als L6sungsmannigfMtigkeit eines Systems 
linearer Gleiehungen, erhalten. Die vorstehenden Ausfiihrungen zeigen, 
dab die Verfahren - -  bier das Randwertverfahren - - ,  die bewuBt auf die 
L6sungen in analytisch gesehlossener Form verziehten, den natiirliehen 
Bedingungen gegenfi..ber weitaus anpassungsf~higer sind und demzufolge 
aueh eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Theorie 
gewghrleisten. 

Es hat den Anschein, dab aueh in der Meteorologie fi.hnliche Ent- 
wicklungen vor sich gehen, es sei etwa an die Arbeiten zur numerisehen 
Wettervorhersage erinnert. Auch auf dem Gebiet der Physik der festen 
Erde w/~re die Anwendung derartiger Verfahren denkbar. Die guten Er- 
gebnisse, die das l~andwertverfahren fiir alle die Gebiete gebrueht hat, 
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in denen der Tidenhub gering gegeniiber der Wassertiefe ist - -  in diesen 
F~llen treten in den hydrod~mamischen Gleiehungen die unbekannten 
Funktionen nur in linearer Form auf - - ,  sind eng mit dieser Voraussetzung 
verkniipft, was sofort offenkundig wird, wenn die Gezeiten in seichten 
Gew~ssern betrachtet werden, wie sie etwa im Wattenmeer vor der 
deutschen Nordseekiiste und in den Miindungen der Tidefliisse beobaehtet 
werden. Wi~hrend das Interesse an den Gezeiten der Ozeane und Welt- 
meere iiberwiegend wissenschaftlicher Natur  ist, wird den Seichtwasser- 
gezeiten ein besonderes praktisehes Interesse yon seiten der See-, Hafen- 
und Wasserbauingenieure entgegengebracht. Als Beispiel sei folgende 
Aufgabe genannt : In einem Gezeitenflul~ sei an der Miindung der zei~liehe 
Verlauf der Wasserstandskurve und oberhalb der Gezeitengrenze die 
Oberwassermenge, aul~erdem die Tiefen- und Breitenverteilung auf dem 
dazwisehenliegenden Teil des Flusses bekannt. Gefragt ist naeh den 
Gezeitenwasserst/~nden und den GezeitenstrSmen auf eben diesem Teil 
des Flusses. Von den Wasserbauingenieuren werden zur LSsung der- 
artiger Aufgaben Modelle der zu untersuchenden FluBstreeken aufgebaut 
und Modellgezeiten erzeugt, die dunn ausgemessen werden und sehr gu t  
brauchbare Ergebnisse liefern. Es hat auch nicht an Versuchen gefehlt, 
Seichtwassergezeiten unter Benutzung hydrodynamischer Methoden 
numeriseh zu ermitteln. Im folgenden sell ein Verfahren des Verfassers 
skizziert werden, das sich mehrfaeh bewghrt hat und aueh mathematisch 
einwandfrei begrfindet ist. 

Um ein einfaehes ansehauliehes Beispiel vor Augen zu haben, wird 
die zu untersuchende FluBstrecke in seehs gleich lange Streekenabsehnitte 
geteilt und die so entstehenden Profile fortlaufend, mit Null beginnend, 
numeriert. Wasserst/~nde ~, Stromgesehwindigkeiten u, Breiten B und 
Quersehnitte Q werden dutch die Profilnummern, die als Indizes angeh~tngt 
werden, gekennzeiehnet. Die Wasserstgnde ~0 und ~6 sind als Funktionen 
der Zeit bekannt, alle fibrigen Wasserst/~nde und Stromgeschwindigkeiten 
liefert das Verfahren. Dieses wird aus den hydrodynamisehen Gleichungen 
abgeleitet, wobei wiederum eine Umwandlung der Differentialquotienten 
in Differenzenquotienten vorgenommen wird, was auf mannigfache Weise 
gesehehen kann. Hier soll speziell das folgende Gleiehungssystem be- 
traehtet werden : 

u l ' - - u  1 + At~ol u 1 lull ~- gZJt($2--$O) - -  O, 
2 d l  

At  

u 3 ' - u ~ + A t o ~ u  3]u~ I +  2At 

At 
~4'--~4 + 2AIBa (Q5us--Q3u3) =0 ,  

g At (~  - -  ~ )  __ O. 
u 5 ' ~ u  5 - ~ - d t O  5 u  51u5] -~- 2 A l  
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Es bedeuten: zJl die Entfernung der Profile voneinander, At die Schritt- 
l~nge in Zeit, ~o die Reibungslunktion und g die Erdbeschleunigung. Die 
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Abb. 3. Beobachtete und berechne~e Wasserst~inde auf der Unter-]glbe (a) und Lage der Profile (b). 

Funktionen ~ und u sind ~uf den an sich beliebig w~ihlbaren Zeitpunkt t 
bezogen. ~' und u' gelten dann fiir den Zeitpunkt t -~  At. Wird ~n- 
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genommen, dab die ~ und u zur Zeit t bekannt  sind, dann liefert das 
obige Gleichungssystem die entsprechenden Werte zum Zeitpunkt t ~- A t; 
dutch nochmalige Anwendung des durch das Gleiehungssysten't vor- 
geschriebenen Operators, der hier in Form einer Matrix 9~ auftritt ,werden 
Wasserstiinde und Geschwindigkeiten zur Zeit t + 2 A t  erhalten. In  
dieser Weise fortfahrend werden die Funktionen u und ~ in Abh~ngigkei~ 
yon der Zeit ermittelt,  wobei vorausgesetzg wird, dag die Potenzen der 
M~trix 9~ gegen die Nullmatrix konvergieren. Auger $0 und ~s, die als 
t~andwerte bezeichnet werdeu und bekannt  sein mfissen, gehen noch 
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Abb. 4. Beziehungen zwischen beobachteten und berechneten Wasserst~ndr auf der Unter-Elbe. 
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die u und ~ zum Ausgangszeitpunkt t - -  die Anfangswerte - -  in die 
Rechnung ein, deren Einflug aber in entspreehender Weise wie die Po- 
tenzen der Matrix 9~ gegen Null abklingt; das bedeutet, dab die Anfangs- 
werte beliebig - -  etw~ gleieh Null - -  gew~hlt werden kSnnen. Sehr wesent- 
lich ffir die numerisehe Behandlung des Systems ist die Tatsaehe, dab die 
Konvergenz der Potenzen der Matrix ~l immer erreieht werden kann 
dureh hinreiehend kleine Wahl yon At, der Schrittl~nge in Zeit, gegen- 
fiber Al und @, das nicht Null werden darf. Die f fir Konvergenz zul~ssige 
Schrittl~nge in Zeit h~ngt auger yon dem Profilabstand und der l~eibung 
noeh yon der Art des ausgew~hlten Gleichungssystems ab. 

Als numerisches Beispiel sind die Gezeiten auf einer Teflstrecke der 
Elbe, und zwar yon Brunsbfittelkoog bis Brunshausen, ermittelt  und in 
der Abb. 3 dargestellt. F fir die Profflnummern 2 und 4 sind die beob- 
achteten und die errechneten Wasserst~nde in Abb. ~ zueinander in Be- 
ziehung gesetzt. Die Ubereinstimmung ist recht gut, ein Zeiehen daffir, 
dab die hydrodynamisehen Methoden - -  bier das Differenzenverfahren - -  
hervorragend geeignet sind, die Bewegungen des strSmenden Wassers 
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such dann quantitativ zu erf~ssen, wenn es sieh um niehtstation~re und 
nichtlineare Vorgange handelt. 

Die Entwicklung der Gezeitenforsehung ffihrt yon den grundlegenden 
A. D~rA~Tschen Arbeiten an kanM~rtigen Meeresgebieten fiber die Be- 
h~ndlung der Gezeiten in zweidimensional ausgedehn~en Meeresgebieten 
(Atlantiseher 0zean, Mittelmeer) mit Hilfe des Randwertverf~hrens zu 
den Untersuehungen fiber die reeht verwickelten Seiehtwassergezeiten, 
wobei das Differenzenverf~hren wertvolle Dienste leistet. Die Genauig- 
keit der erzielten Ergebnisse muB sowohl absolut als aueh im Vergleieh 
mit anderen meereskundliehen Resultaten Ms recht gut bezeichnet werden. 
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