Computing 8, 110—124 (1968)

Ein Wartesystem mit zwei parallelen Warteschlangen
Von
R. Schassberger, Stuttgart
Mit 2 Textabbildungen

{ Bingegangen am 20. Juli 1967)

Zusammenfassung., Am Beispiel eines Warteschlangenmodells mit 2 gekoppelten
parallelen Schlangen, Porssonx-Angebot und exponentialverteilten Bedienungszeiten
werden Methoden zur Berechnung der ergodischen Projektion von Ubergangsmatrizen
homogener Marrovscher Prozesse behandelt.

Summary. In this paper we deal with the calculation of the ergodic projection
of transition matrices. A special case is provided by a service system with two inter-
connected parallel queues, Porssox input and exponentially distributed service times.

Problemstellung

Sei P(t)=(pix(t); 4, k=0, 1, 2,...; t >0) die Matrix der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten eines homogenen MARKOV-Prozesses mit hoch-
stens abzéhlbar vielen Zustdnden, und gelte lim pi (£) = ;. Dann wird

t—0

P (t) eine Standard-Ubergangsmatrix genannt. Es existieren die ergodi-
schen Projektionen s = lim pg () und die  Ableitungen g =

{— o .
= lim (1/t) [psx (¢) — Oix]. Stets ist 0 < g << oo fiir ¢ = £ und
t—0
Z Qir < — Y-
[

In vielen Fillen von praktischer Bedeutung gilt

—qu <g< oViund Y g =0Vi
k

Eine Matrix @ mit diesen Eigenschaften nennen wir konservativ und
beschriankt. Ist umgekehrt eine konservative und beschrinkte Matrix ¢
gegeben, so existiert genau eine Standard-Ubergangsmatrix P (f) mit
ik (+ 0) = qug-

In der vorliegenden Arbeit wird ein Modell aus der Theorie der Warte-
schlangen betrachtet, welches einen zeitlich homogenen MarkoOvV-Prozefl
mit abzdhlbarem Zustandsraum, Standard-Ubergangsmatrix P (f) und
konservativer beschrinkter Matrix @ definiert. Die Zielsetzung besteht
in der Angabe von Mitteln und Wegen zur Bestimmung der ergodischen



R. ScHASSBERGER: Ein Wartesystem mit zwei parallelen Warteschlangen 111

Projektion I/ von P (¢), da man mit deren Kenntnis das ,eingespielte
Modell weitgehend beherrscht. Im vorbereitenden Kapitel 1 werden eine
Methode von Kenparn und RuuTeEr und eine weitere Methode zur Be-
rechnung von 7 fiir allgemeine P (f) angegeben. Im Kapitel 2 wird dann
das Wartesystem behandelt.

Herrn Prof. Dr. W. K~OpEL danke ich fir die Anregung zu dieser
Arbeit.

1. Zur Berechnung der ergodischen Projektion einer Ubergangsmatrix

1.1. Der Satz von KexDALL und REUTER

Gegeben sei ein Matrix ¢ mit reellen Elementen ¢;; und

g =0 fur 4 =+ k, (1.1.1)
3 qis =0V, (1.1.2)
8

Es existiere genau eine Standard-Ubergangsmatrix P (!) mit
Pk (+ 0) = qip L. Ist I = (ms;) die Matrix der ergodischen Projektion
von P (), so nennen wir mit KENnparr, und REUTER [5] einen Zustand ¢
positiv, wenn uz;; > 0, dissipativ, wenn =y = 0. Ferner sagen wir, zwei
positive Zustinde ¢ und %k seien aus derselben positiven Klasse, wenn
mx > 0. Zur einfacheren Darstellung des Ergebnisses von KeNDALL und
ReutER fithren wir die Baxacuriume [ und m ein. Es ist { der Raum aller

reellen Zahlenfolgen x = (x,, 2,,...) mit oo > 2 {zs| = |2, m der

Raum aller reellen Zahlenfolgen y = (y,, %1, - . .) mlt w0 > sup A [ = {ly].

Wir schreiben « = 0 (y > 0), wenn x; > 0 (y; > 0) far a,lle 1. Die Liosung
unseres Problems durch KENDALL und REUTER ist nun enthalten in

Satz 1.1.1
1. Sei %+(Q)={xel|x>0, szqskz()Vk}.

8
Ein Zustand k ist positiv genau dann, wenn ein x € W (Q) existiert mit
xp > 0. Zuwer positive Zustdnde 1 und k liegen tn verschiedenen positiven
Klassen genaw dann, wenn ein x € R+ (Q) existiert mit x; >0, x5 = 0
oder wmgekehrt.

2. Ist k ewn positiver Zustand, so enthdlt die Menge der x e N+ (Q) mit
xp = 1 ein kleinstes® Element x®. Ist & aus der positiven Klasse O(1),
so hingt das Element 7(" := 20 | || 2 || nur von O ab, und es ist
(" > 0 genau damn, wenn 1 € O,

3. Sei R+ (Qo¥) =lyem |y > OZstJa—OV@}

t Die eindeutige Existenz einer Standard-Ubergangsmatrix mit p’;z (+ 0) = ¢z
mull gefordert werden. Im Falle |g;;| < M < oo V¢ hingegen ist sie garantiert.

2 Im Sinne der tiblichen Teilordnung von 1.

8%
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Die Menge der y € Mt (Qy*) mit 2 ys g = 1 hat dann ein kleinstes®

Element w(n,

4, Es ist oy = OV i, wenn k dissipativ,
i = wiD 7D, wenn ke C),

Das Problem ist damit reduziert auf die Auflosung der Gleichungs-
systeme

D s g =0V k (1.1.3)

und

D Gisys =0V i. (1.1.4)
8

Betrachten wir noch den wichtigen Spezialfall, dafi der Zustandsraum
entweder genau eine positive Klasse ist oder nur dissipative Zusténde
enthilt. Aus Satz 1.1.1 ergibt sich

Korollar 1.1.1

1. Ist der Zustandsrauwm eine positive Klasse, so existiert ein Element m €l
mit w3 >0V 4, [m)=1, NF(Q) = {cm, ¢ =0} und myp = 7 Vi, k.
2. Sind alle Zustinde dissipativ, so ist N+ (@) = {0}.

Beweis.

1. Sei k beliebig, x € N+ (@). Ist x = 0, so x == 0 wegen Satz 1.1.1, Aus-
sage 1, und der Tatsache, dafl der Zustandsraum genau eine positive
Klasse ist. Ist 2 > 0, so existiert eine Konstante ¢’ > 0 mit ¢'zy = 1.
Bs ist dze Nt (Q) und ¢’z > x® wegen Aussage 2, also u:= ¢’z —
— 2® e M (Q) mit uy = 0. Daraus folgt wieder w =0 und somit
x = (1)¢') 2® = (1)¢') || ¥ || 7, wo n das in Aussage 2 konstruierte,
von k unabhingige Element ist. Jedes Element e N+ (Q) 146t sich
also in der Form z = c¢m, ¢ = 0 darstellen.

Fiir das in 3. konstruierte Element w em ergibt sich wegen ||z || =
= 1w=(1,1,...). Damit ist nach 4. 7y == >0V i, k.

. Die Aussage ist offensichtlich in 1. enthalten.

|\

Im Falle genau einer positiven Klasse von Zusténden ist also nur die
bis auf eine multiplikative Konstante eindeutige, nichttriviale, positive
Losung des Gleichungssystems (1.1.3) zu suchen.

1.2. Transformation auf diskrete Ketten

Cegeben sei eine konservative und beschrinkte Matrix ¢. Sie definiert
vermoge

(Qu)r = X, weqse Vk (1.2.1)

3 Tm Sinne der iblichen Teilordnung von m.
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einen beschridnkten linearen Operator ¢ auf dem BawNacmraum ! mit
Wertebereich B (@) < ! (HiLLE [4], S. 642). Die durch ¢ erzeugte Standard-
Ubergangsmatrix P (f) definiert ganz analog vermoge

(P () = Z wspsi (t) Vi (1.2.2)

einen beschrankten linearen Operator P (¢) auf [, und P (f) 148t sich in
der Form

Pf) = e? = Z], (1.2.3)

schreiben, worin @’ die j-te Potenz des Operatms @ darstellt. Ist ¢ eine
obere Schranke fiur { | g;; | } und I die Identitdt auf [, so ergibt sich mit

| Ri=(lg)Q + I (1.2.4)
P () = et (B-Dt = ¢~0 | ¢aBt == g—at gqRt (1.2.5)
(vgl. Hmie [4], S.172). Nun ist B = (ry), aufgefalt als Matrix, eine
stochastische Matrix, denn es gelten die Beziehungen
0 < rip = qirlg + o <1 (1.2.6)
wegen q > | g | und

1 .
Y v = Y g+ 1=1Vi. (1.2.7)
k k

Der Operator RE?, aufgefafit als Matrix, hat dieselben Elemente wie
das Matrizenprodukt R®?. Diese Elemente lassen sich deuten als n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten einer zeitlich diskreten, homogenen
Margov-Kette mit den Zustinden i,k =0,1,.... Die Folge {r(®},
konvergiert also im C;-Mittel, und wir behaupten den
Satz 1.2.1 01 — lim T,g%) = Tljp — lim Pik (If)

n 2

Beweis. Aus (1.2.5) erhalten wir

pig () == e~ ¢ 2 tyn o, (1.2.8)

wo 7{® = 6y Die Summe rechts ist in ¢ > 0 bestédndig konvergent und
hat fiir ¢ — oo einen Grenzwert, ndmlich den der linken Seite. Das heilt
aber gerade (HarDY [3], S. 80): {r{®}, ist B — limitierbar zum Werte
aig. Wir entnehmen aus HARDY (I3], S.210) das

Lemma. Istc > — 1/2, a, = o (n®), X a, B — summierbar zum Werte a,

so ist 2 ay Cge11 — summierbar zum Werte a.
Setzt man hier a, = r{® — r{@ D, g, =1, ¢=1/2, so wird leicht
ersichtlich: {r{®'}, ist 0 — hmltlerbar zum Werte m;z. Da aber {r{®},

auch C,-limitierbar ist, so ebenfalls zum Werte m, g.e.d.
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Damit ist unser Problem reduziert auf die Berechnung der ergodischen
Projektion der Ubergangsmatrix einer zeitlich diskreten, homogenen
Margov-Kette.

Wir weisen darauf hin, dal eine gewisse Verwandtschaft zu der z. B.
bei CHUNG [1] erwdhnten Sprungmatrix besteht. Deren Elemente lauten
sie = (1/] ¢4 |) @iz + din, Wobel gu += 0 vorausgesetzt werden mufBl. Ist
z (t, w) eine zu P (f) gehorende Realisierung des Prozesses, ferner

PO w)y=1 =1, gg(w)=inf{f:¢{ >0, z(,w) + 1},
80 ist
sip = P (x (gi (), w) = k).
Anhand des analytischen Verhaltens von P (f) konnen die Zustinde

des Prozesses klassifiziert werden, wohinter natirlich wahrscheinlichkeits-
theoretische Interpretationsmdoglichkeiten stecken. So heiBit z. B. ein

Zustand k rekurrent, wenn [ pyr (f)dt = co. Fir die Zustdnde der R

0
entsprechenden Kette existieren analoge Klassifikationen. & heifit hier

rekurrent, wenn X r{® = co. Beide Klassifikationen stimmen iiberein.

Wir zeigen das am Beispiel der Rekurrenz:

k rekurrent beziiglich P (f) (—> oo = f P () d f =
0

= f 2 e~at (1fn!) (g tyr v dt = z %nT Vf,cnk)ft” et 4§ =
0 b3 n 0
1 2 rM = oo (=) k rekurrent beziiglich R.
q
n

Die Vertauschung von Summation und Integration 148t sich recht-
fertigen z. B. mit 17 Korollar in Duxrorp-ScEwarTZ ([2], S. 151).

Diese Ubereinstimmung ist insofern wichtig, als eine Kenntnis der
Klassen und ihrer Eigenschaften die Berechnung der ergodischen Pro-
jektion wesentlich vereinfachen kann. Es sei noch vermerkt, daf einem
vorgegebenem ¢ > 0 und einer vorgegebenen stochastischen Matrix R
mittels

qix = q (g — Oix)

eine konservative und beschrinkte Matrix @ zugeordnet werden kann.

2. Ein Modell aus der Theorie der Warteschlangen
2.1. Definition des Modells
Wir betrachten folgendes Wartesystem:

Ein Strom von Kunden verteilt sich vor zwei parallelen Schaltern
auf zwei Schlangen in der Weise, dafl ein ankommender Kunde sich
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gegebenenfalls der kiirzeren, andernfalls mit Wahrscheinlichkeit 1/2 der
rechten und ebenso der linken Schlange anschlieBt, und daB er, einmal
eingereiht, die Schlange nicht mehr wechselt. Die Lénge einer Schlange
sei gleich Null, wenn der entsprechende Schalter frei ist, gleich Eins, wenn
dort ein Kunde bedient wird und keiner wartet, usw. ,

Ist nun #; > £, = 0 der Zeitpunkt der Ankunft des i-ten Kunden und
gi = t; — t;1 >0, ferner s; >0 die Zeitspanne, die seine Bedienung
kostet, so nehmen wir an, {g;} und {s;} seien unabhingige Folgen identisch
verteilter und unabhéngiger Zufallsverdnderlicher. Wir interessieren uns
fir den Zustand z (£) = (¢ (£), %k (£)) des Modells zur Zeit ¢ > 0, wobei
i (¢) und k (¢) die Lédngen der beiden Schlangen zur Zeit ¢ bezeichnen. Bei
Prézisierung des Modells durch die Annahmen

Plpp<t)=1—¢? 1>0
und
Pl <t)=1—e¢#, u>0

ist z(f) ein zeitlich homogener MArKOV-Prozel mit den Zustinden
(t, k),7,k=0,1,2,... . Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

Por () = P (2 (t) = (6 k) |2 (0) = (w,v)), , 0,8, k=0,1,2,...

geniigen einem System von Differentialgleichungen
dt p’l)k Z ZP (t qbk: 7’3 ]V - O ]- (2.1.1)

Die Koeffizienten ¢% smd glelch Null bis auf die in Tab. 1 ange-
gebenen Fille. Anfangsbedingungen sind

pvk (0) = o5p = 0 fir (u,v) % (¢, k).

Tabelle 1

U v 7 k q¥t

0 0 % v — 21

0 >0 u v — (244w
>0 0 % v — (24 + u)
>0 >0 w ® — 20+ m
>0 u u-+1 v y
>0 u % v+ 1 2
>0 > u w4+ 1 v 22
> 0 < % % v+ 1 2%
>0 >0 % — 1 v I3
>0 >0 u v—1 I

Diese Tatsachen lassen sich mit bekannten Uberlegungen beweisen
(siehe z. B. KHINTOHINE [6]). Wir erkennen die Beziehungen

Gt < 0, — @b <2(2 + p)
i =0 fir (u,v) = (G, k) (2.1.3)
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und
PIDI A
ik

Wird der Zustandsraum von z (f) so abgezihlt, daB die Zustinde fort-
laufend mit 0, 1, 2, . .. bezeichnet sind, so erhalten wir die in der Theorie
der Markov-Ketten géngige Schreibweise, konnen die oben auftretenden,
in Wirklichkeit endlichen Doppelsummen durch einfache Summen ersetzen
und erkennen: Die Matrix @ = {¢%i} ist konservativ und beschrinkt;
daher ist P () eine Standard-Ubergangsmatrix.

Es existieren die ergodischen Projektionen

et = lim p%E (t) (2.1.4)
¢
und ihnen gilt unser Interesse. Fir ¢ — oo ergibt sich aus (2.1.1)

O-22nvbgbk,@k———0,1,.... (2.1.

|54
[
(%)
=

Die ny; geniigen also fiir alle (v, v) dem Gleichungssystem
0= 2 E gt i, k=0,1,..., (2.1.6)

so daB mit den Bezeichnungen von Abschnitt 1.1 7% = (z%f) ein Element
aus Nt (@) ist. Indessen gilt: Fir 4 < u bilden die Zustdnde von z (¢)
eine positive, fir 2 > u eine dissipative Klasse. (2.1.6) hat also fir 2 < 4
genau eine positive Losung & mit [z || =1 wnd 2% = aiV u,v,1, k.
Der Beweis dieser plausiblen Tatsache soll zusammen mit weiteren Er-
gebnissen iitber das Wartesystem in einer anderen Arbeit gebracht werden.

2.2. Transformation auf den diskreten Prozef}

Ein Weg zur Berechnung der z besteht in der Losung des Systems
(2.1.6). Diese scheint aber in geschlossener Form nicht zngédnglich zu sein.
Wir suchen deshalb andere Wege oder Naherungsmethoden zur Berechnung

der m;, und wenden hierzu das Ergebnis von 1.2 an.
Sei

R=(1)g) Q + I mit ¢ = 2 (A p).

Dann ist R = (r%}) eine stochastische Matrix, und gemdf Satz 1.2.1
gilt C; — hm rU () = ai, im positiven Falle sogar

lim r%1(0) = 7% (Cmuxc [1], S.31).
7

Die Matrix-Elemente 7% sind gleich Null bis auf die in Tab. 2 an-
gegebenen Fille.
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Taobelle 2

u v ‘\ % k ¥
>0 U u+ 1 uw @
>0 u u w -+ 1 x
>0 > u w1 v 2w
> 0 < U w v 1 22
>0 >0 % v—1 Y
>0 >0 w — 1 B Y
0 >0 % ” Y
> 0 0 % v ¥
0 0 f u v 2y

Dabei ist 2 = g/2 (1 + ¢) und y = 1/2 (1 4 o).

R 14Bt sich als Ubergangsmatrix einer zweidimensionalen Irrfahrt
interpretieren, die in sehr anschaulicher Weise mit dem Warteschlangen-
Modell zusammenhéngt. Abb. 1 moge dies verdeutlichen.

A
e

g <] o <] o P

2z
¥ ig/ e
gp <] [ <] [ /o/ [
e
b [} o [} p/ o] o

o ° ° o )
o/ .
7 Iii‘z L__t .
7 7 £ 2 ¥ g & Z

Abb. 1 .
Tterationsvorschriften zur Berechnung der z} sind nun
y%(ﬂl) = Z Z rie) yg;; (2.2.2)
e b
und

rUiOh = N Nl rli ), (2.2.3)
« b

wobei die Doppelsummen aus maximal vier Summanden bestehen. Trotz
der einfachen Gestalt dieser Vorschriften werden die Ausdriicke fiir die
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i) mit wachsendem j recht bald sehr verwickelt, sodaB auch hiermit
kelne exakten Losungen gewonnen werden konnen. Dagegen lassen sich
die Iterationen auf einer Rechenanlage sehr gut durchfithren.

Es sei noch bemerkt, daB der Ubergang zur Grenze in (2.2.2) das
System (2.1.6) liefert, womit also in unserem Falle das Ergebnis des Ab-
schnitts 1.2 nichts weiter als eine Vorschrift zur iterativen Ldsung des in
1.1 betrachteten Systems (1.1.3) darstellt.

2.3. Ubergang von beschrianktem zu unbeschrdnkterm
Warteraum

Eine dritte Methode zur angendherten Berechnung der ) besteht
darin, das Wartesystem durch andere Systeme zu ,.approximierent,
speziell durch solche, die sich von dem Ausgangssystem nur darin unter-
scheiden, daB der Warteraum beschriankt ist.

Sei M unser Ausgangsmodell und gehe #*M aus M dadurch hervor,
dafi die Warteordnung von M ergidnzt wird durch den Zusatz: Haben
beide Schlangen die Linge =, so wartet ein ankommender Kunde nicht.

Fur das Folgende sei vereinbart: Ist g eine fur M definierte GroBe,
so wird die entsprechende GroBe fir »M mit g bezeichnet. Dann ist
nz (¢) ein zeitlich homogener MARKOV-Prozel mit den Zustiénden
(t, k), 4, k=0,1,2,..., und der Verabredung, Ausdriicke, in denen ein
Zustand (¢, k) mit ¢ > n oder k > n auftritt, sinnvoll zu interpretieren.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten 7p%f (£) geniigen den Gleichungen

g 2 2 gt gy ngll i k= 0,1,2,...  (2.3.1)
mit
Pk (0) = oy
Es ist
"ok = Qo
mit den Ausnahmen

’ﬂqzz — — 2 ‘LL (23.2)
und
nq%l?: = 0,

wenn wenigstens ein Index gréfier als n ist.
nP (¢) ist eine Standard-Ubergangsmatrix, 7€ ist konservativ und
beschrinkt.

Wir stellen zunédchst folgende Fragen:
1. Existiert lim »p% (t) mit Grenzwert pi (¢)?
n

2. Existiert lim 7z} mit Grenzwert =} %4
"

+ In gleicher Weise wie fiir P (f) kann man fir P () zeigen, daf lim 7p¥E (1)
¢

unabhéingig ist von (u, v)
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Von groBer Bedeutung fiir die Praxis wiren indessen die Aussagen
lim mp%f (£) = p2i(t) gleichmiBig in (s, k)

und
lim 77l = =t gleichmaBig in (3, k).

n

Dafiir notwendige und hinreichende Bedingungen sind
lim 2 Z | nplk (1) — Dok () | = (2.2.3)

beziehungsweise
lim Zz ]“nz—"z}{] = 0.
n
iR

Zur Interpretation dieser Bedingung bendtigen wir den Begriff der
starken Konvergenz von Operatoren im BaxacHraum. Ist B ein BanacH-
raum, so heilit eine Folge {x,} von Elementen x, € B stark konvergent,
wenn ein x € B existiert mit lim ||z, — « || = 0. Eine Folge {T,} von
Operatoren mit Definitionsbereich D (7'} = B und Wertebereich R (T) < B
heift stark konvergent, wenn {7', z} stark konvergiert fiir alle x € B.

Sei {1',} eine Folge beschrinkter linearer Operatoren auf [ in I, de-
finiert durch

Tnx Zxk”t;m

Dann gilt, formuliert fiir einen Spezialfall, gemdll DunrorD-
ScHWARTZ ([2], S. 60)

Lemma 2.3.1. {Ty} konvergiert stark genaw dann, wenn

1. zu jedem ¢ > 0 ein n, (4, &) existiert mit Z | Bt — Mg | < &
fir n,m >mngund i =0,1,... k

2.sup || Tpa| < oo fir alle x el.
n

Der durch lim || T,z — Txz|l=0 definierte Operator 7T ist linear
V3 . .

und beschrankd.

Wir erkennen: Die durch 2P (f) gemifl (1.2.2) erzeugten Operatoren
auf I geniigen Bedingung 2 von Lemma 2.3.1. Sie konvergieren also stark
genau dann, wenn Bedingung 1 erfiillt ist, d.h. aber, sie konvergieren
stark gegen P () genau dann, wenn (2.3.3) gilt. Somit erweitern wir die
Fragestellung zu

1’. Konvergiert {»P (1)} stark gegen P (f) ¥
2'. Konvergiert {m[]} stark gegen II?

Frage 1’ gehort einem Problemkreis an, der im Rahmen der Theorie
der Halbgruppen von Operatoren im Bawacaraum von TrorTER [7]
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behandelt wurde. Aus den dortigen Ergebnissen 1dft sich auf einfache
Weise herleiten: Frage 1’ ist zu bejahen, wenn die gemif (1.2.1) de-
finierten Operatoren 7@ stark gegen ¢ konvergieren. Wir wollen uns damit
nicht aufhalten, da ein zu umfangreiches Referat iiber Bekanntes vor-
anzusetzen wire, und beschrinken uns auf den Nachweis der starken
Konvergenz von {#Q} gegen . Dazu dient Lemma 2.3.1. Bedingung 1
ist erfullt, denn fir n > u, v ist

Y ¥ g — gt = 0.
k

Bedingung 2 ist ebenfalls erfiillt, denn

sup [Q || <4 (- el Vael

Somit haben wir in Beantwortung auf 1’
Satz 2.3.1. Die Folge der Operatoren ®P (t) konvergiert stark gegen P (1).

Ist in irgend einem Falle Satz 2.3.1 gegeben, so 148t sich damit Frage 2
noch nicht bejahen. Hinreichende Bedingungen hierzu scheinen nicht
bekannt zu sein. Im Folgenden wird die Antwort fiir unseren Spezialfall
gegeben. Die Herleitungen orientieren sich an der Tatsache, daBl der
Folge 1P (t), ®P (), ... ein monoton wachsender Warteraum entspricht.
Wir benutzen die Transformation der Prozesse 7z () und z (f) auf diskrete
Prozesse geméf 1.2. Sei

R=Q0jpQ+ I (2.3.4)
und nR o= (1/q) (*Q) + I (2.3.5)
mit g =21+ u).
Dann ist
T
mit den Ausnahmen Ny = 2 (2.3.6)
und mlt == 0

falls ein Index gréBer als = ist.

Mit einem Satz von MaArKov, zitiert in KHINTCHIN ([6], S. 64), erhélt
man leicht:

lim 7p%i (t) = #x} > 0 fur alle o,
4
Z E nal = 1.
ik

Die Zustinde bilden also fiir alle p eine positive Klasse, sodafl auch

lim %4l = nzi > 0 far alle ¢ > 0.
i
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Wir wollen nun 7zi vergleichen mit 7+lz{ und vergleichen hierzu
zunichst ”r%(ﬂ mit 71210,

Die GroBen 7r¥t() setzen sich zusammen aus einer Summe von
Produkten der Gestalt

nptay ety @z nplia
v b1 ba ’ -1

Nun seien auf der Menge »G der Gitterpunkte P (3, k), 4, & = 0 (1) »,
gerichtete direkte Verbindungen nach folgenden Regeln definiert:

1. Mindestens eine derartige Verbindung von (u,v) nach (i, k) existiert -
genau dann, wenn %% > 0,

2. Ist % = 2 oder y, so existiert genau eine solche Verbindung.

3. Ist m%l = 2 2 oder 2y, so existieren genau zwei solche Verbindungen.

Andere. Fille treten nicht auf. Zwei Verbindungen sollen zusammen-
héingend heiflen, wenn eine davon zu einem Punkte hin-, die andere von
thm weggerichtet ist. Ein Weg "s%() von (u, v) nach (i, k) in j Schritten
sei dann eine Folge von genau j Verbindungen derart, dal je zwei auf-
einanderfolgende Verbindungen zusammenhéngen und daBl die erste von
(u, v) weg-, die letzte nach (¢, k) hingerichtet ist. Jedem solchen Weg
entspricht ein Produkt von j Faktoren x oder y, und die Summe all dieser
Produkte ist "%i(). Werden die Verbindungen achsenparallel bzw. als
Schleifen im zweidimensionalen Schema der Punkte P (i, k) eingetragen,
8o lassen sie sich in der in Abb. 2 durchgefithrten Weise numerieren.

4

£
/4
7 3 °
2z
7
o i
# 7z
7 G o
Z ° S
z 7
/ ° /o/ o
J 2
\ /O/ o] o
4 #Ilg
7 g 4 .
Z ¢ z
Abb. 2

Gehe nun ein Weg #+1s von (u, ») aus. Dann werde ihm nach folgender
Vorschrift ein ebenfalls von (u,v) ausgehender Weg s zugeordnet:
#tls sei nach m Schritten in #+1P angelangt und benutze von dort aus
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Verbindung V, V =1, 2, 3, 4; #s sei nach m Schritten in »P angelangt.
Dann benutzt %s von dort aus ebenfalls die Verbindung V.

Diese Zuordnung ist eindeutig, und beiden Wegen entspricht ein
Produkt gleicher GriGe.

In den zugehérigen Warteschlangen-Modellen entspricht dem Weg
2tlg bzw. ms eine gewisse Realisierung von #+1z (t) bzw. 7z (f), und beiden
Realisierungen liegt dieselbe, von der Grofie des Warteraums unabhéngige
Folge von Ankiinften und Abrufen zugrunde.

Lemma 2.3.2. Landet m*+1s nach m Schritten in *T1P = (i, k), so landet der
zugeordnete Weg %s nach m Schritten in
"PelU (7’3 k) =GN {(,": k): (Z - 17 k); (7’a k— 1)! (7/ - 1-9 k— 1)}:
wo G die Gesamtheit der Gilterpunkte ist.
Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir m = 1. Ist sie auch fiir den
(m — 1)-ten Schritt richtig, so kann man sie fiir den m-ten Schritt nach
einer Anzahl von Fallunterscheidungen leicht beweisen.

Satz 2.3.2. Die Folgen {"nl}, konvergieren monoton fallend gegen xl fiir
alle (i, k).

Beweis. Sei G = {(i, k), 4, k=0 (1) n}, und B<?@ so beschaffen, daf
mit P auch U (P) in B enthalten ist. Der Menge der von (0, 0) ausgehenden
und in B nach j Schritten landenden Wege #+ls entspricht eine Menge
von Produkten. Deren Summe ist gleich

+1,0% (§
Z 170 (),
G, k) eB

Ferner ist dieser Menge von Wegen 7tls eine Menge von Wegen %s
zugeordnet, die ebenfalls von (0, 0) ausgehen und nach j Schritten geméf
Lemma 2.3.2 in B landen. Die Summe der zugehérigen Produkte ist
kleiner oder gleich

D, m9i und gleich Y, n+lr0i0),
(.B)eB (i,F)eB

Also gilt
Z R OIS E w91 (7)
G, k) eB (i, k) eB
far alle n > 1, alle j > 1 und alle zuldssigen B.
Far B = {(0, 0)} ergibt dies
nH1p000) L w300 fiir alle n > 0,5 > 1.
Grenzitbergang in j liefert
#Hlgld L nal fir alle n > 0, also

0. — lim %70
3 23 := lim #nQ.
n
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Fir B = {(0, 0), (0, 1)} ergibt sich
w1 000) 4 mH10G) < m00G) 4 w000, > 1.
Grenziibergang in j liefert
nrlgd - mHlad < mal - #af fir n > 1, also 3 lim ("7l + 7af)

n
und somit 3 29 := lim %9,

n

Durch vollsténdige Induktion in B erhdlt man

3 2t := lim #af fir alle 4, & > 0.
n

Analog zu den Groflen ={ geniigen die "n{ dem Gleichungssystem
0= Y nptngat, ik > o0.
a b
Wegen lim %gjf = gfi geniigen daher die x! dem System (2.1.6),
n
also ist zl = ¢ ml mit ¢ > 0.
Es bleibt noch zu zeigen, dafl ¢ = 1.

Nun ist leicht einzusehen, daB zu gegebenem j > 1 ein g (j) existiert
mit 2300 = r30( fir n > no. Das liefert aber mit

”+17“88(7') < ’ﬂrgg(j) fir alle n > O,j =1
die Ungleichungen
nt1p00G) > 4000) fiir m >0, j > 1,
also ) > 7y fir n > 0.
Somit ist ¢ > 1. Andererseits liefert ein bekanntes Lemma von Fatou
1 :liinzznn}'c = 22 lim 7l = c.
ik i k"

Also ist ¢ = 1, q.e.d.

Korollar. Im positiven Falle ist Frage B' zu bejahen, im dissipativen Falle
2u verneinen.

Beweis. Starke Konvergenz der Operatorenfolge {#z} gegen n ist dquivalent
der Bedingung

lim ) ¥ [7al — i | =0.
ok

(Lemma 2.3.1).

Im positiven Fall ist
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LY imi—al =3 X (el —af) + YAl =
7 k

i=0 k=0 Rest
n n
=1 Yo+ Xa=1-1+2)a <
i=0 k=0 Rest Rest

far n > ng (&).

Im dissipativen Fall ist 2 E [ Paf — al | =1 fir alle «.
ik
Wir haben somit eine weitere Moglichkeit erhalten, Néherungswerte

fiir die #} zu bestimmen.
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