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Ein Wartesystem mit zwei parallelen Warteschlangen 
V o n  

R. Sehassberger, Stu t tgar t  

Mit 2 Textubbildungen 

(Eingegangen am 20. Juli 1967) 

Zusammenfassung. Am Beispiel eines Warteschlar~genmodells mit 2 gekoppelten 
paralleler~ Schlar~gen, t)OlSSo~-Ar~gebot und expor~er~tialverteilten Bediermngszeiter~ 
werder~ Methoder~ zur Berechnur~g der ergodischen Projektior~ vo~ ~bergaagsmatrizer~ 
homogener MA~I~Ovscher l~rozesse behandelt. 

Summary. In this paper we deal with the calculation of the ergodic projection 
of trar~sitior~ matrices. A special c~se is provided by a service system with two ir~ter- 
connected parallel queues, 1%rsso~ input and expormr~tially distributed service times. 

Problemstellung 
Sei P ( t ) ~  (p~  (t); i, k : 0, 1, 2 . . . .  ; t ~> 0) die Matrix der ~ber-  

gangswahrscheinlichkeitea eines homogenen MARKOV-Prozesses mit  hSch- 
stens abz/thlbar vielen Zust/inden, und  gelte lim Pi~ (t) : ~t~. Dar~n wird 

t - + 0  

P (t) eine St~ndard-Ubergangsmatr ix gerlannt. Es existieren die ergodi- 
sehen Projekt ionen z~i~ ~-- lim Pl~ (t) und  die Ableitungen ql~ : 

t--+ oo 

: lira (I/t) [Pt~ (t) -- ~i~]. Stets ist 0 ~ q/~ < oo fiir i 4: k und  
t---> 0 

k d : i  

In  viele~ Fitllen von praktischer Bedeutung gilt 

--q~i ~ < q <  o o V i  und  ~ q i ~ : O V i .  

Eirm M~trix Q mit  diesen Eigensch~ften nenner~ wir konservat iv  und  
beschr/inkt. Is t  umgekehr t  eine konservative und  beschrs M~trix Q 
gegeben, so existiert genau eine Standard-Ubergangsm~trix P (t) mi t  
P'l~ ( §  0) = ql~. 

In  der vorliegenden Arbeit wird ein Modell ~us der Theorie der Warte-  
schl~ngen betrachtet ,  welches einen zeitlich homogener~ l~RKov-l~rozeB 
mit  abz/~hlb~rem Zustandsraum, Standard-iJbergangsm~trix P (t) und  
korLservativer beschr/inkter Matrix Q definiert. Die Zielsetzung besteht  
in der Ang~be vor~ Mitteln und  Wegen zur Bes t immung der ergodischen 
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Projekt ion / /  yon  P (t), da man  mit  deren Kenntn is  das ,,eingespielte" 
Modell weitgehend beherrscht. I m  vorbereitender~ Kapi te l  1 werden eirm 
Methode yon KENDALL und  REUTER und  eine weitere Methode zur Be- 
rechmmg v o n / / f i i r  allgemeine P (t) angegeben. Ira Kapi te l  2 wird dann  
das War tesys tem behandelt .  

Herrn  Prof. Dr. W. K~SDEL danke ich fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit. 

1. Z u r  B e r e c h n u n g  der  e rgodischen  P r o j e k t i o n  e iner  (~be rgangsmat r ix  

1.1. D e r  S a t z  v o n  Kn~DALL u n d  Rn~Tna  

Gegeben sei ein Matrix Q mit  reellen Elementen qi~ und  

qt~ ~ 0 fiir i ~ k, (1.1.1) 

= o v i .  (1.1.2) 
8 

Es existiere genau eine Standard-Ubergangsmatr ix  P (t) mi t  
P'ik  ( +  O ) =  qi~ 1. Is t  H = (x~ik) die Matrix der ergodischen Projekt ion  
von P (t), so nennen wit  mi t  KE~I)~LL und REITTER [5] einen Zus tand  i 
positiv, wenn :~i~ > 0, dissipativ, wenn ~u ~ 0. Ferner  sagen wir, zwei 
positive Zusts  i ur~d k seien aus derselben positiven Klasse, wenn 
:~lk > 0. Zur einfacheren Darstellung des Ergebnisses yon  K~,~DALL und  
t ~ E u ~  fiihren wir die B ~ A c ~ r ~ u m e  l und  m ein. Es ist 1 der R~um aller 

reellen Zahlenfolgen x =  (x0, x~ . . . .  ) mi t  ~ > ~ I x s I ~ l ] x l l l  m d e r  
8 

R a u m  aller reellen Zahlerffolgen y = (Yo, Y~ . . . .  ) mi t  ~ > sup lYs ] ~ I] Y II. 

Wir schreiben x ~ 0 (y ~ 0), wenn x/ ~ 0 (y~ ~ 0) fiir alle i. Die  LSsung 
unseres Problems durch KENDALL uad  I~EVTEa ist nun  enthal ten  in 

Satz 1.1.1 

1. sei ovk} .  
8 

E i n  Z u s t a n d  Ic ist pos i t iv  genau dann,  wenu  ein x ~ ~+ ( Q) existiert  m i t  
Xk > O. Z w e i  posi t ive  Zus t6nde  i u n d  l~ liegen in  versehiedenen pos i t iven  
K las sen  genau dann,  wenn  ein x E ~+ (Q) existiert m i t  x~ ~ o, xk  ~ 0 
oder umgelcehrt. 

2. I s t  k ein posi t iver  Zus tand ,  so entMilt die Menge  der x ~ ~+ (Q) m i t  
x~ = 1 ein kleinstes 2 E l emen t  x(k). I s t  lc aus  der pos i t i ven  Klasse  C(r), 
so Mingt das E l e m e n t  7dr) :_~ x(r) / l] x(r) II n u r  yon C(r) ab, u n d  es ist 
7gi (r) ~ 0 genau dann,  w e n n  i ~ C(r). 

3. sei n+(Qo*l={y mly)o, E q ,  v =o v i } .  
8 

i Die ei~deu~ige Exister~z emer Standard-Ubergangsmatrix mit P'il: ( +  O) ~ qik 
mUl3 gefordert werden. Im F~lle ]qi~ 1 <-- M < ~ V i hingege~ ist sic garar~tiert. 

Im Starve tier iiblichen Teilord~ung vor~ 1. 

8 *  
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Die  Menge  der y ~ ~+ (Qo*) mi t  ~ ys  7~s (r) -~ 1 hat dann  ein kleinstes ~ 
8 

Element  w(r). 

4. E s  ist ~ =~ 0 ~ i, wenn  lc dissipat iv ,  
~tk ~ w~ (r) ~ ( v )  wenn  l.~ ~ C(r). 

]-)as Prob lem ist dami t  reduzier t  auf  die AuflSsung der Gleichungs- 
systeme 

x~ q ~  = o v ~ (1.1.~) 

und  

Z qis Yd. =: 0 V i. (1.1.4) 
8 

Bet r aeh t en  wir noch den wichtige~ Spezialfall, daft der Zus tands raum 
entweder  genau eine positive Klasse ist oder ntlr dissipative Zusti~nde 
enth~ilt. Aus Satz 1.1.1 ergibt sich 

Korol lar  1.1.1 

1. I s t  der Z u s t a n d s r a u m  eine posi t ive  Klasse ,  so existiert ein E lemen t  ~ ~ I 

2. S i n d  alle Zusti~nde dissipat iv ,  so ist ~+  (Q) = (0}. 

Beweis .  

1. Sei k beliebig, x E ~+ (Q). I s t  xir =: o, so x ~ -  0 wegen Satz 1.1.1, Aus- 
sage 1, a n d  der T~tsache, da[t der Zas t aads raum gen~u eine posi t ive 
Klasse ist. I s t  x~ ~ 0, so exist ier t  eine Ko n s t an t e  e' > 0 mi t  c'x~ -~ 1. 
Es ist c 'x  ~ ~+ (Q) und  c 'x  ~ x(k) wegen Aussage 2, also u :-~ c ' x -  
- -x(k)  e ~ +  (Q) mi t  u~ = o. Daraus  folgt wieder u ~ z 0  und  somit  
x - ~  ( 1 / e ' ) x ( ~ ) =  (1/e')I[ x(~)11 ~, wo z das in Aussage 2 konstruier te ,  
yon  k unabh~ngige E lement  ist. Jedes  E lement  x e ~+ (Q) l~[tt sich 
also in 4er F o r m  x - ~  c ~, c ~ 0 darstellen. 
F[ir das in 3. kons t ru ier te  E lement  w ~ m ergibt  sich wegen 11 z I! =- 
=: 1 w ~- ( 1 , 1 , . . . ) .  Dami t  ist nach 4. ,ni~ ~ zk > 0 V i,/~. 

2. Die Anssage ist offensichtlich in 1. enthal ten.  

I m  Fulle genau einer posi t iven Klasse yon  Zusts  ist also nur  die 
bis auf  eine mult ipl ikat ive  Kons t an t e  eindeLttige, nichttr iviale,  posi t ive 
LSsung des Gleichangssystems (1.L3) zu suchen. 

1.2. T r a n s f o r m a t i o n  a u f  d i s k r e t e  K e t t e n  

Gegeben sei eine konservat ive  a n d  beschrgnkte  Matr ix  Q. Sie definiert  
vermSge 

(Q x)~ = ~ x~ q ~  v k (1..2.1) 
8 

s Im Sinne der iiblichen Teilordl~tmg v0n m. 
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einen besehr/~nkten linearen Operator  Q auf  dem BA~Ac~raum l mit  
Wertebereieh R ( Q ) c  l (tI~LLE [4], S. 642). Die du tch  Q erzeugte Standard-  
Ubergangsmat r ix  P (t) definiert ganz analog vermSge 

(P  (t))k =: Z X s P s k  (t) V k (1.2.2) 
8 

einen beschrgnkten linearen Operator  P (t) auf  l, and  P (t) lgl]t sieh in 
der Fo rm 

c~ 

P (t) QJ (1.2.3) 
]=0 

schreiben, worin QJ die .)'-re Potenz  des Operators  Q darstellt .  I s t  q eine 
obere Schranke ffir { qli I } und  I die Identi t / i t  auf  l, so ergibt  sich mi t  

R : =  (1/q) (2 + I (1.2.4)  

P (t) ~ eq (R-I)  t = e -q t  I eq Rt - -  e -q t  eqRt (1.2.5) 

(vgl. HILLE [4], S. 172). Nun  ist R =: (rt~), aufgefM]t als Matrix, eine 
stochastische Matrix,  dean  es gelten die Beziehungen 

0 ~ r ik  = qi~/q ~- d~e ~< 1 (1.2.6) 

wegen q ~> l ql~l mid 
1 

Z r i k - - - = - - ~ Z q i k @  1 = 1 Vi .  (1.2.7) 
k k 

Der Operator  R n, aufgefagt  als Matrix, ha t  dieselben Elemente  wie 
das Matr izenprodukt  R n. Diese Elemente  lassen sich deuten  als n-Schrit t-  
l~bergangswahrseheinliehkeiten einer zeitlieh diskreten, homogenett  
MARKov-Kette mit  den Zust/inden i,/c = 0, 1 . . . . .  Die Folge {r!~)}n 
konvergier t  also im C~-Mittel, und  wir behaupten  den 

Satz 1.2.1 C1 --  lim "ik~(n) = ~ k  = lim Pt~ (t). 
n t 

B e w e i s .  Aus (1.2.5) erhalten wit  

1 
Pi~ (t) - -  e -q  t Z n T. (q t)n r(n)'~ (1.2.8) 

wo r} ~ --  ~ik. Die Summe rechts  ist in t ~> 0 best/indig konvergent  und 
hat  ffir t -~ oe einen Grenzwert,  ngmlich den der linken Seite. Das heiBt 
aber gerade (HARDY [a], S. 80): {r}~)}n ist B - -  l imitierbar zum Wer te  
atk. Wir en tnehmen aus HARDY ([3], S. 210) das 

Lemma.  I s t  c >~ - -  1/2, an = o (nC), 2: an B - -  s u m m i e r b a r  z u m  W e r t e  a ,  
so i s t  X a~ C2c +1 - -  s u m m i e r b a r  z u m  W e r t e  a. 

Setzt  man  hier an = r ~ )  --~,.(n.-1) ao = r (~ c - ~  1/2, so wird leicht 
�9 " l k  ' ~ k  ' 

ersichtlich: ~r (n~lit~ ~n is?~ C 2 - -  l imitierbar zum Wer te  ,n~k. Da  aber fr(n)tn~ ~]c J 
auch C~-limitierbar ist, so ebenfMls zum Wer te  zi~, q.e.d. 
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Damit ist unser Problem reduziert auf die Berechnung der ergodischen 
Projektio~ der Ubergangsmatrix einer zeitlich diskreten, homogenen 
MARKOV-Kette. 

Wir weisen darauf hin, daft eine gewisse Verwandtschaft zu der z. B. 
bei CRucca [1] erw/ihnten Sprungmatrix besteht. Deren Elemente lauten 
si~ = (1/] qii ])qtk d-~i~, wobei qu 4-0 vorausgesetzt werden mulZ Ist  
x (t, o~) eine zu P (t) gehSrende Realisierung des Prozesses, ferner 

P (x (0, ~o) -- i) = 1, @i (~o) ~- inf{t :  t > 0, x (t, o~) # i } ,  

so ist 

Anhand des analytischen Verhaltens von P (t) kSnnen die Zust/inde 
des Prozesses klassifiziert werden, wohinter natiirlich wahrscheinlichkeits- 
theoretische Interpretationsm6glichkeiten stecken. So heil]t z .B.  ein 

O9 

Zustand k rekurrent, wenn ~ P ~ k  ( t ) d t  = co. Fiir die Zust/~nde der R 
0 

entsprechenden Kette  existieren analoge Klassifikationen.. k heil~t hier 
rekurrent, wenn 2 : r ~  = co. Beide Klassifikationen stimmen iiberein. 

7~ 

Wir zeigen das am Beispiel der Rekurrenz: 
o o  

/c rekurrent beziiglich P (t) ( ~ >  co = f p ~  (t) d t -- 

0 

fz Z = e - q  t (l/n!) (q t) n r(n)klz d t = ~ "h~(n) t n e--q t d t = 

0 n n 0 

1 ~(n) oo ( - - )  k rekurrent beziiglich R. 
- -  q Z "k/c 

Die Vertausehung yon Summation und Integration l~13t sieh reeht- 
fertigen z. B. Init 17 Korollar in DUNFOI~o-ScI~WAI~TZ ([2], S. 151). 

Diese 13bereinstimmung ist insofern wiehtig, als eine Kenntnis der 
Klassen lind ihrer Eigensehaften die Bereehnung der ergodisehen Pro- 
jektion wesentlieh vereinfaehen kann, Es sei noeh vermerkt, dab einem 
vorgegebenem q ~ 0 und einer vorgegebenen stoehastischen M~trix R 
mittels 

qi~ = q (r~ -- ~ )  

eine konservative und beschr/tnkte N2atrix Q zugeordnet werden karm. 

2. Ein  Modell aus der Theorie der War tesch langen  

2.1. D e f i n i t i o n  des Mode l l s  

Wir betrachten folgendes Wartesystem: 

Ein Strom vort Kunden verteilt sich vor zwei parallelen Scha.ltern 
auf  zwei Schlangen in der Weise, dab ein ankommender Kunde sich 
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gegebenenfalls der kiirzeren, andernfalls mi t  Wahrscheinlichkeit  1/2 der 
rechten und  ebenso der l inken Schlange ansehlieSt, und  dal~ er, einmal 
eingereiht, die Schlange nicht  mehr weehselt. Die Ls einer Sehlange 
sei gleieh Null, wenn der entsprechende Sehalter frei ist, gleich Eins, wenn 
dort  ein K n n d e  bedient  wird nnd  keiner wartet ,  usw. 

Is t  nun  t~ ~> t o = 0 der Zei tpunkt  der Ankunf t  des /- ten Ku n d e n  und  
gi = ti --  ti_l >~ 0, ferner s~ >~ 0 die Zeitspanne, die seine Bedienung 
kostet ,  so nehmen wir an, {gi} a n d  {si} seien unabh/~ngige Folgen identiseh 
verteilter und  unabhiingiger Zttfallsveri~nderlieher. Wir  interessieren uns 
ffir den Zus tand  z (t)== (i (t), k (t)) des Modells zur Zeit t > 0, wobei 
i (t) und  k (t) die L/ingen der beiden Schlangen zur Zeit t bezeiehnen. Bei 
Pr/~zisierung des Modells dureh die Annahmen  

P (g~ ~ t) - -  1 - -  e -2~t, ~ > 0  
und  

P (si <~ t) =:- 1 - -  c -~d, # > 0  

ist z (t) ein zeitlich homogener 3/fA~KOV-ProzeI~ mit  den Zust/~nden 
(i, k), i, k = 0, 1, 2 . . . . .  Die Ubergangswahrscheinlichkeiten 

u i  p ~  (t) = P (z (t) = (i, k)  I z (o) = (u,  v)) ,  u ,  v, i,  k = o, 1, 2 . . . .  

geniigen einem System yon Differentialgleiehungen 

d u~ u a  a~ 
dt Pv~ (t) -~ Z Z Pvb (t) qb~, i, k = 0, 1, . . . (2.1.1) 

a b 

Die Koeffizienten qv~ sind gleich Null bis auf  die in Tab. 1 ange- 
gebenen F/ille. Anfangsbedingungen sind 

u~ u i  = Pv~ (0) -= ~v~ = ~ fiir (u, v) _. (i, k). 

Tabelle 1 

u v i k u~ qvx  

o 
o 

> o  
> o  
> o  
> o  
_>o 
> o  
> o  
> o  

o 
> o  

o 
> o  

~t 

~>o 
> o  

U 

q~ 

+ 1  

4-1 

- 1  

v 

v 

v 

v 

V 

+ 1  
v 

-1-1 
'o 

--1 

- 2 ~  
- (2 z + ~) 
- (2 A + ~) 
- 2 ( ; . +  ~) 

2 
), 

2 ~  

# 
# 

Diese Tatsaehen lassen sieh mi t  bekannten  Uberlegungen beweisen 
(siehe z. B. Km~TCm~r [6]). V~ir erkennen die Beziehungen 

u i  
qvk >~ 0 fiir (u, v) # (i, k) (2.1.3) 
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und  

2 Z q ui = 
i k 

Wird der Zustandsraum yon z (t) so abgez/ihlt, dab die Zust//nde fort- 
laufend mit  0, 1, 2 . . . .  bezeichnet sind, so erhMten wir die in der Theorie 
der M ~ K o v - K e t t e n  gs Schreibweise, kSnnen die oben atfftretenden, 
in ~Virklichkeit endlichen Doppelsummen durch einfache Summen ersetzen 
un4 erkennen: Die Matrix Q = {qvU~} ist konservat iv  und  beschr/inkt;  
daher ist P (t) eine Standard-Ubergangsmatr ix.  

Es existieren die ergodischen Projekt ionen 

u i  u i  "~v~ = lira Pvl~ (t) (2.1.4) 
t 

und  ihnen gilt unser Interesse. Ffir t -~ ~ ergibt sich aus (2.1.1) 

ua ,ai i , ] ~ = 0 ,  1 , . . .  �9 (2.1.5) 0 =  E Z ~ v b % ~ ,  
a b 

u~ geniigen also fiir alle (u, v) dem Gleichungssystem Die ~ve 

0 E E = 0, 1, (2.1.6) - -  X b  q b k ,  �9 �9 " ,  

a b 

u ?z i  
so dab mi t  den Bezeichnungen yon Absehnit t  1.1 7~ v = (Zv~) ein Element  
aus ~+  (Q) ist. Indessen gilt: Fiir  ;t < # bfiden die Zustgnde yon  z (t) 
eine positive, fiir 2 ) # eine dissipative Klasse. (2.1.6) ha t  also fiir 2 < lz 
genau eine positive L6sung a mit  l] z 11 = 1 und  ~vkUi = ,nlc~V u, v, i, lc. 
Der Beweis dieser plausiblen Tatsache sol1 zusammen mit  weiteren Er- 
gebnissen fiber das War tesys tem in einer anderen Arbeit  gebraeht  werden. 

2.2. T r a n s f o r m a t i o n  a u f  d e n  d i s k r e t e n  P r o z e g  

Ein  Weg zur Bereehnung der ~ besteht  in der L6sung des Systems 
(2.1.6). Diese seheint aber in gesehlossener Form nieht  zug/~nglich zu sein. 
Wir sueh en deshalb andere Wege oder Ni~herungsmethoden zur Bereehnung 
der s~ und  wenden hierzu das Ergebnis yon  1.2 an. 

Sei 

R - - ( 1 / q )  Q~-  I mi t  q = 2 ( 4 + / t ) .  

Dann  ist R u~ = (rv~) eine stochastische Matrix, und  gem/iB Satz 1.2.1 
gilt C 1 --  lim tyrO) = ~ ,  im positiven Falle sogar 

lim rU~.(J) = ~[. (C~v~o [1], S. 31)�9 

Die Matrix-Elemente u~ sind gleich Null bis auf  die in Tab. 2 an- Fvk 
gegebenen F/ille. 
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Tabelle 2 
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u v i k .u~ ~v~ 

> 0  
> 0  
_>0 
> 0  
> 0  
> 0  

0 
> 0  

0 

U 
u 

~ u  
< u  
> 0  
~ 0  
> 0  

0 
0 

u +  
u 

u +  
gb 

U 
U 
U 
u 

1 
u 

1 
V 

v 
1 

U 

+ 1  
v 
+ 1  
- 1  
V 

?) 

v 
v 

X 
,.'V 

2x,. 
2 x  

Y 
Y 
Y 
Y 

2 y  

Dabei  ist x = ~o/2 (1 + ~) und  y---- 1/2 (I + ~). 
R lggt  sich als f3bergangsmat,r ix einer zweidimensionalen I r r f a h r t  

in terpret ieren,  die in sehr anschaul icher  Weise mi t  dem War tesch langen-  
Modell zusammenhgng t .  Abb.  1 mSge dies verdeut l ichen.  

J 

K 

d 

~ y ~ 7 ~  ~ 
g 

o o o 

/~ o o o 

/ 
/ 

3 % o  o f 

2[  --~ o 

/ vy 

7 o / o o 
/~v// 

d 7 % '~ 

o o ~ 
/ 

/ 
o ..2 o 

/ 
;Y/ o o 

d7 o o 

o o o 

o o o 

z/ 6 C g. 

Abb. 1 

I t e ra t ionsvorsehr i f t en  zur  Bereehnung  der n~ sind nun  

l*~'~(J+l) = Z Z rUb(J) r a '  �9 b k  

a b 

und  

(~.2.?) 

= Z Z r,, 0 (2.2.3) 
a b 

wobei  die D o p p e l s u m m e n  a,us m a x i m a l  vier  S u m m a n d e n  bestehen.  Trot~z 
der e infaehen Gesta l t  dieser Vorsehr i f ten  werden die Ausdri ieke fSr die 
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r~(J) mit wachsendem j recht bald sehr verwickelt, sodaft auch hiermit 
keine exakten L6sungen gewonnen werden kSnnen. Dagegen lassen sich 
die Iterationen auf einer l~echenanl~.ge sehr gut durchftihren. 

Es sei noch bemerkt, dag der Ubergang zur Grenze in (2.2.2) das 
System (2.1.6) liefert, womit also in nnserem Falle das Ergebnis des Ab- 
schnitts 1.2 niehts weiter Ms eine Vorschrift zur iterativen LSsung des in 
1.1 betrachteten Systems (1.1.3) darstellt. 

2.3. ~ b e r g a n g  y o n  b e s c h r ~ n k t e m  zu u n b e s c h r ~ n k t e r a  
W a r t e r a u m  

Eine dritte Methode zur angen/~herten Berechnung der ~ .  besteht 
darin, das Wartesystem durch andere Systeme zu ,,approximieren", 
speziell durch so]che, die sieh yon dem Ausgangssystem nur darin unter- 
scheiden, dM~ der Warteraum beschr~nkt ist. 

Sei M nnser Ausgangsmodell und gehe nM aus M dadureh hervor, 
dab die Warteordnung yon M ergs wird durch den Zusatz: Haben 
beide Schlangen die Ls n, so wartet  ein ankommender Kunde nicht. 

Fiir das Folgende sei vereinbart: Ist  g eine fiir M definierte GrSl]e, 
so wird die entspreehende GrSge fiir nM mit ng bezeichnet. Dann ist 
nz(t) ein zeitlieh homogener M)mKov-Prozeg mit den Zust~nden 
(i, k), i,/c ~- 0, 1, 2 , . . . ,  und der Verabredung, Ausdriicke, in denen ein 
Zustand (i, ]~) mit i > n oder k > n auftritt, sinnvoll zu interpretieren. 
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten n~u~ ~'v~ (t) geniigen den Gleichungen 

mit 

Es ist 

dtd n~u~t,v~ (t) = 2 E n~uat, vb (t) nqb~,ai i, k -- 0, 1, 2, . . .  (2.3.1) 
a b 

n u i  u~ 

n u l  u t  qv~ --- qv~ 
mit den Ausna.hmen 

n n n  qnn - -  2 ,a (2.3.2) 
und 

n'~ui  O, 
~VIr : 

wenn wenigstens ein Index gr6Ber Ms n ist. 
np  (t) ist eine St~nd~rd-Ubergangsmatrix, nQ ist konserv~tiv und 

besehr~inkt. 

Wir stellen zun~chst folgende Fragen: 

1. Existiert lim n~ui rv~ (t) mit Grenzwert u~ p ~  (t) ~. 
n 

2. Existiert lim n ~  mit Grenzwert ~i~ ~. 

4 I n  gleicher Weise  wie fOr P (t) k a n n  mar l  f o r  n p  (t) zeigen, 4al~ lira npU~ ($) 
t 

u n a b h ~ n g i g  is~ vo~  (u, v). 
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Von grol~er Bedeutung fiir die Praxis wi~ren indessen die Aussa,gen 

lira n~nU i u i r v k  (t) = pv~(t) gleichm~,Big in (i, k) 

und 
lira nz~ ~,~,~* gleichm~ii3ig in (i, k). 

q* 

Dafiir notwendige und hinreiehende Bedingungen sind 

n u i  u i  lira ~ I  Tv~(t)--P~fill--O 
n 

i k 

beziehungsweise 

(2.3.3) 

lira Z Z = 0. 
i k 

Zur Interpretation dieser Bedingung ben~tigen wir den Begriff der 
starken Konvergenz yon Operatoren im BA~AcHraum. Ist B ein BA~Ae~- 
raum, so heil~t eine Folge {xn} yon Elementen Xn ~ B stark konvergent, 
wenn ein x ~ B  existiert mit lim I[ X n -  x I[ ~ 0. Eine Folge { T n }  yon 
Operatoren mit Definitionsbereich D (T) ~ B und Wertebereich R (T) c B 
heiftt stark konvergent, welm {T~ x} stark konvergiert fiir alle x e B. 

Sei { T n }  eine Folge besehr~nkter linearer Operatoren auf 1 in l, de- 
finiert durch 

oo 

- 

k = 0  

Dann gilt, formuliert ffir einen Spezialfall, gems DII~FORI)- 
SCHWARTZ ([2], S. 60) 

Lemma 2.3.1. (Tn} konvergiert 8tarlc genau dann,  w e n n  

1. zu  j e d e m  e > 0 e in  n o (i, s) existiert m i t  ~ I ntik - -  mti~ I < s 

f ~ r  n, m ~ n o und  i = O, 1 . . . .  k 

2. sup l l T n x [ l <  ~ fi~r aIle x e l .  
~b 

Der durch lim [[ T~, x -  T x ]I-~ 0 definierte Operator T ist linear 

und beschr/~nkt. 
Wir erkelmen: Die dureh n p  (t) gem/il3 (1.2.2) erzellgten Operatoren 

auf 1 genfigen Bedingung 2 von Lemma 2.3.1. Sie konvergieren also stark 
genau dann, weml Bedingung 1 erfiillt ist, d .h .  aber, sie konvergieren 
stark gegen P (t) genau dann, wenn (2.3.3) gilt. Somit erweitern wir die 
Frageste]lung zu 

1'. Konvergiert { n p  (t)} stark gegen P (t)? 
2'. Konvergiert {mII}  stark gegen / / ?  

Frage 1' gehSrt einem Problemkreis an, der im Rahmen der Theorie 
der Halbgruppen yon Operatorea im BA~Ae~Iraum yon TI~OTTEI~ [7] 
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behandelt wurde. Aus den dortigen Ergebnissen 1/i6t sich auf einfaehe 
Weise herleiten: Frage 1' ist zu bejahen, wenn die gem/iS (1.2.1) de- 
finierten Operatoren nQ stark gegen Q konvergieren. Wir wollen uns damit 
nicht aufhalten, da ein zu umfangreiehes Referat fiber Bekanntes vor- 
anzusetzen w/~re, nnd beschr/inken uns auf den Nachweis der starken 
Konvergenz von {nQ} gegen Q. Dazu dient Lemma 2.3.1. Bedingung 1 
ist erffillt, denn fiir n > u, v ist 

i k 

Bedingung 2 ist ebenfalls erffillt, denn 

supll"Qxll~4(Ad-/~)llxll VxeI.  
n 

Somit haben wir in Beantwortuug auf t '  

Satz 2.3.1. Die Folge der Operatoren np  (t) konvergiert stark gegen P (t). 

Ist in irgend einem Falle Satz 2.3.1 gegeben, so Igf~t sich damit Frage 2' 
noch nieht bejahen. Hinreichende Bedingungen hierzu scheinen nieht 
bekannt zu sein. Im Folgenden wird die Antwort fiir unseren Spezialfall 
gegeben. Die Herleitungen orientieren sich an der Tatsache, daf~ der 
Folge 1p (t), 2p ( t ) , . . .  ein monoton waehsender Warteramn entspricht. 
Wir benntzen die Transformation der Prozesse nz (t) und z (t) auf diskrete 
Prozesse gemgB 1.2. Sei 

R ---- (l/q) Q - F  I (2.3.4) 

nR ~- (l/q)(nQ) + I (2.3.5) und 

mit 

Dann ist 

q = 2 (a + ~ ) .  

n u~ . u i  
r v k  - ~  ~ Vk  

mit den Ausnahmen nrn nnn ~_ 2 x (2.3.6) 

und n .ui ~vk - -  0 

fails ein Index gr5f~er als n i s t .  

Mit einem Satz y o n  ~[ARKOV,  zitiert in KHI~TCttlN ( [ 6 ] ,  8 .  64 ) ,  erh~lt 
man leicht : 

lim n~u~ nzt~ 0 far alle . ~ v ~  (t) = > o, 
t 

i k 

Die Zust~nde bilden also fiir alle ~ eine positive Klasse, sodal~ auch 

tim nrUv~(J) = n~i > 0 ffir alle e > 0. 
i 
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Wir wollen nun nz~ vergleichen mi~ n+lx~, und vergleichen hierzu 
zun/iehst nrUv~(J) mit n~lrU~(J). 

Die GrSBen nrU]c(J) setzen sich zusammen aus einer Summe von 
Produkten der Gestalt 

n~,ual n,ra~ a~ 7~),ai-i ~. 
" v b ~  b l  192 " " " b j _ ~  

Nua seien auf der Merlge nG der Gitterpunkte P (i, k), i, k == 0 (1) n, 
gerichtete direkte Verbindungen naeh folgenden Regeln definiert: 

1. Mindestens eine derartige Verbindung yon (ul v) naeh (i, k) e x i s t i e r t  
genau dann, wenn ~vk > O. 

2. Ist n.ut = ~vk x oder y, so existiert genau eine solche Verbindtmg. 
3. Ist nrv ~u~ = 2 x oder 2 y, so existieren genau zwei solche Verbindungen. 

Andere  F/ille treten nicht auf. Zwei Verbindungen sollen zusammen- 
h/s heigen, wenn eine davon zu einem Punkte hin-, die andere yon 
ihm weggerichtet ist. Ein Weg nsu~(J) yon (u, v) nach (i, k) in j Schritten 
sei dann eine Folge yon genau j Verbindungen derart, dab je zwei auf- 
einanderfolgende Verbindungen zusammenh/ingen und dab die erste yon 
(u, v) weg-, die letzte naeh (i, k) hiagerichtet ist. Jedem solchen Weg 
entspricht ein Produkt  yon j Faktoren x oder y, und die Summe all dieser 
Produkte ist nrU]c(;). Werden die Verbindungen achsenparMlel bzw. Ms 
Sehleifen im zweidimensionMen Schema der Punkte  P (i, k) eingetragen, 
so lassen sie sich in der in Abb. 2 durchgefiihrten Weise numerierem 

/( [ // 

/ ( /  z 

~ d 

U 
2 2 

Abb. 2 

Gehe nun ein Weg n+ls von (u, v) aus. Dann werde ihm nach folgender 
Vorsehrift ein ebenfalls yon (u, v) ausgehender Weg ns zugeordnet: 
n+ls sei naeh m Schritten in n+lp  angelangt und benutze yon dort aus 
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Verbindung V, V = 1, 2, 3, 4; ns sei nach m Schritten in n p  angelangt. 
Dann benutzt ns yon dort aus ebenfalls die Verbindung V. 

Diese Zuordnung ist eindeatig, und beiden Wegen entsprieht eirt 
Yrodukt gleieher GrSBe. 

In  den zugehSrigen Warteschlangen-Modellen entsprieht dem Weg 
n+ls bzw. ns eine gewisse Realisierung yon n+lz (t) bzw. nz (t), und beiden 
Realisierungen liegt dieselbe, v o n d e r  Gr6Be des Warteraums unabh/ingige 
Folge yon Ankiinften and Abrufert zugrtmde. 

Lemma 2.3.2. Landet n+ls nach m Schritten in n+lp = (i, k), .so lander der 
zugeordnete Weg ns nach m Schritten in 
n p e  V (i, k) :=  G (3 {(i, k), (i - -  1, k), (i, k -- 1), (i -- 1: k -- 1)}, 
wo G die Gesamtheit der Gitterpunkte ist. 

Beweis. Die Behauptung ist richtig ffir m = 1. Ist  sie auch fiir den 
( m -  1)-ten Schritt richtig, so kann mart sie fiir den m-ten Schritt nach 
einer Anzahl yon Fallunterscheidungen leicht beweisen. 

Satz 2.3.2. Die Folgen ~n i~ t ~ s n  konvergieren monoton fallend gegen ~ liD" 
alle (i, k). 

Beweis. Sei n G =  {(i, k), i, k = 0 (1) n}, urrd B c nG so beschaffen, dab 
mit P auch U (P) in B enthalten ist. Der Menge der vort (0, 0) ausgehenden 
und in B nach j Schr~tten landenden Wege n+ls entspricht eine Menge 
von Produkten. Deren Summe ist gleich 

Z n + l q - 0 t  ( j )  
- O k  " 

(i, k) e B  

Ferner ist dieser Menge yon Wegen n+ls eine Menge yon Wegen ns 
zugeordnet, die ebenfalls yon (0, 0) ausgehen und nach j Schritten gemgl3 
Lemma 2.3.2 in B ]anden. Die Summe der zugehSrigen Produkte ist 
ldeiner oder gleich 

Z nr~ (~) und gleich Z n+lr~ (~)" 
(i, k) e B  (i, k) ~ B  

Also gilt 

(i, k) e B (i, k) e B 

fiir alle n >~ 1, alle j >~ 1 und alle zul/issigen B. 

Far  B = {(0, 0)} ergibt dies 

n+lrOO(j) ~< nr~176 ffir a l l e n  >1-0, j ~> 1. 
O i l  

Grenziibergang in j liefert 

n+17~~ ~-~ n~o0 fiir a l l e n  ~ 0, also 

3 X~ lim n~o. 
n 
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Ftir  B = {(0, 0), (0, 1)} ergibt  sich 

n+l~OO(J).oo ~- n+lr~176 ~ nr~176 + nr~176 , j ,  n ~ 1. 

Grenziibergang in j liefert 

n+lT~0 _~ n+l~0 ~ nyg0 ..~ nTl0 fiil" n ~ 1, also ~ lim (nzo + n~O) 
n 

und somit  3 x~ : =  lim n~0. 
n 

Durch  vollst/indige Indukt ion  in B erh/tlt man 

3 x ~ : =  lim n ~  ftir alle i, k ~ 0. : 
n 

Analog zu den GrSl~en ~ geniigen die nz~ dem Gleichungssystem 

a b 

Wegen lim n,,a~b~ ---- qb~a~ geniigen daher die x~ dem System,. (2.1.6), 
n 

also ist x~ = c ,n~ mit  c ~ 0. 

Es  bleibt  noch zu zeigen, daIt c = 1. 
Nun  ist leicht einzusehen, d a ]  ztt gegebenem j ~ 1 ein no (j) existiert  

mit  nr~176 _ r~176 f i i r n  ~> no. Das liefert aber mit  

n+lr~176 ~ nr~176 fiir a l l e n  ~ 0, j ~ 1 
UU 

die Ungleichungen . . . .  

n+lr~176 ~ r~176 ffir n ~ 0, j ~ 1, 00 

also n~O >~ ~o ffir n ~> 0. 

Somit ist c ~ 1. Andererseits liefert ein bekanntes  L e m m a  yon  FATOV 

1 = lim E E nTt~ >~ E E l im  n ~  ___~ C. 
n i /z i k n 

Also ist c = 1, q.e.d. 

Korollar.  I m  positiven Falle ist Frage B'  zu bejahen, ira dissipativen Falle 
zu verneinen. 

Beweis. Starke Konvergenz der Operatorenfolge (nz} gegen ~ ist i iquivalent 
der Bedingung 

lim Z Z In~ -- u~] = 0. 
n 

i k 

(Lemma 2.3.1). 

I m  posit iven Fall ist 
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i k i=  0 k~ 0 Rest 

i = 0 k = 0 l~est ICest 

fiir n > no (s). 

Im dissipativen Fall ist __ E __ E lnn~ --  n~c I - 1 ffir alle n. 

i k 
Wir haben somit eine weitere MSglichkeit erhalten,  N~iherungswerte 

ffir die u~ zu best immen.  
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