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Zusammenfassung -- Summary 

Algebraisehe und metrisehe Strukturen in der Intervallrechnung und einige An- 
wendungen. Die bei der numerisehen Behandlung mathematiseher Probleme auf 
digitalen Reehenanlagen auftretenden Rundungsfehler lassen sich, wie in [1], [6] 
und [8] gezeigt wird, mit  I-Iilfe der Intervallrechnung erfassen. 

In  der vorliegenden Arbeit werden Struktur und Eigenschaften der in der 
Intervallreehnung auftretenden R/iume untersueht und einige far  die Intervall- 
reehnung typische Anwendungsm6glichkeiten aufgezeigt: Die algebraische Struktur 
dieser Rgmne wird axiomatisch erfal3t in der Definition des quasilinearen Raumes, 
einer Verallgemeinerung des linearen l~aumes; anschlieBend werden metrische 
Strukturen in diesen R/iumen behandelt ; da fiir Anwendungen nur Metriken geeignet 
sind, die eine gewisse Vertr/igliehkeit mi~ der algebraisehen Struktur besitzen, werden 
diesbeziigliche Eigenschaften eingefiihrt und untersueht. Speziell fiir die Intervall- 
rechnung mit  Vektoren und Matrizen werden Metriken mit  solehen Eigenschaften 
entwickelt, die dann im Zusammenspiel mit  der algebraisehen Struktur fiir Ab- 
schi~tzungen geeignet sind. Damit  werden fiir gewisse Gleichungen Existenz und 
Eindeutigkeit  der LSsung bewiesen, sowie intervallm/il3ige Iterationsverfahren zur 
Bereehnung der L6sung untersueht und die Konvergenzkriterien bestimmt. Die 
praktische Durchfiihrung solcher Verfahren auf einer l~echenanlage wird abschliel~end 
behandelt. 

Algebraic and Metric Structures in Interval Arithmetic and Applications. As in 
[1], [6] and [8] is shown, round-off errors in numerical computation can be controlled 
with the aid of the intervM analysis. 

This paper deals with the structure and the characteristics of the spaces occurring 
in interval analysis and presents some applications. At first the algebraic structure 
of these spaces is abstractly described by the definition of the quasilinear space, 
a generalization of the linear space. Then metric structures in these spaces are treated. 
As for applications only metrics are apt, which have a certain compatibility with 
the algebraic structure, such properties are introduced and examined. For the 
interval arithmetic with matrices and vectors metrics are developped, which are 
compatible with the algebraic structure and so are apt to estimate with. With these 
results for certain equations existence and uniqueness of the solution is proved as 
well as some iteration methods of interval analysis for the evaluation of the solution 
are examined and tests of convergence deduced. Finally it is shown how these iteration 
methods are to be carried out on a computer. 
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1. Grundlagen der Intervallrechnung 

1.1. A l g e b r a i s c h e  S t r u k t u r e n  in  d e r  I n t e r v a l l r e c h n u n g  --  
D e r  q u a s i l i n e a r e  l ~ a u m  

Es sei t t  der K6rper  der reellen Zahlen, E lemente  aus t t  bezeichnen 
wir mi t  a, b, c, . . .  

I (it) sei die Menge der abgeschlossenen Interval le  reeller Zahle~ der 
Gestalt  [al, a 2 ] : = { a ] a l  % a  %a2} ; es ist I ( i t )  ~ It. Elemente  aus 
I (R) bezeichnen wir zur Abkfirzung mi t  A, B, C, . . .  ; wollea wir zus~tzlieh 
ausdrficken, dM~ sie bereits in It  liegen, so schreiben wit  auch A., B., .C . . . .  

I m  Ansehlu~ an [1], [6] und  [13] definierea wir eine Ari thraet ik in 
I (it): 

Gleichheit sei dabei die Ident i t~ t ;  die Verkniipfuagen ~ ,  - - ,  , : 
werdea  erkl~rt im Sinne der Komplexverk~iipfu~g:  Bezeiehnet �9 eme 
dieser Verkniipfungen, so sei A * B : =  {a �9 b I a ~ A A b E B}. Diese Ver- 
knfipfungen fiihren nicht  aus I (R) hinaus, wean m a n  bei der Division 
voraussetzt ,  dag der Divisor die 0 nicht  enth~lt.  

Addi t ion und  Multiplikation sind assoziativ u a d  kommuta t i v  uad  
habea  je ein aeutrales Element ,  ns die Zahlen 0 und  1. I (it) ist 
jedoch kein KSrper;  dazu wird in [1] gezeigt: 

a) E in  beliebiges Element  [al, a2] ~ I (it) mi t  a I ~ a 2 besitzt keiae 
Inversea  bezfiglich Addit ion a n d  Multiplikation. 

b) Das distr ibutive Gesetz ist nicht  erfiillt; es gilt nur  das sogeaannte 
subdistr ibutive Gesetz 

(A + B) C c AC + BC. 

Wir bemerken, dag hier in speziellea FNlen  noeh streage Gleiehheit gilt; 
so ist e twa fiir a, b ~ i t  mi t  a b >~ 0, C ~ I  (It) 

(a+b)  C = a C + b C .  

Erw~hnt  sei noeh die sogenarmte Teilmengeneigensehaft der IntervM1- 
ar i thmet ik  (siehe [1]): Sind A, B, C, D ~ I (it) mi t  A ~ B, C ~ D und 
�9 ~ { ~ , - - ,  , :}, dann  ist A , C  ~ B , D .  

Die oben gegebene Definition einer In terval l reehnuag fiber dem reellen 
Zahlk6rper I t  ist verallgemeinerungsf/~hig: 

Es sei B (mit Elementen  a, b, c, . . . )  ein halbgeordneter linearer I~aum 
fiber It,  die t t a lbordnung  sei dabei mi t  der l inearen St ruktur  vertr/~glieh, 
d . h .  es gelte (siehe e twa [9]): 

/ 
fiir alle a, b, d e B  und  a l l e c  e i t ,  c >/0.  

I (B) sei die Menge aller Teilmengen [a~, a2]: -=-- {a E B I a~ ~< a ~< a2} ; wir 

spreehen aueh hier yon  Interval len und  bezeiehnen sie mi t  A, B, . . .  
Ersiehtl ieh ist I (B) ~ B. 

Coml)uting 5/2 10 
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Wir erkl/~ren auf I (B) eine algebraische Struktur und definieren daz~ 
Gleichheit als Mengenidentit/~t, 

Addition mid Subtraktion dutch 

weiter eine skalare Multiplikation mit reellen Zahlen a durch 

Die Vertrggliehkeit der Halbordnung mit der algebraisehen Struktur in 
B bewirkt, da13 diese Verkniipfungen nieht aus I (B) hinausfiihren. 

Bezfiglieh der skalarea Multiplikation gilt aueh hier nar ein subdistri- 
butives Gesetz 

mit (a-4-b) C = a C - [ - b C  ffir alle a b  ~ 0 ,  

aber (a-4-b) C ss a C d - b C  fiir ab < 0  und B r  

Die dadureh auf I (B) erkl~rte Strttktur wird axiomatisch erfalBt in der 
folgenden 

Definition 1.1. Es sei QL eine Menge yon Elemente:l A, B, C, . . . ,  
R der reelle ZahlkSrper mit Elementen a, b, c . . . .  ; dgzu sei je eine Ab- 
bildung (A,B)--->A Jr B yon QL • QL in QL urtd (a, A) ---> a A yon  
R • QL in QL definiert (wir nennen sie Addition bzw. skalare Multi- 
plikation), so dalB die folgenden Axiome erfiillt sind: 

(QL1)  A ~ - B = B - ~ A  

(QL2) ( A d - B ) - 4 - C = A  d - ( B d - C )  

(QL3)  a ( B - ~ C ) = a B d - a C  

(QL4)  (a d-b) C = a C  d -bC  ffir alle ab ) 0  

(QLS) a ( b C ) = ( a b ) C  

(QL 6) Es existiert ein sogenanntes Nullelement @ ~ QL mit der Eigen- 
schaft: 0 A = @ ffir alle A ~ QL 

(QL7)  I A - - A  

Ausgestattet  mit dieser Struktur heiBt QL quasilinearer l~aum fiber dem 
ZahlkSrper R. 

Der quasilineare Raum ist eine Verallgemeinerung des linearen Raumes; 
er unterscheidet sich yon diesem durch die schwiichere Form des Distri- 
butivgesetzes; ersetzt man n~mlich (QL 4) durch die stgrkere Forder~ng 

(L4)  (ad-b) C = a C d - b C  ffir alle a ,b@R,  

so erh~lt man eine Definition fiir den linearen l~anm (vergleiche etwa [12], 
S. 123, 124). 
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Beispiele fiir nichtlineare quasfiineare Rgnme sind die ii~ 1.1 definierten 
Intervallrgume I (lt) und I (B). 

Es gilt der folgende 

Satz 1.1. In  einem quasilinearen Raum ist nut das in Axiom (QL 6) 
postulierte Nullelement @ ein neutrales Element der Addition. 

Der in [12] (S. 12Q fiir die entspreehende Aussage in linearen l~gumen 
angegebene Beweis bleibt auch unter den hier abgeschwi~chten Voraus- 
setzungen giiltig. 

Ffir (-- 1 )X sehreiben 
ist m6glich, dab X + (-- 

Beispiel. Fiir A e I (It) 
Die Eindeatigkeit der 

wir --  X, fiir Y + (-- X) aueh Y -- X, dabei 
X ) = X - - X  ~: @. 

and A 6 I t  ist stets A - - A  4 @. 
inversell Elemente 1/~gt sieh aueh in quasi- 

linearen I~/~umelt zeigen: Sind etwa B und C invers zu A, dann ist 
B = B -t- @ -~ B + (A + C) = (B + A) + C----- C; die Existenz inverser 
Elemente dagegen ist nicht beweisbar, dies wird erst mSglieh, wenn 
anstelle des sehw/~eheren Distributivgesetzes (QL 4) die st/~rkere For- 
derung (L 4) erfiillt ist; dann liegt aber ein linearer Raum vor. 

Wir erw/~hnten aueh oben, dab der quasilineare t~aum I (R) nieht zu 
allen Elementen Inverse enth~Llt. 

1.2. N o r m  u n d  M e t r i k  ill q u a s i l i n e a r e n  l~/~umen 

Definition 1.2. Ein reelles Funktional n (A) definiert auf einem quasi- 
linearen Raum QL heifit Norm, wenn 

1) A ~- @ ~ n ( A ) >  0 

2) n ( A + B )  ~ < n ( A ) + n ( B )  

3) n ( c A ) - =  l o i n ( A )  

Im linearen normierten Raum ist bekanntlich die Norm n (A -- B) der 
Differenz zweier Elemente A und B eine Metrik; in quasilinearen Rgumen 
gilt das nicht: Hier ist im allgemeinen A - - A  4= @, also n (A - - A )  . 0 
und damit n (A -- B) keine Metrik. 

Fiir die Untersuchung yon Abbildungen zwischen solchen R/~umen 
ben6tigt man nun Metriken, die gewisse Vertr/~glichkeitseigenschaften in 
bezug auf die Mgebraische Stru_ktur besitzen; solche Vertr/iglichkeitseigen- 
sehaften werden definiert in der folgenden 

Definition 1.3. Die in einem quasilinearen l~anm erkl/~rte Metrik 
q (A, B) heigt 

homogen, wenn (H) q (c A, c B) = I c [ q (A, B), 

translationsinvariant, wenn (T) q (A -t- C, B + C) = q (A, B), 

supermetrisch, wenn (S) q (A + B, C + D) <~ q (A, C) + q (B, D). 

Bemerkung. Die bier eingefiihrte supermetrische Eigensehaft ist der 

10" 
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algebraisehen Struktur des quasilinearen lZaumes besonders angepaBt: Sie 
i~t in linearen R~umen ~iquivalent zur Translationsinvarianz der Metrik, 
bedeutet aber in quasilinearen R(~umen eine echte AbschwSchung der 
Translationsinvarianz. 

Beweis. Es liege ein quasilinearer Raum vor; aus (T) folgt mit Hilfe 
der Dreieeksungleichung sofort (S). 

Der nmgekehrte Sehlul3 yon (S) auf (T) benStigt die Existenz inverser 
Elemente und ist deshalb nur in linearen R/~umen mSglich; dort abet gilt: 

q ( A + B , C - ~ B )  ~<q(A,C) und 

q (A, C) -- q ((A + B) ~- (-- B), (C-+ B) + (-- B)) ~<q(A + B , C + B ) .  

DaB die suioermetrisehe EigensehMTt in quasilinearetl Rgumert eine eehte 
Absehwgchung der Translationsinvarianz ist, belegen wir weiter unten 
durch Angabe einer supermetrischen und nieht translationsinvarianten 
Metrik im quasilinearen Raum I (R). 

Wir betraehten jetzt einige Beispiele fur  Metrikerb in den quasilinearen 
Rdumen I (R) und I (B); vor al]em im Hinbliek auf Anwendungen unter- 
suehen wir auch Vertr/~glichkeitseigenschaften dieser Metriken beztiglieh 
der algebraisehen Straktur  des jeweils zugrundeliegendea Raumes. 

Definition 1.4. In  I (R) erkl/iren wir im Ansehlug an [6] fiir zwei 
Elemente A ~-- [a~, a2], B -  [b 1, b2] als Abstand 

q (A, 

Satz 1.2. q (A, B) 
in I (R), d.h.  e8 gilt 

B) : =  max  (I al - -  b~ I, J a2 - -  b2 I)- 

ist eine homogene und translationsinvariante Metrilc 

1) q ( A , B ) = O < ~ A = B  

2) q (A, B) ~< q (A, 0)  + q (B, C) 

3) q ( c A ,  c B ) =  [ c l q ( A , B  ) 

4) q ( A + C , B + C ) = q ( A , B )  

Die kennzeichnenden Metrikeigensehaften 1) und 2) wurden bereits in [6] 
bewiesen; aueh 3) and 4) folgen u, nmittelbar aus der Definitioa yon 
q (A, B). 

Definition 1.5. Ztt A = [a x ,a2]~I (R)  heiBt ]A [ : = q ( A ,  0) = 
= max (I al ], l a2 l) Absolutbetrag yon A. 

Satz 1.3. FUr alle A, B ,C,  e I ( R )  gilt." q ( A B ,  AC) < ~ [ A I q ( B , C ) .  

Zum Beweis wird q (AB,  A C) mit Hilfe yon Satz 1.2/3 abgesehgtzt. 

Die hier in Satz 1.2/3,4 ulld Satz 1.3 bewiesenen Eigensehaften der 
sehon in [6] eingeffihrten Metrik q (A, B) sind grundlegend fiir die Ent-  
wieklmlger~ in Absehnitt 2 dieser Arbeit: Die Homogenitgt und Trans- 
lationsinvarianz der Metrik q (A, B) (Satz 1.2/3,4) bedetttet eine Vet- 
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tr~;glichkeit mit der algebraischen Struktur;  Satz 1.3 sagt aus, dug die 
Netrik mit dem Absolutbetrag in I (R) vertr~glieh ist. Erst  atffgrand 
dieser Vertrggliehkeitseigensehaften wird die Metrik q (A, B) fiir An- 
wendultgen, d .h .  insbesondere ffir Abseh//tz~ngen brauchbar. 

Wir bringen jetzt noeh das oben erwghnte Beispid fur eine super- 
metrische und nicht translationsinvariante Metrik in I (R): Zu A = [al, %] e 
e I (It) sei d (A): = a2 --  al, d a n n i s t  

I q(A, B) fiir A, B e R  c I (R)  

q d (A, B) : = L d (A) -- d (B) I 
q (A, B) § m~x(~ (A)-g--(Bi} sonst 

eine supermetrische and  nicht translationsinvariante Metrik in I (R). 

Betrachten wir jetzt den Intervallraum I (B) fiber einem halbgeord- 

neten linearen Raum B: Jede in B gegebene Metrik q (a, b) 1//Bt sieh in 
vielfacher Weise auf I (B) fortsetzen; wir erkl//ren hier ~ls Abstand yon 

= [al; a2] nnd B = [-bl, 51] E I ( B )  etwoo 

q (A, B):  -~ max (q (al, , q 2, 2))" 

Satz 1.4. Ist die Ausgangsmetrik q (a,b) in B homogen bzw. super- 
metrisch (homogen und supermetrisch ist sie genau dann, wenn sie durch 

eine Norm erkliirbar ist), dann wird die Metrik q (A, B) in I (B) homogen 
bzw. translationsinvariant. 

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Metrik q (A,/~). 

Satz 1.5. 1st B vollstiindig bezaglich der Metrik q (a, 5), so ist I (B) voli- 

stiindig bez~glich der Metrik q (A, B) dann und nut dann, wenn der der 
Halbordnung in B zugeordnete Positivitiitskegel (siehe dazu etwa [9], S. 205) 
abgeschlossen ist. 

Beweis. Aas der Definition der Metrik q (A, B) darch q (a, b) folgt: 
Ist {[a~, b~]} eine CAvc~Y-Folge in I (B), dann sind die Folgen {a~} und 
{b~} Cavc~Y-konvergent in B; wegen der Vollst/~ndigkeit yon B existieren 
in B lim a~ and  lim b~; aus a~ ~< b~ far alle ~, and tier Abgesehlossenheit 

v ~ o 0  ~ o O  

des Positivit/itskegels folgt lima~ ~<limb~. Damit enth/tlt I (B) ein 

Element [lira a,, lira b~], and  dieses ist gleieh lira [a~, b~]. 
v - - ~  o o  v ~ o 9  v ~ o 0  

Umgekehrt  folgt aus der Existenz eines Grenzelementes lira [a~, b~] 
v ~ c o  

za jeder CACcH~-Folge voa Intervallen [a~, b~] die Abgeschlossenheit des 
Positivits 

Speziell ffir den Raum I (R) gilt damit das folgencle 

Korollar. I (R) ist vollstiindig bezi~glich der Metrik q (A, B). 
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2. Intervallrechnung fiir Vektoren und Matrizen 
In diesem Abschnitt wird zuniichst im Anschlul3 an [2] eine Intervall- 

rechnung ffir Vektorea uad Matrizen erkl~rt; ffir die dabei auftreteaden 
quasilinearen R~iume werde~ Metrikea entwickelt, die hinreichende Ver- 
tr~glichkeitseigenschaften bezfiglich der algebraischen Struktur besitzen, 
so da[~ sie ffir Abschiitzungen geeignet sind. )/[it ihrer Hilfe werden Aus- 
sagen fiber Existeaz und Eindeutigkeit der LSsung gewisser Gleichuagea 
sowie Koavergenzkriterien ffir intervallmi~Bige Iterationsverfahre~ her- 
geleitet. 

Es sei 
Vn (R): --~ R n die Menge der n-Tupel reeller Zahlen, 
Vn (I (R)) die Menge der n-Tupel yon Intervalle~l aus I (R), 
Mn (R) bzw. Mn (I (R)) die Menge der n • n-l~1atrizen mit Elementen 
aus R bzw. I (R). 

Elemente dieser iV[engea bezeichnen wir m i t a  ~ (A~), .5 =: (.Bi) . . . .  ; 
a = (Ai ) ,  ~ = (B~), . . . ;  ~ = (A~k), ~ = (B. ~ ) ,  . . . ;  ~ = ( A ~ ) ,  

----(Bik),... Wit sprechen" yon reelle~l Vektore11, Intervallvektoren, 
reellen Matrizen und Intervallmatrizen. 

Ill allen diesen Mengen erkl~ren wir Gleichheit, Addition, Subtraktioa 
und skalare Mtfltiplikation mit reellea Zahlen wie fiblich komponenten- 
weise. Damit werden Vn (It) und Mn (R) lineare, Vn (I (It)) und Mn (I (R)) 
quasilineare R~ume; die letzteren erhiilt man auch durch die in 1.1 an- 
gegebene Konstruktion des Intervallraumes I (B) fiber einem linearen 
halbgeordneten Raum B, wenn man ffir B die R~ume Vn (R) bzw. Mn (It) 
jeweils mit ihrer natfirlichen Halbordn~ng zugrundelegt. 

Eine Multiplikation yon Intervallmatrizen mit Intervallvektoren oder 
Intervallmatrizen definieren wir wie fiblich als Matrixmultiplikation fiber 
die Komponenten, entsprechend werde eine Intervallmatrix bzw. ein 
Intervallvektor mit einem Intervall multipliziert, indem man alle Kom- 
loonenten damit multipliziert. 

Damit ist Mn (I (It)) ein l~aum yon Oloeratoren fiber Vn (I (R)); ffir 
die U~ltersuch~ag yon Abbildungea des quasilinearen Raumes Vn (I (R)) 
benStigt man Metriken, die Vertr~glichkeitseigenschaften bezfiglich der 
algebraischen Struktur besitzen0 i~hnlich den Eigenschaften der Metrik 
q (A, B) in I (R): Sie sollen einmal homogen and translationsinvariant 
sein; weiter soil ffir beliebige ~ aus Mn (I (R)), ~ und t) aus Vn (I (R)) der 
Abstand yon 9/~ und 9~t) in der Form 

absch~tzbar sein dutch den Absta~d yon ~ und t) multipliziert mit einem 
positiven Funktional p (~) yon ~;  dies karm etwa eine Norm sein. 

Zur Vorbereitung auf die Entwicklung solcher Metriken definieren wit 
zuni~chst Absolutbetr~ge und uatersuchen die Eigenschaften sloezieller 
Normen ffir Intervallvektoren ur~d Intervallmatrizen. 
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2.1. A b s o l u t b e t r / i g e ,  N o r m e n  a n d  M e t r i k e n  

Definition 2.1. Wir erkl~ren als Absolutbetrag 

eines Iatervalles A = [al, as] e I  (R) die reelle Zahl ] A I : ~ max (I al l, ] a2 I), 
t ints  Vektors ~.= (X~)~Vn(I(R))  den Vektor ]~I: : ( IX i l )~  Vn(It), 
einer Matrix ~I ~ (A~k) ~ Mn (I (It)) die Matrix [ ~ ] : ~-- (I A ~  [) ~ Mn (R). 

Bei Einsehr~nkung dieser Definition auf reelle Zahlen bzw. Vektoren 
and  Matrizen, deren Komloonenten reelle Zahlen sind, erh~lt man gerade 
den fiblichen Absolutbetrag, der sieh in dieser~ l ~ u m e n  bei Zugrunde- 
legang der natfirlichen Halbordnung ergibt (vergleiehe die Definition des 
Absolutbetrages in halbgeordneten linearen Rs naeh [9], S. 207). 

Definition 2.2. Normen fiir Vektoren 5, t) ~ Vn (R) oder Vn (I (R)) bzw. 
Matrizen 9~, ~ ~ Mn (R) bzw. Mn (I (It)) heiBen monoton, wenn 

(M) 

Eine (~quivalente Definition erh/~lt man dnrch die ]?orderung der Eigenschaft 

I I ~ l [ = [ I [ ~ l I l  
(A) 

/I~11 = I I l~l l I .  

Bemerlcung. ]?fir Vektornormen in Vn (It)-~ R n bzw. C n wird die 
Xquivalenz der Eigensehaften (M) and  (A) bereits in [4] (S. 47ff.) be- 
wiesen; Normen mit diesen Eigensehaften werden dort monoton (wegen 
(A) aueh absolut) genannt. Die Definition der Monotonie wird bier aus- 
gedehnt anf Normen in Vn (I (R)), Mn (R) nnd Mn (I (It)); auch ffir diese 
Normen sind (M) lind (A) /~quivalent: 

Zun~ichst folgt fiir alle Iqormen (A) uamittelbar aus (M); der SchluB 
yon (A) auf (M) ls sigh ffir Normen in Vn (I (R)) mit Hilfe yon (A) 
auf den in Vn (R) z~rfickffihren; er gilt d~nn aueh ffir Normen in Mn (R) 
und Mn (I(It)), d~ diese stets als Vektornormen in Vn2 (It) bzw. 
Vn2 (I (R)) a~fgefaBt werden k6nnen. 

Multiplikative Normen werden aneh bei Intervallm~trizen dutch die 
Forderung ]l 9A ~ [I ~ II ~i II �9 I[ ~ 11 definiert; bei vertr~gliehen Normen fiir 
Intervallvektoren and Intervallmatrizen fordern wir Multiplikativit~t der 
Matrixnorm and  ]19~ 1] ~ 11 ~i I1 II ~ li; vertr/~gliehe Normen nennen wir 
zugeordnet, wenn zu jedem 9~eMn (I(R)) ein ~ ~: 0 ans Vn (I (R)I 
existiert mit [I ~ ~ II = I[ ~l I] ]1 ~ l[- 

]?fir Vektornormen in Vn(I(R))  mit der Eigensehaft ~ ~ t) 
II ~ 11 >/[1 ~ [I (dies gilt z .B.  ffir alle Normen, die in der Form I1 ~ II = 

-- sup II .r. 1[ dureh Normen in Vn (It) d~rstellb~r sind; dazu gehSren ins- 

besondere die monotonen Normen) zeigt m~n ~hnlieh, wie ffir Vektor- 
normen im Itn oder ~n die Existenz beliebig vieler vertr~glieher und gen~u 
einer zugeordneten Matrixnorm; diese hat  die Gestalt II 9~ II ~ sup li 9~ ~ []. 

I/~H=l 
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Ist  dabei die Ansgangsnorm in Vn (I (R)) monoton, so wird auch die 
zugeor&mte M~r ixnorm in M~ (I(R)) monoton;  die Zuord~ung kann 
dgnn stets dureh einen Vektor mit  der Eigensehaft t ) = - - ~  verifiziert 
werden. 

~vVir weisen noch darauf  hin, dab die einer monotonen Vektornorm 
in Vn (R) zugeord~ete M~trixnorm in Ms (R) nicht notwendig monoton 
ist; man  erkennt dies etwa am Beispiel der euklidischen Vektornorm, 
die zugeordiqe~e Norm ist die sogenannte SpektrMnorm (siehe etwa [I0], 
S. 9), und diese erweist sich Ms nicht monoton.  

Beispiele f~r zugeordnete monotone Normen in Vs (I (R)) und Mn (I (R)) 
geben etw~ die mit  positiven Gewichten /cl . . . .  , /on gebildeten Normen 

1 1 
II ~ I1: = m ~ x  W [ x~  l u n d  ti ~ I1: = m a x  W ~ I ~1~j- 1 4 ;  

i i 
J 

die Zuordnung wird verifiziert dureh den Vektor t) = ([-- ki, k/J). 

Satz 2.1. Zu jeder multiplikativen Matrixnorm I1" IIM in Ms  (I (R)) 
existieren beliebig viele vertrit'gliehe Vektornormen in Vs (I (R)). 

Man zeigt dies wie iiblich (siehe etwa [4], S. 42): Sind l~, . . . ,  Is reelle 
Zahlen, mindestens eine + 0; dann gibt fiir Vektoren ~ = (Xi) ~ Vs (I (R)) 

eine zur Matrixnorm ll" IIM vertr/igliehe Vektornorm. 

Zusatz. Ist  die Matrixnorm I]" IIM monoton, so wird auch die Vektor- 
norm II" ]Iv monoton, denn mit  lI" I]M erffillt auch Ii" IIv die Monotonie- 
eigenschaft (A). 

Wir bringen noch einen Satz fiber den Zusammenhang der multipli- 
k~tiven monotonen Normen fiir Matrizen 91 s Mn (R) oder Ms (I (R)) mit  
dem Spektralradius ~ (] 9/1) ihres Absolutbetrages I 911; zur Vorbereitung 
erinnern wir an eine entsprechende Beziehung fiir Matrizen ~ ~ Mn (R) 
und multiplikative Normen in Sin (R): 

Satz 2.2. Es sei 9i ~ Ms  (R), dann gilt (siehe etwa [4], S. 45, 46)." 

(I~a) F~tr jede multiplikative Norm I1" ]l in Ms  (R) ist I] ~. I] >~ 9 (~.). 

(Rb) Zu jedem e > 0 existiert eine multiplikative Norm [I �9 [I in M~ (R), 
fftr die 11 ~. II < 9 (~) + e. 

Die entspreehende Aassage ftir monotone Normen gibt jetzt 

Satz 2.3. Es sei 91 E Ms (R) bzw. 3/In (1 (R)), dann gilt: 

(Ia) _~'ar jede multiplikative monotone Norm II" ]]M in Mn(R)  bzw. 
~ .  (I  (R)) ist II ~ IIM >~ e (l 91 I). 
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(Ib) Zu jedem e > 0 existiert eine multiplikative monotone Norm H" JIM 
in Mn (R) bzw. Mn (I (R)), f~r die II 9I IIM < ~ ([ ~ I) -~ 8" 

Beweis. Monotone Normen sind gekeanzeichnet dureh I[ 9X ]1 ---- [11 9X Ill; 
damit  folgt (In) sofort aus (Ra). Eiu entspreehender Schluf~ yon (Rb) 
auf (Ib) ist jedoeh nieht m6glieh; fi~r dell Beweis yon (Ib) kann  man  
sieh aber auf mit  Gewichten k 1 . . . .  , ks gebildete monotorte Normen der 
oben erw/~hnten Gestalt besehrs fflr diese folgt (Ib) aus der PE~gO~- 
F~oBs, NIus-Theorie ffir nicht~egative Matrize~t (siehe etwa [10]: Fiir 
irreduzible Matrizen folgt (Ib) aus Theorem 2.2; fiir reduzible Matrizen 
ist zus~tzlich eine Stetigkeitsiiberlegung durchzufiihren). 

Mit ttilfe monotoner  Normen lassen sich jetzt in Vn (I (R)) Metriken 
mit  den zu Beginrt dieses Abschnitts geforderten Eigensehaftea erzeugen: 

Satz 2.4. Es seien ~-~ (Xi), t} ~--(Yi)E Vn (I (R)) und II" l[v eine 
monotone Velctornorm in Vn (R), dann ist qv (~, ~)) : z tl (q (Xt, Yi)) Hv 
eine homogene, translationsinvariante Metrik in Vn (I (It)), d.h. es gilt: 

1) qv(~,~)) = o ~ = t) 

2) qv (~, ~) ~< qv (~, ~) + qv (~, ~) 
3) qv(C~,C~))= [clqv(~,~)) 

4) qv(~ + ~ , ~ + ~ ) = q v ( ~ , ~ )  

Bemerkungen zum Beweis. 1), 3) und 4) gelten aueh bei Anwendung 
beliebiger Vektornormen in Vn (R); 2) gilt nut,  wenn die verwendete 
Vektornorm die Monotonieeigenschaft (M) wenigstens im positiven Ilyper- 
oktanten  erftillt. 

Zusatz. Vn (I (R)) ist vollst/~ndig beziiglieh der Metrik qv (~, t)), denn 
Konvergenz in Vn (I (R)) ist //quivalent mit  Konvergenz in jeder Kom- 
ponente beziiglieh der Metrik q (X, Y) des Raumes I (R); I (R) aber ist 
vollst/~ndig. 

Satz 2.5. Es seien 9X e Mn (I (R)), fJ, ~, t) ~ Vn (I (R)), dann gilt (f~r 
die i-te Komponente eines Vektors ~ schreiben wir aueh (~)0: 

(q ((9~ ~ + ~)~, (~ ~ + ~)~)) ~< I ~ I (q ((~) ,  (~)~)). 

Zum Beweis wird komponentenweise abgesch~tzt; benutzt  werden 
dabei vor allem die in Satz 1.2/3, 4 und Satz 1.3 bewiesenen Vertr~g- 
liehkeitseigenschaften der Metrik q (X, Y) in I (R). 

Korollar. Es seien I1" liv nnd [1" IIM vertrfigliehe monotone Normen in 
Vn (I (R)) und Mn (I (R)); dann gilt f~r die mit 11" Ilv gebildete Metrik 
qv (~, t)) in Vn ([ (R)): 

qv (~ ~ + ~, ~ ~ + ~) ~ ii ~ I1~ qv (~, ~). 
Dies ergibt sich durch Anwenden der vertr~gliche~ monotonen Normen 
auf die Vektorm~gleichung yon Satz 2.5. 
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2.2. Die  G le i chu r /g  t ~ ~ ~ %- b 

Zu vorgegebenem 91 ~ Mn (I (R)), 5 ~ Vn (I (R)) betrachten wir die 
Abbildung ~-+91 ~ %- 5 des Vn (I (R)) in sich mad fragen nach Fix- 
elementen dieser Abbildmlg; ein solches Fixelement nennen wir auch 
LSsnng der Gleichung ~----9~ ~.%- I~. Wi'r sprechen dabei bewuftt nicht 
yon einem linearen Gleichungssystem, well hier eine nichtlineare Ab- 
bildung in einem nichtlinearea Raum zugruandeliegt. Wegen des Fehlens 
inverser Elemente karm man die LSsung auch nicht wie bei linearen 
Gleichungssystemen dutch Invertieren einer Matrix gewinnerL 

Satz 2.6. Es sei 91eMn( I (R) )  und g(]911) < 1 ;  dann hat die Ab- 
bildung ~ -+ 92[ t %- to far beliebiges ~) e Vn (I (R)) genau einen Fixpunkt ~*, 
d.h. die Gleiehung ~ = 9 ~  %-Ij genau eine LS~ung g*; die Iteration 
~+1 = 01 ~ %- I~ tconvergiert fi*r jeden Anfangsvektor ~o ~ Vu (I (R)) gegen ~*. 

Beweis. Wegen g (1 91 l ) <  1 existiert nach Satz 2.3 eine monotone 
m~ltiplikative Matrixr~orm II" IIM in Mn(I  (It)), fiir die II~t ItM < i;  
zu dieser existiert nach Satz 2.1 eine vertr/igliche monotone Vektornorm 
II" Ilv in Vn (I (R)); n i t  dieser erkl/~ren wir die Metrik qv(g, t)) in 
Vn (I (R)); in dieser Metrik ist die Abbildung korttrahierend (nach dem 
Korollar z'a Satz 2.5). Wegen der Vollst/~ndigkeit von Vn (I (R)) folgt 
daraus die Behauptung. 

Die Umkehrung yon Satz 2.6 ist enthMten im folgenden 

Satz 2.7. Gegeben seien 91 e Mn (I (R)) und 5 e Vn (I (R)); konvergiert 
die Iteration ~,+1 -~ 91 ~ %- b mit jedem Anfangsvektor 5o e Vn (I (R)) 
gegen denselben Vektor ~* E Vn (I (R)), dann ist e ([ 91 l) < 1. 

Beweis. Wit definieren ffir A :---- [al, a~] e I (R) Ms Dttrchmesser die 
reelle Zahl d (A) :=  a~ -- a~ ---- sup [ a -- a I; damit gilt fiir A, B EI  (R): 

a,a~A 

d ( A  %- B ) = d ( A ) % - d ( B )  und d ( A . B )  ~ I A I d ( B ) .  

Jetzt  betrachten wir die Komponentendurchmesser d (Xi~) der Iterations- 
vektoren t~ ---- (X~); dann gilt fiir alle i: 

= X X I 1 
l l l 

Fiir den Vektor (d (Xiv)) der Komponentendnrchmesser yon ~v-~ (Xiv) 
gilt damit: 

(a (x~.)) > 191 (~ (x ._~))  > . . .  > 19~ I ~ (d (X~o)). 

Nach Voraussetzung konvergiert die Folge der ~ fiir jeden Anfangsvektor 
to e Vn (I (R)) gegen ,~* ~ (X*); dies beinhaltet die Konvergenz der 
Vektorfo!ge (d (X~,)) gegen (d (X*)). Daraus folgt: Zu jedem 
to e Vn (I (R)) und jedem s > 0 existiert eine natiirliche Zahl n (to, e) 
derart, da{~ fiir Mle v ~ n (~o, e) 

(d (X*) + ~) /> I 91 I ~ (d (Xl0)). 
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Daraus  aber folgt schlieBlieh lim i91 I v =  �9 (-----Nullmatrix); dies wieder 
v - - *  oO 

ist gquivalent  mit  ~ (] 92[ [) < 1 (siehe e twa [10], Theorem 1.4). 

Satz 2.6 und  2.7 liefern zusammen ein notwendiges und liinreichendes 
Konvergenzkriterium fi~r die Iteration gv+l = 91 g~ d- I) : 

Die Iteration ~,+1 = 9X g~ -4- 5 mit 9I ~ Mn (I (R)), 5 ~ Vn (I (R)) kon- 
vergiert f e r  jeden Anfangsvektor 5o ~ Vn (I (R)) dann und nut  dann, wenn 
e (l 91 I) < 1. 

Bemerkung. Im  Sloezialfall einer Matrix 9I------92[ e Mn (R) c Mn (I (R)) 
und  eines Vektors  B-----I~ ~ V n ( R ) c  Vn( I (R) )  kanrt die I te ra t ion  
g,+l = .91 g~-4-5 entweder  in herkSmmlicher  Weise mit  Vektoren g~ aus 
Vn ( R ) o d e r  "aber wie oben besehrieben mit  IntervMlvektorert  aus 
Vn( I (R) )  gestar tet  und  durehgefi ihrt  werden:  Sie konvergier t  dabei 
bekannt l ich fiir alle 5o = go~ Vn(R) dann  urtd nur  dann,  were1 

(~) < 1, abet  - -  das wurde oben gezeigt - -  fiir alle go e Vn (I (R)) 
dann  und  nu t  datm, wenn 0 (I g[.l) < 1. 

F a r  Matrizen 91 e .Mn (It) ist nun  0 (.91) ~ 0 (I 9X. 1). (Diese Ungleiehung 
wird in [10], L e m m a  2.3 fiir irreduzible Matrizen bewiesen; wegen der 
stet igen Abhs dos Spektralradius VOlX den Mat r ixkomponenten  
gilt sie dann  aueh fiir reduzible Matrizen.) Man erkennt :  

Die Konvergenz f~r die umfassendere Menge von Anfangsvektoren (es 
ist Vn (I (It)) 2 Vn (It)) ist (iquivalent zur stgrlceren _Forderung ~ (1 ~. I) < 1. 

Is t  jetzt  fiir eine Matrix 9~ E Mn (It) ~ (~) < 1, aber Q (] ~ ]) > l, so 
besitzt die Gleichung g = 91. ~ @ ~ fiir beliebige 5 ~ Vn (R) genau eine 
LSsung ~*, m~d die "Iterat ion ~+~ = . ~ - 4 - 5  konvergier t  fiir Mle 
go e Vn (R) gegen diese; dagegen divergiert  sie fiir beliebige go e Vn (I (R)), 
die nicht  in der Teilmenge Vn (R) liegem Fiir die Komponentendurchmesser  
d (Xt~) der I te ra t ionsvektoren  g~-~ (Xi~) gilt n/~mlieh jetzt  (d (Xi~))-~ 
= ].~ I ~ (d (X~0)) (vergMehe die Abschs im Beweis yon  Satz 2.7). 

F a r  go = (alle Komponen ten  gleieh) wird (d (X~o)) = , 
[ - -  1,1] 

und  die Folge der Vektoren (d (X~)), also aueh der g~ divergiert.  Beispiele 
fiir solehe N[atrizen 91 lassen sieh leieht ~ngeben, e twa fiir n = 2 

(0.6 - - 0 . 6 )  
9 1 =  0.6 0.6 ; bier ist p (91 . ) - -y  ~ < 1, aber 9(19X. ]) = 1 . 2 >  1. 

(o) (I Mit b = 0 ~nd t o =  [--  1,1] wird ~ , =  1.2 ~, 1.2"]]" 

2.3. G e s a m t -  u n d  E i n z e l s c h r i t t v e r f a h r e n  
z u r  L S s u n g  d e r  G l e i c h u a g  ~ = 91~ + 5 

Wir  bet r~chten welter die Gleichung ~ = 9~ ~ -t- 5 mit  92[ ~ Mn (I (It)), 
t~ E Vn (I (It)) und  zerlegen 91 in die Summe ~t = ~ -4- ~ @ ~ ;  dabei sei 
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eine strenge untere, 91 eiae strenge obere Dreiecksmatrix, ~) eine Diagonal- 
matrix. 

Definition 2.3. Wir bezeichnen die Iterationsvorschrift 

5~+1 = 91 5~ ~ ~ als Gesamtschrittverfahren, 

5~+1 =- ~ 5~+i + (~ @ 91) 5~ ~- 5 als Einzelschrittverfahren. 

Wegen 91 5 ~ ~ 5 @ (~? + 91) 5 ist auch jedes Fixelement des Einzel- 
schrittverfahrens L6sung der Gloiehung ~ = 91 5 + b. 

Wit zeigen nun, dab boim Gesamt- mid Einzelsehrittverfahren stets 
entwedor beide konvergierea odor beide divergieron. 

Das hinreichende und notwendige Koavergenzkriteriam fiir das Go- 
samtsohrit tvorfahren 9 (l 91 1 )<  1 folgte aus Satz 2.6 und 2.7, letztlioh 
aus den darin verwondeten Matrizenungleiehmlgen 

(q ((915 + ~)i, (91~ + ~)d) --<1911 (q ((~)i, (~)~)) (1) 
und 

(~ (x~)) ~> 1 91 i ~ (d (X~o)). (2) 

Entsprechonde Ungloiohtmgen golten auch beim Einzelsohrittverfahron: 
Zv~ 5 ~ Vn (I (R)) sei E (5) ~ Vn (I (R)) defi~iert dutch die Oleiohung 
E ( g ) = s  damn ist 5 - + E ( 5 )  die dem Einzol- 
sohrittvorfahron zugrundeliogende Abbildung. Boi der Abbildung zweier 
Elemente 5, t)e Vn (I (R)) gilt nun fiir den Voktor der Komponenten-  
abst/tnde q ( (E (5))~, (E (t)))d die Absoh//tzung 

(q ((E (~))~, (E (~))d) < (~ - I ~ I) -~ (I ~ + 91 1) (q ((5). (~)d). (3) 

Ist nun e ( ( ~ - -  l ~ l )  -~ (] ~ -}- 91])) < 1, so erh/ilt man  mit  Schliisson 
wie in Satz 2.6: Die Abbildung 5-+ E (~) hat genau ein Yixelement 5" 
und die sulczessive Approximation ~+l = E (~), d.h. das Einzelschritt- 
verfahren lconvergiert gegen 5*. (Wie oben gezeigt wurde, 15st 5" auch 
5 = 9 1 5 + 5 . )  

Umgokehrt  gilt im Falle der Konvergenz fiir die Komponer~tendurch- 
messer d (Xt~) dor I terat ionsvektoren 5~ = (Xi~) die (2) analoge Ab- 
sch/~tz~ng 

(d (X~)) >~ ((~ -- I ~ i) -~ (1 ~ + 91 I)) ~ (d (X~o)) ; (4) 

aus dioser folgt, e~tspreohond dor Beweisfiihrung yon Satz 2.7 

( ( ~ - -  l ~ l )  - ~ ( l ~ q - ~ J ) )  < 1. 

Damit  gilt insgesamt 

Satz 2.8. Das Einzelschrittverfahren 
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konvergiert dann und nut  dann, wenn 

Der Zusammenhang zwischen den Konvergenzkriterien beim Gesamt- 
lind Einzelschrittverfahren wird hergestellt durch 

Satz 2.9. Ist 92[-----~ d - ~ - 4 - } R  eine reelle nichtnegative Matrix aus 
Mn (R) mit der oben beschriebenen'Zerlegung, dann gilt f~r 

mit 8trenger Ungleichheit bei irreduziblem ~.~, 

b) 0(~)  ~> 1: , e ( ( ~ - -  .~)-1(~ d- .~)) >~e(.~) ~> 1. 

Dieser Satz wird in [3] bewiesen; er verallgemeinert den bekannten Satz 
yon STEI~C-ROSn~BXRO (siehe etwa [10]) auf den Fall ~ 4= 0. Mit 
9I : = I 9i [ folgt daraus 

Satz 2.10. Konvergiert bzw. divergiert das Gesamtschrittverfahren 
~v+l--~ 9Xgv d-b mit einer Matrix 9I e Mn (I (R)), so Iconvergiert bzw. 
divergiert auch das zugehOrige Einzelschrittverfahren 

Bemerkung. Aufgrund der Gleichungen (1) und (3) kann das Kon- 
vergenzverhalten beim Gesamt- und Einzelschrittverfahren abgeschgtzt 
m~d verglichen werden. Wir gehen ghnlich vor wie bei reellen linearen 
Gleichungssystemen; bei diesen wird das Konvergenzverhalten einer 
i terat ion ~,+1 = !8 ~ & b allgemein anhand des Spektralradius 9 (.~) 
beurteilt (siehe dazu [10], S. 67). Fiir die Abweichung ( ~ v -  g*) der 
v-ten Nghernng ~ yon der exakten Lgsung ~* gilt ngmlich ' ( g ~ -  g * ) =  

= ~ (g0 -- g*); wendet man hierauf eine beliebige Vektomorm 11 �9 []v und 
die zugeordnete Matrixnorm [l" IIm an, so erhglt man 

II ~ - ~*  II~ ~< II . ~  I1~ 11 ~o - ~*  !Iv. 
] 

Wegen lim II ~ ][,~ = ~ (.~) (dies wird in [13], Theorem 3.2 fiir die so- 
v---~ oo 

genannte Spektralnorm bewiesen, gilt aber ffir jede zngeordnete Matrix- 
norm) erseheint ~ (~) als natiirliehes Mal3 fiir die asymptotisehe Kon- 
vergenzgesehwindigkeit. 

Entsprechendes gilt nan arch  bei der intervallmggigen Iteration; 
ist ~* die (im Falle der Konvergenz eindeutige) L6sung yon ~ = 9I ~ ~- t), 
so erhglt man mit t) : z  ~* aas (1) und (3) fiir die Iterationsvektoren ~ 
des Gesamtsehrittverfahrens 

(q ((~h, (~*)d) ~< 19~ l ~ (q ((~o)~, (~*h)) O) 

bzw. Einzelschrittverfahrens 

(q ((~,h, (~*h)) ~< ((~ - -  [ ~ l) -1 (l ~ + ~ [)Y (q ((~o)~, (~*h)) ,  (6) 
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Durch Anwenden einer monotonen Vektornorm und der zugeordneten 
Matrixnorm auf ( 5 ) u n d  (6) gelangt maa  zu eatsprechenden Norm- 
ungleichungen; aufgrund derselben ~berlegungen wie oben kana  jetzt 
der Spektralradius @ (I 9X l) bzw. @ ((6 -- I~  [)-1 (l ~ d- ~ I)) als ein )/[al~ 
fiir das jeweilige asymptotische Konvergenzverhalten angesehen werden. 
In  diesem Mal~ ist nach Satz 2.9 das Einzelschrittverfahren schneller. 

Bei I terat ion mit  Einschliei~ungsmengen lg6t sich das Konvergenz- 
verhalten beim Gesamt- ~md Einzelschrittverfahren noeh verbessern; 
Grundlage daffir sind die folgenden S/ttze: 

Satz 2.11. Die Gleichung 5 = 9X 5 d-5  babe die LSsung 5*; dann gilt 
far  die Iteration 5~+1 ~-- 9X 5~ d- 5 oder 5~+1 ~- ~ 5~+1 d- (~  d- ~)  5~ d- 5. 

(GE) Aus  5o ~ 5" folgt 5~ ~ 5" far  aIle ~. 

(Dies folgt ffir beide Verfahren aus der Teilmengeneigenschaft der 
Intervallari thmetik.)  

Ist  zusditzlich ~([9~1) ~ 1, so ist die LSsung 5" eindeutig und 
l im 5~ ~ 5*. 
p ~ o O  

In  der Interval lar i thmetik wird mit  Mengen gereehnet, deshalb liegt 
es nahe, auch mengentheoretische Operationen in die Iterationsvorschriften 
miteinzubeziehen : 

Beim Gesamtschrit tverfahren betrachten wir die Iterationsvorschrift:  

(GD) t)~+l ---- (?X ~)~ ~ 5) n t)~. 

Beim Einzelschrittverfahren wird entsprechend die (u d- 1)-re N~herung 
t)~+l zu gegebenem ~)~ implizit definiert dnrch die Gleichung 

(ED) ~)~+1 = (~ t)~+z d- (~ d- ~) ~)~ d- 5) 5~ ~)~. 

Wie beim gew5hnliehen Einzelschrittverfahren lassen sich die Kom- 
ponenten von t)~+l aufgrund dieser Vorschrift der Reihe nach berechnen 
(das Einbeziehen der Durchschnittsbildung erhSht den Speieherbedarf 
nieht !). 

Ersichtlich gilt 

Satz 2.12. Es sei @ ([ 9X I) <: 1 und t)o ~ 5*; bei Zugrundelegung des 
modifizierten Gesamt- oder Einzelsehrittverfahrens (GD) bzw. ( E D )  bilden 
die t)~ eine absteigende, gegen die eindeutige LSsung 5" Iconvergente Mengen- 
folge; d.h.  es ist 

~)o D ~1 ~ . . .  ~ t)~ D t)~+l ~ . . .  und l i m t ) ~ = ~ * .  

Gegenaber den Verfahren ohne Durehschnittsbildung 

(G) ~+1 = ~ ~ § 5 bzw. 

(E) 5~+1 = ~ ~ ~+~ -/- (~ + ~) ~ ~- b 

gilt jeweils: 

Aus  5o -- ~)o folgt 5~ ~ t)~ fi~r alle ~. 
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3. Anwendungen 
Die Intervallrechmmg entstand aus dem Bedfirfnis, die bei der nume- 

rischen Behandlnng mathematiseher Probleme auf digitalen t~echen- 
anlagen ~mvermeidbaren l~andangsfehler unter  Kontrolle zu bringen and 
als Ergebnis einer mtmerisehen Rechnung nicht n~r irgendwelche N/s 
rnngswerte, sondern sichere Schranken ffir die exakte LSsung des gege- 
benen Problems zu bestimmen. Dies setzt ein Rechnen mit speziellen 
Mengen reeller Zahlen, n/imlich abgeschlossenea IntervMlen vora~ls, das 
auf der Masehine geeignet zu approximieren ist (siehe dazu [1], [8], [11 ]). 

Die Intervallrechnung bietet nun dariiber hinaus die M6glichkeit, bei 
Problemen, deren Ausgangsdaten nicht exakt vorliegen, sor~dern innerhalb 
gewisser Sehranken streuen, EinschlieBungsschranken fiir die Ergebnisse 
zu bestimmer~; wir zeigen dies am Beispiel der Gleichungsaufl5sung: 

Satz 8.1. Es sei 9i ~ Mn (R) 5 e Vn (R), 9I e Mn (I (R)), 5 e Vn (I (R)); 
~* sei die eindeutige Losung yon ~ ~ ~I ~ @ b, ~* sei LSsung yon ~ = 9~ ~ ~ 5 ; 

welter sei 9~ ~ 9.I, 5 ~ 5, dann ist ~* ~ "~*. 

Beweis. Wir legen in Vn (R) den euklidischen Abstand zugrunde, d a r n  
ist {~ ] ~ e Vn (R) A ~ E ~*} eine kompakte, konvexe Teilmenge; diese wird 
darch die stetige 21bbildung ~-~ ~. ~-~ 5 ill sich abgebildet, sie enth/s 
also naeh dem BRo~wERschen Fixpunktsatz mindestens einen Fixpunkt  
der Abbildung; naeh Voraussetzung ist aber ~* der einzige. 

Naeh den Ergebnissen yon Abschnitt 2 kann ~* im FMle ~ (I ?X I) < 1 
durch Iteration bestimmt werden; bei Durchffihrung dieser Iteration auf 
einer digitalen Rechenanlage ergibt sich das folgende Problem: 

Anf jeder digitalen Rechenanlage ist nur eine endliche Teilmenge RM 
yon reellen Zahlen, also anch nnr eine endliche Teilmerrge I (RM) ~ I (R) 
vorhaaden; die Elemente yon I (RM) werden in einer Maschinenintervall- 
arithmetik verkni~pft, die die Verkniipfnngen in I (R) approximiert. 

Die nach der Rechenvorschrift ~v+l = ~t ~-4-5  oder ~+1 = ~ ~v+~ 
@ (~ -4- ~) ~v @ 5 in einer vorgegebenen MaschinenJntervallarithmetik 
berechnete Approximation ~ ffir die theoretisch exakte LSsung ~* 
stimmt deshalb im Mlgemeinen nicht mit ~* iiberein und kann auch noch 
vom Anfangsvektor ~0 abhKngen. Dann ist aber ~ mSglicherweise nieht 
mehr EinschlieBungsmenge fiir die LSsnngen aller in ; = 9~ ~ + 5 im 
Sinne yon Satz 3.1 , ,enthaltenen" reellen linearen Gleichungssysteme. 
Unser Ziel muB deshalb sein, die Reehnung auf der Maschine so z'a ffihren, 
dab die berechnete N/s ~ Obermenge der exakten L6sung ;* 
ist und sie noch m5glichst gut approximiert. 

Um die Einschliegvmgseigensehaft ~ ~ ~* zu erhalten, geniigt es 
im wesentlichen, die Iteration ;v+~ = 9~ ;v @ 5 (oder ~v+~ = ~ ~v+~ @ 
~- (~ ~- ~) ~v Jr 5) a~f der Rechenanlage mit EinschlieBungsmengen 
durehzufiihren; Grandlage daf[ir ist Eigenschaft (GE) aus Satz 2.11. 

Wir fragen nun, welche Eigenschaften eine Maschinenintervallarith- 
metik besitzen muB, damit (GE) aueh ffir die auf der Rechenanlage be- 
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rechneten Iterationsvektoren gilt. Jede Masehinenintervallarithmetik ist 
eine Approximation der fiber dem KSrper der reellen Zahlea aufgebauten 
Intervallarithmetik. Von tier Aufgabe der Intervallreehnuag her ergibt 
sieh nun als grundss Forderung, dag die in der Masehiaenintervall- 
arithmetik bereehneten Ergebnisintervalle stets die eatspreeheaden der 
exakten Intervallarithmetik enthalten. Diese Forderung wird in einfaeher 
Weise dadareh erfiillt, dag mart bei der Approximation der Elemente 
aus I (R) dutch Masehineniatervalle aus I (RM) urtd bei allen Verknfipfuagen 
in I (RM) grurtds/~tzlieh naeh aul3en rtmdet (siehe dazu [1]). D~mig fiber- 
tr//gt sieh hier zungehst die Einsehlieguagseigeasehaft 5o D 5" auf die 
Darstellurtg vort 5o in der Masehirte und dana auf die davon ausgehend 
in der Masehirtenintervallarithmetik bereehnetert Iteratioasvektorert; sie 
gilt dann aueh ffir das eventuell vorhandeae Grenzelemertt ~x. 

Anfangsvektoren mit der Einsehliel3uagseigensehaft 5o D ~* lassen 
sieh dm'eh Abseh//tzert vo~ 5" bestimmen; die ei~lfaehstea MSgliehkeitea 
verwendert eirte Normalabseh/itztmg yon ~* aufgrrtrtd der Identit/it 
5 * = - N  ~*@ b; bei feiaeren Verfahren wird 5" komportentenweise ab- 
geseh//tzt. Wir gehen darauf hier nieht n/~her eirt und setze~ voraus, dab 
Anfangsvektoren 5o mit go D 5" Zar Verfiigung stehen; dana kSrmen das 
Gesamt- und Einzelsehrittverfahrea in der modifizierten, wegert der 
Durehsehnittsbildung sehnetleren Form (GD) und (ED) ~ngewendet 
werden. In beiden F/~llen gilt fiir die Iterationsvektoren t)~ 

~o = t)o ~ t)l D . . .  D t)~ D t)~+l . .  �9 mit lim t), --~ ~*. 
~ - - +  o o  

Da auf jeder geehenanlage nut  eine endliehe Teilmenge yon reellert Zahlert 
zur Verffigung steht, mug jede solehe Iteration rtueh eadlieh viele~ Sehritten 
auf der Stelle treten. Damit erh/~It man ein einwandfreies Abbreehkriterium : 

Die Iteration wird abgebrochen, 8obald zwei aufeinanderfoIgende Iterations- 
ve]ctoren gleich sin& Der letzte Iterationsvelctor gibt die in der vorgegebenen 
Maschinenintervallarithmetilc bei vorgegebenem Anfangsvelctor bestmSgliehen 
Schranlcen f~r die exalcte LSsung ~*. 

N u m e r i s c h e  B e i s p i e l e  

Die folgenden Beispiele warden an einer Z 23 der Universit/it Karlsruhe 
gerechnet; die dort implimentierte Maschiaertintervallarithmetik ist in [11] 
beschrieben. 

In  der Gleichuag g = ?I ~ + 6 sei 

im 1. Beispiel 

[ 0.05, o .~5] [  0.35, o .45] [o  , o . o 5 ] \  
= [ 0.2 , 0.3 ] [-- 0.01, 0.01] [0.2, 0.25]1,  

[ -  0 . 2 ,  - 0.1 ] [ -  0.25, - 0.~5] [0 , 0.1 ] 

[ 0.09, o . ~ ]  ) 
= [ o.o4, 0.06] , 

[ -  o.~5, - 0.05] 
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im 2. Beispiel 

[0.395, 0.405] [ 0.095, 0.105] [-- 0.105, --  0.095] 
[0.195, 0.205] [-- 0.005, 0.005] [-- 0.205, --  0.195] ) ' 
[0.295, 0.305] [ 0.195, 0.205] [ 0.095, 0.105] 

= [ 0 . 2 4 5 ,  0 . 2 5 5 ]  . 

[-- 0.205, -- 0.195] 

Beide Male ist hier @ (I 9~ ] ) < 1 ; damit  existiert  jeweils genau eine LSsung 
5*, und  die Konvergenz der besprochenen I tera t ionsverfahren ist gesichert. 
Anfangsvektoren t)o mit  t)o D g* best immen wir dureh Absch//tzen yon  
~* = ( x D .  

Im  Falle der Konverger~z, also ~ (1 g[ I) < 1 existieren zu 9~ stets positive 
Zahlen kl, l% . . . .  , kn derart ,  dab 

1 
k~- ~ I Acjl kj < 1 fiir alle i (vergleiche Satz 2.2); 

J 
dami t  gilt I X* ] ~< c: -- max  I Be I far  alle i, 

1 

] 

und  der Vektor Do = (Yio) mit  Yio = [-- c, e] fiir alle i erfiillt ~o D ~*. 

In  beiden Beispielen k o m m t  man  nun mi t  k~ . . . . .  ~n = 1 zum 
Ziel (d. h. es gilt das sogenannte , ,Zeilensummenkriterium").  

I m  1. Beispiel erh//lt man  c = 0.333333335; mit  dem Anfangsvektor  ~o 
k o m m t  das Gesamtsehri t tverfahren (GD) naeh 34, das Einzelsehrit t-  
verfahren (ED) naeh 21 Sehri t ten zum Stehe~ bei 

[ 0.80245301110 --  1, 0.185100626] ) 
~U = [-- 0.425774133~0 -- 2, 0.105190070] . 

[-- 0.237019604 , --  0.569600946] 

Im  2. Beispiel wird c = 0.532467535; mit  t)o als Aafangsvektor  s teht  
das Gesamtschr i t tverfahren (GD) nach 39, das Einzelsehri t tverfahren (ED) 
nach 31 Sehritten. 

Ergebnis : 

~* = [0.295837054 , 0.327473663 . 
[0.9459041071o-- 1, -- 0.56715348610 -- 1] 

Literatur 

[i] A~OSTOLATDS, N., und U. KULISC~: Grundlagen einer Maschinenintervall- 
arithmetik. Comp. 2, 89--104 (1967). 

[2] APOSTOLATOS, N., und U. KuLISC]t: Grundziige einer Intervallrechnung fiir 
Matrizen und einige Anwendungen. Elektr. 1Reehenanlagen 10, 73--83 (1968). 

[3] APOSTOLATOS, N., und U. KTJLISCR: ~ber die Konvergenz des Relaxations- 
verfahrens bei nieht-negativen und diagonaldominanten Matrizen. Comp. 2, 
17--24 (1967). 

Computing 5/2 I I  



162 O. MAYER: Algebraische und metrische Strukturcn in der Intervallrechnung 

[4] HOUSEhOLDEr, A. S. : The Theory of Matrices in Numerical Analysis. New 
York-Toronto-London: Blaisdell Publishing Company. 1964. 

[5] KuLIsct[, U.: Grundziige der Intervallrechnung, Uberblicke, Mathematik 2, 
51--98. Mannheim: Bihliographisches Institut.  1969. 

[6J MOOSE, 1%. E. : Intervall Analysis. Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice I-Iall, 
Inc. 1966. 

[7] NICKEL, K. :  ~ber  die Notwendigkeit einer Fehlerschrankensi'ithmetik fiir 
Rechenautomaten. l~urnerische 1Vs 9~ 69--79 (1966). 

[8] NICKEL, K.:  Error-bounds and Computer-arithmetic. Vortrag I F I P  Congress 
Edinburgh. 1968. 

[9] SC~FER., I4. I-I.: Topological Vector Spaces. Macmillan Series in Advanced 
Mathematics and Theoretical Physics. 1966. 

[10] V~GA, 1~. S.: Matrix Iterative Analysis. Englewood Cliffs, Iqew Jersey: 
Prentice-I-Iall, Inc. 1962. 

[11] W I P p E I ~ L ~ ,  I-L W. : 1%ealisierung elner Intervallarithmetik in einem 
ALGOL-60-System. Elektronische 1%echenanlagen 9~ 224--233 (1967). 

[12] WuLICH, B. S. : Einfiihrung in die Funktionalanalysis. Leipzig: Teubner-Verlag. 
1961. 

[13J Yov-~G, 1%. C. : The Algebra of Many-valued Quantities. Mathematische Annalen, 
104, 261--290 (1931). 

Dr. Otto Mayer 
Universitgit Karlsruhe 

Institut fi~r ingewandte Mathematik und 1%chenzentrum 
Engterstra[3e 2, D-75 Karlsruhe 

Bundesrepublik 2)eutschland 


