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Zusammenfassung — Summary

Algebraische und metriseche Strukturen in der Intervalirechnung und einige An-
wendungen. Die bei der numerischen Behandlung mathematischer Probleme auf
digitalen Rechenanlagen auftretenden Rundungsfehler lassen sich, wie in [1], [6]
und [8] gezeigt wird, mit Hilfe der Intervallrechnung erfassen.

In der vorliegenden Arbeit werden Struktur und Eigenschaften der in der
Intervallrechnung auftretenden Réume untersucht und einige fir die Intervall-
rechnung typische Anwendungsmoglichkeiten aufgezeigt: Die algebraische Struktur
dieser Rdume wird axiomatisch erfaBt in der Definition des quasilinearen Raumes,
einer Verallgemeinerung des linearen Raumes; anschlieend werden metrische
Strukturen in diesen Rdumen behandelt; da fiir Anwendungen nur Metriken geeignet
sind, die eine gewisse Vertréglichkeit mit der algebraischen Struktur besitzen, werden
diesbeziigliche Higenschaften eingeftihrt und untersucht. Speziell fir die Intervall-
rechnung mit Vektoren und Matrizen werden Metriken mit solchen Eigenschaften
entwickelt, die dann im Zusammenspiel mit der algebraischen Struktur fur Ab-
schétzungen geeignet sind. Damit werden fur gewisse Gleichungen Existenz und
Eindeutigkeit der Losung bewiesen, sowie intervallméfBige Iterationsverfahren zur
Berechnung der Lésung untersucht und die Konvergenzkriterien bestimmt. Die
praktische Durchfiithrung solcher Verfahren auf einer Rechenanlage wird abschlieBend
behandelt.

Algebraic and Metrie Structures in Inferval Arithmetic and Applications. As in
1], [6] and [8] is shown, round-off errors in numerical computation can be controlled
with the aid of the interval analysis.

This paper deals with the structure and the characteristics of the spaces occurring
in interval analysis and presents some applications. At first the algebraic structure
of these spaces is abstractly described by the definition of the quasilinear space,
a generalization of the linear space. Then metric structures in these spaces are treated.
As for applications only metries are apt, which have a certain compatibility with
the algebraic structure, such properties are introduced and examined. For the
interval arithmetic with matrices and vectors metrics are developped, which are
compatible with the algebraic structure and so are apt to estimate with. With these
results for certain equations existence and uniqueness of the solution is proved as
well as some iteration methods of interval analysis for the evaluation of the solution
are examined and tests of convergence deduced. Finally it is shown how these iteration
methods are to be carried out on a computer.
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1. Grundlagen der Intervallrechnung

1.1. Algebraische Strukturen in der Intervallrechnung —
Der quasilineare Raum

Es sei R der Korper der reellen Zahlen, Elemente aus R bezeichnen
wir mit @, b, ¢, ...

I1(R) sei die Menge der abgeschlossenen Intervalle reeller Zahlen der
Gestalt [a,,a,]:={a|a; <a <a,}; es ist I(R) > R. Elemente aus
I (R) bezeichnen wir zur Abki‘xrzung mit 4, B, C, . . .; wollen wir zusétzlich
ausdriicken, daB} sie bereits in R liegen, so sohrelben wir auch 4, B, 0, .

Im Anschlufl an [1], [6] und [13] definieren wir eine Arlthmetlk in
I(R):

Gleichheit sei dabei die Identitdt; die Verkniipfungen +, —, -, :
werden erklirt im Sinne der Komplexverkniipfung: Bezeichnet * eine
dieser Verkniipfungen, so sei 4« B:={a b |ae A Abe B}. Diese Ver-
kntpfungen fithren nicht aus I (R) hinaus, wenn man bei der Division
voraussetzt, daBl der Divisor die 0 nicht enthilt.

Addition und Multiplikation sind assoziativ und kommutativ und
haben je ein neutrales Element, ndmlich die Zahlen 0 und 1. I (R) ist
jedoch kein Korper; dazu wird in [1] gezeigt:

a) Ein beliebiges Element [aq, a,] eI (R) mit a, %= a, besitzt keine
Inversen beziiglich Addition und Multiplikation.

b) Das distributive Gesetz ist nicht erfillt; es gilt nur das sogenannte
subdistributive Gesetz

(4 -+ B)C < AC + BC.

Wir bemerken, dafl hier in speziellen Fallen noch strenge Gleichheit gilt;
so ist etwa fir @, bR mit ab >0, Cel (R)

(@+b)C=aC+bC.
Erwihnt sei noch die sogenannte Teilmengeneigenschaft der Intervall-
arithmetik (siehe [1]): Sind 4, B, ¢, Del(R) mit 4 <« B, C < D und
x€{+,—, +,:}, dann ist 4 «C < B = D.

Die oben gegebene Definition einer Intervallrechnung itber dem reellen
Zahlkoérper R ist verallgemeinerungsfihig:

Es sei B (mit Elementen a, b, ¢, . . .) ein halbgeordneter linearer Raum
itber R, die Halbordnung sei dabei mit der linearen Struktur vertriglich,
d. h. es gelte (siehe etwa [9]):

= 2—#2 Z-{—:l/\c;gcb
b = —_ - -
fur alle ¢, b, dB und alle ceR, ¢ = 0.
I(B) sei die Menge aller Teilmengen [al, az] = {a eBla, < \2 <a }
sprechen auch hier von Intervallen und bezeichnen sie mit 4, B,

Ersichtlich ist I (B) > B.

Computing 5/2 10
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Wir erkldren auf I (B) eine algebraische Struktur und definieren dazu
Gleichheit als Mengenidentitit,

Addition und Subtraktion durch
ziﬁzz{zigfgeZAgeﬁ},
weiter eine skalare Multiplikation mit reellen Zahlen o durch
aZl::{ac_;];eZ}.

Die Vertraglichkeit der Halbordnung mit der algebraischen Struktur in
B bewirkt, dal} diese Verkniipfungen nicht aus I (B) hinausfithren.

Beziiglich der skalaren Multiplikation gilt auch hier nur ein subdistri-
butives Gesetz

(a—{—b)acaa—{—ba
mit @+0)0=aC+b0 fir alle ab >0,
aber (a+b)5¢a5+ba fir ab <0 und B3 CeI(B).

Die dadurch auf I (B) erkldrte Struktur wird axiomatisch erfafit in der
folgenden

Definition 1.1. Es sei @ L eine Menge von Elementen 4, B, C, ...,
R der reelle Zahlkorper mit Elementen a, b, ¢, .. .; dazu sei je eine Ab-
bildung (4, B) A + B von QL X @L in QL und (@, A) >a 4 von
R X QL in QL definiert (wir nennen sie Addition bzw. skalare Multi-
plikation), so daf} die folgenden Axiome erfillt sind:
(QL1l) A+B=B-+ 4
(QL2) A+ B)+C=4+ (B+ ()
(QL3) a(B+C)=aB-}+al
(QL4) (a4 8)C=aC+bC fir alle adb >0
(QLB) a(dC)=(ab)C
(QL 6) Es existiert ein sogenanntes Nullelement © € ¢ L mit der Eigen-

schaft: 04 = © fur alle 4 e QL

(QL7) 14=4

Ausgestattet mit dieser Struktur heifit ¢ L quasilinearer Raum iiber dem
Zahlkorper R.

Der quasilineare Raum ist eine Verallgemeinerung des linearen Raumes;
er unterscheidet sich von diesem durch die schwéchere Form des Distri-
butivgesetzes; ersetzt man ndmlich (QL 4) durch die stirkere Forderung

(L4) (@-+-b0)C=aC+bC fir alle a, be R,

so erhdlt man eine Definition fiir den linearen Raum (vergleiche etwa [12],
S.123, 124).
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Beispiele fiir nichtlineare quasilineare Riume sind die in 1.1 definierten
Intervallrdume I (R) und I (B).

Es gilt der folgende

Satz 1.1. In einem quasilinearen Rawm ist nur das in Axiom (QL 6)
postulierte Nullelement O ein neutrales Element der Addition.

Der in [12] (S. 124) fiir die entsprechende Aussage in linearen Réumen
angegebene Beweis bleibt auch unter den hier abgeschwichten Voraus-
setzungen giltig.

Fir (— 1) X schreiben wir — X, fur ¥ -+ (— X) auch ¥ — X, dabei
ist moglich, daBl X + (— X) =X — X = O©.

Beispiel. Fiur Al (R) und A ¢ R ist stets 4 — 4 + ©.

Die Eindeutigkeit der inversen Elemente 14Bt sich auch in quasi-
linearen. Réumen zeigen: Sind etwa B und C invers zu 4, dann ist
B=B+4+60=B+A4+0C)=(B+ A4)+ C=7C; die Existenz inverser
Elemente dagegen ist nicht beweisbar, dies wird erst moglich, wenn
anstelle des schwicheren Distributivgesetzes (@QL 4) die stdrkere For-
derung (L 4) erfullt ist; dann liegt aber ein linearer Raum vor.

Wir erwihnten auch oben, dafl der quasilineare Raum I (R) nicht zu
allen Elementen Inverse enthilt.

1.2. Norm und Metrik in quasilinearen Réumen

Definition 1.2. Ein reelles Funktional » (4) definiert auf einem quasi-
linearen Raum QL heift Norm, wenn

1) 4+0=n(4)>0
2) n(4+ B) <n(4)+n(B
3) ncd)y=|c|n(4)

Im linearen normierten Raum ist bekanntlich die Norm 7 (4 — B) der
Differenz zweier Elemente 4 und B eine Metrik; in quasilinearen Réumen
gilt das nicht: Hier ist im allgemeinen 4 — A4 + ©, also n (4 — 4) + 0
und damit n (4 — B) keine Metrik.

Fir die Untersuchung von Abbildungen zwischen solchen Réumen
bendtigt man nun Metriken, die gewisse Vertréglichkeitseigenschaften in
bezug auf die algebraische Struktur besitzen; solche Vertraglichkeitseigen-
schaften werden definiert in der folgenden

Definition 1.3. Die in einem quasilinearen Raum erklirte Metrik
q (4, B) heilit

homogen, wenn (H) g(c4,¢ B)=|c|q(4, B),
translationsinvariant, wenn (7) ¢ (4 + C, B + C) = ¢ (4, B),
supermetrisch, wenn (8) ¢(4 + B,C + D) <q (4, C) + ¢ (B, D).

Bemerkung. Die hier eingefiithrte supermetrische Eigenschaft ist der

10*
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algebraischen Struktur des quasilinearen Raumes besonders angepalit: Sie
ist in linearen Rédwmen dquivalent zur Translationsinvarianz der Metrik,
bedeutet aber in quasilinearen Rdumen eine echte Abschwdichung der
Translationsinvarianz.

Beweis. Es liege ein quasilinearer Raum vor; aus (7') folgt mit Hilfe
der Dreiecksungleichung sofort ().

Der umgekehrte Schlufl von (8) auf (') benéttigt die Existenz inverser
Elemente und ist deshalb nur in linearen Rdumen moglich; dort aber gilt:

q(4+ B, 0+ B) <q(4,0) und
q(4,0)=q((4d+ B)+ (= B),(C+ B)+ (= B) <q4 + B,C+ B).

Dafl die supermetrische Eigenschaft in quasilinearen R&umen eine echte
Abschwéchung der Translationsinvarianz ist, belegen wir weiter unten
durch Angabe einer supermetrischen und nicht translationsinvarianten
Metrik im quasilinearen Raum I (R).

Wir betrachten jetzt einige Beispiele fiir Metriken in den quasilinearen
Riumen I (R) und I (B); vor allem im Hinblick auf Anwendungen unter-
suchen wir auch Vertriglichkeitseigenschaften dieser Metriken beziiglich
der algebraischen Struktur des jeweils zugrundeliegenden Raumes.

Definition 1.4. In I (R) erkldren wir im Anschlull an [6] fir zwei
Elemente 4 = [a,, a,], B = [b;, b,] als Abstand

q (4, B):=max (|a; — b; |, [ ay — b, |).

Satz 1.2. g (4, B) ist eine homogene und translationsinvariante Metrik
in T(R), d.h. es gilt

1) ¢g(4,B)=0<A4 =B

2) q(4,B) <q(4,0)+¢(B,0)
3) q(cAcB)—lclq(A B)
4) g4+ C, B+ 0C)=q(4,B)

Die kennzeichnenden Metrikeigenschaften 1) und 2) wurden bereits in [6]
bewiesen; auch 3) und 4) folgen unmittelbar aus der Definition von
q (4, B).

Definition 1.5. Zu A4 = [ay,a,]cI(R) heilt |4 |:=¢9(4,0) =
= max (| &, |, | @, |) Absolutbetrag von A4.

Satz 1.3. Fir alle A, B, C,e1(R) gilt: ¢(AB, AC) < |4 ]|q(B,0).

Zum Beweis wird q (A B, AC) mit Hilfe von Satz 1.2/3 abgeschétzt.

Die hier in Satz 1.2/3,4 und Satz 1.3 bewiesenen Eigenschaften der
schon in [6] eingefithrten Metrik ¢ (4, B) sind grundlegend fiir die Ent-
wicklungen in Abschnitt 2 dieser Arbeit: Die Homogenitdt und Trans-
lationsinvarianz der Metrik ¢ (4, B) (Satz 1.2/3,4) bedeutet eine Ver-
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triglichkeit mit der algebraischen Struktur; Satz 1.3 sagt aus, daB die
Metrik mit dem Absolutbetrag in I (R) vertréglich ist. Erst aufgrund
dieser Vertriglichkeitseigenschaften wird die Metrik ¢ (4, B) fir An-
wendungen, d. h. insbesondere fiir Abschétzungen brauchbar.

Wir bringen jetzt noch das oben erwihnte Beispiel fir eine super-
metrische und nicht translationsinvariante Metrik in I (R): Zu A = [a,, a,] €
eI (R) sei d (4): = ay — a,, dann ist

q(4, B) fuir 4, BeR < I (R)

d(4) —d (B
q (A, B) —l— —%X—({m—(g;} sonst

qd (4, B): =

eine supermetrische und nicht translationsinvariante Metrik in I (R).

Betrachten wir jetzt den Intervallraum I (B) iber einem halbgeord-

neten linearen Raum B: Jede in B gegebene Metrik ¢ (a, b) 148t sich in
Vlelfachel Weise auf I (B) fortsetzen wir erkldren hier als Abstand von

A= [al, ao] und B = [bl, bl] eI (B) etwa

q (Ai B) ¢ = max (q (a’la b1)> q ((1/2, b2))

Satz 1.4. Ist die Ausgangsmetrik q (Zz\ b) in B homogen bzw. super-
metrisch (homogen und supermetrisch ist sie genau ¢ dann wenn ste durch

eine Norm erkldrbar ist), dann wird die Metrik g (A B) tn I (B) homogen
bzw. tramslationsinvariant.

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Metrik ¢ (2, §).

Satz 1.5. Ist B vollstdndig beziiglich der Metrik q (2, Z), so ist I (B) voll-

stamdig beztiglich der Metrik q (A, B) dann und nur dann, wenn der der
Halbordnung in B zugeordnele Positivitdtskegel (siehe dazu etwa [9], S. 205)
abgeschlossen ist.

Beweis. Auvs der Definition der Metrik ¢ (4, B) durch ¢ (a, ) folgt:
Ist {{as, by]} eine Caucmy-Folge in I(B), dann sind die Folgen {a,} und
{by} Cavcuy-konvergent in B; wegen der Vollstindigkeit von B existieren
in B lim g, und lim b,; aus @, <b, fiar alle » und der Abgeschlossenheit

des Positivitidtskegels folgt lim ay, <lim b,. Damit enthilt I (B) ein
Element [lim a,, lim b,], und dieses ist gleich lim [a,, b,].

Umgekehrt folgt aus der Existenz eines Grenzelementes lim [a,, by]

zu jeder CaucHY-Folge von Intervallen [a,, b,] die Abgeschlossenheit des
Positivititskegels.
Speziell fiir den Raum I (R) gilt damit das folgende

Korollar. I (R) ist wollstindig beziiglich der Metrik q (A, B).
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2. Intervallrechnung fiir Vektoren und Matrizen

In diesem Abschnitt wird zunéchst im Anschlufl an [2] eine Intervall-
rechnung filr Vektoren und Matrizen erkldrt; fir die dabei auftretenden
quasilinearen Riume werden Metriken entwickelt, die hinreichende Ver-
traglichkeitseigenschaften beziiglich der algebraischen Struktur besitzen,
so daB sie fiir Abschétzungen geeignet sind. Mit ihrer Hilfe werden Aus-
sagen Uber Existenz und Eindeutigkeit der Losung gewisser Gleichungen
sowie Konvergenzkriterien fir intervallmifiige Iterationsverfahren her-
geleitet.

Es sei

Vn (R): = R die Menge der n-Tupel reeller Zahlen,

Vo (I (R)) die Menge der n-Tupel von Intervallen aus I (R),

M, (R) bzw. M, (I (R)) die Menge der n X n-Matrizen mit Klementen
aus R bzw. I(R).

Elemente dieser Mengen bezeichnen wir mit g = (4¢), b = (By), .. .;
a=(4y), b=(By), ...; U=(4w) B=Bwu) -.; U= (4du),
B = (Bir), ... Wir sprechen von reellen Vektoren, Intervallvektoren,
reellen Matrizen und Intervallmatrizen.

In allen diesen Mengen erkldren wir Gleichheit, Addition, Subtraktion
und skalare Multiplikation mit reellen Zahlen wie iiblich komponenten-
weise. Damit werden V, (R) und M, (R) lineare, V, (I (R)) und M, (I (R))
quasilineare Réiume; die letzteren erhdlt man auch durch die in 1.1 an-
gegebene Konstruktion des Intervallraumes I (B) iiber einem linearen
halbgeordneten Raum B, wenn man fur B die Rdume V, (R} bzw. M, (R)
jeweils mit ihrer natiirlichen Halbordnung zugrundelegt.

Eine Multiplikation von Intervallmatrizen mit Intervallvektoren oder
Intervallmatrizen definieren wir wie iiblich als Matrixmultiplikation tiber
die Komponenten, entsprechend werde eine Intervallmatrix bzw. ein
Intervallvektor mit einem Intervall multipliziert, indem man alle Kom-
ponenten damit multipliziert.

Damit ist M, (I (R)) ein Raum von Operatoren iiber V, (I (R)); fir
die Untersuchung von Abbildungen des quasilinearen Raumes V, (I (R))
benttigt man Metriken, die Vertridglichkeitseigenschaften beziiglich der
algebraischen Struktur besitzen, dhnlich den Eigenschaften der Metrik
g (4, B)in I (R): Sie sollen einmal homogen und translationsinvariant
sein; weiter soll fiir beliebige U aus M, (I (R)), £ und 9 aus V,, (I (R)) der
Abstand von Ur und Ay in der Form

g U AY) <p W) q (. H)

abschitzbar sein durch den Abstand von g und y multipliziert mit einem
positiven Funktional p (U) von 2; dies kann etwa eine Norm sein.

Zur Vorbereitung auf die Entwicklung solcher Metriken definieren wir
zunédchst Absolutbetrige und wuntersuchen die Figenschaften spezieller
Normen fiir Intervallvektoren und Intervallmatrizen.
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2.1. Absolutbetrdge, Normen und Metriken
Definition 2.1. Wir erkliren als Absolutbetrag

eines Intervalles 4 = [a,, @,] €1 (R) die reelle Zahl | A | : = max (| a; |, | a5 |),
“eines Vektors ¢ = (X;) eV, (I (R)) den Vektor |p|:= ({ X e Vu R),
einer Matrix A = (4d) € M, (L (R)) die Matrix | U |: = (| 4z |) € M, (R).

Bei Einschrinkung dieser Definition auf reelle Zahlen bzw. Vektoren
und Matrizen, deren Komponenten reelle Zahlen sind, erhilt man gerade
den iiblichen Absolutbetrag, der sich in diesen Riumen bei Zugrunde-
legung der natiirlichen Halbordnung ergibt (vergleiche die Definition des
Absolutbetrages in halbgeordneten linearen R&dumen nach [9], S.207).

Definition 2.2. Normen fiir Vektoren t, y € V,, (R) oder 7, (I (R)) bzw.
Matrizen o, B e M, (R) bzw. M, (I (R)) heiBen monoton, wenn

Izl <ipl=lzll<iyl
TAT< B = (AN <[[BI.

Eine dguivalente Definition erhédlt man durch die Forderung der Eigenschaft

fzll=1l1zll
[ =(ITAT-

Bemerkung. Fir Vektornormen in V, (R)= R# bzw. €» wird die
Aquivalenz der Eigenschaften (M) und (A) bereits in [4] (S.47ff.) be-
wiesen; Normen mit diesen Eigenschaften werden dort monoton (wegen
(A) auch absolut) genannt. Die Definition der Monotonie wird hier aus-
gedehnt auf Normen in V, (I (R)), M4, (R) und M, (I (R)); auch fir diese
Normen sind (M) und (4) dquivalent:

Zunichst folgt fur alle Normen (A4) unmittelbar aus (M); der Schlufl
von (A) auf (M) 1aB% sich fir Normen in V, (I (R)) mit Hilfe von (A)
auf den in V, (R) zuriickfithren; er gilt dann auch fir Normen in M, (R)
und M, (I(R)), da diese stets als Vektornormen in V_,(R) bzw.

V.2 (I(R)) aufgefalit werden konnen.

(M)

(4)

Multiplikative Normen werden auch bei Tntervallmatrizen durch die
Forderung || U B || <|| A - || B || definiert; bei vertriglichen Normen fiir
Intervallvektoren und Intervallmatrizen fordern wir Multiplikativitédt der
Matrixnorm und [z | < Al) ¢]); vertrigliche Normen nennen wir
zugeordnet, wenn zu jedem e M, (I (R)) ein y =0 aus V, IRy
existiert mit ||Ay || =AY -

Fiar Vektornormen in V, (I(R)) mit der Elgenschaft IO =
=l =1yl (dies gilt z. B. fur alle Normen, die in der Form || ¢ || =
= sup || £ || durch Normen in V, (R) darstellbar sind; dazu gehdren ins-

rer
besondere die monotonen Normen) zeigt man &hnlich, wie fiir Vektor-
normen im R? oder (7 die Existenz beliebig vieler vertriglicher und genau

einer zugeordneten Matrixnorm ; diese hat die Gestalt || 9 || = sup 1Al
lxll=
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Ist dabei die Ausgangsnorm in ¥V, (I (R)) monoton, so wird auch die
zugeordnete Matrixnorm in My, (I (R)) monoton; die Zuordnung kann
dann stets durch einen Vektor mit der Eigenschaft §) = — p verifiziert
werden.

Wir weisen noch darauf hin, daff die einer monotonen Vektornorm
in Vg (R) zugeordnete Matrixnorm in M, (R) nicht notwendig monoton
ist; man erkennt dies etwa am Beispiel der euklidischen Vektornorm,
die zugeordnete Norm ist die sogenannte Spektralnorm (siehe etwa [10],
S. 9), und diese erweist sich als nicht monoton.

Beispiele fir zugeordnete monotone Normen in V,, (I (R)) und M, (I (R))
geben etwa die mit positiven Gewichten %, ..., &k, gebildeten Normen
1 ) 1
Izl:=max-[X;| und Hﬁilf:zm@xk—iz [ Az | kg5
7
die Zuordnung wird verifiziert durch den Vektor § = ([— ki, &;1).

Satz 2.1. Zu jeder multiplikativen Matriznorm || - |ar in My (I (R))
existieren beliebig viele vertrdgliche Vektornormen in Vi (I (R)).

Man zeigt dies wie iiblich (siehe etwa [4], S.42): Sind [, ..., I, reelle
Zahlen, mindestens eine + 0; dann gibt fiir Vektoren ¢ = (X;) € V,, (I (R))
l]_ X]_ """""""""""" ln X]_

HEs |
I l1 Xn """"""""""""""" by X n M
eine zur Matrixnorm | - [[pr vertrégliche Vektornorm.
Zusatz. Ist die Matrixnorm | - [l monoton, so wird auch die Vektor-
norm || - |y monoton, denn mit || - {|ar erfilllt auch || - |y die Monotonie-

eigenschaft (A4).

Wir bringen noch einen Satz {iber den Zusammenhang der multipli-
kativen monotonen Normen fiir Matrizen 9 € M, (R) oder M, (I (R)) mit
dem Spektralradius ¢ (| % |) ithres Absolutbetrages | |; zur Vorbereitung
erinnern wir an eine entsprechende Beziehung fiir Matrizen % € M, (R)
und multiplikative Normen in M, (R):

Satz 2.2, Ks sei Ae M, (R), dann gilt (siche etwa [4], 8. 45, 46 ).
(Ra) Fir jede mulliplikative Norm || - || in My, (R) ist [[U || = o ().
(Rb) Zu jedem ¢ > O existiert eine multiplikative Norm || - || in M, (R),

fir die )] < o () + =.

Die entsprechende Aussage fiir monotone Normen gibt jetzt

Satz 2.3. Es sei W e My (R) bzw. M, (I (R)), dann gilt:

(la}y Far jede mulliplikative monotone Norm || - |lsr n M, R) bw.
M (I (R)) dst || Al =0 (A
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(Ib) Zu jedem ¢ > O existiert eine mulliplikative monotone Norm | - {|lm
. My (R) baw. My, (I(R)), fir die | Ul <o (A|) + e

Beweis. Monotone Normen sind gekennzeichnet durch ||| = | %] |;
damit folgt (Ta) sofort aus (Ra). Ein entsprechender Schluf von (Rb)
auf (Ib) ist jedoch mnicht moglich; fir den Beweis von (Ib) kann man
sich aber auf mit Gewichten £, ..., k; gebildete monotone Normen der
oben erwahnten Gestalt beschranken; fir diese folgt (Ib) aus der PERrRON-
FroBENTUS-Theorie fir nichtnegative Matrizen (siehe etwa [10]: Fir
irreduzible Matrizen folgt (Ib) aus Theorem 2.2; fir reduzible Matrizen
ist zusétzlich eine Stetigkeitsitberlegung durchzufithren).

Mit Hilfe monotoner Normen lassen sich jetzt in V,, (I (R)) Metriken
mit den zu Beginn dieses Abschnitts geforderten Eigenschaften erzeugen:

Satz 2.4. Es seten = (Xy), ) =(Yy)eV, (1 ( )) und || - ||y eine
monotone Vektornorm in Vy (R), dann ist qv (Y :=1l(@Xs YD) iy
eine homogene, translationsinvariante Metrik in Vn( (R)), d.h. es gill:

1) QV(&T))ZOC*E:U

) qv (5,9) <gv (£, 3) + 9v (9, 3)
3) grlct,ch)=|clgv(zY)

) v (E+%9+3)=qr(L3)

Bemerkungen zum Beweis. 1), 3) und 4) gelten auch bei Anwendung
beliebiger Vektornormen in V, (R); 2) gilt nur, wenn die verwendete
Vektornorm die Monotonieeigenschaft (J) wenigstens im positiven Hyper-
oktanten erfiillt.

Zusatz. Vy (I (R)) ist vollstindig beziiglich der Metrik gy (x, 9), denn
Konvergenz in V, (I (R)) ist dquivalent mit Konvergenz in jeder Kom-
ponente beziiglich der Metrik ¢ (X, ¥) des Raumes I (R); I (R) aber ist
vollsténdig.

Satz 2.5. Es seien HeM, (I (R)), b, 1, eV, A (R)), dann gilt (far

)
die i-te Komponente eines Vektors 3 schreiben wir auch (3);):

(2 (U +D0), Ay 4 b)) <A (g ((2)s> (9)3))-

Zum Beweis wird komponentenweise abgeschitzt; benutzt werden
dabei vor allem die in Satz 1.2/3, 4 und Satz 1.3 bewiesenen Vertrig-
lichkeitseigenschaften der Metrik ¢ (X, ¥) in I (R).

Korollar. Es seien || - |ly und || - ||p vertrdgliche monotone Normen in
Vo L (R)) und My, (L(R)); dann gilt fur die mit || - ||y gebildete Melrik
qv (L, ) in Vy (L(R)):

qv (AL + b, AY +b) <[ Al gv (L, )

Dies ergibt sich durch Anwenden der vertriglichen monotonen Normen
auf die Vektorungleichung von Satz 2.5.
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2.2. Die Gleichung r =g+ b

Zu vorgegebenem e M, (I (R)), beV, (I (R)) betrachten wir die
Abbildung ¢ - UAgr -+ b des V, (I (R)) in sich und fragen nach Fix-
elementen dieser Abbildung; ein solches Fixelement nennen wir auch
Losung der Gleichung ¢ = ¢ + b. Wir sprechen dabei bewuBt nicht
von einem linearen Gleichungssystem, weil hier eine nichtlineare Ab-
bildung in einem nichtlinearen Raum zugrundeliegt. Wegen des Fehlens
inverser Elemente kann man die Lésung auch nicht wie bei linearen
Gleichungssystemen durch Invertieren einer Matrix gewinnen.

Satz 2.6. Es sei AeM, (IR) und o (|U|) <1; dann hat die Ab-
bildung ¢t — N g -~ b fiir beliebiges b e V, (I (R)) genau einen Fixpunkt ¢*,
d.h. die Qleichung t = g -+ b genau eine Losung t*; die Iteration
o1 = U 5y + b konvergiert fir jeden Anfangsvektor go € Va (I (R)) gegen t*.

Beweis. Wegen ¢ (| U |) <1 existiert nach Satz 2.3 eine monotone
multiplikative Matrixnorm || « [z in M, I (R)), fir die ||Afy <1;
zu dieser existiert nach Satz 2.1 eine vertrédgliche monotone Vektornorm
|- ly in V,{R); mit dieser erkliren wir die Metrik ¢y (z. §) in
V(I (R)); in dieser Metrik ist die Abbildung kontrahierend (nach dem
Korollar zu Satz 2.5). Wegen der Vollstindigkeit von V, (I (R)) folgt
daraus die Behauptung.

Die Umkehrung von Satz 2.6 ist enthalten im folgenden

Satz 2.7. Gegeben seien Ne My, (L(R)) und beVy (I (R)); konvergiert
die Iteration Tyo1 = U g,, b mit jedem Anfangsvektor roe Vi (L(R))
gegen denselben Vektor t* e V, (I (R)), dann st o (| A]) < 1.

Beweis. Wir definieren fur A4 := [a;, a,] €I (R) als Durchmesser die
reelle Zahl d (4):= a, — a, = sup @ — a |; damit gilt fir 4, Bel(R):
a,a€4

d(4d 4 By=d(4)+d(B) und d(4-B)>|4|d(B).

Jetzt betrachten wir die Komponentendurchmesser d (X4) der Iterations-
vektoren 1, = (X;); dann gilt fir alle :

d (Xins1) = d(z Aq Xp) -+ d (B) z 4 (Au Xp) =Y | Au | d(Xp).
14

Fiir den Vektor (d (X)) der Komponentendurchmesser von L = (Xyp)
gilt damit:
(@ (X)) = 1% (@ Xip1)) = .. = UL (4 (X))

Nach Voraussetzung konvergiert die Folge der g, fir jeden Anfangsvektor
to€ Vu (L(R)) gegen +2* = (X;); dies beinhaltet die Konvergenz der
Vektorfolge (d (X#)) gegen (d (X7)). Daraus folgt: Zu jedem
10€Vy I (R)) und jedem &> 0 existiert eine natulhche Zahl n (1o, €)
derart, daB fur alle v = n (T, €)

(d(XF) + &) = AP (d(Xw)).
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Daraus aber folgt schlieBlich lim | % |* = © (= Nullmatrix); dies wieder

¥ =0

ist dquivalent mit o (jA|) < 1 (siehe etwa [10], Theorem 1.4).

Satz 2.6 und 2.7 liefern zusammen ein notwendiges und hinreichendes
Konvergenzkriterium fiir die Iteration tyi1 = Uty + b:

Die Iteration Yty =Wy +0 mit e M, A R)), beV, A R)) kon-
vergiert fir jeden Anfangsvekior toe Vg (L (R)) dann und nur dann, wenn

e (U <1

Bemerkung. Im Spezialfall einer Matrix A = A e M, (R) « M, (I (R))
und eines Vektors b=0eV,(R) < Vy(I(R)) kann die Iteration
+1= Uy, +- b entweder in herkdmmlicher Weise mit Vektoren g, aus
Va (R) oder aber wie oben beschrieben mit Intervallvektoren aus
Vo (I (R)) gestartet und durchgefithrt werden: Sie konvergiert dabei
bekanntlich fiir alle 1o =10e V,(R) dann und nur dann, wenn
o () <1, aber — das wurde oben gezeigt — fir alle roe ¥, (I (R))
dann und nur dann, wenn o (| |) < 1.

Fiir Matrizen U € M, (R) ist nun ¢ (U) < o (| A |). (Diese Ungleichung
wird in [10}, Lemma 2.3 fur irreduzible Matrizen bewiesen; wegen der
stetigen Abhéngigkeit des Spektralradius von den Matrixkomponenten
gilt sie dann auch fiir reduzible Matrizen.) Man erkennt:

Die Konvergenz fiir die umfdssendere Menge von Anfangsvektoren (es
ist Vo (L(R)) >V (R)) ist dguivalent zur stirkeren Forderung o (|2U[) < 1.

Ist jetzt fiir eine Matrix % e My (R) o (U) < 1, aber o (|A[) > 1, so
besitzt die Gleichung t = U --b fiir beliebige beV, (R) genau eine
Losung r*, und die Iteration .1 = A1y + b konvergiert fiir alle
ro€ Vau (R) gegen diese; dagegen divergiert sie fiir beliebige 19 € V, (I (R)),
die nicht in der Teilmenge 7, (R) liegen. Fir die Komponentendurchmesser
d (X4) der Iterationsvektoren p, = (Xj) gilt ndmlich jetzt (d (X)) =
= | AP (d (Xy40)) (vergleiche die Abschitzung im Beweis von Satz 2.7).

[— L,1] 2

Fir 1o = i | (alle Komponenten gleich) wird (d (Xy)) =1 | |

[_ 1:1] 2
und die Folge der Vektoren (d (X)), also auch der g, divergiert. Beispiele
fir solche Matrizen U lassen sich leicht angeben, etwa fiir n = 2

{06 —o0.6\ . —
A = ; hier ist o () = J/0.72 < 1, aber o (| |) = 1.2> 1.
: 0.6 0.6 : :

[

' 0 —1,1] ) [— 127, 1.27]
Mit b = (0) und go = ([_ 1,1]) wird 1, = ([~—— 1.2%, 1.2”]) )

2.3. Gesamt- und Einzelschrittverfahren
zur Losung der Gleichung x =%¢ -+ b

Wir betrachten weiter die Gleichung r = Wy 4 b mit A e M, (I (R)),
b e Vy (I (R)) und zerlegen ¥ in die Summe U = & + D -+ R; dabei sei &
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eine strenge untere, N eine strenge obere Dreiecksmatrix, D eine Diagonal-
matrix.

Definition 2.3. Wir bezeichnen die Iterationsvorschrift

1 =UAg + Db als Gesamtschrittverfahren,
L1 = 80+ + (D + R) 1 + b als Einzelschrittverfahren.

Wegen Ur=2r+ (D+ R)r ist auch jedes Fixelement des Einzel-
schrittverfahrens Losung der Gleichung ¢ = %A ¢ + b.

Wir zeigen nun, dafl beim Gesamt- und Einzelschrittverfahren stets
entweder beide konvergieren oder beide divergieren.

Das hinreichende und notwendige Konvergenzkriterium fir das Ge-
samtschrittverfahren o (J U |) <1 folgte aus Satz 2.6 und 2.7, letztlich
aus den darin verwendeten Matrizenungleichungen

(7 (Az+Db)e, (AY-+0)7)) <A (g (X 9)e)) (1)
und
(@ (Xw)) =% (d (X)) (2)

Entsprechende Ungleichungen gelten auch beim Einzelschrittverfahren:
Zu reVy, (I(R)) sei B (r)eV, I (R)) definiert durch die Gleichung
E)=8RE@)+ (D+R)gr+b; dann ist ¢+ £ (r) die dem Rinzel-
schrittverfahren zugrundeliegende Abbildung. Bei der Abbildung zweier
Elemente g, eV, (I(R)) gilt nun fur den Vektor der Komponenten-
abstidnde ¢ ((# (r))i, (£ (9));) die Abschétzung

(¢ (B @) (W) <@—=18D)7(D+ R (¢ () 0)).  (3)

Ist nun o ((€ — | &) (| D+ R])) <1, so erhdlt man mit Schliissen
wie in Satz 2.6: Die Abbildung t —> K (r) hat genau ein Fixelement t*
und die sukzessive Approximation Yyy1 = E (%), d.h. das Einzelschritt-
verfahren konvergiert gegen t*. (Wie oben gezeigt wurde, lost t* auch

t=Ur+b.)

Umgekehrt gilt im Falle der Konvergenz fur die Komponentendurch-
messer d (X;) der Iterationsvektoren i, = (Xy) die (2) analoge Ab-
schétzung

(dXp) = (€ — 2D (D -+ RD) (d(Xe)); (4)
aus dieser folgt, entsprechend der Beweisfithrung von Satz 2.7
e (€= 18N (IDFR])) <L
Damit gilt insgesamt
Satz 2.8. Das Dinzelschrittverfahren

1 =80+ @M +b
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konvergiert dann und nur dann, wenn
(€ —=18D*(UD+R)) <L

Der Zusammenhang zwischen den Konvergenzkriterien beim Gesamt-
und Einzelschrittverfahren wird hergestellt durch

Satz 2.9. Ist A =8+ D+ R eine reelle nichinegative Matriz aus
My (R) mit der oben beschriebenen Zerlegung, dann gilt fir

a) ¢ () <1: o (E—=PT D+ R) <e@) <1
mat strenger Ungleichheit bei srreduziblem Q_I,

b) e =1: o(E—=YH* D+ R) Ze @ =1

Dieser Satz wird in [3] bewiesen; er verallgemeinert den bekannten Satz
von STEIN-ROSENBERG (siehe etwa [10]) auf den Fall © + 0. Mit
A: = | A| folgt daraus

Satz  2.10. Konvergiert bzw. divergiert das Gesamischrittverfahren
=N +0 mit einer Malric e My, (1(R)), so konvergiert bzw.
divergiert auch das zugehbrige Einzelschrittverfahren

i1 =80+ + (D +R) o+ b.

Bemerkung. Aufgrund der Gleichungen (1) und (3) kann das Kon-
vergenzverhalten beim Gesamt- und Kinzelschrittverfahren abgeschétzt
und verglichen werden. Wir gehen &dhnlich vor wie bei reellen linearen
Gleichungssystemen; bei diesen wird das Konvergenzverhalten einer
Iteration gy11 =B 1, + b allgemein anhand des Spektralradius o ()
beurteilt (siche dazu [10], S.67). Fir die Abweichung (r, — r*) der
v-ten Néherung 1, von der exakten Losung r* gilt némlich (1, — 1*) =
=B (o — £¥); wendet man hierauf eine beliébige Vektornorm || - ||, und
die zugeordnete Matrixnorm || « ||l an, so erhilt man

1 — 2%l < ln [l 20 — £* -
1
Wegen lim || _%”H:L = ¢ (®) (dies wird in [13], Theorem 3.2 firr die so-

V-—

genannte Spektralnorm bewiesen, gilt aber fiir jede zugeordnete Matrix-
norm) erscheint o (B) als natiirliches Mafl fiir die asymptotische Kon-
vergenzgeschwindigkeit.

Entsprechendes gilt nun auch bei der intervallmiBigen Iteration;
ist ¢* die (im Falle der Konvergenz eindeutige) Losung von t = A ¢ + b,
s0 erhdlt man mit ¥ := ¢* aus (1) und (3) fir die Iterationsvektoren g,
des Gesamtschrittverfahrens

(g (e (5)0)) < | AT (g ((Xo)s, (x*))) (5)

bzw. Einzelschrittverfahrens

(7 (e (%)) < (€ — 128N UD+ R (g (Kodis (£¥)0).  (6)
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Durch Anwenden einer monotonen Vektornorm und der zugeordneten
Matrixnorm auf (5) und (6) gelangt man zu entsprechenden Norm-
ungleichungen; aufgrund derselben Uberlegungen wie oben kann jetzt
der Spektralradius o (| A|) bzw. o (€ — [ &)1 (| D + R |)) als ein Mab
fur das jeweilige asymptotische Konvergenzverhalten angesehen werden.
In diesem Mal} ist nach Satz 2.9 das Einzelschrittverfahren schneller.

Bei Iteration mit EinschlieBungsmengen 148t sich das Konvergenz-
verhalten beim Gesamt- und Einzelschrittverfahren noch verbessern;
Grundlage dafiir sind die folgenden Sitze:

Satz 2.11. Die Gleichung ¢t = Uyt -+ b habe die Losung t*; dann gilt
fir die Iteration gy = gy + b oder Ty = Lo + (D + R) 1w + b.

(GE) Aus to = t* folgt t, = ¢* fir alle ».

(Dies folgt fiir beide Verfahren aus der Teilmengeneigenschaft der
Intervallarithmetik.)

Ist zusdtzlich o (|U]) <1, so ist die Losung t* eindeulig wund
lim g, = ¢*.

P—> 0

In der Intervallarithmetik wird mit Mengen gerechnet, deshalb liegt
es nahe, auch mengentheoretische Operationen in die Iterationsvorschriften
miteinzubeziehen :

Beim Gesamtschrittverfahren betrachten wir die Iterationsvorschrift:

(GD) Yoz = (U, 4 B) A Y

Beim Einzelschrittverfahren wird entsprechend die (v + 1)-te Ndherung
Dy+1 zu gegebenem Y, implizit definiert durch die Gleichung

(ED) Yos1 = (L1 + (D + R) 9 + D) N Y.

Wie beim gewshnlichen Einzelschrittverfahren lassen sich die Kom-
ponenten von i)41 aufgrund dieser Vorschrift der Reihe nach berechnen
(das FEinbeziehen der Durchschnittsbildung erhéht den Speicherbedarf
nicht!).

Ersichtlich gilt

Satz 2.12. Es sev o (|U]) <1 und Yo > t*; bet Zugrundelegung des
modifizierten Gesamt- oder Hinzelschrittverfahrens (GD) bzw. (ED) bilden

die V), eine absteigende, gegen die eindeutige Losung t* konvergente Mengen-
folge; d. h. es ist

P2N>...29 20 >... und limb =r*

Gegenitber den Verfahren ohne Durchschnittsbildung
(G) Lrr1 = UL, + b bzw.
E) ri1=22wm1+ @+ R+ b

gilt jewesls:
Aus to = Yo folgt 1y = by fir alle ».
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3. Anwendungen

Die Intervallrechnung entstand aus dem Bediirfnis, die bei der nume-
rischen Behandlung mathematischer Probleme auf digitalen Rechen-
anlagen unvermeidbaren Rundungsfehler unter Kontrolle zu bringen und
als Ergebnis einer numerischen Rechnung nicht nur irgendwelche Nahe-
rungswerte, sondern sichere Schranken fiir die exakte Losung des gege-
benen Problems zu bestimmen. Dies setzt ein Rechnen mit speziellen
Mengen reeller Zahlen, ndmlich abgeschlossenen Intervallen voraus, das
auf der Maschine geeignet zu approximieren ist (siehe dazu [1], [8], [11]).

Die Intervallrechnung bietet nun dariiber hinaus die Moglichkeit, bei
Problemen, deren Ausgangsdaten nicht exakt vorliegen, sondern innerhalb
gewisser Schranken streuen, EinschlieBungsschranken fiir die Ergebnisse
zu bestimmen; wir zeigen dies am Beispiel der Gleichungsauflésung:

Satz 3.1. Es sei Ae M, (R) beV, (R), Aec M, (I R)), beV, T R));
g sex die eindeutige Losung vong—ng—}—B * sei Losung von t = Ay -+ b;

weiter sei A e, beb, dann ist t*e *.

Beweis. Wir legen in ¥V, (R) den euklidischen Abstand zugrunde, dann
ist {g lze Va (B) A te r*} eine kompakte, konvexe Teilmenge; diese wird

durch die stetige Abbildung r— A + b in sich abgebildet, sie enthilt

also nach dem Brouwrrschen Fixpunktsatz mindestens einen Fixpunkt
der Abbildung; nach Voraussetzung ist aber r* der einzige.

Nach den Ergebnissen von Abschnitt 2 kann z* im Falle o (| U |) < 1
durch Iteration bestimmt werden; bei Durchfihrung dieser Iteration auf
einer digitalen Rechenanlage ergibt sich das folgende Problem:

Auf jeder digitalen Rechenanlage ist nur eine endliche Teilmenge Ry,
von reellen Zahlen, also auch nur eine endliche Teilmenge I (Ry) < I (R)
vorhanden; die Elemente von I (Rp) werden in einer Maschinenintervall-
arithmetik verknipft, die die Verkniipfungen in I (R) approximiert.

Die nach der Rechenvorschrift g,; = W g, + b oder g1 = & +
+ (D+R) 1+ b in einer vorgegebenen Maschinenintervallarithmetik
berechnete Approximation -* fir die theoretisch exakte Losung *
stimmt deshalb im allgemeinen nicht mit ¢* tberein und kann auch noch
vom Anfangsvektor gy abhéngen. Dann ist aber r} moglicherweise nicht
mehr EinschlieBungsmenge fir die Losungen aller in ¢ =%+ b im
Sinne von Satz 3.1 ,enthaltenen” reellen linearen Gleichungssysteme.
Unser Ziel muf3 deshalb sein, die Rechnung auf der Maschine so zu fithren,
daBl die berechnete Néherung rj; Obermenge der exakten Losung g*
ist und sie noch moglichst gut approximiert.

Um die EinschlieBungseigenschaft ri = t* zu erhalten, geniigt es
im wesentlichen, die Iteration z,.; =g +b (oder rp1 = & Lpe1 -+
+ (D4R 1 +b) auf der Rechenanlage mit EinschlieBungsmengen
durchzufiithren; Grundlage dafiir ist Eigenschaft (GE) aus Satz 2.11.

Wir fragen nun, welche Eigenschaften eine Maschinenintervallarith-
metik besitzen muf, damit (GE) auch fur die auf der Rechenanlage be-
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rechneten Iterationsvektoren gilt. Jede Maschinenintervallarithmetik ist
eine Approximation der iiber dem Korper der reellen Zahlen aufgebauten
Intervallarithmetik. Von der Aufgabe der Intervallrechnung her ergibt
sich nun als grundsétzliche Forderung, daB die in der Maschinenintervall-
arithmetik berechneten Ergebnisintervalle stets die entsprechenden der
exakten Intervallarithmetik enthalten. Diese Forderung wird in einfacher
Weise dadurch erfiillt, dal man bei der Approximation der Elemente
aus I (R) durch Maschinenintervalle aus I (Ry) und bei allen Verkniipfungen
in I (Rys) grundsétzlich nach aulen rundet (siehe dazu [1]). Damit iiber-
tragt sich hier zundchst die EinschlieBungseigenschaft to = ¢* auf die
Darstellung von zp in der Maschine und dann auf die davon ausgehend
in der Maschinenintervallarithmetik berechneten Iterationsvektoren; sie
gilt dann auch fiir das eventuell vorhandene Grenzelement 3.

Anfangsvektoren mit der EinschlieBungseigenschaft ro > r* lassen
sich durch Abschétzen von r* bestimmen; die einfachsten Moglichkeiten
verwenden eine Normalabschitzung von t* aufgrund der Identitdt
t* = Ur* + 0; bei feineren Verfahren wird r* komponentenweise ab-
geschitzt. Wir gehen darauf hier nicht ndher ein und setzen voraus, da8
Anfangsvektoren o mit o = g* zur Verfiigung stehen; dann konnen das
Gesamt- und Einzelschrittverfahren in der modifizierten, wegen der
Durchschnittsbildung schnelleren Form (GD) und (ED) angewendet
werden. In beiden Féllen gilt fur die Iterationsvektoren i,

o= 201> ...2 8 > ... mit limf, = ¢*

Da auf jeder Rechenanlage nur eine endliche Teilmenge von reellen Zahlen

zur Verfiigung steht, muf} jede solche Iteration nach endlich vielen Schritten
auf der Stelle treten. Damit erhdlt man ein einwandfreies Abbrechkriterium :

Die Iteration wird abgebrochen, sobald zwei aufeinanderfolgende Iterations-
vektoren gleich sind. Der letzte Iterationsvektor gibt die in der vorgegebenen
Maschinenintervallarithmetik bei vorgegebenem Anfangsvektor bestmoglichen
Schranken far die exakte Losung t*.

Numerische Beispiele

Die folgenden Beispiele wurden an einer Z 23 der Universitdt Karlsruhe
gerechnet ; die dort implimentierte Maschinenintervallarithmetik ist in [11]

beschrieben.
In der Gleichung £t =%z 4+ b sei

im 1. Beispiel
[ 0.05, 0.15][ 035 0.45][0 ,0.05]

A=|[ 02, 03][—001, 001][0.2 025]],
[—0.2,—01][—025 —0.15][0 ,0.1 ]
[ 0.09, 0.11]
b=[[ 004, 0.06]],
[— 0.15, — 0.05]
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im 2. Beispiel
[0.395,0.405][ 0.095, 0.105] [— 0.105, — 0.095]
A = | [0.195, 0.205] [— 0.005, 0.005] [— 0.205, — 0.195] |,
[0.295,0.305] [ 0.195,0.205][ 0.095, 0.105]

[ 0.095, 0.105]
b=|[ 0245 0.255]
[— 0.205, — 0.195]

Beide Male ist hier ¢ (| % | ) < 1; damit existiert jeweils genau eine Losung
r*, und die Konvergenz der besprochenen Iterationsverfahren ist gesichert.
Anfangsvektoren 1o mit g > r* bestimmen wir durch Abschitzen von
r* = (X§).

Im Falle der Konvergenz, also o (| % |) < 1 existieren zu U stets positive
Zahlen ky, kg, ..., ky derart, daf

_kl*i‘ Y 14y ks <1 fur alle ¢ (vergleiche Satz 2.2);
7 | Bi |
1

1—72,2;|Au'|k5

und der Vektor yo = (¥0) mit Y = [— ¢, ¢] fiir alle ¢ erfallt yo > r*.

fir alle 4,

damit gilt | Xf| <c¢:=max

In beiden Beispielen kommt man nun mit &, =... =4k, =1 zum
Ziel (d. h. es gilt das sogenannte ,,Zeilensummenkriterium‘).

Im 1. Beispiel erhiilt man ¢ = 0.333333335; mit dem Anfangsvektor o
kommt das Gesamtschrittverfahren (GD) nach 34, das Kinzelschritt-
verfahren (ED) nach 21 Schritten zum Stehen bei

[ 0.802453011;0 — 1,  0.185100626]
k= [— 0.42577413319 — 2,  0.105190070] | .
[— 0.237019604 , — 0.569600946]

Im 2. Beispiel wird ¢ = 0.532467535; mit t)o als Anfangsvektor steht
das Gesamtschrittverfahren (GD) nach 39, das Einzelschrittverfahren (ED)
nach 31 Schritten.

Ergebnis:

/

[0.212384260 . 0.250952486 ]
% = | [0.295837054 . 0.327473663 ]
[0.94590410719 — 1, — 0.56715348639 — 1]
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