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Zusammenfassung — Summary

Fehlerabschiitzungen fiir das Quadraturverfahren von Clenshaw und Curtis. Das
Quadraturverfahren von CreENsHAW-CURTIS beniitzt die Extremalstellen des
TsCcHEEBYSCHEFF-Polynoms T, (z) als Knoten. Durch Abschiitzen des Interpola-
tionsfehlers leiten wir bei ungerader Stiitzstellenzahl ziemlich scharfe Fehlerschranken
her. Dabei zeigt es sich, dall ein modifiziertes (offenes) Verfahren, welches nur die
inneren Extremalstellen von 7', (z) als Knoten verwendet, giinstigere Fehlerschranken
liefert. Anschliefend gewinnen wir mit Hilfe der algebraischen Approximations-
konstanten verschiedene ableitungsfreie Fehlerschranken. Zum Schlull betrachten
wir holomorphe Integranden; hier bietet uns die TscEEBYsCHEFF-Entwicklung der
gegebenen Funktion einen giinstigen Ausgangspunkt fur Abschitzungen.

Error Estimates for the Quadrature Method of Clenshaw and Curtis. The
CrexnsEAW-CURTIS quadrature formula uses the extremal points of the CHEBYSHEV
polynomial 7'y (z) as nodes. By estimating the error of interpolation we derive rather
sharp error estimates if the number of nodes is odd. Thereby it appears that a modi-
fied (open) method which uses only the inner extremal points of 7', (z) as nodes
gives better error estimates. In the following we gain some derivative-free estimates
using the degree of approximation by algebraic polynomials. Finally we consider
holomorphic integrands; here the CHEBYSHEV series expansion of the given function
offers a favourable starting point for estimates.

1. Einleitung

Von CrENsHAW-CURTIS (1960) wurde fiir die numerische Integration
ein Verfahren vorgeschlagen, welches man als Interpolationsquadratur-

(n) kn
k

verfahren an den TSCHEBYSCHEFF-Knoten x;,” = cos — (k=0,1,..., n)

deuten kann. Man verwendet folgende Quadraturmethode (vgl. FRASER-
WiLsonN (1966))

1 1
]f(x) do = an (f; 2) dz -+ Bn (), (1.1)
wobel wir - -

Lo (f;2) = Y." by T (x) (1.2)
i=0
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mit
C 2 "
b= 3" - f @) - Ti () (1.3)

k=0

gesetzt haben. (Die beiden Striche am Summenzeichen bedeuten, dall
der erste und letzte Summand zu halbieren ist.) Aus (1.1) erhélt man durch
Integration

1 n
By (f) = [f@da— 3" 4 - f @), 14
-1 k=0

wobei fir gerades n

n

2 i (= 2) « Ty (zi)
a}gn) = 2 —E o & (1.5)

=0

gilt. Die Gewichte af” sind positiv (IMHOF (1963)).

Von verschiedenen Autoren wurden schon Fehlerabschédtzungen fur
dieses Verfahren angegeben (CLENsHAW-CuRTIS (1960), FRASER-WILSON
(1966), CHawrLA (1968), O’Hara-SmiTH (1968)). Die wichtigsten Hilfs-
mittel waren dabei TscEHEBYSCHEFF-Entwicklung des Integranden und
Abschitzung des Interpolationsfehlers bei (w 4 1)-mal differenzierbaren
und bei holomorphen Funktionen. Wir verschérfen durch eine Abschéitzung
des Interpolationsfehlers eine Fehlerschranke von FrasEr-WiLson (1966).
AuBerdem leiten wir ableitungsfreie Fehlerschranken her, die ohne genaue
Kenntnis der Ableitungen des Integranden angewendet werden konnen.
Zum Schlufl betrachten wir holomorphe Integranden und erhalten einige
Verschirfungen der Ergebnisse von CHAwLA (1968).

2. Interpolationsfehler

Mit einer Interpolationsmethode haben Fraser-Wrirsox (1966) die
Abschitzung
1 1
[ Ba (D) < gty 'xen[fl_afl]lf(”“) () | (2.1)
hergeleitet. Wir verschirfen fir gerades » diese Ungleichung mit einem
Verfahren, wie es dhnlich auch bei der Untersuchung der NewroN-CoTEs-
Formeln verwendet wird (vgl. KryLov (1962), S. 791f.).

Lemma 2.1. Es sei n > 2, gerade. Dann wechselt die Funktion

E4

Q (@) = 2741 . f (62— 1) - Up_1 (t)dt im Intervall [—1, 1] das Vor-

0
zeichen nicht, und es gilt
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I e e — , falls n =0 (4)

Q(—1) =
\ 2n¢1n >.fa’ll8 %42( ) (22)
:(—1)?-2 {1+ o0 (1)} fur n — 0.
1 2
f“Q {_<n+2>-[<n+22—1]+n-(n2—1>
1 2% 2
T2 2P —~1]+(*1) [n2—4 +—n‘]} (2:3)

»
2

1
Beweis. Aus der Darstellung
w(x) =271 . (32 — 1) . Uy (2) (2.4)

folgt mit der Rekursionsformel fir die TscaEBYSCHEFF-Polynome zweiter
Art U, (x)

wx)=2"721.[Uppy(x) — 2. Uy (@) + Up-1 ()] (2.5)
Verwendet man nun die Relation U, () :Tjr—l - Ty .1 (%), so erhilt
man

n Kl

0Q () = 2-n1. {Tn+2 (ff:é_ Dz 2 [= T <92 + (= 1)?]
n (2.6)

Toglw) + (= 1)2
+ n— 2 }

Nun gilt | Ty (x) | <1 fiir xe[— 1, 1]. Also gilt in diesem Intervall

[=0 fir n=0(4)

| <0 fiir n=2(4)" (2.7)

2 (=)
Aus (2.6) erhilt man fir x = 1 die Behauptung (2.2). Durch Integration
1

folgt unter Verwendung von f Tom () dt = die Beziehung

T imr— 1
-1
e 2 4
fg(t)dt:2nl'{_ (n+2)'[(”+2)2—1]+7L-(n2—1)
9 4 5 (2.8)
2 L .
_(7%—2)-[(n—2)2_1]+(—1)2 [n+2+n+7z—2]}'

Satz 2.2, Die Funktion f(x) sei (n + 2)-mal stetig differenzierbar im
Intervall [— 1, 1]. Dann lif¢ sich der Fehler Ry (f) darstellen in der Form
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(n+2) 1 (n+2) 2
Ra(fy=2-0q) - LI2E T fﬂ (2.9)

mat geetgneten Punkten &,, &, e[— 1, 1].

Beweis. Fiir den Fehler einer Interpolationsquadraturformel! gilt
(vgl. Kryrov (1962), S. 791ff)
1

Ru (f) — fw(t) T s - . ] dE (2.10)
-1 .
wobei [, g, . .., 2] die n-te dividierte Differenz an der Stelle ¢ fir den
Integranden f (f) und die Knoten z,, ..., #, bezeichnet. Fiar x e [— 1, 1]
gilt bekanntlich
ft2) (&)
W [.CL', xo, « ey 96‘"] == (n + 2)! (2‘1]‘)

mit geeigneterh E£e[—1,1]. Aus (2.10) erhalten wir durch partielle

Integration
1 1
|

By (f) = [, @, ..., 2] 2 (8 \ f?;l? (£, g, + .., 2p] £ () di
-1 -1

) (2.12)

(n+2) (g, d
:2.9(1)ﬁ)%—fm[t,xo,..., 2n] Q (t) dt

-1
Wegen (2.7) konnen wir auf das Integral den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung anwenden und erhalten die Behauptung (2.9).

In der Abschitzung (2.9) wiirde man gern die beiden i. a. verschiedenen
Punkte &,, &, durch einen einzigen Punkt ersetzen. Dies liefle sich z. B.
erreichen, wenn die Koeffizienten von f®#+2) gleiches Vorzeichen héatten
oder wenn der PEaNo-Kern von einheitlichem Vorzeichen wire. Die erste
Bedingung ist sicher nicht erfullt, wie man an (2.2) und (2.3) sieht. Aber
auch der Praxo-Kern braucht nicht immer einheitliches Vorzeichen zu
haben, wie das Beispiel n = 4 zeigt Es gilt ndmlich

1
Ry (f) =7 - fK 1O (t (2.13)
mit dem Praxo-Kern
(1 — e (1 — gy V ~
6 15 rgosisl
Kity=y a—sop - S(VT B t)s ) 153 (2.14)
6 15 15 fir 0 <t <5

symmetrisch zu ¢ = 0.
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Hieraus erhdlt man K, (0) = 713— — % — »2—1/?1-5— > 0.
Andererseits gilt fir 1/22— <t <1:
(1 —zp ;
Ky(t) =55 {5+ (1—1)— 2} <0. (2.15)

Bemerkung 2.3. Man kann versuchen, die Abschidtzung (2.9) durch

die Wahl einer gimstigeren Stammfunktion o () von w (x) zu verbessern.
@

Der einfachste Fall E(x) = f w (f) dt scheidet aus; zwar verschwindet Q
-1

an den Intervallenden, aber 5(90) wechselt das Vorzeichen in [— 1, 1].

Die optimale Stammfunktion Q% (x) erhdlt man durch Q% (x) = 2 (x) —

— Q (@™ 1). Denn Q (2) nimmt in %  seinen Extremwert an, wie man

2 2
durch Vergleich der relativen Extrema Q (zf”) (k =0, 1, ..., n) erkennt.

Man erhilt so etwas giinstigere Werte fiir die Konstanten in (2.9): Es sei
n =0 (4). Dann gilt

0% (1) = 21 . {T”jz : [1 — cos %—fi] —%} (2.16)
1
® — 9-n . ) __ 1 2
fg () dt =2 { W+ [+ 2P =11 n(we — 1)
-1 (2.17)
1 2 27 2
T m—2) - [m—2r—1]  nt—4 'COST_W}‘

Fir grofe Werte von n gewinnt man aber nur wenig gegeniiber der Ab-
schitzung (2.9).

Bemerkung 2.4. Tm Sinne der Abschétzungsmethode

1
1
[Ba(P)] Sy [1w@1de swp [0 @) (@19
-1
ist das Polynom w (z) = 2771 . U,y (%) optimal (Topp (1962)).

Das Verfahren von CreENsEAw-CURTIS ist nur um einen Faktor 2
ungiinstiger als dieses optimale Verfahren (Fraser-Wrirson (1966)). Die
optimale Formel im Sinne unseres oben verwendeten Abschitzungsver-
fahrens erhdlt man mit den Nullstellen eines Polynoms w (x) = Py .o ()
als Knoten, wobei Pyi9 (x) den folgenden Bedingungen geniigt:

&) Pn+2 (—-— ]-)ZP?'H—Z (1)=0
b) Ppie () =0 fir | 2] < 1.
¢) Po(xx) =0 fur n + 1 Punkte xz: — 1 <o < 2y... < @ < 1.

1
d) f Puya (x) dz = Min.
1
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Das Polynom 9] (x) = 2-»1. f Ups1 (8)dt =201, —a i3 g

-1
niigt den Bedingungen a), b) und ¢). Da Q (2) auberdem gleichférmig
zwischen 0 und 2-7-1 . (n | 2)~1 oszilliert, kommt 2 (x) auch dem in
d) geforderten Minimum sehr nahe. Fir dieses Verfahren erhélt man mit

f Q@) dx = —7&2_{_”2- ’ {2 + W%ﬁT} die Fehlerabschitzung

Fin+2) (&) 1
Bai=9mir-mr o {1 + —@ij} (2.19)

fur ein geeignetes £e[— 1, 1]. Mit dem ftblichen Schiuf, wie er von
Fehlerabschétzungen fir die NEwToN-CoTES-Formeln bekannt ist, folgt
aus (2.19), dafl der Prawxo-Kern nicht-negativ ist (vgl. Krvrov (1962),
S. 89f.).

Diese offene Formel erweist sich bei unserem Abschitzungsverfahren
auch giinstiger als die entsprechende geschlossene Formel mit den Null-

stellen von U, (m s Z 3
koeffizienten zu Eins, so erhidlt man
1 n+1
v =l | el i)
n 4 2
Die zugehorige Stammfunktion £ (x) hat die Form

Q () = (2 COS ——5- Fn_ fUnH( + )d

) als Knoten. Normiert man den Héchst-

(2.20)

w  |~n—2 Tn+2(m- cos n+2)
n+ 2 J ) n -+ 2

2 (x) wechselt das Vorzeichen in [— 1, 1] nicht und verschwindet fir
x = + 1. Wir erhalten dann wie oben fir ein geeignetes £e[— 1, 1]

{n+2)
Ro(f) = w2
2n.(cos_—-) S 2)! (At 2) - [+ 2)2 — 1]

= 2~n-1. (eos

. (2.21)

Man verliert also gegeniiber der entsprechenden offenen Formel einen
Fakt 4 —-n—2
aktor (COS m) .

Aus den obigen Abschitzungen ergeben sich auch Vergleichsméglich-
keiten mit den NEwToN-CoTES-Formeln. Bei diesen Formeln hat fiir grofle

(gerade) n der Koeffizient der (n 4 2)-ten Ableitung den asymptotischen
Wert (—27)7“3 . n’-[‘li?h]—z (HiLpEBRAND (1956), S. 79). Der Quotient

n
aus diesem Wert und dem Koeffizienten in (2.19) hat den asymptotischen
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4\n /9 .
Wert (‘n‘) - 8. T-lectfg%]? . Fiir n = 10 ist somit die Formel (2.19) um

ungefdhr einen Faktor 25 giinstiger als die entsprechende NewToN-CoTES-
Formel vom gleichen Genauigkeitsgrad.

3. Fehlerabschitzungen mit Hilfe von Approximationsgrifien

Die bisher hergeleiteten Abschétzungen enthalten hohere Ableitungen
des Integranden. Es ist aber oft so, dali diese Ableitungen in einzelnen
Punkten des Integrationsintervalls grof sind und auf diese Weise die
Fehlerschranken sehr grob werden. Man hat sich deshalb in neuerer Zeit
mit dem Problem beschéftigt, brauchbare Abschidtzungen zu gewinnen,
die ohne explizite Verwendung von Ableitungen auskommen. Fir die
vorliegende Quadraturmethode nach CLENSEAW-CURTIS ist die Abschéitzung

[ 4-E,(f) firn=1(2)
<

B (DS | 4 - Bpia (f) fiir n=0(2)
bekannt, wenn B, (f) die Minimalabweichung bei gleichméBiger Approxi-
mation mit Polynomen vom Grad < n bezeichnet (vgl. LOCHER-ZELLER
(1968), Locmer (1968)). Fur (n -+ 1)-mal stetig differenzierbare Funk-
tionen folgt nach Anwendung einer Abschitzung von E, (f) nach oben
(vgl. MEINARDUS (1964), S.78):

1

VB (N S gz groyr LS 1]|f("+1) (@) . (3.2)

(3.1)

Dies bedeutet eine Vergréberung um einen Faktor 2 gegeniiber der Ab-
schitzung (3.2) bei Fraser-Wirson (1966) und um einen Faktor —Z~

gegeniiber unserer Fehlerschranke (2.9). Wir weisen aber darauf hin, daB
die Approximationskonstante #, (f) meist numerisch viel leichter zu-
ginglich ist als die hoheren Ableitungen einer Funktion (vgl. Emrricz-
ZELLER (1964), (1965)). Die Abschitzung (3.1) laBt sich noch vereinfachen
und verschérfen.

a) Fir die CLENSHAW-CURTIS-Formel gilt

Ry (f) = Bon () + % & - f () — 2 af’ - f@").  (3.3)

Wir setzen
alf™ — o, falls k== 0 (2) ist,
af™ = z (3.4)
al™, falls k=1 (2) ist,
und erhalten

Ry (f) = Ron (f) + 2 o - f (). (3.5)

Dies ergibt die Fehlerschranke

Ry (f)| <4 Bownr () + E o - f (@) k (3.6)
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In vielen Fillen kann der Term 4 . Egyy1 (f) vernachlissigt werden,
so etwa falls f (z) gentigend glatt ist. In diesem Fall besagt die Relation
(3.6), daB} sich der Fehler R, (f) durch die Differenz zweier aufeinander-
folgender Néherungen abschétzen laft.

b) In manchen Killen interessiert nur die GroéBenordnung des Fehlers.
Man méchte dann mit méglichst wenig Rechenaufwand zu brauchbaren
Abschétzungen gelangen. Eine ziemlich scharfe und auf einfache Weise
zu berechnende Schranke erhélt man in der Form

BN <oy 1 Zna () | + &, (3.7)

wo Ly i (f) die diskrete Approximationskonstante bei Approximation
mit Polynomen von héchstens (n — 1)-tem Grad an den TSCHERYSCHEFF-

Knoten a” = cos —k—— (k=0,1, ..., n) bezeichnet. Die Gréfle L, (f)

hat den numerischen Vortell, daB sie auf einfache Weise aus den Funktions-
werten, welche man zur Quadratur beniitzt, errechnet werden kann:

Lna ()= {5 - +2—1 fr) + g (=1 (=1} 38)

DaB das Funktional Ly, (f): =3 4_
von | By (f) | hat, 148t sich auf folgende Weise motivieren. Wir vergleichen
das Verfahren von CLENSHAW-CURTIS mit der Methode von LosaTTo.
Dieses Quadraturverfahren vom Gauss-Typ hat bei Verwendung von
7 4~ 1 Knoten den Genauigkeitsgrad 2 n — 1 (vgl. KryLov (1962), S.1701T.).
Die Knoten der LoparTo-Formel liegen in der Nidhe der Knoten des
CrExsEAW-CURTIS-Verfahrens (vgl. Tabelle 1). Es gilt

T+ | Ln—1 (f) | die GroBenordnung

n

Ra (f) = +2*<“> @) =Y a” - f (@) (3.9)

k=0

(Die Tilde deutet an, dall es sich um GroBen handelt, die zum LosarTO-
Verfahren gehoren.)

Tabelle 1. (n = 186)

k x%") ‘i Zc;:b) ,Q\C/k — Xy a}cn) ‘ ;;c”) } ~Ic ~— g
0 — 1.0000 L 1.0000 0.0000 0.0039 ‘ 0.0074 0.0035
1 — 0.9808 — 0.9731 0.0077 0.0374 | 0.0449 0.0075
2 — 0.9239 — 0.9109 0.0130 0.0755 0.0792 0.0037
3 — 0.8315 — 0.8157 0.0158 0.1089 0.1106 0.0017
4 — 0.7071 — 0.6910 0.0161 0.1390 0.1380 — 0.0010
5 — 0.5556 — 0.5414 ¢ 0.0142 . 0.1632 0.1604 ' — 0.0028
6 — 0.3827 ~— 0.3722 0.0105 0.1815 0.1777 — 0.0038
7 — 0.1951 — 0.1895 0.0056 0.1925 0.1872 — 0.0053
8 — 0.0000 0.0000 0.0000 0.1964 0.1907 — 0.0057
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Es sei Py () das Polynom bester Approximation fiur f(x) in den
Knoten z{”. Dann gilt
@) — Ppy @) = (— DLy (f) (k=0,1,...,m). (3.10)
Da die Knoten 2{® in der Nihe der Punkte x{” liegen, gilt

F@EP) = P @) = (— V¥« L1 (f) + ex (3.11)
Der Fehler s; kann meist vernachlz\smgt werden, da die Funktion
f(x) — Py-1 (z) in der Néhe von zi" aufgrund der Alternantenbedingung
ein relatives Extremum besitzt. Anderungen im Argument bewirken dann
nur kleine Anderungen im Funktionswert. Aus (3.9) erhalten wir

Bu (f) = Ba(f) + 2 Y - (= 1k - Ly (f) + éaz"’ - ek
F=0 (3.12)
— Z af? -+ (— 1)k « Ly (f)
und hieraus bei Vernachlissigung des Terms éa;:” - ep
o
| Ba(f)| <| R +{z~<"> |
(3.13)
+ { 2 A (= DF L [ Laa ()1
Hieraus folgt
| Ra(f) | <1 Bu(f) +|fa§c’“ (= DE Ln—1<f>§
. i (3.14)
T — ) (= D Laa () +| T el - (= D Laa ().
~ o

n
ist klein gegeniiber z a - (— 1)’6}
E=0
und kann meist vernachlédssigt werden. Wir erhalten so die Relation (3.7).

Der Term ’2 (— )% . {@ — a}
r

Diese Abschitzung ist um den Faktor n—gzj—l— besser als die Abschitzung

(4.7) bei FrasEr-WIirLson (1966) und gibt, wie etwa die dort angegebenen
Beispiele 1—3 in Tabelle 2 zeigen, far geniigend glatte Funktionen den
Fehler ziemlich gut wieder.

4. Holomorphe Funktionen
Im folgenden betrachten wir Funktionen, welche sich vom Intervall
[— 1, 1] aus holomorph ins Komplexe fortsetzen lassen. Dann gibt es
Ellipsen €, mit der Halbachsensumme ¢ = @ 4+ b und Brennpunkten
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1, — 1 so, dafl f(#) im Innern von &, holomorph und in der abgeschlos-

senen Ellipse G, stetig ist. Fir Funktionen dieses Typs hat CEwaLA (1968)
die Fehlerabschitzung

50 ) o

e b s R e i ey

(wo M (q) = sup | f (2) |) hergeleitet.
ze€

q
Nach einer Abschitzung von BERNSTEIN (vgl. MEINARDUS (1964),

S. 84) gilt fiir Funktionen obigen Typs

2-M(q)
E. (f) < g0 (4.2)
Aus (3.1) erhalten wir somit
ey (1;4_@1) fir 7 = 1 (2)
| B (f) | < 8. M) (4.3)

Trotz ihrer einfachen Herleitung ist diese Abschitzung nur um ungefihr
einen Faktor 2 gréber als (4.1). Eine giinstigere Fehlerschranke kann
man erhalten, wenn man von der TscnEByYSCHEFF-Entwicklung der Funk-
tion f (x) ausgeht. Bekanntlich 148t sich unter den obigen Voraussetzungen
f(x) in eine gleichmédBig konvergente Reihe nach TscHEBYSCHEFF-Poly-
nomen entwickeln:

f@=Y a- T (@) ' (4.4)
=0
Daraus folgt fir n = 0 (2)
Rn (f) = E Ky * Rn (Tﬂ) = E x2p * Rn (TZv)- (4.5)
r=0 n
v= 5 +1

Fiar R, (T9) erhalten wir

1 n
|Rn(T27)1<Usz(x) da Hzak; Tgp(xk)éng_T—}- 2. (4.6)

-1 k=0

Somit ergibt sich

B 1< T Lo+ el (4.7)
7

y= 41

Die Koeffizienten o, lagsen sich abschédtzen in der folgenden Weise (vgl.

MemxvarDUS (1964), S. 84):

2. Mg
¢

Computing 4/4 21

o | < (4.8)
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Damit erhalten wir

[Ra(f)| <2 M (g) - § fr+2 e

=gkl (4.9)

N R S M@
<2 \mFroI T me-n

Fir festes ¢ ist diese Fehlerschranke beziiglich # asymptotisch gleich
der oben zitierten Fehlerschranke von Cmawrna (1968).

Diese Abschitzung ist noch verbesserungsfihig. Integriert man die
TscHEBYSCHEFF-Polynome mit dem Verfahren von CrexsEaw-CURTIS,
so hat der Fehler, wie eine einfache Rechnung zeigt, die GroBe

2 2
492 — 1 + 4m: —1"7

By (Ty) = — (4.10)

falls 2y =290 + 2m mit 0 < 2m << n. Damit erhalten wir

n

~ 2 2
- Z 2{‘129"—2”'[_ 4(pn —m): —1 + 4m2—1]

o=1 m=0 (4.11)
2 2
+ %2on+2m * [— don +m)—1 + 4 m? — 1]}

Fir Funktionen des oben behandelten Typs gilt wegen (4.8)

| Bo ()| <50

-1

8
IR

1 2 2
q2en—2m—(n+2> N den =1 T ame =T

N\l
||M

1 2 2
+ q2gn+2m——(n+2) : ["— 4(Qn+m)2—l + 4m2_1]}. (4.].2)

In der Doppelsumme erhdlt man den einzigen von ¢ freien Term fir

o=1und m = %— 1. Dieser hat die Grofle

—2 2
mrap—1T T m=2p—1

s(n): = :% {1 +o0(1)} fur n — co.

(4.13)

Alle anderen Summanden sind von der Form ¢, (n) - ¢=2°, und die Koef-
fizienten ¢, (n) geniigen der Abschitzung

few(n) | < 2—}—42_1<22furn>2. {4.14)
Die Reihen in (4.12) lassen sich also abschédtzen durch

2,2
¢ —1"

s() +q2-22.- Y ¢ =s(n) +

r=20
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Wir erhalten somit

| R (f) | <22

g s+ 22 (4.15)

Im Einzelfall lassen sich bei gegebenem n die GroBen ¢, (n) noch schirfer
abschitzen (insbesondere fur kleine v, wo ¢, (n) ungefdhr den Wert s (n)
hat). So kann man etwa fir n = 10 die Schranke

| Ry (f) | <2220

qu
erhalten. Dies bedeutet eine Verbesserung um einen Faktor 50 gegen-
iber (4.9).

2.5(10) fur ¢ >3 (4.16)
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