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Fehlerabschiitzungen fiir das Quadraturverfahren 
yon Clenshaw und Curtis 

Von 

F. Locher, Tiibingen 

(Eingegangen am 18. Dezember 1968) 

Z u s a m m e n f a s s u n g -  Summary 

Fehlerabsehiitzungen fiir das Quadraturverfahren yon Clenshaw und Curtis. Das 
Quadraturverfahren yon CLw.~CS~rAw-CuRTIS beniitzt die Extremalstellen des 
TSCHEBYSCHEFF-I~olynoms Tn (x) als Knoten. Durch Absch/~tzen des Interpola- 
tionsfehlers leiten wir bei ungerader Stiitzstellenzahl ziemlich scharfe Fehlerschranken 
her. I)abei zeig~ es sich, dab ein modifiziertes (offenes) Verfahren, welches nm" die 
inneren Extremalstellen yon Tn (x) als Knoten verwendet, giinstigere Fchlerschranken 
liefert. Ansehliel3end gewinnen wir mit  t t i lfe der algebraisehen Approximations- 
konstanten verschiedene abteitungsfreie Fehlerschranken. Zum SehluB betrachten 
wit holomorphe Integranden; hier bietet uns die TSCEEBYSCHEFF-Entwieklung der 
gegebenen Funktion einen giinstigen Ausgangspunkt fiir Abschi~tzungen. 

Error Estimates for the Quadrature )Iethod of Clenshaw and Curtis. The 
CLE~SHAW-C~:aTrS quadrature formula uses the extremal points of the CHEBYSttEV 
polynomial Tn (x) as nodes. By estimating the error of interpolation we derive rather 
sharp error estimates if  the number of nodes is odd. Thereby it appears that  a modi- 
fied (open) method which uses only the inner extremal points of Tn (x) as nodes 
gives better error estimates. In  ~he following we gain some derivative-free estimates 
using the degree of approximation by algebraic polynomials. Finally we consider 
holomorphic integrands; here the C~E]3u series expansion of the given function 
offers a favourable starting point for estimates. 

1. Einleitung 
Von CLE~SHAW-CVR~IS (1960) wurde fiir die numcrische Integrat ion 

eir~ Verfahren vorgeschlagen, welches man als Interpolationsquadratur- 

k~ (k=0 ,  1, n) verfahren an den TSCHEBYSCHEFr-Knoten x(k n) --~ cOS --~- .. . ,  

deuten kann.  Man verwendet  folgende Quadra turmethode  (vgl. FRASER- 
~TILSO~ (1966)) 

1 1 

--1 --1 
wobei wir 

n 

Ln (f; z) = ~ "  b~ T~ (x) 
i=0 

(1 2) 
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mit 

2 (n) /~(n)) b~ -= Z "  ~ " f (xk ) " T i t %  �9 (1.3) 
k = 0  

gesetzt haben. (Die beiden Striehe am Summenzeichen bedeuten, dag 
der erste mid letzte Summand zu hMbieren ist.) Aus (1.1) erhglt man dnreh 
Integration 

1 n 

Rn (f) = f f (x) dx - Z "  f (xp)), (1 
- 1  k = 0  

wobei fiir gerades n 

2 

�9 T~, ( x ~ )  (1.5) a(kn ) 2 ,, (-- 2) (~' 
= - n -  " 4 ~2-~ i 

~ = 0  

gilt. Die Gewichte a(k n) sind positiv (IMgoF (1963)). 
Von verschiedenen Antoren wurden sehon Fehlerabseh/itzungen fiir 

dieses Verfahrer~ angegeben (CLE~S~AW-CURTIS (1960), FRASeR-WILSON 
(1966), CgAWLA (1968), O'HARA-SMITg (1968)). Die wiehtigsten Hilfs- 
mittel waren dabei Tsc~E~u des Integranden und 
Absch/itz~ng des Interpolationsfehlers bei (n + 1)-mal differenzierbaren 
und bei holomorphen Fnnktionen. Wir verschs durch eine Absch/itzung 
des Interpolationsfehlers eirm Feh]erschranke yon FRASER-WILSON (1966). 
AuBerdem leiten wir ableitungsfreie Fehlersehranken her, die ohne genaue 
Kenntnis der Ableitungen des Integranden angewendet werden kSnnen. 
Zum Schlug betrachten wir holomorphe Integranden und erhalten einige 
Versch/~rfungen der Ergebnisse yon CgAw5A (1968). 

Mit einer 
Absehi~tzung 

2. I n t e r p o l a t i o n s f e h l e r  

Interpolationsmethode haben FRASEg-VC'ILSON (1966) die 

I 
i R a ( f )  1 ~ 2n-~(~ + 1), " m a x  If(n§ (x) ]  (2.1) 

�9 x e  [ - - 1 ,  1]  

hergeleitet. Wir versch~rfen fiir gerades n diese Ungleichung mit einem 
Verfahren, wie es /ihnlieh auch bei der Untersuchung der •EWTON-COTES- 
Formeln verwendet wird (vgl. KRYLOV (1962), S. 79ff.). 

Lemma 2.1. Es sei n > 2, gerade. Dann  wechselt die Funkt ion  
X 

12(x) = 2-n+l .  f (t 2 _  1) �9 Un- l ( t )  dt  im Intervall [-- 1, 1] das Vor- 

0 

zeichen nicht, und es gilt 
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. (2(--  1) ~- .O(1) ~- 

~ n  
2~+~ �9 (~2 _ 4) , ~-"ja~s n ~ 0 (4) 

n I 

= ( -  1 ) 2  " 2 ~ - 1 . ~  

4 

�9 {1  -~- o (1)}  f ~ r  n - +  oo. 

f { 1 2 Y2 (t) dt = 2-n . - -  (n + 2) . [(n + 2)~ - l] + ~ , . ( n ~ - l )  

- - I  ~'I, 

__ -~- ( - -  1) 2 �9 ~_ 
(n . . . .  2) [ (n  n ~ 4 ' 

1 
= ( - -  1 ) 2 "  2 " - ~ . n  "{1 ~ - o ( 1 ) } f a r  n ~ c c .  

(2.2) 

(2.3) 

Beweis.  Aus  der  Dar s t e l lung  

W (X) = 2 - n + l  �9 (X 2 - -  1) �9 Un_ l(x) ( 2 . 4 )  

folgt  mi t  der  Rek~r s ions fo rme l  fiir die T S C ~ B Y S C g E r F - P o l y n o m e  zwei te r  
Ar t  Un (x) 

W (X) = 2 - n - 1  �9 [ U n +  1 (x)  - -  2 �9 U n (x) ~- Un_ 1 ( x ) ] .  ( 2 . 5 )  

1 
V e r w e n d e t  m a n  n u n  die R e l a t i o n  Un (x) = n + 1 " T~'+I (x), so erh/fl t  
m a i l  

n n 

~Q(X) ---- 2 - n - l "  { T n + 2 ( : : + 2  + ( -  1)2 _~_ 2 - [ - -  Tn(X)n ~- ( -  1 ) ~ ]  

s (2.6) 

Tn_2 (~__ +2 ( -  1)~ } .  § 

N u n  gilt  ]Tm (x)[  ~< 1 fiir  x e  [ - - 1 ,  1]. Also gil t  in d iesem I n t e r v a l l  

z9 (x) / >~ 0 f i i r n  ~ 0 (4) (2.7) 
I~< o f~ir n - 2 (4) 

Aus (2.6) erh/i l t  m a n  ffir x = 1 die B e h a a p t u n g  (2.2). D u r c h  I n t e g r a t i o n  
1 

f folgt  u n t e r  V e r w e n d u n g  y o n  T2m ( t ) d t -  4 m  ~ - 1  die Bez iehung  

- - 1  
1 

~?(t) d t = 2 - n - ~ .  - -  ( n + 2 ) . [ ( ~ + 2 ) ~ - 1 ]  § n - ( n ~ - ~ )  

- 1  (2 . s )  

2 
- -  ( ~ - 2 ) . [ ( n - 2 ) ~ - ~ ]  §  ] ) ~ "  ~ § ~ -  + ~  " 

Satz 2.2. Die Funkt ion  f (x) sei (n + 2)-real 8tetig differenzierbar im 
Intervall [ - -  1, 1]. Dann  l~ifit sich der Fehler R~ ( f )  darstellen in der Form 
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1 

f (t) d t  (2.9) R , ~ ( f ) = 2 . t 2 ( 1 ) .  (~+2)~ (n+2)~ " 
--1 

m i t  g e e i g n e t e n  P u n k t e n  $,, $~ ~ [-- 1, 1]. 

Beweis. ]?fir den Fehler  eirmr Interpola t ionsquadraturformel  gilt 
(vgl. KRYLOV (1962), S. 79ff,) 

1 

R n  ( f )  = f w (t) �9 [t, x o, . . . ,  xn]  d t ,  (2.10) 

- -1  

wobei [t, Xo, . . . ,  Xn] die n-re dividierte Differenz an der Stelle t ffir den 
In tegranden  f (t) a n d  die Knoten  x o . . . .  , Xn bezeichnet. Fhr  x E [-- 1, 1] 
gilt bekannt l ich 

d /(n+2) (~) 
d x  [X, Xo, . . ., Xn] - -  (n + 2)! 

mit geeignetem 
Integration 

s~E [ - - 1 ,  1]. Aus (2.10) erhalten 

( 2 . 1 1 )  

wir dutch  partielle 

mit  dem PEANo-Kern 

(1 - -  tV 
6 

K 4 (t) = 

(1~5t)5 fiir ~-~-~<t ~<1 

fiir 0 ~<t ~ < - -  
6 15 15 

symmetr isch zu t = 0. 

V~ (2.1~) 
o 

1 1 

R n  ( f )  = [t, Xo, . . ., xn]  .(2 (t) - -  -dT [t' Xo' . . ., Xn] ~ (t) d t  

- -1  - -1  
1 (2.12) 

/(~+~, (~,, f d [t, Xo, xn]  .(2 (t) d t .  = 2 �9 ,Q (1) (n -t- 2)! ~ " ' "  

--1 

Wegen (2.7) kSnnen wir auf  das Integral  den Mittelwertsatz tier Iategral-  
rechnung anwenden und  erhalten die Behauptung  (2.9). 

In der Absch//tzung (2.9) wiirde man  gern die beiden i. a. verschiedenen 
Punk te  },, }~ durch einen einzigen P u n k t  ersetzen. Dies liege sieh z. B. 
erreichen, wenn die Koeffizienten yon f (n+2)  gleiches Vorzeichen h/~tten 
oder wenn der PEX~o-Kern yon einheitl ichem Vorzeichea w//re. Die erste 
Bedingnrtg ist sicher nicht  erfiillt, wie man  an (2.2) und (2.3) sieht. Abet 
auch der PEA~o-Kern braueht  nicht  immer eir~heitliches Vorzeichen zu 
haben, wie das Beispiel n = 4 zeigt. Es gilt ns 

1 

i f  _n~ ( f )  = ~ .  �9 K ~  (t) �9 f(~) (t) d t  (2.~3) 

--1 
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1 1 V 2- 
H i e r a u s  erh/i l t  m a n  K 4 (0) - -  6 15  2 �9 15  > 0. 

Andere r se i t s  gil t  fiir ~< t ~< 1 : 

K 4 ( t ) - -  ( l - t )  5 . { 5 . ( 1 _ t ) _ 2 }  ~<0. (2.15) 
3O 

B e m e r k u n g  2.3. Man  k a n n  ve r suchen ,  die Absch/~tzung (2.9) d u r c h  

die W a h l  e iner  gtir tst igeren S t a m m f u n k t i o n  to (x) y o n  w (x) zu verbessern .  
X 

Der  e in fachs te  Fa l l  ~ ( x ) =  f l w  (t)dt scheide t  aus ;  zwar  v e r s c h w i n d e t  

--1 

an  den  I n t e r v a l l e n d e n ,  aber  to (x) wechse l t  das Vorze ichen  irL [ - -  1, 1]. 
Die  op t ima le  S t a m m f u n k t i o n  to* (x) erh/f l t  m a n  d u r c h  to* (x) = tO (x) - -  
- -  tO (x(n n) . . . .  1). Denn  tO (x) n i m m t  in x(n n) 1 seinen E x t r e m w e r t  an,  wie m a n  

2 2 

du rch  Vergle ich  der  r e l a t i ven  E x t r e m a  tO (x(Z)) (k ----- 0, 1, . . . ,  n) e rkenn t .  
Man  erh/i l t  so e twas  gf inst igere  W e r t e  fiir die K o n s t a n t e n  in (2.9): Es  sei 
n -  0 (4). D a n n  gil t  

tO*(1) = 2 - n .  n ~ _ ~  �9 1 - -  cos n - -  ' 

1 

tO* (t) dt = 2 - n  �9 - -  (n + 2) �9 [(n + 2) 2 - 1] -~- n (n 2 - 1) 

--1 (2.17) 
1 2 2~z 2 ]  

- -  ( n - 2 ) . [ ( n - 2 )  3 -  1] - -  n 2 ~ ' c ~  n n ~ "  

Fi i r  g roge  W e r t e  y o n  n gewinn t  m a n  aber  n u r  wenig gegerli iber der  Ab-  
sch/ i tzung (2.9). 

B e m e r k u n g  2.4. I m  Sinne der  A b s c h i i t z u n g s m e t h o d e  

1 

I R~ ( f )  I ~< (~ + 1)! " l w (x) [dx  �9 sup If(n+l) (x) l (2.18) 
x~ [--1,1] 

--1 

ist  das  P o l y n o m  w (x) = 2 -n-1  �9 Un+l (x) o p t i m a l  ( T O D D  (1962)). 
Das  V e r f a h r e n  y o n  CImNSI~Aw-Cm~TIS ist  n u r  u m  e inen  F a k t o r  2 

ungi ins t iger  als dieses op t ima le  V e r f a h r e n  (FRAsER-WILso~r (1966)). Die 
op t ima le  F o r m e l  im Sirme unseres  ober~ v e r w e n d e t e n  Absch/s  
f ah rens  erh/ i l t  m a n  mi t  den  Nul ls te l len  eines P o l y n o m s  w (x) = P~+2 (x) 
als K n o t e n ,  wobei  Pn+2 (x) don fo lgenden  B e d i n g u n g e n  geni ig t :  

a) Pn+2 (--  1) = Pn+2 (1) --~ 0. 
b) Pn+2 (x) >~ 0 fiir I x ]  ~< 1. 
c) P ~ + 2 ( x ~ ) = O  fiir n - k  1 P u n k t e  xk: - -  1 ~<x o <  x ~ . . . <  xn <~1. 

1 

d) fl P n + 2  (x)  dx = M i n .  
1 2  

--1 
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9~ 

Das Polynom ~ (x) = 2 - n - 1  �9 f Un+ 1 (t) d t  : 2 - n - 1  �9 T,+~ (x) - 1 n +  2 ge- 
--1 

niigt den Bedingungen a), b) u n d c ) .  Da sg(x) augerdem gleichfSrmig 
zwischen 0 und 2-n-1 .  (n + 2)-1 oszilliert, kommt ~9 (x) aueh dem in 
d) geforderten Minimum sehr nahe. Fiir dieses Verfahren erh//lt man mit 

1 

f --2-n-1 { 2 } die Fehlerabsch~tzung ~ (x)  d x  = ~ + e �9 2 +  ( ~ + 2 ) ~ - 1  
--1 

R ~ ( f ) =  2 n . ( ~ + 2 ) ~ . ( ~ + 2 )  " 1 +  ( ~ + 2 ) , _ 1  (2.19) 

fiir ein geeignetes $ e [ - -1 ,  1]. Mit dem iiblichen Sehlu$, wie er von 
Fehlerabsch/s fiir die NEWTO~C-COTES-Formeln bekannt ist, folgt 
aus (2.19), daI~ der PEA~o-Kern nicht-negativ ist (vgl. KRYl, OV (1962), 
S. 89f.). 

Diese offene Formel erweist sich bei unserem Absch/~tzungsverfahren 
auch giinstiger als die entsprechende geschlossene Formel mit den Null- 

stellen vort Un+l x .  e o s ~  als Knoten. Normiert man den HSehst- 

koeffizienten zu Eins, so erh/fit mart 

w ( x ) =  1 n+l Un+l x cos 
7g 

2 �9 cos n V2- 

Die zugehSrige Stammfunktion ~ (x) hat die Form 
x 

-~ (2.2o) 
( %) Tn+2 x .  cos + 1 

~b 
= 2 - n - I  �9 C O S - ~ - ~ }  �9 n +  2 

f2 (x) wechselt das Vorzeichen in [-- l, 1] nicht und verschwindet fiir 
x : :h 1. Wir erhalten dann wie oben fiir ein geeignetes ~ ~ [ - -1 ,  1] 

R,~ ( f )  ---- ](n+2) (~) (2.21) ~ ) n+2 
2 n .  c o s ~ - . ~ -  �9 ( n +  2)! �9 ( n +  2) �9 [ ( n +  2) 2 -  1] 

Man verliert also gegeniiber der entsprechenden offenen Formel einen 

Faktor  .(c~ ~ - ) ~  I-n-2. 

Aus den obigen Absch/itzungen ergeben sich auch VergleichsmSglich- 
keiten mit den NEWTO~c-COTES-Formeln. Bei diesen Formeln hat  fiir groSe 
(gerade) n der Koeffizient der (n + 2)-ten Ableitung den asymptotischen 

Wert  (_2)n+a . n �9 [logl n]~ (HH~DEI3RAI~D (1956), S. 79). Der Quotient 

aus diesem Weft  und dem Koeffizienten in (2.19) hat  den asymptotischen 
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Weft �9 8 �9 n .  [lognJ 2 " F i i r n  =- 10 ist somit die Formel (2.19) um 

ungef/ihr einen Faktor  25 gfinstiger als die entsprechende ~TEWTON-CoTES- 
Formel yore gleichen Genauigkeitsgrad. 

3. Fehlerabschiitzungen mit IIilfe yon ApproximationsgrSllen 
Die bisher hergeleiteten Absch/itzangen enthalten hShere Ableits.ngen 

des Integranden. Es ist aber oft so, dab diese Ableitungen in einzelnen 
Punkten des Integrationsintervalls gro6 sind und auf diese Weise die 
Fehlerschranken sehr grob werden. Man hat sich deshalb in neuerer Zeit 
mit dem Problem besch/~ftigt, brauchbare Absch/itzungen zu gewianen, 
die ohne explizite Verwendung yon Ableitungen auskommen. Fiir die 
vorliegende Quadraturmethode nach CLE?CSnAW-CURTIS ist die Abseh/itzung 

[ Rn ( f)  l ~ [ 4 . E~, (f)  fiir n ~ - l ( 2 )  (3.1) 
I 4 En+l (f)  fiir n ~ 0 (2) 

bekannt, wenn En (f)  die Minimalabweichung bei gleichm/igiger Approxi- 
mation mit Polynomen yore Grad ~< n bezeichnet (vgl. LOCgEn-ZELLER 
(1968), LOCZ4E~ (1968)). Ffir (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funk- 
tionen folgt nach Anwendnng einer Absch/~tzung voll En (f) nach oben 
(vgl. MEINA~DUS (1964), S. 78): 

1 
sup If(n+l) (x)I" (3.2) i r a  (f) I ~< 2~-2 (~ + 2)~ ~ - ~ , ~  

Dies bedeutet eine VergrSberung am einen Faktor  2 gegeniiber der Ab- 
n 

sch/~tzung (3.2) bei FRASER-WILSOST (1966) und um einen Faktor  -4- 

gegeniiber unserer Fehlerschranke (2.9). Wir weisen abet darauf hin, dab 
die Approximatioaskonstante En (f) meist numerisch viel leichter zu- 
g/inglich ist als die hSheren Ableitungen einer Funktion (vgl. EtILICI-I- 
ZELLE]~ (1964), (1965)). Die Abschb;tzung (3.1) l/~gt sich noch vereinfachen 
und versch/irfen. 

a) Ffir die CLENSItAW-CVRTIs-Formel gilt 
2n n 

R n  ( f )  = tl2n ( f )  + ~.. a(~ 2~) . f (x(~ ~n)) - -  ~_~ a(2 ) . f (x(k~>). (3.3) 
k ~ O  /c=O 

Wir setzen 

{ a~ 2n) - -  a(~ ), falls k ~ 0 (2) ist, 
(%(2n) = 2- ( 3 . 4 )  

a(~ 2n), falls k ~ 1 (2) ist, 
und erhalten 

2n 

k = 0  
Dies ergibt die Fehlerschranke 

2n 

r <s) l < 4 if) + E f 
k = O  

(3.5) 

(3.6) 
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In  vielen F/illen kann  der Term 4 .  E2n+l (f) vernaehl/issigt werden, 
so etwa falls f (x) genfigend glat t  ist. In  diesem Fall  besagt die Relat ion 
(3.6), dab sieh der Fehler Rn (f) dutch  die Differenz zweier aufeinander- 
folgender N/iherungen absehgtzen lgBt. 

b) In  martehen Fs interessiert nur  die GrSBenordnung des Fehlers. 
Man mSehte dann  mi t  mSgliehst wenig Reehenaufwand zu brauehbaren 
Absch//tzungen gelangen. Eine ziemlieh seharfe und  auf  einfache Weise 
zu bereehnende Sehranke erh/~lt man  in der Form 

4 
I Rn ( f )  l ~ n~ - 1 " I Ln-1  ( f )  l -~ e, (3.7) 

wo L~-I  (f) die diskrete Approximat ionskonstante  bei Approximation 
mi t  Polynomen yon h6ehstens (n -- 1)-tern Grad an den TSC~EBYSCHEFF- 

Kno t e n  x (n) /c ---- cos ~ - -  (k ---- 0, 1 . . . .  , n) bezeichnet. Die Gr6ge Ln-1 (f) 

hat  den numerischen Vorteil, dag sie auf  einfache Weise aus den Funkt ions-  
werten, welche mart zur Quadratur  beniitzt, errechnet werden kann:  

n - - 1  

Ln-l (f) = ~n . f (1) -[- ~,~ (--1)~ . f (x~) @ ~ f ( - -1)  . ( - -1)  n . (3.8) 
~ = 1  

4 
DaB das Funkt iona l  Ln-1 (f) :  =- n 2 _ 1 " I Ln-1 (f) ] die GrSgenordnung 

yon I Rn (f) I hat,  lb;fit sieh auf  folgende Weise motivierem Wit  vergleichen 
das Verfahren yon CL~NSHAW-CURTIS mit  der Methode yon LOBATTO. 
I)ieses Qnadra turverfahren  vom Gauss -Typ  ha t  bei Verwendurtg yon  
n @ 1 K no t e n  den Genauigkeitsgrad 2 n -- 1 (vgl. KRYLOV (1962), S. 170ft.). 
Die K n o t e n  der LOBATTO-Formel liegen in der Nghe der Kn o t e n  des 
Cr~E~s~Aw-C~-RTIs-Verfahrens (vgl. Tabelle 1). Es gilt 

n n 

/ ~  (f) = R~ (f) @ ~ ~;")" f ()(k")) --  ~ a(k~)" f (x(2))" (3.9) 
k=O k=O 

(Die Tilde deutet  an, dab es sieh um GrOBen handelt ,  die zum LOBATTO- 

Verfahren geh6ren.) 

Tabelle 1. (n = 16) 

- -  1.0000 
- - 0 . 9 8 0 8  
- - 0 . 9 2 3 9  
--  0.8315 
- - 0 . 7 0 7 1  
- - 0 . 5 5 5 6  
- -  0.3827 
- - 0 . 1 9 5 1  
- - 0 . 0 0 0 0  

- -  1.0000 
- -  0.9731 
- -  0.9109 
- - 0 . 8 1 5 7  
- -  0.6910 
- -  0.5414 
- - 0 . 3 7 2 2  
- -  0.1895 

0.0000 

0.0000 
0.0077 
0.0130 
0.0158 
0.0161 
0.0142 
0.0105 
0.0056 
0.0000 

0.0039 
0.0374 
0.0755 
0.1089 
0.1390 
0.1632 
0.1815 
0.1925 
0.1964 

0.0074 
0.0449 
0.0792 
0. i106 
0.1380 
0.1604 
0.1777 
0.1872 
0.1907 

0.0035 
0.0075 
0.0037 
0.0017 

- - 0 . 0 0 1 0  
--  0.0028 
- - 0 . 0 0 3 8  
--  0.0053 
- - 0 . 0 0 5 7  
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Es sei Pn-1 (x) das Polynom bester Approximation fiir f (x) in den 
Knoten x(~ n). Dann gilt 

f (x(k '~ -- Pn-1 (x(2)) = (-- 1)k Ln-1 (f) (k = 0, 1, . . . ,  n). (3.10) 

Da die Knoten  ~(k n) in der Niihe der Punkte  x~ n) liege11, gilt 

f (~(k ~)) -- Pn- i  (~(~")) ~- (-- 1)k. Ln-1 (f) + sk. (3.11) 

Der Fehler s~ kann meist vernachl~sigt  werden, da die Yunktion 
f (x) --  Pn-1 (x) in der N~he von x(k ~) aufgrund der Alternante~bedingung 
ein relatives Ex t remum besitzt. ~nderungen im Argument  bewirken dann 
nur kleine J~nderungen im Ftmktionswert.  Aus (3.9) erhalten wit 

Rn ( f)  = Rn (f) + ~,, h~ ")" (-- 1) k" Ln-~ (f) + ~_, ~d~ '~ �9 sk 
k = O  k = O  

(3.12) 
n 

--  Z a(kn) " ( -  1)k" Ln-1 (f) 
1~=0 

und hieraus bei Vernaehl/issigung des Terms X: a(kn) " s~ 
k ~ 0  

n 

~=0 (3.13) 

+ X 4 } I (J) l 
k = 0  

Hieraus folgt 
n 

1 Bn (f)]  ~< l-~n (f)] + ~ a(kn) " (-- 1)k" Ln-1 (f) 
k=o (3.14) 

n 

§ ] ~  (~(") -- a?)} .  (-- 1)~ L~-i  (f) § ~_, al ~) �9 (-- 1 F .  L n - i  ( f )  �9 

k ~ 0  k = 0  
n 

Der Term ! Z  ( -  1)k. {~(k n) -- a(k ~)} ist klein gegenfiber Z a(kn)" ( -  1)~ 
I 

k = 0  

mud kann meist vernachl/~ssigt werden. Wir erhalten so die Relation (3.7). 
2 

Diese Absch~tzung ist um den Faktor  n~ ~ besser als die Absch~tzung 

(4.7) bei FRASER-WILsoN (1966) und gibt, wie etwa die dort angegebenen 
Beispiele 1--3 in Tabelle 2 zeigen, fiir geniigend glatte Funktiormn den 
Fehler ziemlich gut wieder. 

4. t I o l o m o r p h e  F u n k t i o n e n  
Im folgenden betrachten wir Funktionen,  welche sich vom Intervall  

[-- l, 1] bus holomorph ins Komplexe fortsetzen lussen. D~nn gibt es 
Ellipsen ~q mit der t ta lbachsensumme q ~--a-4-b und Brennpunkten 
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1, -- 1 so, dug f (x) im Innern yon ~a holomorph und in der abgeschlos- 
senen Ellipse ~a stetig ist. Fiir Funktionen dieses Typs hat  CHWALA (1968) 
die Fehlerabschgtzung 

( 16 .n  2 ) M(q) (4.1) 
[ R ~ ( f )  l ~< 4 . n ~ - 1  " ( q ~ - l ) . ( q ~ - q - n )  

(wo M ( q ) =  sup I f ( z )1 )  hergeleitet. 
Ze~q 

Nach einer Abschgtzung yon BERNSTEIN (vgl. MEINARDUS (1964), 
S. 84) gilt ftir Funktionen obigen Typs 

2 �9 M (q) (4.2) En ( f )  <~ q~ . (q _ l) . 

Aus (3.1) erhalten wir somit 

S . M ( q )  ffir n ~  1 (2) 
q~-- (-q-~-l) (4.3) 

i Rn (f) i ~ s .  M(q) f i i r n  ~ 0 (2). 

Trotz ihrer einfachen Herleitung ist diese Abschgtzung nur um ungefghr 
einen Faktor 2 grSber als (4.1). Eine giinstigere Fehlerschranke kann 
man erhalten, wenn man yon der TSCHEBYSCHEFF-Entwicklung der Funk- 
tion f (x) ausgeht. Bekanntlich 1/~I3~ sich unter den obigea Voraussetzungen 
f (x) in eine gleichmg$ig konvergente Reihe nach TSCHEBYSCHEFF-Poly- 
nomen entwickeln : 

co 

f (x) = ~ ~ �9 T~ (x). (4.4) 

Daraus folgt ffir n ~ 0 (2) 
co co 

v = 0  n 
v=~+l 

Fiir Rn (T2v) erhalten wir 
1 n 

i f I Rn (T2v) ] <~l T2v (x) dx  -t- T2, ,x~, ,~< _ 1 @ 2. (4.6) 

--1 k = o  

Somit ergibt sich 
cO 

t 1 I R ~ ( f )  l~< ~ - ~ - 1  +2 �9 1~2~1. (4.7) 

n + l  

Die Koeffizienten r lassen sich abschgtzen in der folgenden Weise (vgl. 
MEn~ARDUS (1964), S. 84): 

I ~ I ~< 2 �9 M (q) (4.8) q, 

Computing 4/4 21 
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Dami t  e rha l tea  wir 
co 

: + 1 ( 4 . 9 )  

< 2 .  ( n + 2 ) ~ - 1  @ 2  �9 q n : ~ - - - 1 )  �9 

Fiir  festes q ist diese Fehlersehranke beziiglieh n asympto t i seh  gleieh 
der obert z i t ier ten Fehlersehranke  v o a  C~AWLA (1968). 

Diese Abseh/i tzung ist noeh verbesseruagsNhig.  In tegr ie r t  man  die 
TSO~EBYSC~EFF-Polynome mit  dem Verfahrea  v o a  C L E ~ S t t A W - C U R T I S  , 

so hat  der Fehler,  wie eine einfache Rechnung  zeigt, die Gr58e 

2 2 
R n  (T2~) --  4 v ~ -  1 47 4 m ~ -  I ' (4.10) 

falls 2 ~ ---- 2 @ n 4- 2 m mit  0 < 2 m < n. Dami t  erhalten wir 

n _  1 
2 

e = l  m = o  (4.11) 

47 ~2en+2m" - -  4 ( e n §  ~ -  1 47 4m ~ -  1 " 

Fiir  Funk t ionen  des oben behandel ten  Typs  gill~ wegen (4.8) 

2 �9 M (q) 

- - - - 1  
2 

e ~ l  m = l  

1 [ 2 2 ] }  (4.12) 
47 q 2 e n + 2 m - ( n + 2 )  " - -  4 ( o n . m ) 2 - - 1  47 4 m ~ - - I  " 

In  der Doppelsumme erh~l~ man  den einzigen von q freien Te rm fiir 
n 

= 1 a nd  m - - - - ~ - -  i. Dieser ha t  die Gr5Be 

- - 2  2 8 
s ( n ) : - - ( n §  47 ( n - - 2 p - - 1 -  na . ( 1 4 7 o ( 1 ) }  fiir n - + ~ .  

(4.13) 

Alle anderea  Summanden  siad yon  der F o r m  c~ (n) -2~ �9 q , und  die Koef-  
f izientea c~ (n) genfigen der Abseh~tzung 

2 
I c~ (n) I ~ 2 47 4n:  _ 1 < 2,2 fiir n ~ 2. (4.14) 

Die Reihen in (4.12) la.ssen sieh also absehi~tzen dureh 

2,2 
s (n )  4 7 q - ~ .  2 , 2 .  ~ q - ~ "  ~ - s ( n )  47 q ~ _ l  " 

~ ' ~ 0  
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Wir erhalten somit  

2~(q) ( 2,2 ~ (4.15) I Rn (f) l ~ qn+2 �9 8 (n )  ~ -  q~ _ 1 ~ "  

Im  Einzelfall lassen sich bei gegebolem n die GrSl~en c~ (n) noch sch/irfer 
absch/itzert (iusbesortdere fiir kleine v, wo c~ (n) ungef//hr deft Wef t  s (n) 
hat).  So kann  man  etwa ffir n---- 10 die Schranke 

[ R10 (f) I ~< 2.ql~M(q) �9 2 �9 s (10) ffir q >~ 3 (4.16) 

erhalten. Dies bedeutet  eine Verbesserung um einen Fak to r  50 gegen- 
fiber (4.9). 
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