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Klassische Runge-Kutta-Formeln fiinfter und siebenter 
0rdnung mit Schrittweiten-Kontrolle 1 

Von 

E. Pehlberg, Huntsville 

(Eingegangen am 18. April 1968) 

Zusammen[assung' -- Summary 

Klassische Runge-Kutta-Formeln fiinftcr und siebenter 0rdnung mit Sehrittweiten- 
KontroUe. Es werden  neue, expl iz i te  RU~GE-KuTT~-Formeln f i inf ter  und  siebenter  
Ordnung  hergelei tet .  Diese Fo rme ln  en tha l ten  eine Schr i t twei ten-Kontro l le ,  die au f  
einer  volls t / indigen Erfassung des ersten G]iedes des lokalen Abbruchfehlers  basiert .  
Die  Fo rme ln  erfordern --  pro In tegra t ionsschr i t t  --  weniger  Auswer tungen  der  
Different ia lgleiehungen als andere  RUNGE-KUTTA-Formeln entspreehender  Ordnung,  
wenn  bei le tz teren  ebenfalls eine Schr i t twei ten-Kontro l le  (RIcHA~DSON'S ex t rapola t ion  
to  the  l imit)  ve rwende t  wird.  Durch  geeignete W a h l  einiger Pa rame te r  kann  in unseren 
Fo rme ln  des erste Glied des Abbruehfehlers  s tark  reduzier t  warden;  dadureh  wird  
eine VergrSl3erung der  Schr i t twei te  --  ohne Verlust  an  Genauigkei t  - -  erm6glieht .  
E i n  numerisches Beispiel  wird  gebraeht .  Bei  gleicher Genauigkei t  ergeben unsere 
Fo rme ln  in diesem Beispiel  40% bis 60% Ersparnis  an  Rechenzei t ,  vergl ichen m i t  
den  bekann ten  RrJNG]~-KuTTA-Formeln gleicher Ordnung.  

Classical Fifth- and Seventh-0rder Rungc-Kutta Formulas with 8tepsize Control. 
New expl ic i t  fifth- and seventh-order  R~:XGE-KuTTA formulas are derived.  They  
include a stepsize control  procedure  based on a eomp]ete coverage of  the  leading 
t e r m  of the  local t runca t ion  error. These formulas require  fewer evaluat ions  per  step 
t h a n  other  RUNGE-KUT~A formulas  of  corresponding order i f  the  la t te r  ones are also 
used wi th  stepsize control  (R!CI-IARDSON'S ex t rapola t ion  to the  limit).  B y  a proper  
choice of some parameters  the  leading t runca t ion  error t e r m  of  our formulas can be 
reduced substant ia l ly ,  t he reby  allowing an increase in the  stepsize wi thou t  loss of  
accuracy.  A numerica l  example  is presented.  Our results being of the  same accuracy,  
we save in this  example  40% to  60% compute r  t ime  compared  wi th  t he  known 
]:~UNGE-KUTTA formulas  of  corresponding order. 

Einleitung 
1. In  dieser Arbeit warden neue explizite RU~GE-KuTTA-Formeln 

fiinfter und siebenter 0rdnung hergeleitet. Die Formeln enthalten eine 
Schrittweiten-Kontrolle, die auf einer vollst/indigen Erfassung des ersten 
Gliedes des lokalen Abbruehfehlers beruht. 

Wegen dieser Schrittweiten-Kontrolle erfordern unsere Formeln mehr 
Auswertungen der Differentialgleiehungen pro Sehritt als die bekannten 

i Dies ist  ein s tark  geki i rzter  Auszug eines v o m  Autor  herausgebraehten,  in ternen  
N A S A  Technical  R e p o r t  [6], auf  den hinsieht l ich vieler  Einze lhe i ten  und  hinsieht l ieh 
,der Fo rme ln  seehster und  aehter  Ordnung verwiesen sei. 
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klassischen RUNGE-KVTTA-Formeln entsprechender Ordnung ohne Schritt- 
weiten-Kontrol]e. Sie erfordern jedoch weniger Auswertungen pro Sehritt 
als die letzteren Formeln, wenn man diese ebenfalls mit einer Schritt- 
weiten-Kontro]le versieht (RIcttARDSON'S extrapolation to the limit). 

2. Durch geeignete Wahl einiger Parameter lgl3t sich in unseren neuen 
Formeln das erste Glied des lokalen Abbruchfehlers stark reduzieren. 
Dadurch erlauben ~nsere neuen Formeln die Benutzung einer gr61~eren 
Schrittweite ohne Einbul~e an Genauigkeit. 

3. Da nnsere neuen Formeln h6ehstens von siebenter Ordnung sind, 
kann man yon ihnen nicht die Wirtschaftliehkeit unserer friiheren RU~VGE- 
KvT~A-Transformationsformeln [4], [5] erwarten, da die letzteren RU~GE- 
KuTTA-Formeln yon beliebig hoher Ordnung darstellen. Indessen haben 
unsere neuen Formeln gewisse Vorteile, da sie keine Vorbereitungen (wie 
Differentiationen der Differentialgleichungen) durch den Programmierer 
erfordern. Unsere neuen Formeln einsehliel~lich Sehrittweiten-Kontrolle 
lassen sich leicht und ein fiir alle Mal als selbstgndiges Unterprogramm 
(subroutine) sehreiben. 

4. Unsere neue Formel aehter Ordnung R K  8 (9) -- vgl. [6] --  bietet 
in den Beispielen, die wir durchgereehnet haben, keinen grol~en Vorteil 
mehr gegeniiber unserer Formel siebenter Ordnung R K  7 (8). Es scheint, 
als hgtten wir mit den Formeln siebenter und achter Orchmng etwa das 
Optimum an Wirtschaftlichkeit erreicht; denn es ist zu bedenken, dal~ 
in unseren Formeln die Zahl der erforderlichen Durehggnge dutch die 
Differentialgleiehungen mit wachsender Ordnung rasch zunimmt. 

Teil I. Runge-Kutta-Formeln fiinfter 0rdnung 
5. Unsere Differentialg]eichungen mSgen (in Vektorform) lauten: 

y' = f (x, y). (1) 

Wir suchen ein Paar yon RU~GE-KUTTA-Formeln ffinfter und sechster 
Ordnung yon folgender Beschaffenheit: 

fo = f yo) 

f~ = f (xo + ~ h, Yo § h ~ fi~f~.) (z = l, 2, 3, . . . ,  7) (2} 

und 

5 

Y = Yo ~- h ~_~ c~.f~ § 0 (h ~) 
~ = 0  

7 (h = Integrationssehrittweite). (3) 

g - - 0  

Die Gleichungen (3) besagen, da[~ wir eine Formel fiinfter Ordnung 
und eine sechster Ordnung suchen~ die in den ersten sechs Auswertungen 



Klassische RUNGE-KU~TA-Formeln 95 

f0, f l , . - . ,  f5 miteinander fibereinstimmen. Mittels der beiden zus~tzlichen 
Auswertungen f6, f7 wird dann zu der ersten Formel (3), die von fiinfter 
Ordnung ist, eine zweite Formel (3) als Formel sechster Ordnung kon- 
struiert. 

Wegen der Bedingung, dab die ersten sechs Auswertungen urLserer 
Formel sechster Ordnung eine Formel ffinfter Ordnmlg ergeben miissen, 
benStigen wir insgesamt fiir unser Formelpaar eine Auswertung mehr, 
n/imlich acht, als fiir eine Formel sechster Ordnung allein nStig w/iren. 

6. Die Bedingungsgleichungen ffir die Koeffizienten yon RU~CGE-KVTTA- 
Formeln bis zur achten Ordnung k6nnen einer Arbeit von J. C. BUTCHE~ 
([1], Tab. 1) entnommen werden. Ffir eine I~UI~GE-KUTTA-Formel fiinfter 
Ordnung erhalten wir so 17 Bedingungsgleichungen und fiir eine Formel 
sechster Ordnung zus/itzlich 20 weitere Bedingungsgleichungen. 

Diese 17 ~-37 = 54 Gleichungen sind notwendige und hinreichende 
Bedingungsgleichungen fiir die Koeffizienten eines P~ares von RFXgGE- 
KVTTA-Formeln ffinfter und sechster Ordnung. 

7. Durch Einfiihrung zusKtzlicher Annahmen 1/iBt sich die Zahl der 
notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen zu einer weir 
geringeren Zahl hinreichender Bedingungsgleichungen reduzieren, die sich 
leichter aufl5sen lassen als die urspriinglichen 54 Gleichungen. 

Fiir das folgende fiihren wir die Abkiirzungen 
g--1 

]~ ~ ~ = F ~  (,. = 2, 3, 4 , . . . ,  7; ~ = ~, ~, 3) (~) 
v = l  

ein und machen die Annahmen 

C 2 ~ C2~ C 3 ~-- C3~ C 4 ~-  C4~ C 5 = O~ C 6 = C 7 --~ G 5 

1 2 (v 2,3~4~5), (*) P ~ I = ~  = 

1 cr 2 ( v =  6,7). P~I = -2- 

($) C2 f121 ~-C3 ~31-~-C4 f141-~-C5 I fi61 fi51-~- /~71 } = cl (1 - gl) = 0' 

{ f i s a } = c s ( 1 - - ~ r  ), 

(*) c5 {/~64-~flTa]--/~sa 1 --  c~ (1 --  ~a), 

cs(f165+flvs) = c 5 ( 1 - -  ~5) = 0, 

(~) 

(A) (A v) 

(B) 

(B 1) 

(B 2) 

(B3) 

(B 4) 

(B 5) 

(B 6) 

7* 
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{ ~1 ~ = o, (c ~) 

~2 ~ ~21 + ~ ~ ~1 + ~4 ~ ~4~ + ~ ~7~ = 0, (c) (c 2) 

c~ ~ ~2 p~ + c4 ~ (p~ ~ + p~ ~)  + 

+ c~ (~7~ ~ + ~ fl~ + ~4 ~ + ~ ~1 + ~ ~ )  = 0. (c 3) 

Der Stern (*) vor einigen Formeln der Gruppen (A), (B) und (C) soll 
~ndeuten, dal~ diese Ann~hmen fiir die RUNOE-KUTTA-Formeln ffinfter 
und sechster Ordnung gleichzeitig giil~ig sein sollen. Sp~lten sich die 
Formeln, wie in (B) nnd (C), in je zwei Formeln auf, so gelten die oberen 
Formeln ffir die I~V~GE-KUTTA-Formel fiinfter Ordnung und die unteren 
fiir die RU~GE-KUTTA-Formel sechster Ordnung. Die Formeln ohne Stern 
sind nur ffir die RU~GE-KUTTA-Formeln sechster Ordntmg erforderlich. 
Die Ann~hmen (A), (B) und (C) und ihr reduzierender Einflul~ auf die 
Zahl der Bedingungsgleichungen sind in der Liter~tur wohlbek~nnt. 

8. Fiihren wir die Ann~hmen (5), (A), (B) und (C) in die ursprtinglichen 
Bedingungsgleichungen ein, so finden wir, d~l~ viele der Bedingungs- 
gleichungen mitein~nder iden~isch werden. M~n wird so schliel~tich auf  
zwei Gruppen yon Bedingungsgleichungen gefiihrt, die sich nicht welter 
reduzieren lassen. Die erste Gruppe ist yon den fl-Koeffizienten unabhitngig 
und l~ntet 

A § 2 4 7  2c5 
(*) Co 

4 
1 

(D) (# = l, 2, 3, 4), (D #) 

4 

1 (D 5) E ~  + ~ -  ~. 

Die zweite Gruppe von Bedingungsgleichungen, in denen jetzt ~uch 
die fi-Koeffizienten ~uftreten, l~utet, wenn m~n noch die Abkiirzungen 

p ~  = P ~  - - / ~  ~ (~ = ~, 3, 4, 5, 6, 7; ~ = ~, ~, 3) (6) 

einfiihrt : 
% 

1 
(E l) 

( p ~  - -  1 5  ' 

(E 2) Ca ~SP33 ~- C4 ~aP4s  ~- CSPTa - -  24 ' (E) 

1 (E 3) c~ ~a pa~ § c4 ~ p~ -~ c~ pv~ -- lS ' 

1 
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Die Koeffizienten fix0 (~ ~ 1, 2, 3~...~ 7) erhs man schliei31ich aus den 
wohlbekannten Gleiehungen 

(*) 
v = 0  

#--I 

v = O  

= ~ ( # =  1 , 2 , 3 , 4 ,  5), 

= ~ ,  ( ~ =  6, 7). 

(F) 

Im folgenden werden wir uns mit der AuflSsung der Systeme (A), (B), 
(C), (D) und (E) besch/~ftigen. 

9. Aus dem Bestehen der Gleichungen (A), (B), (C), (D) und (E) kSnnen 
Beziehungen zwischen den ~-Koeffizienten gefolgert werden, n/~mlich 

1 9 ~ 2  - -  4 
~ 4 = - 3 - "  5 ~ 2 - - 2  ' (7) 

~2 
~3 = 15  a l  - -  1 0  cr -]- 2 " ( 8 )  

Die Beziehung (8) kann aus tier Vertr/s ffir das System 
(D #), (D 5) unter Benutzung yon (7) hergeleitet werden. 

Aus (7) and (8) folgt, alas ~x and ~2 die beidea einzigen frei wKhlbaren 
~-Koeffizienten sind. 

10. Nach Auffinden der einsehr/~nkenden Bedingungen (7), (8) fiir die 
~-Koeffizienten ist die Bereehnung der iibrigen Rv~cG~-KvTTA-Koeffizienten 
fSr unser Formelpaar I~K 5 (6) ziemlieh trivial. Wir besehr/~nken uns 
daher daraaf, die Reehnung nur in gro•en Ziigen anzugeben: 

Aus (D/~) kSnnen die Gewichtsfaktoren % % ce, c~ ermittelt werden. 
Aus (E 1), (E 3) und einer aus (B 2), (B 3), (B 4) und (D 2), (D 3) kom 
binierten dritten Relation kSnnen wir P32, Pe2 und P~2 = PT~ finden. Die 
vier Gleiehungen (A 2), (A 3), (A 4) und (A 5) gestatten die Ermitt lung 
yon fl~l ~x, flax ~x, fie1 ~x und fl51 ~x. Einfiihrung dieser Ausdriicke in (C 1) 
liefert P~I, da fi32 bereits yon dem Ausdruek ffir P32 her bekannt ist. Aus 
den Ausdrfieken fiir Pal and Pe2 lassen sieh dann abet die Koeffizienten 
fie2 und flea bestimmen. Aus den Gleiehungen (B 2), (B 3), (B 4) ergeben 
sieh dann die Koeffizienten fl52, fl53, flse- Dies sind alle Koeffizienten fiir 
u~sere RU~COE-KVTTA-Formel ffinfter Ordnung RK 5. 

1 1. Wir haben noeh die fehlenden Koeffizienten unserer RU~G~-KUTTA- 
Formel sechster Ordnung anzugeben. Aus den beiden Gleichungen (C 1) 
folgt: fl71 = flax, und aus der Gleiehung (B 6): flvs = 1. Die Gleichung (B 5) 
legt die Annahme fiss = fl75 = 0 nahe. Aus (A 7), (E 1) und (E 2) kSnnen 
dann P71, P72 und P73 ermittelt werden. Aus diesen Ausdriieken finder man 
dann die Koeffizienten /3n, fi73 und flu- SehlieBlieh liefern die (tmteren) 
Gleiehungen (B 2), (B 3) uncl (B 4) die Koeffizienten fl62, f16a a n d  rise. 

Damit sind al]e Koeffizienten unseres Formelpaares R K 5  (6) als 
Funktionen von ~ und ~ bestimmt. Drfickt man sie explizit durch diese 



98 E. FEHLnE~: 

beiden Pa rame te r  aus, so 1//Bt sich zeigen, dab unsere Koeffizienten in 
der Ta t  allen Bedingungsgleiehungen geniigen. 

12. Wir  beseh//ftigen uns je tz t  mi t  dem ersten Glied des lokalen Ab- 
bruehfehlers unserer  Formel  I~K 5 in der Absieht,  dureh  geeignete Wahl  
von ~ und  e2 eine Formel  mit  m6gliehst kleinem lokalen Abbruehfehler  
zu finden. Naeh  BUTCgER ([1], Tab.  1) bes teht  das erste Glied des lokalen 
Abbruehfehlers  aus 20 Summanden  von der F o r m  

T v .  [ . . . 3~ .  h 6 ( v =  1, 2, 3 , . . . , 2 0 ) .  (9) 

Hierbei  bedeuten  die T~ numerisehe,  fiir die betreffende RU•GE-KUTTA- 
Formel  eharakteris t isehe Kons t an t en ;  die K l a m m e r n  [ . . . ]v  in (9) ent-  
halten gewisse Kombina t ionen  yon partiellen Ablei tungen der rech ten  
Seite yon  (1). Wegen unserer  speziellen Annahmen  (5) versehwindet  die 
Mehrheit  unserer  Fehler-Koeff izienten T~. Als yon  Null versehieden ergeben 
sich nu t  die Koeffizienten (in BUTCHERS Reihenfolge der Anordnung) :  
T1, T2, Ts, T4, Tlo, Tn, T12, T13. Dureh  eine geeignete Wahl  von =1, ngmlieh 

2 5 ~ 2 -  1 
~ = 15 ~ (10) 

kann  aueh T 2 und  Tll  zum Versehwinden gebraeht  werden. Ffir die ver-  
bleibenden von  Null versehiedenen Koeffizienten ergibt sieh dann 

1 ( 3  ~ 2  - 1) (5 ~2 - 1) (11) 
T10--  TI = 360 1 5 ~ -  10~2 ~- 2 ' 

1 
T 1 3 -  T 4 -  3 T3 : 

1 ( 3  ~ 2  - -  1) (5 a~ -- 5 ~2 ~- 1) (12) 1 

- -  3 T ~ 2  ---- - -  360 15 ~ - -  i 0  a ~  -}- 2 . . . .  �9 

13. Von (11) und  (12) folgt, dab alle Fehler-Koeff iz ienten T~ Null  
werden, wenn wir ~2 = 1/3 fordern.  Solch eine Wahl  yon  ~2 fi ihrt  jedoch 
zu ~3 = 1, e4 = 1 und  mach t  die Gleiehungen (D #), (D 5) nnvertr/ /glieh. 
Wir  k6nnen  also nicht  alle T~ gleichzeitig Null  machen,  was zu e rwar ten  
war, da wir sonst eine RUNGE-KVTTA-Formel sechster Ordnung mi t  nur  
sechs Auswer tungen erhal ten h//tten. 

Es ist auch nicht  ra tsam,  fiir % einen Wer t  in der N//he yon  1/3 zu 
w/~hlen, um alle T~-Koeffizienten klein zu machen,  da solch eine Wahl  
zu grogen Wer ten  fiir einige Gewichtsfaktoren c~ fi ihren wiirde. 

Als ngchstes kSnnte  man  versuchen,  nur  die Koeff izienten (12) zu Null  
1 

m a e h e n  dureh 5 - -  5 + 1 = 0 oder = !5 • Vg). So leh  eine 

Annahme  fiihrt  jedoch, wie man  zeigen kann,  ebenfalls zu Widerspri ichen.  
1 

Es ist jedoeh mSglieh, fiir ~2 e inenWer t  in der N~he yon  ~ ~ T~ (5 --  V ~  

zu wghlen (das negat ive Vorzeichen vor  der Wurzel  in a~ fi ihrt  zu absolut  
kleineren Fehler-Koeff iz ienten T~o und  T~) und  dadurch  sgmtliehe Fehler-  
Koeffizienten (11) und  (12) klein zu hMten. 
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Wir  w//hlen z. B. anstelle yon  ~2 = 1 g  (5 - -  Vs) ~ 0.276 den numer i sch  

b e q u e m e n  W e r t  
4 

c~2 = -15- ~ 0.267, (13) 

1 (5 - -  V ~) liegt, zu  re la t iv  e in fachen  t~ulcGE- der  z iemlich  d i ch t  bei  ~2 = 

K u T T a - K o e f f i z i e n t e n  f i ihr t  (s/~mtliche Gewich ts fak~oren  s ind n i ch t -nega t i v )  
u n d  die r c l a t iv  k le inen  Feh le r -Koef f i z i en ten  

1 1 
T I 0 -  2160 ~ - - 0 . 4 6 3 .  107 a, T l a -  32400 ~ 0 . 3 0 9 .  10 -4 (14) 

ergibt .  
I n  Tab .  1 h a b e n  wir  die ztt ~2 = 4/15 g e h 6 r e n d e n  Koef f i z ien ten  ultseres 

l~ormel  )aares  R K  5 (6) zusammenges t e l l t .  

Tabelle 1. _RK 5 (6) 

0 1 2 3 4 5 6 

0 0 0 

1 1 

2 75- 

2 5 8 
3 ~- 6 3 

4 8 144 
4 -g - ~  25 

361 18 
5 1 -3~ 5 

6 0 1410 0 

93 18 
7 1 6 ~  5 

5 
2 

16 
- 4  -2~- 

407 11 55 
128 80 128 

11 11 11 
256 160 256 0 

803 11 99 
256 160 256 0 1 

C~ 

31 
-gg4- 

0 

1125 
2816 

9 
32 

125 
768 

/-. 

7 
1408 

0 

5 
66 
5 

66 

T E  ---- ~6 (fob-f5 -- fz  - - f i )h .  

Gleichung (15) stell t  das  fiir die Schr i t twe i ten-Kont ro l le  
ers te  Glied des lokalen  Abbr t t ch fch le r s  dar .  

(15) 

erforderl iche 

Teil H.  Runge-Kutta-Formeln  siebenter 0rdnung 

14. D a  die H e r l e i t u n g  der  Koef f i z i en ten  fiir RV~OE-KUTTA-Formeln  
hShere r  O r d n u n g  in /~hnlicher Weise  erfolgt  wie  die fiir F o r m e l n  ff inf ter  
O r d n u n g  in Tell  I ,  k6 rmen  wir  uns  im fo lgenden  n o c h  ki i rzer  fassen.  
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Fiir ein Formelpaar siebenter und achter Ordnung machen wir den 
Ansatz 

fo = f (Xo, Yo) . - ,  I 

f i . = f ( X o q - a ~ h ,  Yoq-hz=o ~ f l ~ A )  ( ~ =  1, 2 ,3  . . . . .  12) ] 
(16) 

und 

l0 

y = yo + h ]~ ~ . f .  + o (h~), 
u = 0  

12 

u = 0  

07) 

d. h. wir lassen jetzt insgesamt 13 Auswertungen der Differentialgleichun- 
gen pro Schritt  zu. 

15. Analog zu Teil I machen wir jetzt wieder die vereinfachenden 
Annahmen 

A /', A 
a lo  ~ -  0~12 = 1, 0ql  = O, C 1 --~ C 1 ~ 0 ,  C2 ~-- 02 ~-- 0 ,  (3 3 ~ (33 ~ 0 ,  

c'4 = c4 = 0,  

C 5 = C5~ C 6 = C6~ C 7 = C7~ C 8 = C8~ C 9 = C9~ ClO = 0~ 

CII ~ (312 ~ -  C10 ~ 

~ = ~ = ~ = ~i = ~i = ~ = ~.~ = ~o~ = ~m = ~1~ = o, 

~ = ~ ~ ~,~ = ~ = ~,~ = ~o~ = ~ = ~ = o. 

(is) 

1 2 (v 2,  3,  4,  . . . ,  12)  (A1) P n =  2 ~ = (A l-v) 

1 a (v 2,  3,  4,  . . . ,  12) (A2) P~2= a -~  = (A 2-v) 

1 < (v 5,  6,  7 , . . . ,  12) (A3) P~a=  ~-~, ---- 

9 

Z C/Z /~/zr--1 + (310 /~11 ~--1 + /~12 r--1 
~=~ (v = 4, 5 . . . . .  9) 

{ i l l 0 9  } = g9 (1 __ ~9),  

Clo finn = Clo (1 -- 0hi ) == e l0 .  

(B) 

(A 3-v) 

(B~,-- 1) 

(B 9) 

(B lO) 

(B II) 
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9 

i t=5  

9 

Z C'u O~tt /~/24 + (~10 ]~124 = 0,  

9 

i t=5  

9 

Z (~tt ~Z~ /~/t 4 -~- C10 ~124 = O, 

i t = 5  

~ o ~  ~ t~  ~ + ~o ]~ A~ ~ = o, 
= \ v = 5  v = 5  

# = 6  v = 5  

(c) 

(c ~) 

(c 2) 

(C 3) 

(c 4) 

(c 5) 

! 
(D) 

(C 6) 

(E 1) 

(E 2) 

(E) 

(E 3) 

(E 4) 

9 

1 
cz ~ P~5 -4- Clo P125 = ~ - ,  

t t=5  

9 
1 

% ~ Pz4 d- e l 0  P124 - -  40 ' 
~ = 5  

9 r 

fll0~ P ~  

v = 4  

11 

X] A~ P~ 
v ~ 4  

9 /2--1 

# = 5  

cv ~ -- (# ~ 1, 2, 3, 7),. 
t t + l ,  " ' ' ,  

v ~ 5  
9 

~ c z  a~ Pz4 @ c~o P 1 2 a  - -  3 5  ' 

/ J=5 

- -  1 4 0  ' 

(D/~) 

16. Unter  den vereinfachenden Annahmen  yon  15 reduzieren sich die 
urspriinglichen Bedingungsgleich~ngen zu den folgenden beiden Gruppen 
yon Gleichungen 

+ ~ c ~ +  ~~ =1 ,  (D0) 
/ Co ~ = 5 2 % 

10 
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~6 cz a t  fl~ P~a @ c10 fl12~ P,4 - -  240 " (E) (E 5) 
= v = 6  ~ ,=5 

17. Es  bes tehen wieder Beziehungen zwischen den , -Koeff iz ienten .  
Zun/~ehst 1//gt sieh aus der Vertr/~gliehkeitsbedingung fiir die Gleiehungen 
(D 1) bis (D 7) der Koeff izient  a s du tch  e6, ~v, es, as ausdri ieken.  Der  e twas  
umfangre iehe  Ausdruck  ffir a 5 vere infaeht  sieh zu a s = 1/2, w e a n  wir  
as d- ~7 = 1 a n d  es -4- e, = 1 fordern.  Wir  setzen daher  fiir das Folgende  
voraus  

1 
~ s d - ~ 7 =  1, a s d -  a s =  1, c~5-- 2 " (19) 

Weitere  Beziehungen zwisehen den a-Koeff iz ienten erh/flt m a n  aus (A 1-2), 
(A 2-2) 

2 
~1 = ~-  ~2, (20)  

aus (A 1-3), (A 2-3) 

2 
~e = 3- ~a (21) 

und  aus (A 1-5), (A 2-5), (A 3-5) mi t  a 5 = 1/2 

1 8 ~4 -- 3 (22) 
aa~---=8 " 3 ~ 4 - -  I " 

I)anach kSnnen alle ~-Koeffizienten darch a4, a6, as ausgedriickt werden. 
Es l~Bt sich indessen zeigen, da~ ~s bereits darch unsere Bedingungs- 
gleichungen and unsere Annahmen zu 

2 
~ s -  3 (23) 

festgelegt  ist. 
Dahe r  haben  wir n a r  zwei freie Koeffizienten,  ni~mlich a~ urtd ~s. 

18. Wir  f ibergehen wieder die Be rechnang  der Gewich ts fak toren  c~ uud  
der f i-Koeffizienten fiir unser  F o r m e l p a a r '  I~K 7 (8), da  diese ziemlich 
t r iv ia l  ist, n achdem  die Beschr~nkungen  fiir die ~-Koeffizienten e inmal  
ge fundea  worden  sind. 

19. Das  erste Glied des lokalert Abbruchfehlers  fiir unsere Formel  I~K 7 
bes t eh t  j e tz t  aus 115 S u m m a n d e n .  Wegen  der vere infachenden  A n n a h m e n  
yon  15 sind jedoch die Fehler-Koeff iz ienten T~ yon  75 dieser S u m m a n d e n  
Null. Die yon  Null  verschiedenen 40 Fehler-Koeff iz ienten sind wei ter  
siimtlich Vielfache der vier  Koeff iz ienten T4s, T52, T57 und  Tss (in 
BUTCHERS Reihenfolge der Anordnung) .  

20. Es  geniigt  daher,  diese vier  Koeff iz ienten Ms Funk t ionen  yon  e4 
a n d  a6 zu ermit te ln .  Wir  benu tz t en  eine elektronische Rechenanlage ,  a m  
diese vier  Koeff iz ienten fiir ein Netz  yon  (a4, es) -Werten aus den In t e r -  
val len 0 < ~4 < 1, 0 < e~ < 1 zu berechnen.  
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Als giinstigste Kombina t ion  fanden wir 

5 5 
cq- -  12 '  c%--6 (24) 

mit  dea  folgenden Werten  fiir unsere vier Fehler-Koeffizienten 

T49 ~ 0 . 1 6 4 .  10 -5, T52 ~ - -  0.567 �9 10-% 
(25) 

T57 ~ 0 . 7 6 5 .  10-% T6s ~ - -  0.919 �9 10 -~. 

In  Tab. 2 haben wir die zu der Kombina t ion  (24) gehSrenden I{u~Gn- 
KuTTA-Koeffizienten tmseres Formelpaares I~K7  (8) zusammengestel l t  
einschliel31ich der Formel  (26) fiir die Schrit tweiten-Kontrolle.  

Teil III. Ein numerisches Beispiel 
21. In  diesem Teil unserer Arbeit  vergleichen wir an einem numerischen 

Beispiel unsere neuen I~V~GE-KUTTA-Formeln mad bekannte  klassische 
RVZ~GE-KUTTA-Formeln yon der gleichen Ordnung miteinander,  letztere 
unter  Verwendung yon RICItARDSO~'S extrapolation to the limit als Prinzip 
zur Schrittweitenkontrolle.  

Wir  haben diesen Vergleich auch auf  die Formeln sechster und  achter  
Ordnung attsgedehnt, welche wir an anderer Stelle [6] hergeleitet haben. 

22. Wir w/~hlen das folgende Beispiel 

y ' = - - 2 x y . l o g z ,  z ' = 2 x z . l o g y  (27) 

mit  der Anfangsbedingung 

x 0 = 0 : Y0 = e, z 0 = 1, (28) 

das die LSsung 

y = e c~ z --~ e sin(x~) (29) 

besitzt. 
Wir  integrierten das System (27) yon x = 0 bis x = 5. Alle Rechnun-  

gen wurden auf  einer IBM-7094 Rechenanlage (16 Dezimalstellen) dureh- 
gefiihrt a n d  allen Reehnungen liegt einheitlich die gleiche Toleranz (10 -18) 
fiir den 6rtlichen Abbruchfehler zugrunde. 

23. Im  Falle der Formeln fiinfter Ordnung haben wir zum Vergleich 
die beiden Formeln von W. KVTTA ([9]), S. 446--447) in ihrer berichtigten 
Form ([3], S. 424) bzw. ([10], S. 5) verwendet.  In  den ]etzten J ah ren  
sind zwar weitere RV~CGE-KVTTA-Formeln fiinfter Ordnung aufgestellt 
worden, ihre Fehler-Koeffizienten T~ sind jedoch kaum giinstiger als die 
der Formeln  yon  KVTTA. 

I m  Falle der  Formeln sechster Ordnung haben wir yon  A. H u ~ s  
Formeln [7], [8] die zweite Formel ([8], S. 23) wegen ihrer einfacheren 
Koeffizienten herangezogen. W/~hrend HvTAs Formeln acht  Auswertun- 
gen der Differentialgleichungen pro Schrit t  erfordern, haben sp/iter 
J .  C. BUTCHER [2] and  andere Autoren I~U~CGE-KUTTA-Formeln sechster 
Ordnung aufgestellt,  die nur  sieben solche Auswertungen ben6tigen. Wir  
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haben hier zum Vergleich eine Formel von J. C. BUTCHER ([2], S. 193) 
herangezogen, die uns wegen ihrer kleinen Fehler-Koeffizienten besonders 
interessant erschien. 

Im F~lle der Formeln siebenter und achter 0rdnung h~ben wir die 
Formeln yon E . B .  SHA:NKS ([11], S. 34) zum Vergleich herangezogen; 
keine anderen RVNGE-KUTTA-Formeln von dieser 0rdnung sind uns 
bek~nnt. 

24. Tab. 3 zeigt unsere Ergebnisse. Da unsere Fehler-Koeffizienten 
(absolut) kleiner sind als die entsprechenden Koeffizienten der Vergleichs- 
formeln, kommen wir mit erheblich weniger Integrationsschritten aus als 
die Vergleichsformeln. Wegen der Einfachheit unseres Verfahrens der 
Schrittweiten-Kontrolle benStigen wir auch weniger Auswertungen der 
Differentialgleichungen pro Schritt als die Vergleichsverfahren. Diese 
beiden Faktoren zusammen bewirken in unserem Beispiel bei gleicher 
Genauigkeit eine Zeitersparnis unserer neuen RUC<GE-KU~TA-Formeln YOn 
etwa 40 bis 60% verglichen mit den bekannten klassischen RUNGE-KUTTA- 
Formeln der gleichen 0rdnung. 
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