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Zusammenfassung — Summary

‘Uber einen Automaten mit Pufferspeicherung. Es wird ein Automat mit Speicher-
band eingefithrt und in seiner Higenschaft als erkennender Automat untersucht.
Er kann sein Arbeitsband nur als Puffer benutzen, d. h. was zuerst eingelesen wird,
wird auch zuerst wieder ausgelesen. Es werden verschiedene Modifikationen des
Grundmodells, insbesondere aber die deterministische, in Realzeit arbeitende Version
betrachtet, sowohl hinsichtlich der Lage der durch den Automatentyp definierten
Sprachklasse in der CHomsky-Hierarchie, als auch das Verhalten dieser Sprachen
gegenilber gewissen Operationen. Einige Resultate tiber Entscheidbarkeitsfragen
werden zitiert.

On an Automaton with Buffer-tape. A class of automata with tape has been
defined and considered as recognition devices. Our automaton can use its working
tape only as a buiffer, i.e. in a “first-in-first-out” manner. Some modifications of
the general model are considered, especially the deterministic, real-time version.
The position in the CHOMSKY hierarchy of the class of languages accepted by such
automata and some operations with these languages have been investigated. Some
results on decidability questions are cited.

Einleitung

Die Untersuchung abstrakter Automaten mit Speicherbéndern wurde
angeregt von der Theorie der rekursiven Funktionen und der Mathema-
tischen Linguistik.

Kellerautomaten, linear beschrinkte Automaten wund TuriNGg-
Maschinen sind typische Automaten dieser Art. Im Unterschied zu den
endlichen, erkennenden Automaten verfiigen die genannten Typen iiber
einen wachsenden, potentiell unendlichen Speicher, von dessen Inhalt sie
ihre Vorgehensweise abhingig machen konnen. Thre unterschiedlichen
Fahigkeiten beim Annehmen von Klassen formaler Sprachen resultieren
aus den verschiedenen Einschrénkungen, denen sie beim Auslesen der
Speicherinhalte unterworfen sind.

Nachdem man ldngere Zeit in der Hauptsache solche Automaten
betrachtete, die in enger, wechselseitiger Beziehung zu den Sprachklassen

1 Diese Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (Az.: Ha 417/7)
gefordert.
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der CromMsky-Hierarchie stehen, sind in den letzten Jahren verschiedene
Typen von Automaten untersucht worden, die sich nicht mehr in natiir-
licher Weise in diese Hierarchie einordnen lassen. Dies gilt auch fiir den
hier eingefithrten Automaten, der Pufferautomat genannt werden soll,
und der aus zweierlei Griinden interessant scheint:

1. In naheliegender Analogie zum Kellerautomaten, bei dem der
Zugriff auf das Speicherband nach dem Prinzip ,,was zuletzt eingelesen
wurde, wird zuerst ausgelesen‘’ erfolgt, wird ein Automat definiert, bei
dem nach dem Grundsatz ,,was zuerst eingelesen wurde, wird zuerst aus-
gelesen® verfahren wird.

2. Dieser Automat wird es ermdglichen, in ,.einfacher” Weise — wir
wollen darunter eine Realzeit-Arbeitsweise verstehen — Ketten aus einer
freien Halbgruppe iiber einem endlichen Alphabet, die aus konkatenierten
homomorphen Bildern einer Kette bestehen, anzunehmen. Im Deutschen
oder Englischen entsprédche dies z. B. Sdtzen, die mit ,respektive® bzw.
,respectively gebildet werden: ,,Wenn eine Funktion rekursiv, 4-rekursiv,
partiell-rekursiv oder A-partiell-rekursiv ist, dann ist sie resp. berechenbar,
A-berechenbar, partiell-berechenbar oder A-partiell-berechenbar® (itber-
setzt aus Davrs [1]). Die Struktur solcher, im Prinzip beliebig langer Sétze
146t sich nicht durch kontextfreie Grammatiken erfassen. Ketten dieser
Art, die in problemorientierten Sprachen, wie ALGOL, hdufiger auftreten
als in natirlichen Sprachen, sind deshalb auch nicht durch Kellerauto-
maten zu erkennen.

Ein Teil der Sédtze (vor allem in den beiden ersten Abschnitten) wird
ohne Beweis angegeben werden. Fir Einzelheiten dazu mul auf VoLLmAr [2]
verwiesen werden.

1. Der nichtdeterministische, unvollstindige Pufferautomat

In den folgenden Definitionen werden wir vom Begriff der Korre-
spondenz Gebrauch machen, um nicht Abbildungen in Potenzmengen vor-
nehmen zu miissen. Unter einer Korrespondenz 6 wird dabei ein Tripel
(G, A, B) von Mengen G, A, B verstanden, fir die gilt: @ < 4 x B.
Eine Korrespondenz heillt endlich, wenn G eine endliche Menge ist.

Als Grundmodell wird der nichtdeterministische, unvollstindige Puffer-
automat eingefithrt:

Definition. Ein nichideterministischer, wunvollstindiger Pufferautomat
(PA) B’ ist ein Septupel (X, Z, P, By, By, ¢',2y). Dabei sind X, Z, P,
B, und B, endliche, nichtleere Mengen, zq € Z und 6" ist eine endliche Kor-
respondenz von Z X X X P*¥ in Z X By X P* X B,.?

Folgende Sprechweise soll kiinftig verwendet werden:

X ist das Eingabealphabet, Z die Zustandsmenge, P das Pufferalphabet,

2 Die freie Halbgruppe iiber einem endlichen Alphabet 4 mit der Konkatenation
als Verkniipfung wird mit 4* bezeichnet. Elemente einer freien Halbgruppe werden
Worter oder Ketten genannt. Das neutrale Element der freien Halbgruppe wird
mit & bezeichnet. Die Menge aller endlich langen Worter iiber einem endlichen
Alphabet 4 werde ebenfalls mit 4* bezeichnet.
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B, die Menge, die die Eingabebandbewegung beschreibt, B, die Menge,
die die Bewegung des Pufferlesekopfes angibt und z, der Anfangszustand
des Automaten. Der einfacheren Beschreibung wegen ist es wohl niitzlich,
von einer bildlichen Darstellung eines PA auszugehen (siche Abb. 1).
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Abb. 1. Pufferautomat

Der Kern des PA ist ein endlicher Automat, der iiber einen Band-
lesekopf K von einem Eingabeband Symbole entgegennimmt. Das Ein-
gabeband ist in einzelne Felder unterteilt, und jedes dieser Felder kann
genau ein Symbol aus X aufnehmen. Zum Automaten gehort weiterhin
ein Arbeitsband, das als Pufferband oder einfach als Puffer bezeichnet
wird und das ebenfalls in Felder unterteilt ist, die jeweils ein Symbol aus
P enthalten konnen. Das Pufferband wird iber den Pufferschreibkopf S
beschrieben. Es ist in seiner Linge nicht begrenzt. Der Pufferlesekopf L
kann jeweils eine beliebige, aber endliche Anzahl von Symbolen am Beginn
des Pufferbandes betrachten. Da in diesem Abschnitt die Beweise nicht
ausgefihrt werden, soll auch die Arbeitsweise lediglich verbal beschrieben
werden: Die Beziehung

8" [21, %5, wx] > {(21; big, wr, bas)}
mit 25, z1€ Z, x5 X, mg, np€ P*, byye B, bas € By ist folgendermaBien
zu interpretieren: Befindet sich der PA im Zustand z;, steht das Symbol z;
auf dem Feld des Eingabebandes, auf das der Bandlesekopf zeigt, und
enthalten die ersten Felder des Pufferbandes die Kette np, so geht der
Automat in den Zustand z; tiber, das Eingabeband wird um ¢ (¢ € {0,1})
Felder nach links bewegt und der Pufferlesekopf um s Felder des Puffer-
bandes (nach rechts) in Richtung zum Pufferschreibkopf, falls die Linge
der im Puffer stehenden Kette > s ist, und =, wird in den Puffer ge-
schrieben ; waren vor dem Einschreiben von z, dagegen nur s Felder oder
weniger beschrieben, so erfolgt ein vollsténdiges Loschen des Puffers,
d. h. der Pufferschreib- und der Pufferlesekopf stehen auf demselben Feld.
Alle vom Pufferlesekopf tiiberlesenen Symbole sind nicht mehr erreichbar.

Aus den sich bietenden Moglichkeiten, Automaten zu betrachten und

zu vergleichen, sei die des Krkennens von bestimmten Mengen heraus-

gegriffen: Eine Kette we X*3 heiffe vom PA %’ angenommen, wenn
s Sei A* eine freie Halbgruppe. Dann wird definjert: A% := A*N\ {e}. Das An-

nehmen von Ketten durch P4 wird hier jeweils so definiert, daB die leere
Kette s nicht zur Menge der angenommenen Ketten gehort.
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eine endliche Folge von Zustandstibergidngen existiert, die den Automaten
aus dem Anfangszustand z, und der Kette w auf dem Eingabeband und
leerem Puffer in eine Konfiguration iiberfithrt, in der bei abgearbeitetem
Eingabeband der Puffer leer ist. Beziiglich des dabei erreichten Zustandes
werden keine Einschriankungen gemacht, d. h. es wird keine Untermenge
von Z ausgezeichnet, wie dies teilweise bei anderen Automatentypen der
Fall ist (siehe z. B. GiNsBURG [3]).

Fiir alle Automaten, fiir die das Annehmen von Ketten und damit
auch von Mengen von Ketten definiert ist, wird der Begriff des Aquivalent-
seins erkldrt: Zwei Automaten sind genau dann zueinander #dquivalent,
wenn sie die gleichen Mengen annehmen.

Als erstes Ergebnis erhalten wir, dal sogar die deterministische Variante
des obigen PA, die dadurch charakterisiert ist, dafl die Korrespondenz
fiir jedes Argument hochstens einen Wert besitzt, im wesentlichen iiber
die gleichen Féhigkeiten verfiigt wie TurINg-Maschinen (sieche auch
SHEPHERDSON und STURGIS [4]):

Satz. Zu jeder Turingmaschine T dber X\ {z,} — %, set dabei das
uneigentliche Symbol — gibt es einen deterministischen, unvollstindigen
Pufferautomaten B, so daf gilt: Wird T auf das erste Symbol einer Kette

w e (X {zo})*, die auf dem sonst leeren Band sleht, angeselzt und gelangt
T durch eine Ubergangsfolge endlicher Linge in eine Endkonfiguration, so
wird w # mit # ¢ X vom Pufferautomaten B angenommen und umgekehrt.

Der Beweis soll nur skizziert werden: Der zur TuriNg-Maschine T
konstruierte PA % iibernimmt das Teilwort w seiner Eingabekette — mit
einem speziellen Symbol am Anfang versehen — in den Puffer. Der Puffer-
inhalt wird dann bei Feststehen des Eingabekopfes auf i in Abhédngigkeit
von den Anderungen auf dem Band der Turingmaschine und der Bewegung
ihres Lese-Schreibkopfes modifiziert, wobei fiitr % keine Information ver-
loren geht, da die vom Pufferlesekopf iiberlesenen Symbole wieder in den
Puffer eingeschrieben werden. Der Prozel 1dfit sich durch das Bild eines
am Anfang und Ende verbundenen Bandes, das beliebig lang werden kann,
veranschaulichen. Das anfangs eingefiigte Symbol kennzeichnet jeweils
den Beginn des Bandes der TurINg-Maschine. Wihrend das Uberschreiben
eines Symbols auf dem Band der TuriNg-Maschine und das Rechtsgehen
in ¥ einfach simuliert werden konnen, ist das Nachbilden des Linksgehens
nur durch das voriibergehende Lodschen der ausgelesenen Symbole und
durch insgesamt zweimaliges Rundschieben des gesamten Puffers zu
erreichen. Stoppt die TuriNg-Maschine — nach der Definition von
Hermes [5] durch besondere Stopanweisungen in der Maschinentafel
bewirkt —, so wird der Puffer von B geldscht und das letzte Eingabe-
symbol # eingelesen.

Nach der Einteilung von Ano und Urimaw [6] sind fir jede Klasse
von Automaten die folgenden vier Typen zu betrachten: 2-Weg-nicht-
determiniert, 2-Weg-determiniert, 1-Weg-nichtdeterminiert, 1-Weg-deter-
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miniert. Da schon der letzte Typ des PA das obige Ergebnis lieferte,
eriibrigt sich die Untersuchung der drei anderen Typen.

Der Wunsch, Automaten ihrer Definition nach moglichst stark einzu-
schrinken, 146t noch das folgende Ergebnis interessant erscheinen: Zu
jedem wie oben definierten PA B gibt es einen PA %', der jeweils nur
einzelne Symbole in den Puffer einschreiben und auch nur jeweils in Ab-
héngigkeit einzelner Symbole am Beginn des Pufferbandes reagieren kann,
so dall B und B’ zueinander dquivalent sind.

Auf den Beweis wird hier verzichtet.

2, Der einfache Pufferautomat

Die enge Verwandtschaft von Pufferautomaten und Turing-Maschinen
148t eine weitere Beschiftigung mit dem betrachteten Typ des PA als
iberfliissig erscheinen. Dieser Zusammenhang ergab sich im wesentlichen
aus der Fihigkeit des Automaten, sein Eingabeband beliebig lange
;anhalten zu konnen und in dieser Zeit eine beliebig grofie Zahl von
Anderungen des Zustandes und des Puffers ausfithren zu konnen. Die
Allgemeinheit der Definition soll deshalb eingeschrankt werden: Bei jedem
Zustandsiibergang und jeder Pufferinderung mufl das Eingabeband jetzt
um ein Feld vorgeriickt werden. Bei solchen Automaten, bei denen genau
nach der Anzahl von Zustandsiibergingen, die gleich der Linge der vor-
gelegten Kette ist, entschieden ist, ob die Kette vom Automaten ange-
nommen wird, spricht man von in Realzeit arbeitenden Automaten. Zum
anderen wird gefordert, dal der Pufferlesekopf jeweils um hochstens
soviele Felder in Richtung auf den Pufferschreibkopf hin bewegt werden
darf, wie die Linge der maximalen Kette, die bei einem Zustandsitbergang
gelesen wird, betrigt.

Definition. Hin einfacher Pufferautomat B ist ein  Sextupel
(X, Z, P, By, 0, 2y). Dabei sind X, Z und P endliche, nichtleere Mengen,
By = {byg, by, - - ., bom}, wobei m gleich der Ldnge der grofiten Kette ist.
die als dritte Komponente eines Arqumentes der endlichen Korrespondenz 6
auftritt, zo€ Z, und 6 ist eine endliche Korrespondenz von Z x X x P*
in 4L X P* X B,

Das Annehmen von Ketten ist wie frither definiert. Die Menge der
von B angenommenen Ketten werde mit 7 (B) bezeichnet und Puffer-
sprache genannt. An den folgenden beiden Sétzen, die wiederum ohne
die (umfangreichen) Beweise zitiert werden, wird sich zeigen, daf auch
bei dieser Realzeitversion eines PA die Art des Einschreibens in den
Puffer und das Auslesen aus dem Puffer eingeschrinkt werden kann.

Satz. Sei B = (X, Z, P, B,, 6, 2,) ein einfacher PA mit der endlichen
Korrespondenz 6 von Z X X X P* in Z X P* X B,, wobei die dritte
Komponente eines beliebigen Argumentes von & hichstens Ketten der Linge 2
enthalten darf. Dann gibt es einen einfachen PA B = (X', Z', P', BS, &', z5)
mit der endlichen Korrespondenz ¢ won Z' X X' X (P' U {e}) in
Z' x P'* x B, so daf3 gilt: ueT (B) = u #+cT (B'), wobei # ¢ X.
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Zur Konstruktion von B’ aus B mull eine entsprechende Codierung
der auf das Pufferband von B’ einzuschreibenden Information vorge-
nommen werden.

Beziiglich des Annehmens von Mengen bedeutet es keine Einschriankung,
wenn jeweils nur ein Symbol (eventuell auch ¢) in den Puffer geschrieben
werden darf:

Satz. Sei B’ = (X', Z', P, B;, &, z;) ein einfacher PA mit der end-
lichen Korrespondenz &' wvon Z' X X' X (P' U{e}) in Z' X P'™* X By'.
Dann gibt es einen einfachen PA B = (X', Z, P, By, 6, z,) mit der end-
lichen Korrespondenz 6 von Z X X' X (P U {e}) in Z X (P U {e}) X By,
so daf gilt: B’ und B sind zueinander dquivalent.

Der Beweis wird konstruktiv mittels Erweiterung der Zustandsmenge
und des Pufferalphabets von 8’ gefithrt.

Im folgenden soll die deterministische Variante des einfachen PA B”
aus dem obigen Satz eingehender betrachtet werden.

3. Einordnung der deterministischen Puffersprachen in die
Typenhierarchie fiir formale Sprachen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich die noch zu defi-
nierenden deterministischen Puffersprachen in die Hierarchie der formalen
Sprachen nach CHomsky [7] einfiigen. Es ergibt sich, dafl sie nicht mit
einem bestimmten Typ von Sprachen identifizierbar sind.

Die oben definierten einfachen PA sind nichtdeterministisch und
unvollstindig, d.h. bei einer beliebigen Konfiguration kann es firr den
Automaten keine, eine oder mehrere Moglichkeiten geben, seine Arbeit
fortzusetzen. Der einfache deterministische PA ist dadurch gekennzeichnet,
daB es fiir ihn jeweils genau eine Moglichkeit gibt weiterzuarbeiten.

Definition. Ein einfacher deterministischer Pufferautomat (DPA) B ist
etn Sextupel (X, Z, P, B,, d, z,). Dabei sind X, Z und P endliche, nicht-
leere Mengen, By:= {by, by}, 206 Z, und d ist eine Abbildung wvon
Z X X X (P U{e})in Z X (P uU{e}) X B,

Um das Verhalten von DPA bequem beschreiben zu kénnen, wollen
wir noch einige Vereinbarungen treffen. Fiar DPA werde iiber
Z x X* x P* die Relation & definiert:

Definition., Seien 2,2’ € Z, xe X, we X*, pe P, p'e€ P U {&}, me P*.
Dann  gelte (2, zw, pa) —g (&', w, np’), falls d(z, 2, p) = &, D", by),
(2, 2w, pw) b=y (&, w, pp’), falls d (z, x, p) = (Z', ', bay), und (2, zw, £) —y
(7', w, p'), falls d(z, x, &) = (&, p', byy) oder d(z,2,¢) = (7, p', by)-
Fir xzteX (1 <i<k) gelte (z,2*2?...2%w, n) 3 @, w,a), folls
r=21 2% ..., 1 =2'ecZ n=nt ... #attl =gz € P* existieren, so
daf far 1 <t <k — 1 gull: (28, 2% . . . 2k w, 7b) |—g (28F1, 2+1 | || 2k w, nitl)
und aupPerdem (2%, 2% w, n¥) by (2. w, 7'). Gill (z, w, n) =& (&', w', 7’), so
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sagt man, daf es in B eine Ubergangsfolge gibt, die (z, w, ) n (z', w’, 2')
iiberfihrt.

Definition. Set B ein DPA. Eine Kelte we X* heifit von B ange-
nommen, wenn gilt: (z,, w, &) % (2, &, &) mit z€ Z. Die Menge der von B
angenommenen Worter werde mit T (B) bezeichnet und determinisiische
Puffersprache (DPS) genannt.

Wihrend bei endlichen erkennenden Automaten und bei Turing-
Maschinen die deterministischen Versionen gegeniiber den nichtdeter-
ministischen beziiglich des Annehmens von Mengen keine Einschrankung
bewirken, gilt fiir die einfachen PA — analog wie fiirr Kellerautomaten:

Satz 3.1
() Jede DPS ist eine Puffersprache.
(b) Das Umgekehrte gilt nicht.

Beweis

(a) Nach Definition der Puffersprache ist Teil (a) des Satzes klar.

(b) Am Beispiel der Sprache L := {wwjw e{a,—b}*} soll (b) bewiesen
werden. (1) Es werde angenommen, B sei ein DPA, fiir den gilt: T (B) = L.
Da die Zustandsmenge Z von ¥ endlich ist, gibt es Ketten a2¢ und a2/
mit i,j €N, ¢ + j, und einen Zustand z € Z, so daB gilt: (z,, a2?, &) 3
(2, &, 8) und (%) (2, @27, &) |—3& (2, 6, &). — a?? und a2/ sind ja Elemente
von L. — a?ibla2?bl ist ebenfalls ein Klement von L, d. h. es gilt
(29, @21 Bl 20 Bl, &) -5 (2, bl a2t bl, &) |—5 (%', e, &) mit 2’ € Z. Wegen der
Determiniertheit von % gilt aber auch nach (x) (zq, @27 bl a2i bl, &) |—3%
(2,00 a27 bl &) [—§ (2", ¢, ¢), d.h. a2ibla2ibl ist ein Element aus 7 (B),
aber wegen ¢ = j kein Element aus L. Damit ist die obige Annahme zum
Widerspruch gefithrt. (2) Sei B’ der folgendermallen gegebene einfache
Pufferautomat: B’ = ({a, b}, {2q, 21, 22}, {U, 0}, {bag, byy}, 0, 20), und 9§ ist
bestimmt durch: 6 [z, @, €] = {(21, %, bag)}, O [20, b, €] = {(21, ¥, bag)},
9 [21, a, u] = {(zv u, bzo), (227 & b21)}7 6 [le a, U] = {(21, u, bzo)}a 0 [21> b, u] =
= {(21, 0, Do)}, O [21,0,0] = {(21, 0, Day), (25, 8, 001) }, O [25, @, u] = {(29, &, B21)},
0 [25, b, v] = {(2a, &, byy)}. Bs soll auf den Beweis, daB T (') = L ist,
verzichtet werden — wie dies in der Mathematischen Linguistik iblich
ist —, da man es sofort einsieht. Damit ist gezeigt, dall es eine Sprache
gibt, die von einem einfachen PA, nicht aber von einem DPA angenommen
wird.

Um die DPS gegeniiber anderen formalen Sprachen abzugrenzen, ist
es bequem, die ,,entsprechenden‘ Automatentypen zu betrachten. Es sei
zundchst an den endlichen erkennenden Automaten erinnert (Néheres
siehe z. B. HAxNDLER [8]).

Detinition. Ein endlicher erkennender Automat § ist ein Quintupel
(X, Z,d, 2y, F). Dabei sind X und Z endliche, nichtleere Mengen, F < Z,
26 € Z, und d ist eine Abbildung von Z x X in Z.
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Bekanntlich gibt es zu jeder reguldren Sprache einen endlichen er-
kennenden Automaten, der sie annimmt. Eine Kette w e X* heillt dabei
von € angenommen, wenn sich der Automat nach dem Einlesen von w
in einem Zustand aus F befindet. Uber das Verhiltnis der e-freien regu-
liren Sprachen (das sind diejenigen reguliren Sprachen, die nicht die
leere Kette ¢ enthalten) zu den DPS gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 3.2

fa) Jede e-frete regulire Sprache ist eine DPS.
(b} Das Umgekehrte gilt nicht.

Beweis

(a) Der Beweis wird iiber die zugehorigen Automaten gefithrt. Sei

L eine e¢-freie reguldre Sprache und € = (X, Z, d, 2y, ') mit 2o ¢ F sei

ein endlicher erkennender Automat, der sie annimmt. Dann sei

B = (X, Z,{p}, {bsg bn}, d',29) ein DPA mit der folgendermaBen defi-
nierten Abbildung: Fir alle (2, ) € Z x X werde gesetzt:

d’ (Z, Z, 8) = (Z’, Y b20)

d’ (Z, Z, 27) = (zl> & 620)

d' (2, z, &) = (2, &, byy)

d’ (2’, Z, _p) = (Z”, &, 621)

} falls d (z,x) = 2" A2’ € Z\ I

} falls d (z, ) = 2" A2 €F

B weist dieselben Zustandsiiberginge auf wie €, schreibt das Symbol p
in den Puffer bzw. liBt es ungedndert stehen, falls € in einen nicht-
markierten Zustand tibergeht und 16scht den Puffer bzw. 1ift ihn leer,
falls € in einen markierten Zustand tibergeht. Es ist unmittelbar ersichtlich,
daf gilt: T (B) = L.

{b) Man macht sich leicht klar, dai der folgende DPA B die kontext-
freie, nichtregulire Sprache {a?ba”/ne N} annimmt: B = ({a,b},
{20 21. 23}, {0} {B20> b1 }> &, 25), Wobei (in abgekiirzter Schreibweise):
d (2. @, &) = d (2, @, P) = (20, D, ba), d (2o, b, P) = (21, & byy)s d(2p, b, 8) =
= (22, P, b20): d (2, @, )= (21, & b21), d (21, a,¢) = d (24, b, &) = d (24, b, p) =
=d (z, @, 8) =d (225 b: 6) =d (zza a, 10) =d (22’ b, 29) == (Zza b, bzo)-

Im Teil (a) des Beweises mullite der Puffer mitbenutzt werden, um €
zu simulieren, da es reguldre Sprachen gibt — z. B. {(ab)?/ne N} —,
die nicht von endlichen erkennenden Automaten angenommen werden,
fur die F = Z gilt.

Eine Abgrenzung der DPS ,nach oben‘ vermittelt der folgende Satz:

Satz 3.3. Jede DPS ist eine konlext-semsitive Sprache.

Beweis. Bekanntlich ist eine Menge genau dann eine kontext-sensitive
Sprache, wenn es einen linear-beschrinkten Automaten gibt, der sie
annimmt (siehe z. B. Gixnseure und Rose [9]). Der linear-beschrinkte
Automat ist dadurch charakterisiert, dafl die Linge des bendtigten Arbeits-
bandes nur linear von der Linge des vorgelegten Wortes abhidngen darf.
Da jeder DPA, durch den eine DPS angenommen wird, in Realzeit arbeitet,
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ist die Léange des benutzten Pufferbandes durch die Lénge des gegebenen
Wortes begrenzt. Daraus folgt, daB jede DPS von einem linear-beschrinkten
Automaten angenommen wird.

Fiir die Klasse der DPS soll nun noch gezeigt werden, dal sie weder
mit der Klasse der kontextfreien noch mit der der kontext-sensitiven
Sprachen zusammenfallt.

Der bequemeren Sprechweise halber wird der Begriff des Pufferbildes
eingefithrt:

Definition. Gilf in einem DPA B = (X, Z, P, By, d, 2,) (¢, Uy Uy, &)
=% (2, wUy, 70y 705) |8 (7', Ug, Wy W) Mit 2, 2’ € Z, Ug, Uy, w € X*, 1y, 7y, w € P¥,
so heifft 7 das Pufferbild von w (in B ).

Satz 3.4
(a) Es gibt kontext-sensitive, nichi-kontextfreie Sprachen, die DPS sind.

(b) Es gibt deterministische kontext-sensitive, nicht-kontextfreie Sprachen,
die keine DPS sind.

Bewets

(a) Man uberzeugt sich leicht, daf der folgende DPA % die nicht-
kontextfreie ~Sprache {wcw [we{a,b}*} annimmt: B = ({a,bd,c},
{24, 215 25}, {%, v}, {Dag, gy }, d, 2), Wobei d wie folgt (in abgekiirzter Schreib-
weise) definjert ist: d (2y, @, &) = d (2, @, u) = d (29, @, ) = (2, U, Dyy),
d (2, b, €) = d (24, b, u) = d (29, b, ¥) = (%, ¥, bag), & (20, €, &) = (25, U, byy),
d (2o, ¢, u) = d (2, €, ¥) = (24, &, by, d (21, @, u) = d (21, b, v) = (24, &, by),
d(z,a,e) =d(z,0,8) =d(2,6,8) =d (21,0, u) =d (21, ¢, u) = d (71, @, v) =
= (21,0,0) = (29, %, Dpq), d(20,0,8) = d (29,0, %) = (25,8,0) = d (25, b, &) =
= d (2,0, %) = d (29,0,0) = d (29, ¢, 8) = d (29,6, u) = d (29, ¢, ¥) = (29, U, byg).

(b) Der Beweis erfolgt am Beispiel der deterministischen kontext-
sensitiven Sprache L = {wvcvw [ve{0,1}* awe{a,b}*}. 1. G.z. B.
wird angenommen, es gibe einen DPA B = (X, Z, P, B,, d, zy), so dal
gilt: T (B) = L. Zundchst ergibt sich, daB sich ¥ nach Abarbeiten der
Halfte eines Wortes aus L in einer durch den Zustand und den Puffer-
inhalt durch wv umkehrbar eindeutig bestimmten Konfiguration befinden
muB. Wirde némlich gelten (2o, wvcow, &) 5 (2, cow, ) und
(g, W V' eV W, e) & (2, cv' w,w) mit 2€Z, we P* und w' + wv v * v,
so wirde wegen der Determiniertheit des Automaten mit wvcvw auch
w’ v cvw angenommen, und diese Kette ist nicht in L. Die Anzahl der
Elemente von Z sei «; und die von P sei a, (> 2). Mit Ketten im Puffer
der Linge < m lassen sich — mit Hilfe der Zustinde — < o2 ™™ oy ver-
schiedene Konfigurationen bilden. Andererseits gibt es 2!+% verschiedene
Ketten wv mit |w|=1 ¢ und |v|= k. Sollen Ketten dieser Lénge um-
kehrbar eindeutig Konfigurationen im DPA zugeordnet werden, so mul
fir die Pufferlinge m gelten: 20+F < o1 oy, D.f. (%) le; + key <
< (m + 1) ¢y + ¢, mit Konstanten ¢, ¢, > 0, ¢; > 0. Fir ein. Wort aus

4 | w | bezeichnet die Lénge einer Kette w € A*; insbesondere gilt | ¢ | = 0.

Computing 5/1 5
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L existiert eine Ubergangsfolge (2, wocow, &) ¥ (2%, vevw, ;) —§
(2% cow, my) & (2%, w, my) mit 2Y,2%,28€Z, my, 7wy, e PY. Da die
Pufferlinge linear mit der Linge von w wichst, gibt es in L beliebig viele
Worter fur die gilt |z, | >|vev |, wobel |v| — in Abhéngigkeit von z; —
beliebig groB werden kann. D.h. nach dem Einlesen von w enthilt der
Puffer so viele Symbole, dafi sie im Verlauf des Einlesens von vcv nicht
alle gel6scht oder iiberschrieben werden kénnen. — Beim Einlesen eines
Eingabesymbols kann ja héchstens ein Symbol aus dem Puffer ausgelesen
werden. — Um nun die beiden Ketten v — sie seien als »® und »®
bezeichnet — auf Ubereinstimmung zu priifen, ist es nétig, nach dem
vollstindigen Auslesen des Pufferbildes von w ihre Pufferbilder zu ver-
gleichen. Da das Pufferbild der ersten Kette ¢ wihrend des Einlesens
der zweiten Kette v fiir den Pufferlesekopf nicht erreichbar war, werden
die Pufferbilder von v® und »® unabhéngig voneinander in den Puffer
geschrieben. Aus (x) folgt, daBl es Worter in L gibt, fir die gilt: Zum
Zeitpunkt des vollstdndigen Ausgelesenseins des Pufferbildes von w ist
die Anzahl K der Symbole im Puffer, d. h. die Linge des Pufferbildes
von vcw, eine lineare Funktion von |v|= £. Da der Pufferlesekopf lediglich
Zugriff zu einem am linken Ende des Puffers befindlichen Symbol hat,
miissen die Pufferbilder von +® und ¢® abwechselnd an das linke Ende
geschoben werden. Wegen der endlichen Zustandszahl kénnen aber wiahrend
eines solchen Vorganges nur eine endliche Anzah! von Puffersymbolen
verglichen und damit auch geléscht werden. Der Vergleich beansprucht
deshalb eine Anzahl von Zustandsiibergingen — wobei jeweils auch ein
Symbol vom Eingabeband eingelesen wird —, die proportional zu K?
und damit auch zu k2 ist. Da aber nach dem Einlesen der Teilkette wvcw
nur noch |w|= I Zustandsitberginge moglich sind, gibt es nach (x) Worter
in L, fir die der Vergleich nicht durchfiihrbar ist, so daB auch Worter
der Form wwvcv'w mit v + v’ angenommen werden. Damit ist die An-
nahme, L sei DPS, zum Widerspruch gefiithrt.

Tyw 0
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Abb. 2. Lage der DPS in der Cmomsky-Hierarchie

Satz 3.5

(a) Es gibt kontextfreie, nichi-requldre Sprachen, die DPS sind.
(b) Es gibi deterministische kontextfreie Sprachen, die keine DPS sind.
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Bewets
(a) Siehe Beweis von Satz 3.2 (b).

(b) Der Beweis erfolgt mit denselben Worten wie der von Satz 3.4 (b)
am Beispiel der deterministischen kontextfreien Sprache

{wocvBwE [ve {0,1}* Aw e {a, b}*}.5

Damit ist die Stellung der DPS in der CHomsky-Hierarchie geklért
(siehe Abb. 2).

4. Operationen mit deterministischen Puffersprachen

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der DPS gegeniiber einigen
charakteristischen Operationen untersucht werden. Es zeigt sich, daf die
itblichen Operationen nicht klassenerhaltend sind. Dies ergibt sich teil-
weise durch die Determiniertheit der Sprachen und teilweise durch die
Definition des Annehmens von Mengen (leersein des Puffers). Erwihnt
sei, daf} es einige spezielle Operationen gibt, die nicht aus der Klasse hinaus-
fithren.

Satz 4.1. Die Klasse der DPS ist beziiglich der
(@) Durchschnittsbildung,

(b) Vereinigungsbildung und

(c) Spiegelung nicht abgeschlossen.

Beweis
(a) Der Beweis des Teils (a) ergibt sich sofort am Beispiel der Menge

{wvcvw [ve{0,1}* Awe{a, b}*}, von der im Beweis von Satz 3.4 (b)
gezeigt wurde, dal} sie keine DPS ist, und die als Durchschnitt der beiden
DPS L; = {wv, cv,w [ vy, v, € {0,1}* Awe{a, b}*} und L, = {w, vcow, |
v €{0,1}* Aw;, w, € {a, b}*} gebildet werden kann. Dall L, und L, DPS
sind, wird lediglich am Konstruktionsprinzip entsprechender DPA plau-
sibel gemacht: Um L, anzunehmen, wird zunichst das Pufferbild der
ersten Teilkette w in den Puffer geschrieben, ohne Anderung des Puffers
wird nachgepriift, ob »; und v, Elemente aus {0,1}* sind, und anschlieffend
wird die zweite Teilkette w mit dem Pufferinhalt verglichen. Ein Automat,
der L, annimmt, schreibt zundchst ein Sondersymbol in den Puffer, iiber-
priift, ob w, € {a, b}*, 16scht beim Einlesen von v das Sondersymbol und
schreibt gleichzeitig das Pufferbild von v ein, vergleicht es beim Einlesen
der zweiten Teilkette v damit und schreibt beim Leerwerden des Puffers
wiederum ein Sondersymbol ein, das beim Einlesen des ersten Symbols
von w, geldscht wird. Dann wird nur noch einmal etwas in den Puffer
geschriecben, wenn w, ¢ {a, b}*.

(b) Es wird gezeigt, daB die als Vereinigung zweier DPS L; und L,
gebildete Sprache (nach Ramin [10}) L = {uvdu} U {uvev}, wobei

ue{a,—b}*, v e{m}* keine DPS darstellt. Auf den Nachweis, daf L,

5 Dabei gilt: ef = ¢ Fir ay...ap,€ 4%: (a;...ap)B = apn...a,.

5*
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und L, DPS sind, wird hier verzichtet. Die Annahme, es gibe einen DPA
B mit 7 (B) = L, soll zum Widerspruch gefithrt werden. Wie im Beweis
von Satz 3.4 (b) zeigt man, dal} sich B8 nach Einlesen einer Teilkette uv
in einer durch den Zustand und den Pufferinhalt umkehrbar eindeutig
durch %v bestimmten Konfiguration befinden mull. AuBerdem gilt wieder
das dort iiber die Pufferlinge Gesagte. D.f. dann, dafl es in L beliebig
viele Wérter gibt, fiir die die Lénge des Pufferbildes von u grofier als die
Linge von v ist, d. h. es gibt in B eine Ubergangsfolge (2o, uvev, &) —§
(z, ev, m) mit |x|>|ev|. Wahrend des Abarbeitens von ev kann der
Puffer nicht leer werden und damit das Wort wvev nicht angenommen
werden, obwohl es Element von L ist.

(c) Teil (c) des Satzes wird am Beispiel der obigen Sprache L gezeigt,
die sich als Spiegelung der DPS L' = {udvu} U {vevu} mit u € {a, b}*
und v € {0,1}* darstellt. Dal L' eine DPS ist, iiberlegt man sich leicht.

Definition. Seien X, und X, nichtleere Mengen. Ein Homomorphismus ©
von X§ in XF ist eine Abbildung von X§ in X3, so daff gilt: v(e) = ¢
und v (2! ... 2F) =71 (2Y)...7v (k) fir alle bk > 1 und 2t e X, (1 <1 <k).
Qilt fir alle x€ X, 7 (x) + ¢, so heifit v e-freier Homomorphismus.

Satz 4.2, Die Klasse der DPS ist beziiglich der (a) Homomorphismen-
bildung und (b) e-freien Homomorphismenbildung nicht abgeschlossen.

Beweis

(a) Man iiberzeugt sich leicht, daBl L = {fuvdu} U {guvev} mit
u e {a, b}* und v € {0,1}* eine DPS ist. Sei v der folgendermafBen definierte
Homomorphismus: z(f)=1t(9) =¢; (@) =a; z(0)=0b; t(d)=4d;
7(e) =¢; 7(0)=0; 7(1)=1. Dann ist 7 (L) nach dem Beweis von
Satz 4.1 (b) keine DPS.

(b) Nach dem Beweis von Satz 3.4 (a) ist L' = {wew [w e {a, b}*}
eine DPS. Sei 7’ der folgende e-freie Homomorphismus: 7’ (a) = 1’ (¢) = a;
7' (b) = b. Wie im Beweis von Satz 3.1 (b) ergibt sich, da 7' (L) keine
DPS ist.

Satz 4.3, Die Klasse der DPS ist beziiglich der Differenzbildung nicht
abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis erfolgt am Beispiel der Menge L = {b!*%a¥ [ k,le N},
die sich als Differenz der beiden DPS {a?b/ /4, je N} und {a?b**™ [t € N,
m e N U {0}} ergibt und selbst keine DPS ist. Ein DPA, der L annehmen
sollte, miiBte in eine durch den Zustand und den Pufferinhalt gekenn-
zeichnete, durch b*¥ umkehrbar eindeutig bestimmte Konfiguration ge-
langen. Wegen der Determiniertheit des Automaten wird aber, da [
beliebig groB werden kann, der Pufferinhalt so groB, daB er wihrend des
Einlesens von a* nicht mehr geloscht werden kann.

Satz 4.4

(a) Es gibt DPS L und regulire Sprachen R, so daff RL keine DPS
sind.



Uber einen Automaten mit Pufferspeicherung 69

(b) Es gibt DPS L' und reguldre Sprachen R', so daff L' R’ keine DPS
sind. :

Beweis

(a) Es wird die Konkatenation der reguldren Sprache R = {b! [l e N}
und der DPS L = {b¥a* [ ke N} gebildet. RL = {bl+ka¥ [k, 1€ N} ist
nach dem Beweis von Satz 4.3 keine DPS.

(b) Man tiberzeugt sich leicht, daB die Menge L', die aus solchen.

Wortern aus {a, b}* besteht, die die gleiche Anzahl von a’s und b's ent-
halten, eine DPS ist. Die Konkatenation mit der reguliren Sprache
R’ = {af [ie N} stellt keine DPS dar. Es sei nidmlich angenommen, es
gibe einen DPA 6 = (X, Z, P, B,, d. zy), der diese Menge annimmdt.
Wie oben sieht man, daBl es dann Worter mit geniigend groBem k gibt,
so da8 sich B nach dem Einlesen von b af ¢¥ in einer durch Zustand und
Pufferinhalt umkehrbar eindeutig durch a* bestimmten Konfiguration
befinden muf, d. h. es mul gelten (z,, bt at a¥ b%, &) -5 (2, a®~1 b, &), da
bt ai*tl auch € L' R’ und (z, ab~1b%, &) |- (¢, b%, n) mit = e P*. Wegen
der Determiniertheit von B gilt dann auch (zy, 8% a? ek, &) -5 (2, &, 7).
D.h. dtatak ¢ T (B), was wegen bialak e L’ R’ einen Widerspruch zur
Annahme, dafl 7' (B) = L' B’ sein soll, darstellt.

5. Entscheidbarkeitstragen bei Puffersprachen

Zu. den charakterisierenden Eigenschaften von Sprachen gehéren neben
ihrer Einordnung in die Crmomsky-Hierarchie und ihrem Verhalten gegen-
iiber gewissen Operationen auch die Moglichkeit bzw. Unméglichkeit,
bestimmte Fragen, wie z. B. die nach der Gleichheit zweier beliebiger
Sprachen dieser Klasse, algorithmisch entscheiden zu koénnen.

Zunichst sei ein entscheidbares Problem formuliert:

Satz 5.1. Es ist entscheidbar, ob ein beliebiges Wort Element einer beliebig
vorgegebenen Puffersprache ist.

Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.3.

Die Beweise der folgenden Unentscheidbarkeitsaussagen beruhen auf
dem bekannten Posrschen Korrespondenzproblem (Post [11]) und ver-
laufen in Analogie zu entsprechenden Séitzen far kontextfreie Sprachen
(siehe z. B. GInsBURG [3] und LANDWEBER [12]), die wiederum im wesent-
lichen auf einen Beweisgedanken von RaBIiN und Scorr [13] zuriick-
zufithren sind. Hier soll auf sie verzichtet werden.

Satz 5.2, Far DPS L, und L, sind die folgenden Probleme rekursiv
unentscheidbar:

(a) Ist Ly Ly,=07?

(b) Ist Ly~ L, eine endliche Menge?

(¢c) Ist Ly n Ly eine reguldre Sprache?
(d) Ist Ly~ Ly eine kontextfreie Sprache?
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Satz 5.3. Fiar Puffersprachen L, und L, sind die folgenden Probleme
rekursiv unentscheidbar:

(a) Gilt Ly < Ly?
(b) Gilt Ly = Ly?

Satz 5.4. Fir Puffersprachen L, kontextfreie Sprachen C und reguldre
Sprachen R sind die folgenden Probleme rekursiv unentscheidbar:

(a) Gilt L = C'?
(b) Gilt L= R?
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