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Zusammenfassung - -  Summary 

~ber  einen Automaten mit Pufferspeicherung. Es wird ein Automat mit  Speieher- 
band eingefiihrt und in seiner Eigenschaft ~ls erkennender Automat untersucht. 
Er kann sein Arbeitsband nur als l~uffer benutzen, d. h. was zuerst eingelesen wird, 
wird aueh zuerst wieder ausgelesen. Es werden verschiedene Modifikationen des 
Grundmodells, insbesondere aber die determlnistische, in l~ealzeit arbeitende Version 
betrachtet, sowohl hinsiehtlieh der Lage der durch den Automatentyp definierten 
Sprachklasse in der CHoMSKy-I-lierarehie, als auch das Verhalten dieser Sprachen 
gegeniiber gewissen Operationen. Einige l~esultate flber Entseheidbarkeitsfragen 
werden zitiert. 

On an Automaton with Buffer-tape. A class of automata with tape has been 
defined and considered as recognition devices. Our automaton can use its working 
tape only as a buffer, i .e .  in a "first-in-first-out" manner.  Some modifications of 
the general model are considered, especially the deterministic, real-time version. 
The position in the C~o~sKY hierarchy of the class of languages accepted by such 
automata and some operations with these languages have been investigated. Some 
results on decidability questions are cited. 

Einleitung 
Die Untersuchung abstrakter Automaten mit Speicherb~ndern wurde 

angeregt von der Theorie der rekursiven Funktionen und der Mathema- 
tisehea Linguistik. 

Kellerautomaten, linear beschr~nkte Automaten und Tc~I~G- 
Maschinen sind typisehe Antomaten dieser Art. Im Unterschied zu den 
endlichen, erkennenden Automaten verffigen die genannten Typen fiber 
einen wachsenden, potentiell unendlichen Speieher, yon dessen Inhalt sie 
ihre Vorgehensweise abh~ngig machen kSnnen. Ihre unterschiedlichen 
F~higkeiten beim Annehmen yon Klassen formaler Spraehen resultieren 
aus den verschiedenea Einsehr~nkungen, denen sie beim Auslesen der 
Speicherinhalte unterworfen sind. 

Nachdem man l~ngere Zeit in der Hauptsache solche Automaten 
betraehtete, die in enger, wechselseitiger Beziehung zu den Sprachklassen 

x Diese Arbeit wurde yon der Deutschen Forschungsgemeinsehaft (Az. "Ha 417/7) 
gefSrdert. 
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der C~o~sKY-Hierarehie stehen, sind in den letzten Jahren verschiedene 
Typen yon Automaten untersucht worden, die sich nicht mehr in natfir- 
licher Weise in diese ttierarchie einordnen lassen. Dies gilt auch ffir den 
hier eingefiihrten Automaten, der Pufferautomat genannt werden soll, 
und der aus zweierlei Grfinden interessant scheint: 

1. In naheliegeader Analogie zum Kellerautomatem bei dem der 
Zugriff auf  das Speicherband nach dem Prinzip ,,was zuletzt eingelesen 
wurdc, wird zuerst ausgelesen" erfolgt, wird ein Automat  definiert, bei 
dem nach dem Grundsatz ,,was zuerst eingelesen wurde, wird zuerst aus- 
gelesen" verfahren wird. 

2. Dieser A~ttomat wird es ermSglichen, in ,,einfacher" Weise -- wir 
wollen darunter eine I~ealzeit-Arbeitsweise verstehen -- Ket ten aus einer 
freien Halbgruppe fiber einem endlichen Alphabet, die aus konkatenierten 
homomorphen Bildern einer Ket te  bestehen, anzunehmen. Im Deutschen 
oder Englischen entspr/iche dies z .B.  S~tzen, die mit ,,respektive" bzw. 
,,respectively" gebildet werden: ,Wenn  eine Fu~ktio~ rekursiv, A-rekursiv, 
partiell-rekursiv oder A-partiell-rekursiv ist, darm ist sie resp. berechenbar, 
A-berechenbar, partiell-berechenbar oder A-partiell-berechenbar" (iiber- 
setzt atls DAvis [1]). Die Struktur solcher, im Prinzip beliebig langer S/~tze 
lgBt sich nicht durch kontextfreie Grammatiken erfassen. Ket ten dieser 
Art, die in problemorientierten Sprachen, wie ALGOL, h/~ufiger auftreten 
als in natiirlichen Sprachen, sind deshalb auch nich~ durch Kellerauto- 
maten zu erkennen. 

Ein Teil der S//tze (vor allem in den beiden ersten Abschnitten) wird 
ohne Beweis angegeben werden. Ffir Einzelheiten dazu muB auf VOLL~AR [2] 
verwiesen werden. 

1. Der nichtdeterministische, unvollst~ndige Pufferautomat 
In den folgenden Definitionen werden wir vom Begriff der Korre- 

spondenz Gebraueh machen, um nieht Abbildungen in Potenzmengen vor- 
nehmen zu miissen. Unter einer Korrespondenz d wird dabei ein Tripel 
(G,A, B) yon Mertgen G,A, B verstanden, ffir die gilt: G c A • B. 
Eine Korrespondenz heigt endlich, wenn G eine endliehe 3/Ienge ist. 

Als Grundmodell wird der niehtdeterministisehe, unvollstgndige Puffer- 
automat  eingeffihrt: 

Definition. Ein nichtdeterministischer, unvollstiindiger Pufferautomat 
( P A )  23' ist ein Septupel (X, Z, P, B1, B2, ~', %). Dabei sind X ,  Z, P, 
B1 und B2 endliche, nichtleere Menffen, z o ~ Z und d' ist eine endliche Kor- 
respondenz von Z • X • P* in Z • B 1 • P* • B~. 2 

Folgende Sprechweise soll kfinftig verwendet werden: 
X ist das Eingabealphabet, Z die Zustandsmenge, P das Pufferalphabet, 

2 Die freie I-Ialbgruppe fiber einem endlichen Alphabet A mit der Konkatenation 
als Verlmfipfung wird mit A* bezeiehnet. Elemente einer freien I:[albgruppe werden 
W6rter oder Ke~ten genannt. Das neutrale Element der freien Halbgruppe wird 
mi te  bezeiehnet. Die Menge aller endlich langen W6rter tiber einem endlichen 
Alphabet A werde ebenfalls mit A* bezeielmet. 
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B~ die Menge, die die Eingabebandbewegung besehreibt, B2 die Menge, 
die die ]3ewegung des Pufferlesekopfes angibt und z0 der Anfangszustand 
des A~tomatem Der einfacheren Beschreibung wegen ist es wohl nfitzlich, 
yon einer bildlichea Darstelluag eines PA auszugehen (siehe Abb. 1). 

~ I I .... 

Abb. 1. Pufferautomat 

Der Kern des PA ist ein endlieher Automat, der fiber einen Band- 
lesekopf K yon einem Eingabeband Symbole entgegennimmt. Das Ein- 
gabeband ist in einzelne Felder unterteilt, und jedes dieser Felder kann 
genau ein Symbol arts X aufnehmen. Zum Automaten gehSrt weiterhin 
ein Arbeitsbar~d, das als Pufferband oder einfaeh als Puffer bezeichnet 
wird und das ebenfalls in Felder unterteilt ist, die jeweils ein Symbol aus 
P enthMten k6nnen. Das Pufferband wird fiber den Puffersehreibkopf S 
beschrieben. Es ist in seiner L/~nge nicht begrenzt. Der Pufferlesekopf L 
kann jeweils eine beliebige, aber endliche Anzahl yon Symbolen am Beginn 
des Pufferbandes betrachten. Da in diesem Abschnitt die Beweise nieht 
ausgeffihrt werden, soil auch die Arbeitsweise lediglieh verbal besehrieben 
werden: Die Beziehung 

xj, blq, b2s)} 

mit zi, z~ e Z, x i ~ X, zk, ~r ~ P*,  blq ~ B1, b2s E B2 ist folgendermaBen 
zu interpretierea: Befindet sich der PA im Zustand zi, steht das Symbol x I 
auf dem Feld des Eingabebandes, auf das der Bandlesekopf zeigt, und 
enthalten die ersten Felder des Pufferbaades die Kette  z~, so geht der 
Automat in den Zustand z~ fiber, das Eing~bebaa4 wird um q (q E {0,1}) 
Felder naeh links bewegt und der Pufferlesekopf u m s  Felder des Puffer- 
bandes (nach rechts) in Riehtung zum Pufferschreibkopf, falls die L~nge 
der im Puffer stehenden Kette  > s ist, and Zr wird in dea Puffer ge- 
schrieben ; waren vor dem Einschreiben yon ~r dagegen nar s Felder oder 
weniger beschrieben, so erfolgt ein vollst/~ndiges LSsehen des Puffers, 
d. h. der Pufferschreib- and der Pufferlesekopf stehen auf demselben Feld. 
Alle yore Pufferlesekopf fiberlesenen Symbole sind nicht mehr erreichbar. 

Aus den sich bietenden MSglichkeiten, Automaten zu betraehten und 
zu vergleiehen, sei die des Erkennens yon bestimmten Mengen heraus- 

gegriffen: Eine Kette  w e X* 3 heiBe vom PA ~ '  angenommen, wean 

8 Sei A* eine freie I-Ialbgruppe. Dann wird definiert: A* := A*~(e}.  Das An- 
nehmen yon Ketten durch PA. wird hier jeweils so definiert, dab die leere 
Ke~te e nich~ zur lgenge der angenommenen t~ett~en geh6rt. 
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eine endliche Folge von Zustandsiiberggngen existiert, die den Antomaten 
aus dem Anfangszustand Zo nnd der Kette  w auf dem Eingabeband und 
leerem Puffer in eine Konfiguration fiberf~ihrt, in der bei abgearbeitetem 
Eingabeband der Puffer leer is~. Bezfiglich des dabei erreichten Zustandes 
werden keine Einschrgnkungen gemaeht, d .h .  es wird keine Untermenge 
yon Z ausgezeichnet, wie dies teilweise bei anderen Automatentypen der 
Fall ist (siehe z.B. GnVSBVRG [3]). 

Ffir alle Automaten, ffir die das Annehmen vor~ Ketten und damit 
auch yon Mengen yon Ket ten definiert ist, wird der Begriff des Aquivalent- 
seins erkl/~rt: Zwei Automatea  sind genau dann zueinander /~qtlivalent, 
wenn sie die gleiehen Mengen annehmen. 

Als erstes Ergebnis erhalten wir, dab sogar die deterministisehe Variante 
des obigen PA, die dadurch eharakterisier~ ist, dab die Korrespondenz 
ffir jedes Argumen~ h6chstens einen Wert besitzt., im wesentliehen fiber 
die gleiehen F/~higkeiten verfiigt wie Ttr~iNo-~{asehinen (siehe aueh 
S~EP~ERDSON und STURGIS [4]): 

Satz. Zu jeder Turingmaschine ~2 abet X ~ { x 0 }  -- xo sei dabei das 
uneigentliche Symbol --  gibt es einen deterministischen, unvollstgindigen 
Pufferautomaten ~,  so daft gilt: Wird ~ auf das erste Symbol einer Kette 
w e (X~(x0})* ,  die auf dem sonst leeren Band 8teht, angesetzt und gelangt 

durch eine Ubergangsfolge endlicher Ldinge in eine End]configuration, so 
wird w @ mit ~ ~ X yore Pufferautomaten ~ angenommen und umge]cehrt. 

Der Beweis soll nur skizziert werden: Der zur Tvl~I~G-Maschine aE 
konstruierte PA ~ fibernimmt das Teilwort w seiner Eingabekette -- mit 
einem speziellen Symbol am Anfang versehen -- in den Puffer. Der Puffer- 
inhalt wird dann bei Feststehen des Eingabekopfes auf @ in Abh/ingigkeit 
yon den J~nderungen auf dem Band der Turingmaschine und der Bewegung 
ihres Lese-Schreibkopfes modifiziert, wobei fiir ~3 keine Information ver- 
loren geht, da die yore Pufferlesekopf fiberlesenen Symbole wieder in den 
Puffer eingeschrieben werden. Der ProzeB 1/igt sich durch das Bild eines 
am Arrfang und Ende verbundenen Bandes, das beliebig lung werden kann, 
veranschanliehen. Das anfangs eingeffigte Symbol kennzeiehnet jeweils 
den Beginn des Bandes der TcRI~G-Maschine. W/~hrend das ~bersehreiben 
eines Symbols auf dem Band der Tv~I~cG-Maschine und das Rechtsgehen 
in ~3 eirffaeh simuliert werden k5nnen, ist das Nachbilden des Linksgehens 
nur durch das voriibergehende LSsehett der ausgelesenen Symbole und 
durch insgesamt zweimaliges I~undschieben des gesamten Puffers zu 
erreichen. Stoppt die TvnI~G-Maschine -- nach der Definition yon 
t t E ~ E S  [5] durch besondere Stopanweisungen in der Maschinentafel 
bewirkt -- ,  so wird der Puffer yon ~3 gelSscht und das letzte Eingabe- 
symbol @ eingelesen. 

Nach der Einteihmg yon AEo und ULLMAN [6] sind ffir jede Klasse 
yon Automaten die folgenden vier Typen zu betrach~en: 2-Weg-nicht- 
determiniert, 2-Weg-determiniert, 1-Weg-niehtdeterminiert, 1-Weg-deter- 
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miniert. Da schon der letzte Typ des PA das obige Ergebnis lieferte, 
erfibrigt sich die Untersuchung der drei anderen Typen. 

Der Wunsch, Automaten ihrer Definition nach mSgliehst stark einzu- 
schrs l~13t noch das folgende Ergebnis interessant erscheinen: Zu 
jedem wie oben definierten PA 75 gibt es einen PA ?5', der jeweils nur 
einzelne Symbole in den Puffer einsehreiben and auch nur jewefls in Ab- 
h~ingigkeit einzelner Symbole am Beginn des Plffferbandes reagieren kalm, 
so dal~ 75 und ~ '  zuein~nder ~iquivaleat sind. 

Auf den Beweis wird bier verzichtet. 

2. Der einfache Pufferautomat 

Die engo Verwandtsch~ft yon Pufferautomaten und TuI~I~G-Maschinen 
Nil~t eine weitere Besch~ftigung mit dem betrachteten Typ des PA Ms 
iiberflfissig erscheinen. Dieser Zusammenhang ergab sich im wesentlichen 
~us der Fi~higkeit des Automaten, sein Eingabeband beliebig lange 
,anhal ten" zu kSnnen und in dieser Zeit eine beliebig grol~e Zahl yon 
Anderungen des Zustandes und des Puffers ausffihren zu k5nnea. Die 
A]lgemeinheit der Definition doll deshalb eingeschrs werden: Bei jedem 
Zustandsiibergang und jeder Puffer~nderung mul~ das Eingabeband jetzt 
um ein :Feld vorgerfickt werden. Bei solchen Automaten, bei denen genau 
nach der Anz~hl yon Zust~ndsiibergs die gleich der Li~nge der vor- 
ge]egtea Kette ist, entschiede~ ist, ob die Kette vom Automaten ange- 
nommen wird, spricht man yon in Realzeit ~rbeitendea Automaten. Zum 
~nderen wird gefordert, dalil der Pufferlesekopf jeweils um hSchstens 
sovie]e Felder in Richtung auf den Pufferschreibkopf hin bewegt werden 
daft, wie die Li~nge der maximalen Kette, die bei einem Zust~ndsiibcrgang 
gelesen wird, betri~gt. 

Definition. Ein  einfacher Pufferautomat ~ ist ein Sextupel 
(X, Z, P,  B2, ~, %). Dabei sind X ,  Z und P endliche, nichtleere Mengen, 
B 2 : :  {b~o, b~, . . . ,  b2m}, wobei m gleich der L(inge der gr6fiten Kette ist. 
die als dritte Komponente eines Argumentes der endlichen Korre~pondenz 
auftritt, z o ~ Z, und (~ ist eine endliche Korrespondenz von Z • X • P* 
in Z • P* • B 2. 

Das Annehmen yon Ketten ist wic friiher definiert. Die Menge der 
von 75 angenommenen Ketten werde mit T (?5) bezeichnet und Puffer- 
spraehe genannt. An den folgenden beiden Ss die wiederum ohne 
die (umfangreichen) BeweJse zitiert werden, wird sich zeigen, da[t auch 
bei dieser Rcalzeitversion eines PA die Art des Einschreibens in den 
Puffer und das Auslesen aus dem Puffer eingeschr~nkt werden kann. 

Satz. Sei ?5--~ (X, Z, P,  B2, (5, %) ein einfacher P A  mit der endlichen 
Korrespondenz (~ yon Z • X • P* in Z • P* • B~, wobei die dritte 
Komponente eines bdiebigen Argumentes von ~ hSchstens Ketten der Ldnge 2 
enthalten darf. Dann gibt es einen einfachen P A  ?5' = (X'~ Z', P' ,  B~, ~', z~) 
mit  der endlichen Korrespondenz (~' von Z' • X '  • (P' w (e}) in 
Z'  • P'* • B '  daft gilt: E T (?5) 2, so u u ~ ~ T (?5'), wobei ~ ~ X .  
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Zur Konstruktion yon !~' aus ~ muB eine entsprechende Codierung 
der aaf  das Pufferband yon ~ '  einzuschreibenden Information vorge- 
nommen werden. 

Bezfiglich des Annehmens von Mengen bedeutet es keine Einsehr~nkung, 
wenn jeweils nur ein Symbol (eventuell auch e) in den Puffer geschrieben 
werden darf: 

Satz. Sei ~ '  = (X', Z',  P' ,  B~, (Y, z~) ein einfacher P A  mit  der end- 
lichen Korrespondenz (Y von Z '  • X '  • (P'  w {e}) in Z '  • P '*  • B ( .  
Dann  gibt es einen einfachen P A  ~ "  = (X', Z, P,  B~, ~, z~) mit  der end- 
lichen Korrespondenz (~ von Z • X '  • (P  u {s}) in Z • (P  ~ {e}) • B~, 
so daft gilt: ?5' und ~ sind zueinander dquivalent. 

Der Beweis wird konstruktiv mittels Erweiterung der Zust~ndsmenge 
und des Pafferalphabets yon ~ '  geftihrt. 

Im folgenden sell die deterministische Vari~nte des einfaehen PA ~ "  
aus dem obigen Satz eingehender betrachtet werden. 

3. E inordnung  der determinisf ischen Puf fe rsprachen  in die 
Typenhierarchie  fiir formale  Sprachen 

In  diesem Abschnitt sell gezeigt werden, wie sich die noch zu deft- 
nierenden deterministischen Puffersprachen in die Hierarchic der formalen 
Sprachen nach C~O~SKu [7] einffigen. Es ergibt sich, dab sie nicht mit 
einem bestimmtea Typ yon Sprachen identifizierbar sind. 

Die oben definierten einfachen PA sind nichtdeterministisch und 
unvollst/~ndig, d .h .  bei einer be]iebigen KoYafiguration kann es fiir den 
Automaten keine, eine oder mehrere MSglichkeiten geben, seine Arbeit 
fortzusetzen. Der einfache deterministische PA ist dadurch gekennzeichnet, 
dub es ffir ihn jeweils genau eine MSglichkeit gibt weiterzuarbeiten. 

Definition. Ein  einfacher deterministischer Pufferautomat ( D P A )  ?5 ist 
ein Sextupel (X, Z, P,  B2, d, Zo). Dabei sind X ,  Z und P endliche, nicht- 
leere Mengen, B 2 : =  {b20, b21}, zoe  Z, und d ist eine Abbildung yon 
Z x X • (P •{e}) in Z X (P  w { e } )  X B2. 

Um das Verhalten yon DPA bequem beschreiben zu k6nnen, wollen 
wir noch einige Vereinbarnngen treffen. Fiir DPA werde fiber 
Z • X* X P* die Relation ~ definiert: 

Definition, Seien z, z' ~ Z, x ~ X ,  w ~ X*, p 6 P, p'  6 P w {e}, ~ 6 P*. 
Dann  gelte (z, xw,  pz~) ~ v  (z', w, z~p'), falls d (z, x, p)  = (z', p ' ,  b21 ), 
(z, xw,  p z )  ~ (z', w, p,np'),  falls d (z, x, p)  = (z', p' ,  b~o ), und (z, xw,  s) ~-v 
(z', w, p'),  falls d (z, x, e) =- (z', p' ,  b2o) oder d (z, x, s) : (z', p' ,  b,21). 
F~tr x ~ X  (1 ~ i ~ l c )  gelte (z, x l x ~ . . . x ~ w , n ) ~ - ~ ( z ' , w ,  zd), falls 
Z : Z 1 ,  Z 2 ,  . . . ,  Z k + l  : Z t ~ Z ,  ~ : 2-/:1 . . -~ ~ / c + l  : ~ @ p *  existieren, so 
daft f a r  1 ~ i ~ k - -  1 gilt: (zt x i . . . xZ w, gt) ~--v ( z~+l, x~+l �9 �9 �9 xk w, ~i+i) 
und aufierdem (z ~, x k w, ze ~) k-~ (z'. w, ~'). Gilt (z, w, 7~) I--v' * (z', w', ~'), so 
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sagt man, daft es in 78 sine ~Jbsrgangsfolge gibt, die (z, w, ~) in (z', w', ~') 
aberf~hrt. 

Definition. Sei ~ sin D P A .  Eine Kette w ~ X*  heifit yon ~ ange- 
nommen, wenn gilt: (%, w, s) [--~ (z, s, e) mit  z ~ Z. Die Menge der you 
angenommenen WSrter werde mit  T (fS) bezeichnet und deterministische 
Puffersprache ( D P S )  genannt. 

W/~hrend bei endlichen erkennenden Au tomaten  und  bei T u ~ N r  
Maschinen dig determinist ischen Versionen gegeniiber den niehtdeter-  
ministischen beziiglieh des Annehmens yon  Mengen keine Einschr/~nkung 
bewirken, gilt fiir die einfachen P A  --  analog wie fur Kel le rau tomaten :  

Satz 8.1 
(a)  Jede D P S  ist sine Puffersprache. 

(b) Das Umgekehrte gilt nicht. 

Beweis 

(a) Nach  Definition der Puffersprache ist Teil (a) des Satzes klar. 
(b) Am Beispiel der Spraehe L : =  {ww/w ~ {a, b}*} soll (b) bewiesen 

werden. (1) Es  werde angenommen,  2~ sei t in  DPA,  fiir den gilt: T (2~) = L. 
Da die Zustandsmenge Z yon  2~ endlich ist, gibt  es K e t t e n  a ~ und  aZJ 
mit  i, j ~ N,  i 4=-j, und  einen Zus tand  z e Z, so dag gilt: (Zo, a 2~., e)'F-v* 
(z, s, s) und  (.) (z o, a2~, s) [--~- (z, e, s). - -  a 2i mad a2J sind ja Elemente  
yon  L. - - a  2~bla2ib l ist ebenfalls sin Element  yon  L, d. h. es gilt 
(zo, a 2i b t a 2~ b 1, e) ~,~ (z, b~ a 2~ b 1, s) ~ (z', e, e) mit z ' ~ Z .  Wegen der 
Determinier thei t  yon  2~ gilt aber aueh naeh (.) (%, a2J b t a 2~ b~, s)~-~. 
(z, b~ a ~ b ~, s) ~ (z', s, e), d. h. a 2j b 1 a 2I b I ist ein Element  aus T (~),  
aber wegen i # j kein Element  aus L. Dami t  ist die obige Anaahme  zum 
Widerspruch gefiihrt. (2) Sei ~ '  der folgendermagen gegebene einfache 
Puf fe rau tomat :  2~' = ({a, b}, {z o, z~, z2}, {u, v}, {b2o, b2~ }, ~, Zo), und ~ ist 
bes t immt  dureh:  d [Zo, a, s] = {(z~, u, b2o)}, (~ [%, b, s] = {(z~, v, b2o)}, 

[z.  a, u] = {(z.  u, 4o), (z~, ~, b~)}, ~ Is1, a, v] = {(Zl, u, 4o)}, ~ [z .  b, u] = 
= {(~. v, 4o)}, ~ [~, b, ~] = {(~, v, b~o), (~, ~, 4~)}, ~ [~, a, u] = {(~, ~, 4 0 } ,  

[z~, b, v] = {(z~, s, b~)}. Es  soll auf  den Beweis, dag T ( ~ ' ) =  L ist, 
verziehtet  werden - -  wie dies in der Mathemat isehen Linguist ik iiblieh 
ist -- ,  da man  es sofort einsieht. Dami t  ist gezeigt, dab  es eine Spraehe 
gibt, die yon  einem einfaehen PA, nieht  aber yon  einem DPA angenommen 
wird. 

U m  die DPS  gegea~ber anderen formalen Sprachen abzugrenzen, ist 
es bequem,  die , ,entsprechenden" Au toma ten typen  zu betrachten.  Es sei 
mm/~chst an den endlichen erkennenden Au tomaten  erinnert  (N/~heres 
siehe z . B .  HX•DLER [8]). 

Definition. Ein  endlicher erkennender Automat @ ist eiu Quintupel 
(X, Z, d, %, F). Dabei sind X und Z endliche, nichtleere Mengen, F c Z, 
z o ~ Z, und d ist sine Abbildung von Z • X in Z. 
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Bekanntlieh gibt es za jeder regulgren Sprache einen endliehen er- 
kennenden Automaten, der sie annimmt. Eine Ket te  w ~ X* heiBt dabei 
yon ~ angenommen, wenn sieh der Automat  naeh dem Einlesen yon w 
in einem Zustand aus F befindet. ~ber  das Verh/~ltnis der 8-freien regu- 
l/iren Spraehen (das sirtd diejenigea regulgren Spraehen, die nieht die 
leere Ket te  8 enthalten) zu den DPS gibt der folgende Satz Auskunft:  

Satz 3.2 

(a) Jede e-freie regul(ire Sprache ist eine D P S .  
(b) Das Umgekehrte gilt nicht. 

Beweis 
(a) Der Beweis wird fiber die zngeh5rigen Automaten geffihrt. Sei 

L eiae e-freie regnlgre Spraehe und ~ = (X, Z, d, z 0, F)  mit z 0 ~ F  sei 
ein endlicher erkennender Automat,  der sie anaimmt. Dann sei 

= (X, Z, {p}, {b2o, b~}, d', %) ein DPA mit der folgendermagen deft- 
niertel~ Abbildung: Ffir alle (z, x ) e  Z • X werde gesetzt: 

d'  (z, x, 8) = (z', p ,  b~o) ] 
d' (z, x, p )  = (z', 8, b~0) 

d' (z, x, 8) = (z", 8~ b~o) 
d' (z, x, p )  = (z", 8, b2~) 

falls d (z, x) = z' ^ z' e Z ~ F 

falls d (z, x) = z" A z" ~ F 

!~ weist dieselben Zustandsiiberg/hlge auf wie ~, sehreibt das Symbol p 
in den Puffer bzw. liiBt es ungei~ndert stehen, falls ~ in einen nicht- 
m~rkierten Zustand fibergeht und 15scht den Puffer bzw. liigt ihn leer, 
falls ~ in einen markierten Zustand fibergeht. Es ist unmittelbar ersiehtlich, 
daB gilt: T (~) = L. 

(b) Man macht sich leicht klar, dab der folgende DPA ~ die kontext- 
freie, nichtreguls Sprache {an b a n ~ h e N }  annimmt: ~ = ( { a , b } ,  
{%, zl, z2}, {p}, {b2o, b21}, d, Zo), wobei (in abgekfirzter Schreibweise): 
d (zo, a, 8) = d (Zo, a, p) = (Zo, p, b~o), d (Zo, b, p) = (zl, 8, b2o), d (Zo, b, e) = 
= (Z2, ~9, b20), d (z1, a~ p )  = (Zl, 8, b21), d (z1, a,  8) = d (Zl, b, 8) = d (Zl, b, p )  = 
= d (z2, a, e) = d (z2, b, e) = d (z2, a, 19) = d (z2, b, p) -~ (z2, ~, b~o). 

Im Teil (~) des Beweises muBte der Puffer mitbeautzt  werden, um 
zu simulieren, da es regul/~re Sprachen gibt --  z .B.  { ( a b ) n / n e N }  - - ,  
die nieht yon endlichen erkennenden Automaten angenommen werden, 
fiir die F--~ Z gilt. 

Eine Abgrenzung der DPS ,,nach oben" vermittelt  der folgende Satz: 

Satz 3.3. Jede D P S  ist eine kontext-sensitive Sprache. 

Beweis. Bekanntlich ist eine Nenge genau dann eine kontext-sensitive 
Sprache, wean es einen linear-beschri~nkten Automaten gibt, der sie 
annimmt (siehe z .B.  GI~SBURG and Rose  [9]). Der linear-beschr~nkte 
Automat  ist dadurch charakterisiert, dab die Liinge des benStigten Arbeits- 
bandes nur linear yon der Ls des vorgelegten Wortes abhs darf. 
Da jeder DPA, durch den eine DPS angenommen wird, in Realzeit arbeitet, 
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ist die L~nge des benutz ten  Pufferbandes  durch die L/~nge des gegebene~ 
Wor tes  begrenzt.  Daraus  folgt, dal~ jede DPS  yon  einem linear-beschr~nkten 
A u t o m a t e n  angenommen wird. 

Fiir die Klasse der D P S  soll nun noch gezeigt warden, da6 sie weder  
mit  der Klasse der kontextfre ien noch mit  der der kontext -sens i t iven 
Sprachen zusammeafifllt .  

Der  bequemeren  Sprechweise halber wird der Begriff  des Pufferbildes 
eingefiihrt: 

Definition. Gilt in  einem D P A  !8 ~-- (X,  Z,  P ,  B2, d, zo) (zo, u 1 u u  2, s) 
~- ~ (z, u u2, ~1 z~2) ~ ~ (z', u2, ~2 7~) mi t  z, z' E Z, ul, u2, u. e X *, 7i 1, ~ ,  7~ e P*,  
so heiJ3t ~ das Pufferbild yon u ( in  ~ ) .  

Satz 3.4 
(a)  Es  gibt /context-sensitive, nicht-kontextfreie Sprachen, die D P S  sind. 

(b ) Es  gibt deterministische /sontext-sensitive, nicht-/sontextfreie Sprachen, 
die /seine D P S  sind. 

Beweis  

(a) Man aberzeugt  sich leicht, dal~ der folgende D P A  ~ die nicht- 
kontextfre ie  Sprache { w c w  / w ~ {a, b}*} annimmt:  ~ : ({a, b, c}, 
{%, Zl, z2}, {u, v}, {b2o, b~l}, d, %), wobei  d wie folgt (in abgekiirzter Schreib- 
weise) definiert ist: d (z o, a, s) - -  d (z o, a, u) = d (zo, a, v) : (zo, u, b~o), 
d (zo, b, s) ----- d (Zo, b, u) : d (zo, b, v) : (Zo, v, b~o), d (Zo, c, s) = (z2, u, b2o), 
d (Zo, c, u) : d (zo, c, v) : (zl, s, b~o), d (Zl, a, u) : d (zl, b, v) = (zl, s, b21), 
d (zl, a, s) : d (z 1, b, s) = d (zl, c, s) : d (Zl, b, u) = d (z 1, c, u) ---- d (zl, a, v) : 
: d (zl, c, v) --  (z~, u, b2o), d (z2, a, s) : d (z2, a, u) : d (z2, a, v) = d (z2, b, s) : 
= d (z~, b, u) : d (zs, b, v) : d (z~, c, s) = d (z~, c, u) : g (z2, c, v) : (z2, u, b2o). 

(b) Der Beweis erfolgt am Beispiel der determinist ischen kontext -  

sensit iven Sprache L : { w v c v w  / v s{O,1}* ^ w s { a ,  b}*}. I . G . z . B .  
wird angenommen,  es ggbe einen D P A  ~ : (X,  Z,  P ,  B~, d, zo), so dal~ 
gilt: T ( ~ ) =  L. Zuns ergibt  sich, dal~ sieh !~ nach Abarbe i t ea  der 
Hs eines Wortes  aus L in einer du tch  den Zus tand  u a d  den Puffer- 
inhalt  dureh w v  umkehrba r  eindeutig bes t immten  Konfigurat ion befinden 
mu6.  Wfirde n~mlich gelten (Zo, w v c v w ,  s) ~--~ (z, cvw,  ~) und  
(Zo, W ' V ' C V ' W ' , S  ) [ - ~ ( z ,  c v ' w ' , ~ )  mit  z ~ Z ,  ~ e P *  und w' =~ w v  v' 4 v, 
so wiirde wegen der Determinier thei t  des Au tomaten  mit  w v c v w  auch 
w' v' c v w  angenommen,  und  diese Ke t t e  ist nicht  in L. Die Anzahl der 
Elemente  yon  Z sei ~x und  die yon  P sei g~ ( ~ 2). Mit K e t t e n  im Puffer  
der L~nge ~ m lassen sieh - -  mit  Hilfe der Zusts  - -  < ~ + x  ~1 ver- 
sehiedene Konfigurat ionen bilden. Andererseits gibt  es 2 ~+~ versehiedene 
K e t t e n  w v  mit  Iw]----1 ~ a n d  Iv]----/s. Sollen K e t t e n  dieser L~nge um- 
kehrbar  eindeutig Konfigurat ionen im D P A  zugeordnet  werden,  so mul~ 
fiir die Pufferliinge m gelten: 2~+~< ~ + ~ 1 .  D . f .  ( .)  Ic~ ~ /sc 1 

(m-4- 1)c2 ~ c a mit  Kons t an t en  c~, cs ~ 0, c a ~ 0. Fiir t in  Wor t  aus 

I w[  bezeichnet  die Lange  einer K e t t e  w e A * ;  insbesondere gil t  I s ]  = 0. 

Computing 5/1 5 
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L existiert eine (Jbergangsfolge (Zo, wvcvw, s) ~ (z 1, vcvw, ~1) ~ "  
(z ~ , c v w , s 2 ) ~ ( z s , w , s ~ )  mit  z 1,z ~,z s s Z ,  sl ,  s ~ , z 3 E P * .  Da die 
Pufferl~nge linear mi t  der L~nge yon w w~chst, gibt es in L beliebig viele 
WSrter  ffir die gilt [~1 [>I vcv [, wobei Iv [ -- in Abh~ngigkeit  yon  ~1 --  
beliebig groB werden k a n n .  D. h. naeh dem Einlesen yon w enth~It der 
Puffer so viele Symbole, dab sie im Verlauf des Einlesens yon  vcv nicht  
alle gelSscht oder iiberschrieben werde~ kSnnen. --  Beim Einlesen eines 
Eingabesymbols kann  ja hSehstens ein Symbol aus dem Puffer ausgelesen 
werden. -- Um nun die beiden Ke t t eu  v --  sie seien als v(~) und  v(2) 
bezeiehnet --  auf  Obereins t immung zu priifen, ist es nStig, naeh dem 
vollst~ndigen Auslesen des Pufferbildes yon  w ihre Pufferbilder zu ver- 
gleichen. Da das Pufferbild der ersten Ke t t e  v(~) w~hrend des Einlesens 
der zweiten Ke t t e  v(2) fiir den Pufferlesekopf nicht  erreichbar war, werden 
die Pufferbflder yon  v(~) ~md v(~) unabhs voneinander in den Puffer 
geschrieben. Aus (,) folgt, dal~ es WSrter  in L gibt, ffir die gilt: Zum 
Zei tpunkt  des vollst/~adigen Ausgelesenseins des Pufferbildes von w ist 
die Anzahl  K der Symbole im Puffer, d . h .  die L~nge des Pufferbildes 
voa  vcv, eine lineare Funk t ion  yon Iv I= / c .  Da der Pufferlesekopf lediglich 
Zugriff zu einem am linken Ende des Puffers befindlichen Symbol hat ,  
mfissen die Pufferbilder yon  v(~) und  v(2) abwechselnd an das linke Ende 
geschoben werden. Wegen der endlichen Zust~ndszahl kSnnen aber ws 
eines solchen Vorg~nges nur  eine endliche Anzahl von Puffersymbolen 
verglichen und  dami t  aueh gel5seht werden. Der Vergleich beansprucht  
deshalb eine Anzahl  yon Zustandsiiberg~ngen -- wobei jeweils auch ein 
Symbol vom Eing~beband eingelesen w i r d - - ,  die proportional zu K 2 
und  d~mit  auch zu ]c 2 ist. Da aber n~ch dem Einlesen tier Teilkette wvcv 
nur  noch lwl~- 1 Zustandsiibergs mSglieh sind, gibt es nach (,) WSrter 
in L, ffir die der Vergleieh nich~ durchffihrbar ist, so da~ auch WSrter  
der Fo rm wvcv 'w mit  v , v' ~ngenommen werden. D~mit  ist die An- 
nahme,  L sei DPS, zum Widerspruch gefiihrt. 

~ 0  

T~/pl 

Abb. 2. Lage der DPS in der C~oMs~ru 

Satz 3.5 

(a) Es gibt Icontextfreie, nicht-regulgre S19rachen, die D P S  sind. 
(b) Es gibt deterministische kontextfreie Sprachen, die keine D P S  sind. 
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Beweis 
(a) Siehe Bowels yon Satz 3.2 (b). 

(b) Der Beweis erfolgt mit denselben Worten wie der von Satz 3.4 (b) 
am Beispiel der deterministischen kontextfreiert Sprache 

{wv v wR / {o,1}* w 

Damit ist die Stellung der DPS in der CHoMsKY-Hierarchie gekl//rt 
(siehe Abb. 2). 

4. 0perationen mit deterministischen Puffersprachen 
In diesem Abschnitt soll das Verhalten der DPS gegeniiber einigen 

charakteristischen Operationen untersucht werden. Es zeigt sich, daft die 
iiblichen Operationen rdcht klassenerhaltend sin& Dies ergibt sich teil- 
weise durch die Determiniertheit der Sprachen und teilweise durch die 
Definition des Annehmens yon Mengen (Leersein des Puffers). Erw/ihnt 
sei, dub es einige spezielle Operationen gibt, die nicht aus der Klasse hinaus- 
fiihren. 

Satz 4.1. Die Klasse der D P S  ist bezaglich der 
(a ) Durchschnittsbildung, 
(b) Vereiniffungsbildung und 
(c) Spiegelung nicht abgeschlossen. 

Beweis 
(a) Der Beweis des Tells (a) ergibt sieh sofort am Beispiel der Menge 

{wvcvw / v e {0,1}* A w e {a, b}*}, yon der im Bowels von Satz 3.4 (b) 
gezeigt wurde, dab sie keine DPS ist, und die Ms Durchsehnitt der beiden 

DPS L i ---- {wvl cv2 w / vi, v2 e {0,1}* A w e{a ,  b}*} und L2 -= {wl vcvw2 / 
v e {0,1}* A w~, w2 e (a, b}*} gebildet werden kann. DM~ L 1 und L 2 DPS 
sind, wird lediglich am Konstruktionsl0rinzip entsprechender DPA plau- 
sibel gemaeht: Um L 1 anzunehmen, wird zun/ichst das Pufferbild der 
ersten Teilkette w ir~ den Puffer geschrieben, ohne J~nderung des Puffers 
wird nachgel0riift, ob v~ and ve Elemente aus {0,1}* sind, uad  anschlieftend 
wird die zweite Teilkette w mit dem PufferinhMt verglichen. Ein Automat,  
der L e annimmt, schreibt zun/ichst ein Sondersymbol in den Puffer, iiber- 
priift, ob wl e {a, b)*, 16scht beim Einlesen yon v das Sondersymbol und 
schreibt gleichzeitig das Pufferbild yon v ein, vergleicht es beim Einlesen 
der zweiten Teilkette v damit und sehreibt beim Leerwerden des Puffers 
wiederum ein Sondersymbol ein, das beim Einlesen des ersten Symbols 
yon w e gelSscht wird. Dana  wird nur noch einmal etw~s in den Puffer 
geschrieben, wenn we q~ {a, b)*. 

(b) Es wird gezeigt, daft die als Vereinigung zweier DPS L 1 and L 2 
gebildete Sprache (nach I{A~I~ [10]) L =  {uvdu}  w { u v e v } ,  wobei 

u e{a ,  b}*, v ~ {0,I}* keine DPS darstellt. Auf den Naehweis, dug L~ 

5 D a b e i  gi l t :  s R = s. F i i r  a i  �9 �9 �9 a n  e A * :  ( a i  �9 �9 �9 a n )  R = a n  . . . a i .  

5* 
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und L2 DPS rind, wird hier verzichtet. Die Annahme, es g~be einen DPA 
mit T (~) = L, roll zum Widersprueh geffihrt werden. Wie im Beweis 

vo~ Satz 3.4 (b) zeigt man, dab rich ~ nach Einlesen einer Teilkette uv  
in einer dureh den Znstand nnd den Pufferinhalt amkehrbar eindeutig 
dutch u v bestimmten Konfiguration befinden mul~. AuBerdem gilt wieder 
das dort fiber die Pufferlange Gesagte. D.f .  dann, dab es in L beliebig 
viele WSrter gibt, ffir die die L/~nge des Pufferbildes yon u grSBer als die 
L~nge yon v ist, d .h .  es gibt in ~ eine ~bergangsfolge (z0, uvev ,  s ) k - ~  
(z, ev,:r mit Isl > l e v i .  W~hrend des Abarbeitens yon ev kann der 
Puffer nicht leer werden und damit das Wort  u v e v  nicht angenommen 
werden, obwohl es Element yon L ist. 

(c) Teil (c) des Satzes wird am Beispiel der obigen Sprache L gezeigt, 

die rich als Spiegelung der DPS L ' =  { u d v u }  w {vevu}  mit u s {a, b}* 
und v ~ {0,1}* darstellt. DaB L' eine DPS ist, fiberlegt man rich leicht. 

Definition. Seien X~ und X~ nichtleere Mengen. E in  Homomorphismus v 
yon X*  in X ~  ist eine Abbildung yon X~ in X~,  so daft gilt: T (s) = s 
und v (x 1. . . x ~) ~- v (x x) . . . ~ (x ~) fa r  allele ~ l und x ~ s X 1 (1 4 i  ~ /c). 
Gilt f a r  aUe x ~ X1 T (x) es s, so hei]3t ~ s-freier Homomorphismus.  

Satz 4.2. Die Klasse des D P S  ist bez~glich des (a )  Homomorphismen- 
bildung und (b)  s-freien Homomorphismenbildung nicht abgeschlossen. 

Beweis 
(a) Man iiberzeugt sich leicht, dab L = { f u v d u }  kJ {guvev}  mit 

u e (a, b}* und v ~ (0,1}* eine DPS ist. Sei w der folgendermal~en definierte 
Homomorphismus: ~ ( f ) - - - - ~ ( g ) - ~ s ;  ~ ( a ) = a ;  z(b)----b; z ( d ) = d ;  
~(e) = e; ~ ( 0 ) ~  0; ~ ( 1 ) =  1. Dann ist v(L)  nach dem Beweis yon 
Satz 4.1 (b) keine DPS. 

(b) ~ach  dem Beweis vort Satz 3.4 (a) ist L ' =  { w c w / w  E(a ,  b}*} 
eine DPS. Sei ~' der folgende s-freie Homomorphismus: ~' (a) ~ v' (c) ---- a; 
w' ( b ) =  b. Wie im Beweis yon Satz 3.1 (b) ergibt sich, dab v' (L') keine 
DPS ist. 

Satz 4.3. Die Klasse der D P S  ist bez~glich der Differenzbildung nicht 
abgeschlossen. 

Beweis. Der Beweis erfolgt am Beispiel der Menge L ---- {b ~+~ a ~ / k, I s N}, 
die sich als Differenz der beide~ DPS {a~ b~ / i, j ~ N }  u~4 (a  ~ b ~+m / i ~ N,  
m s N ~ {0}} ergibt und selbst keine DPS is~. Ein DPA, der L an~ehmen 
sollte, mfiBte in eine durch den Zustand und den Pufferinhalt gekenn- 
zeichnete, durch b ~ nmkehrbar eindeutig bestimmte Konfiguration ge- 
langen. Wegen der Determiniertheit des Automaten wird aber, da l 
beliebig grol~ werden kann, der Pufferinhalt so groin, dab er w~hrend des 
Einlesens yon a ~ nicht mehr gelSscht werden kann. 

Satz  4 .4  
(a)  Es  gibt D P S  L u n d  regul~ire Sprachen R, so daft t~L Iceine D P S  

sind. 
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(b) Es gibt D P S  L' und reguldre Spraehen R', so daft L' R' keine D P S  
sind. 

Beweis 
(~) Es wird die Konkateaat ion der reguliiren Spraehe R ~ {b 1 / l ~ N} 

und der DPS L----(b ka  ~ / k e N }  gebildet. R L ~ - { b  ~+~a ~ / / c , l ~ N }  ist 
nach dem Beweis yon S~tz 4.3 keine DPS. 

(b) Man fiberzeugt sieh leieht, dal~ die Menge L', die aus solchen 

WSrtern ans {a, b}* besteht, die die gleiche Anzahl yon a's nnd b's ent- 
halten, einc DPS ist. Die Kon.k~tenatio~ mit der reguls Sprache 
R'----{a t / i  E N} stellt keine DPS dar. Es sei ni~mlich angenomme~, es 
g~be einen DPA ~ ~--(X, Z, P,  Be, d, zo), der diese Menge aanimmt. 
Wie oben sieht man, dal~ es dann WSrter mit genfigend gro~em k gibt, 
so dal3 sich ~ nach dem Einlesen yon b ~ a i a ~ in cincr durch Zustan4 und 
Pufferinhalt ttmkehrbar eindentig durch a ~ bestimmten Konfiguration 
befinden mul~, d .h .  es mul~ ge]ten (z0, b i a t a ~ b ~, s) k-~ (z, a ~-1 b ~, e), da 
b ~a i+1 such ~ L ' R '  und (z,a ~- lb  k , e ) ~ ( z ' , b  ~,z) mit ~ P * .  Wegen 
der Determiniertheit yon ~ gilt dana auch (Zo, b ia ia  ~, e)~--~ (z', s ,x).  
D.h .  b ~ a i a ~ ~ T (~), was wcgen b i a ~ a ~ e L' R'  einen Widerspruch zttr 
Annahme, d~l~ T (~) --~ L ' R '  seia soll, darstellt. 

5. Entscheidbarkeitsfragen bei l~ufiersprachen 
Z~ den charakterisierenden Eigenschaften yon Sprachen gehSren ~eben 

ihrer Ein()rdnung in die CuoMsKu and ihrem Verhalten gegen- 
fiber gewissen Operationen auch die MSglichkeit bzw. UnmSglichkeit, 
bestimmte Fragen, wie z .B.  die nach der Gleichheit zweier beliebiger 
Sprachen dieser Klasse, algorithmisch entscheiden zu kSnnea. 

Zungchst sei ein entscheidbares Problem formuliert: 

Satz 5.1. Es ist entscheidbar, ob ein beliebiges Wort Element einer beliebig 
vorgegebenen Puffersprache ist. 

Dies folgt unmittclbar arts S~tz 3.3. 
Die Beweise der folgenden Ullentscheidbarkeitsaussagen beruhen auf 

dem bekanaten PosTschen Korrespondenzproblem (Pos t  [l 1]) und ver- 
lanfen in Analogie zu entsprechenden Sgtzen ffir kontcxtfreie Sprachen 
(siehe z. B. GI~SBURG [3] nnd LANDWEBEI~ [12]), die wiederum im wesent- 
lichen auf cinch Beweisgedanken yon RABIN ~md SCOTT [13] znrfick- 
zuffihren sind. Hier soll auf sie verzichtct werdem 

Satz 5.2. F~tr D P S  L 1 und Le sind die folgenden Probleme retcursiv 
unentscheidbar: 

(a) Ist Ll  n Le = O ? 
(b) 1st L1 ~ Le eine endliche Menge ? 
(c) Ist L 1 n Le eine regulgre Sprache ? 
(d) Ist L 1 (~ L e eine lcontextfreie Sprache ? 
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Satz 5.3. Fi~r Puffersprachen LI und L 2 sind die folgenden Probleme 
re]cursiv unentscheidbar: 

(a) Gilt L~ ~ L 27 
(b) Gilt L1 -~ L2 ? 

Satz 5.4. Far Puffersprachen L, /contextfreie Sprachen C und regul~ire 
Sprachen 1~ sind die folgenden Probleme rekursiv unentscheidbar: 

(a) Gilt L -~ C ? 
(b) Gilt L : R ? 
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