
Unzerlegbare, nicht negative Matrizen. 
Herrn O~KAR PERRO~" zum 70. Cyeburt,sta~' am 7. Mai 1950 gewidmet. 

Von 

H e l m u t  W i e l a n d t  in Mainz .  

Eine Matrix A mit nicht nega t iven  E lementen  a,,, (t~, v = 1, 2 , . . . ,  n; 
n ~ 2) heiBt nach FROBEN1US 1) unzer legbar ,  wenn sie weder  die Gestal t  

A = A J  

(mi~ quadra t i schen  Tei lmatr izen  A~, A.~) hat,  noch durch  Umstel lung 
der Zeilen und gle ichlautende Umstel lung der Spal ten  auf diese Ge- 
stal t  gebracht  werden kann.  l~ber die Eigenwer te  einer solchen Matrix 
A hat  FROBENIUS1), seine an PERRON ~) ankni ipfenden  Arbei ten  fiber 
posit ive Matrizen a) for tsetzend,  eine Reihe wicht iger  Si~tze bewiesen. 
Wir stellen seine wesent l ichen Ergebnisse  zusal~men: 

I. Die charakterist ische Gleichung 

(1) ~(x)  - det  (x E -- A) = 0 

besitzt  eine einfache posit ive Wurze l  r, die dem Betrage nach von 
keiner anderen W~irzel i~bertroffen wird. Die zu dieser , ,Maximalwurzel" 
r geh6rige Eigenl6sung kann positiv gewdhl t  werden ;  r ist der ein- 
zige Eigenwert ,  zu dem eine nicht negat ive  Eigenl6sung existiert. 

II. Besitz t  (1) insgesamt k Wurze ln  vom Betrage r, so sind diese 
einfach und haben die Wer te  r e ~'2"~t~ (× ~ 1, 2, . . . ,  k). D ie  Gesamthei t  
der n Wttrzeln yon (1) .qestattet die Drehung urn den Nul lpunk t  mit  
dem Winke l  2~/k ,  abet  nicht mit  einem kleineren Winkel~)  • A ha t  
die Gestalt  

1) G. FI¢OBENIUS, [~#ber Matrizen aus nicht negativen Elementen. Sitzungsber. 
I'reui:~. Akad. Wiss., Berlin 1912, S. 456---t77. 

2) O. Pl.:mtON, Zur Theorie der Matrices. Math. Ann. 64, S. 248--263 (1907). 
'~) G. Flt,,~l.:iIl~, (~ber Matrizen aus positiven Elementen. Sitzungsberichte 

1)reu[~. Akad. Wiss., Berlin 1908, S. 471--476; 1909, S. 514--518. 
4) FLt(~m.:slu,~ hat diesc Aussage in anderer Form: Treten in (b(x) genau die 

Potenzen x", x m, x ~, ... wirklieh auf, so ist 7,~ der gr(iiSte gemeinsame Teller yon 
? t ~  m - -  ~ . . . .  
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0 A,~O . . .  0 

(2) A = 

0 0 A ~ . . ,  0 
0 0 0 . , . 0  

0 0 0 - . .  Ak-,k 
A~, 0 0 . . .  0 
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wird wirklieh erreieht ,  da man 
g 'g  ~ 1 zuzulassen braueht ,  d. 
Menge von Spalten.  Es ist a l so  

(4) r ~  max  rain . . . .  . 

zur K o n k u r r e n z  nur  (lie a; ~ 0 mit  
li. eine abgeseh lossene  b e s c h r f i n k t e  

(b) Nach Definition von von r gil t :  Es gibt .,Exlremalrel,'toret~" 3 
mit  ~ =l: 0, 3 ~ 0, A 3 -- r~ ~ 0, aber'keinen Vek tor  ~ ~ 0 mit  ,4 ~ - r~" > (). 

5) L. COLLATZ~ Einschli(A~ungssatz fiir die charaktel'islischc.n Zahlen yon Ma- 
trizen. Math. Zeitschr. 48, S. 221--226 (1(.)42). 

(mi t  quadratischen Teilmatrizen in der Diagonale) oder kam~ durch 
Umstel lung der Zeilen und gle ichlautende Umstel lung der Spal ten auf 
diese Form gebracht  werden. 

Im fo lgenden werden  diese S/~tze auf  einem neuen,  ei 'heblich kiir- 
zeren Wege  bewiesen und z. T. erg~tnzt (vgl. Sa tz  III). Wir  st i i tzen 

u n s  auf  eine yon  FROI~ENn~S nicht  erw~thnte Maximum-Minimum-Eigen-  
schaf t  der Maximalwurze l  r, die mit  e inem Einschl ieBungssatz  yon 
COLLATZ 5) zusammenh~tngt .  

B e w e i s  y o n  I. (a) Definition yon r. Zu jeder  Spal te  mit  nicht 
nega t iven  E lemen ten  xl,  x ~ , . . . ,  xn (kurz:  zu j edem Vek to r  ~ ~> 0), 
die nicht  nur  Nullen entldtlt, erkl~tren w i r  die nicht  nega t ive  Zahl r~ 
du t ch  

, x, 

mi t  der  Vere inbarung ,  den Bruch gleich + co zu setzen, falls x ,  ~ 0 
ist. Mit ande ren  W o r t e n :  r~ ist die grSitte Zahl, fiir welche 

(3) A ~ -  r ~  ~ 0 

gilt. Die Zahlen r~ sind nach ()ben beschr~tnkt. Denn bezeichnen wit" 
mit  g die Spal te ,  deren  E lemente  s~tmtlich 1 sind, mit  ~' ihre Trans-  
ponier te  und m i t  C das gr0Bte E lemen t  der  Zeile ~' A, so ist nach (3) 

r~ < ~'A ~ < C~'~ --- C. 

Fiir  manche  g f~tllt r~ > 0 aus, z. B. fiir g - =  ~" denn A enth/tlt  wegen 
der  Unzer l egbarke i t  ke ine  ganz  aus Nullen bes tehende  Zeile. Daher  
besi tz t  die Menge al ler  r~ eine emlliche posi t ive  obcre  Grenze r. I)iese 
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Dem Nachweis, dai3 r die in Satz I erkl~trte Maximalwurzel ist und 
dag die Ext rema!vektoren  (lie zugehSrigen Eigenvektoren  sind, schicken 
wir die folgende Bemerkung v o r a u s .  

(c) Ist ~ >= 0, ~ --]= O, so ist (E + A)~-at) > O. Zum Beweis setzen 
wir ( E + A ) ~ - ~ , .  Dann ist t ) , ,+ l -=- - t ) ,+At ) ,~ t ) , ,~ (} .  In t~ ,+ lver -  
schwinden  a lso  h6chstens diejenigen Eiemente,  die auch in t),, ver- 
schwinden. Es kann  aber nicht  eintreten,  dag in t),, und t)v+l genau 
die gleichen Elemente verschwinden;  denn dann w~tre bei passender 
Anordnung der  Elemente 

t),,---(~) mit p > 0 ,  

( A ,  A,~ 
~,,2¢-1 = ~,, "~ A ~,, = ( : )@ \z-~,; A,,] ( : )  I0)" 

/ q \  

Hieraus wiirde A.,,p = 0 folgen, daher  A,, = 0, entgegen der Voraus- 
setzung der Unzerlegbarkeit  yon A. Wenn also t),, i iberhaupt Nullen 
enth~tlt, enth~tlt t),+l weniger;  nun enthitlt aber t),, = t) h0ehstens n -  1 
Nullen, also enthitlt l),-1 keine. 

(d) .leder EXtremalvektor 8 ist Eigenvektor  yon A zum Eigenwert  
r und ist positiv. Nael! Definition ist 

~ 0 ,  A ~ - r 8  = t ) ~ 0 .  

W~tre hierin t) =l= 0, so wtirden wit  dureh Multiplikation mit (E + A) ~-1 
fiir (lie Spalte ~ - ~ - ( E + A ) , - I ~  (tie Ungleiehungen 

> 0, A g - -  rg = ( E +  A) "-~lt > 0 

erhalten, im Widersprueh zu (b). Wir haben also t) = 0, A 3 -~-' rs. 
I)ag ~ > 0 ist, folgt aus 0 < g = (1 + r)"--18. 

(el Ist ~ ein beliebiger Eigenu'ert yon A, so ist !a <= r. Zur Ab- 
kiirzung bczeiehnen wir hier und im folgenden zu jeder Matrix (moo) - -  M 
die Matrix der absoluten Betr~tge (m:,,i) = M*. Dann folgt aus a~ -~- Ag 
naeh dcr Dreieeksungleiehung 

: .  ~* < .4 ~*, i~i < r~. < r. 

Hiernach ist r (lie in Satz I erklitrtc Maximalwurzel yon A. 
(f) Gibt es zu d e m  Eigen~cert ~ yon A einen nicht negativen Eigen- 

vektor  1:, so ist a----- r. Mit A ist £uch die t ransponierte  Matrix. A' 
nieht negat iv  und unzer legbar :  ihre Maximalwurzel ist ebenfalls r, 
da .4 und A' die gleichen Eigenwerte  haben. Ftir eincn Extremal-  
vektor  I) yon A' gilt daher 

~ ' ~  - u ' ( , 4 ~ : ) =  (O'A)~ ~'~)'~, 
t[ ieraus folgt u-----r, da t)> 0. also t)'~ ~= 0 ist. 

Wit habcn noch zu zeigen, (t-d~ r einfache Nullstelle von q~(x) ist. 
Wit  bewei~en ~ znn[ichst etwas weniger:  
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(g) A besitzt  zum Eigenwert  r nur einen linear unabhdngigen- 
Eigenvektor;  dessen Komponenten haben alle dasselbe Vorzeichen. 
Es sei ~ ein beliebiger Eigenvektor yon A zu r, 8 e in  fest gewithlter 
Extremalvektor.  Es  genfigt zu zeigen, da~ ~ und ~ proportional sind. 
Wir bestimmen die Zahl c so, dab  ~ -  c8 = t ) ~  0 ist und eine Kom- 
ponente  yon ~ versChwindet. Wegen der letzten Eigenschaft kanh t~ 
nach (d) kein Ext remalvektor  sein; andererseits ist AO ~ rt), daher 
ware t )doch  Extremalvektor,  wenn nicht ~ ) =  0 ware. Es ist a l so  
~ = c ~ .  " 

(h) r i s t  einfache Nullstelle von ~(x) .  Die Behauptung besag t :  
O'(r) =4= 0. N a c h  der bekannten Regel fiber die Differentation einer 
Determinante ist r  (r) die Spur der zu r E - - A  adjungierten Matrix P. 
Zun~tchst folgt aus (g), da$ Rang ( r E - A ) =  n - - 1 ,  also P=4= 0 ist. 
Ferner genfigt P tier Gleichung ( r E - A ) P  ~- O: Nach dieser ist jede 
nicht verschwindende Spalte von P EigenlSsung yon A zu r, enth~lt 
also nach (g). nur E lemente  einerlei Vorzeichens. Dasselbe gilt ffir die 
Zeilen von P, wie man durch Ubergang zur Transponierten erkennt. 
Also haben alle Elemente von P dasselbe Vorzeichen, und es ]st 
�9 ' ( r ) =  Spur P g= 0. (Da r die gr61~te reelle Nullstelle y o n  r  ist, 
ist r  und damit jedes Element v o n  P positiv). 

Damit ist der Beweis von Satz i beendet. Den Beweis yon Satz II 
stfitzen wl'r auf  einen teilweise neuen Satz III (bei FROBENIUS s) S. 516 
fehlt die fiir das Folgende wesentliche Diskussion des Failes Ill[ ~ r). 

III. Es sei A ~ -  (a~,) eine unzerlegbare Matrix mit  nicht negativen 
Elementen, B ~ ( b,~) eine Matrix mit  komplexen Elementen(#,  v ~- 1, 2, ..., n). 
Es sei Ib,,,,l ~_~ a,,, fi~r alle ~, v. Ist  r die Maximalwurzel  i;on A und fl ein 
beliebiger Eigenwert  yon B, so  ist /l] ~ r. Gilt das Gleichheitszeichen, 
ist also ~ ~ re  ~, so hat B die Gestalt 

(5 )  B e i+ . DAD -1 

mit  einer Diagonalmatrix D, deren Diagonalelemente sdmtlich d e n  
absoluten Betrag 1 haben; insbesondere ist dann stets Ib~,l = am,. 
(Dal~ umgekehrt  jede Matrix B der Gestalt (5) den Eigenwert re  ~'p 

besitzt, ist klar.) 
B e w e i s  v o n  III6). Aus 

(6) fl~ ~ B~ 
folgt wie unter I e  

(7) it3] ~* ~ B'*g* __~ A ~* 

und hieraus Ifil ~ r~. ~ r. Liegt der Grenzfall Ifli ~ r vor, so ist ~*  
nach (7) ein Extremalvektor,  also haben wir nach I d 

~) Eine ~hnliche Schlul~weise findet sich in einem Sonderfall bei V. ROMANOVSKY~ 
Sur les z~ros des matrices stocastiques, Comptes �9 Acad. Sci., Paris 192 
266--269 (1931). 
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und daher nach (7) 
(9)  B* ---= A, Ib.vt ----- a , ~ .  

Nach Definition yon  ~* ist ~ = D~* mit einer Diagonalmatr ix  D, deren 
Diagonale lemente  den B e t r a g  1 haben. Ftihren wir dies samt fl~---re ~ 
in (6) ein, so ergibt  sich 
(10) tfl] ~* = C~* 
mit 
(11) C ~ e - i r  C* = B* = A.  

Aus (8), (10) und (11) folgt C~*-----C~*, also wegen g * > 0 ;  

C =  C*, C = A,  B e ~r DA D -1. 

B e w e i s  y o n  II. (a) Die Lage  der E igenwer te  v o m  max ima len  
Betrag. Es gebe genau k Wurzeln von (1), welche den gr6gten miig- 
lichen Bet rag  r haben, e twa  

(12) a~ = re~r (0 = r < r ~ . . .  ~ % < 2~). 

Die Vorausse tzungen  von III werden  yon  B ' ~  A zusammen mit 3 ~ a,  
erftillt; daher gibt es eine Diagonalmatr ix  D~ mit 

(13) A ~ e i ~ D ~ A  D~ -I. 

Nach I i s t  r einfacher E igenwer t  yon A, also rei~, einfacher Eigen- 
wer t  der rechts s tehenden Matrix, d. h. yon A. Die ~.  sind also alle 
voneinander  verschieden.  Wir  zeigen, da[t sie rood 2 z eine addi t ive 
Gruppe bilden, indem wir (13) mit D [  ~ transformieren.  Es ergibt sich 

A ---- e i(~ +-~ ) T A T  -1 (T ~ D~D~-I). 

Hiernaeh ist aueh rei(e'~-+~'~ ) ein Eigenwer t  von A, also unter  den 
Zahlen (12) enthMten. Aus der hiermit  bewiesenen  Gruppeneigensehaf t  
folgt 

(14) qv~ = ( u -  1) 2,~ (n = 1, 2, k). 
k " " " ~  

(b) Die Drehinvarianz  des S p e k t r u m s  folgt unmit te lbar  aus (13) 
und (14). Die Gesamthei t  der Wurzeln yon (1) ges ta t te t  genau die 
Drehgruppe des regeln~tgigen k-Eeks.  

(c) Um A auf  die angektindigte Form (2) zu bringen (was nur ffir 
k > 1 notwendig  ist), stellen wir die Zeilen und genau so die Spal ten 
von A derar t  urn, dag die Komponenten  eines zu ,.~ = re  2=~/k ge- 
hSrenden Eigenvektors  nach ihren Argumenten  geordnet  erscheinen. 
"Wir nehmen also ohne Beschr~tnkung der Allgemeinheit  D~ in der Form 

E, e ''5', I 
E~ e i~'" ~. . 

l); = [ (g_>_ 1) 
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an, wobei die (~:, rood 2~r voneinander verschieden sind und die E 7 Ein- 
heitsmatrizen (nicht notwendig.vom selben Grade) bedeuten. Ftihren 
wir die entsprechende Zerlegung v0n A in g* Teilmatrizen Ar~ in die 
ftir ~ ~ 2 angeschriebene Gleichung (13) ein, so ergibt sich 

Aio ---- ei(2~/~+~ (1 < 7, Q < g), 
also 
(15) A.io O, wenn 2 ~/k  + &/~_ ~o mod 2 ~. 

Hiernach-gibt es zu jedem 7 hOehstens ein q (und zu jedem' 0 hSeh- 
~stefiS ein 7); fiir welches Aro 4 = 0 ist; anderersei ts  gibt 'es  wegen der 
Unzerlegbarkeit yon A mindestens eins; also gibt es genau eins, und 
es ist ~o -- 2~/k + ~,~. Insbesondere kommen unter den ~r die k Werte 

2 ~ ] k  + .r~l vor. Wir denken uns die Anordnung so gew~hlt ,  dal~ sie 
an den ersten k Stellen stehen. Dann i s t  

und A hat nach (15) die Gestalt 

0 
0 
0 

2 ~  
1, 2, . . .  k),  

A,,O . . . 0  0 
0 A . . . .  0 0 
0 0 . . . 0  0 

0 0 . . Ai,_',kO 
Ak, 0 0 . . . 0 0 
0 0 0 . . . .  0 B 

Hierin kSnnen aber nieht mehr als die ersten k Zei!e.n und Spalten 
auftreten, da A unzerlegbar vorausgesetzt ist. Damit ist Satz II be- 
wiesen. 

Wit sehliel~en mit zwei erg~nzenden Bemerkungen. Die erste be- 
trifft den wichtigen Fall k = 1, in welehem r der einzige Eigenwert 
yore maximalen Betrage ist (die nieht negative unzerlegbare Matrix A 
lmil~t in diesem Fall naeh FROBE~UJS primitiv). Er tritt, wie sehon 
PER~0N ~) bemerkt bat, sieher dann ein, wenn eine Potenz A~> 0 ist; 
man erkennt n~tmlieh aus der Darstellung (2), dal~ im Falle k > 1 jede 
Potenz yon A Nullen enth~lt. Von diesem Satz hat FROBEmUS ~), S. 463, 
die folgende Umkehrung bewiesen: Ist A primitiv, so ist yon einem 
ersten Exponenten p a n  jede Potenz yon A positiv: 

A ' ~ >  0 ftir m => p. 

Uber diese Zahl p macht FROBEh'!US keine naheren Angaben, doch 
kann man aus- Seinen ErSrterungen die Absch~ttzung p ~ 2 n ~ -  2n er- 
halten, wobei n die Zeilenzahl yon A bedeutet. Eine eingehendere 
Untersuchullg ergibt, wie hier 0hne Beweis mitgeteilt werden soll. die 
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bestm6gliche nur yon n abh~ngige Schranke p < ~ n ' - 2 n  + 2. 
Gleichheitszeichen steht z.B. fiir 

0 1 0 . . . 0  
0 0 1 . . . 0  

A ~___ . . . .  , ,  �9 

0 0 0 . . . 1  
1 1 0 . . . 0  

Das 

Die zweite Bemerkung geht dahin, da~ die Maximalwurzel r auger 
der Maximum-Minimum-Eigenschaft (4) auch eine Minimum-Maximum- 
Eigenschaft besitzt, n~mlich 

~ a~,~ x~ 
(16) r = m i n m a x  . 

> 0 /~ x~ 

Sie l~tuft auf die rechte Seite der COLLATZ'SChenUngleiehung 

(17) rain v < ~ r < _ m a x  ( x v > 0 )  
X t u  . X / ~  

hinaus, wie (4) auf die linke. (COLLATZ 5) beweist (17) nur ftir A > 0, 
doch gilt der einfache Beweis, der ~thnlich wie I f verlauft, auch ftir 
unzerlegbare A ~ 0 . ) D i e  Symmetrie yon (4) und (16) legt den Ge- 
danken ntrhe, da$ man auch (16) zur Grundlage der ganzen Theorie 
h~tte machen k0nnen, wie dies hier mit (4) geschehen ist. In der 
Tat kann man ein Stiick welt ganz entsprechend vorgehen. Jedoch 
wird die zu dem Nachweis, daf~ r ein grii$ter Eigenwert ist, verwen- 
dete einfache Schlul~weise yon I e unbrauchbar~ well die yon der 
Dreiecksungleichung gelieferte Absch~tzung jetzt in der falschen 
Richtung liegt. 

( E i n g e g a n g e n  a m  2. 11..1949.) 


