Unzerlegbare, nicht negative Matrizen.

Herrn Osgar PERrON zum 70. Geburtstag am 7. Mai 1950 gewidmet.
Von

Helmut Wielandt in Mainz.

Eine Matrix 4 mit nicht negativen Elementen a., (u,v=1,2,...,n;
n 2> 2) heifft nach Froeenius') unzerleghar, wenn sie weder die Gestalt

All Aﬂ
A”(o A)

(mit quadratischen Teilmatrizen 4,,, 4,) hat, noch durch Umstellung
der Zeilen und gleichlautende Umstellung der Spalten auf diese Ge-
stalt gebracht werden kann. Uber die Eigenwerte einer solchen Matrix
A hat Frosenws?), seine an Perrov? ankniipfenden Arbeiten iiber
positive Matrizen?®) fortsetzend, eine Reihe wichtiger Sitze bewiesen.
Wir stellen seine wesentlichen Ergebnisse zusammen:

1. Die charakteristische Gleichung

1) D(x)=det(xE—A) =0

besitzt eine einfache positive Wurzel r, die dem Betrage nach von
keiner anderen Wurzel iibertroffen wird. Die zu dieser ,Maximalwurzel“
1 gehirige Eigenldsung kann positiv gewdhlt werden; r ist der ein-
zige Eigenwert, zu dem eine nicht negative EigenlOsung existiert.

11. Besitzt (1) insgesamt k Wurzeln vom Betrage r, so sind diese
einfach und haben die Werte re*®*%% (x = 1, 2, ..., k). Die Gesamtheit
der n Wurzeln von (1) gestattet die Drehung wm den Nullpunkt mit
dem Winkel 2=k, aber nicht mit- einem kleineren Winkel*) A hat
die Gestalt

1y G. I'rosentus, Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen. Sitzungsber.
Preufl. Akad. Wiss., Berlin 1912, 8. 456 —177.

2) O. Perron, Zur Theorie der Matrices. Math. Ann. 64, S, 248263 (1907).

% (. Fropesies, Uber Matrizen aus positiven Elementen. Sitzungsberichte
PreuB. Akad. Wiss., Berlin 1908, S. 471—476; 1909, S. 514—518.

4) Frosexius hat diese Aussage in anderer Form: Treten in &(x) genau die
Potenzen x®, 2™, af, ... wirklich auf, so ist % der grofite gemeinsame Teiler von
n—m, m—1,....
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0 4,0 ...0

0 0 A4,...0

fo oo ...0
(2) 4= :

00 0 ...d4.,

4,0 0 ...0

(mit quadratischen Teilmatrizen in der Diagonale} oder kann durch
Umstellung der Zeilen und gleichlautende Umstellung der Spalten auf
diese Form gebracht werden.

Im folgenden werden diese Sitze auf einem neuen, erheblich kiir-
zeren Wege bewiesen und z. T. ergéinzt (vgl. Satz III). Wir stiitzen
‘uns auf eine von Frosenius nicht erwihnte Maximum-Minimum-Eigen-
schaft der Maximalwurzel r, die mit einem EinschlieBungssatz von
CoLLaTz %) zusammenhingt. ;

Beweis von L (a) Definition von r. Zu jeder Spalte mit nicht
negativen Elementen z,, 2,,..., 2x» (kurz: zu jedem Vektor r = 0),
die nieht nur Nullen enthilt, erkliren wir die nicht negative Zahl r,

durch
Za‘“‘l’zl’
7y = min ——— -
I3 u
mit der Vereinbarung, den Bruch gleich + oo zu setzen, falls x, = 0
ist. Mit anderen Worten: », ist die grofite Zahl, fiir welche

@) Ay —rr=0

gilt. Die Zahlen s, sirid nach oben beschriinkt. Denn bezeichnen wir
mit 8 die Spalte, deren Iilemente sidmtlich 1 sind, mit 8’ ihre Trans-
ponierte und mit. C das groBte Element der Zeile 8’ 4, so ist nach (3)

] C3'y
n= b=
- s't 8'r

== U

Fiir manche y fillt 7, > 0 aus, z. B. fiir ¢ == 8 denn 4 enthiilt wegen
der Unzerlegbarkeit keine ganz aus Nullen bestehende Zeile. Dalier
besitzt die Menge aller »; eine endliche positive obere Grenze r. Diese
wird wirklich erreicht, da man zur Konkurrenz nur die r = 0 mit
8t = 1 zuzulassen braucht, d. li. ecine abgeschlossene Dbeschriinkte
Menge von Spalten. Es ist also \"b

> A,
4) r= max min "~ -——.
. =0 ou Ly
(b) Nach Definition von von r gilt: KEs gibt  Extremalvektoren” j
mit 30,3220, A3 —rz =0, aber keinen Vektor y = 0 mit Ay —ry>0.

5) L. CoLratz, EinschlieBungssatz fir die charakteristischen Zahlen von Ma-
trizen. Math. Zeitschr. 48, 8. 221—226 (1942).
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Dem Nachweis, daR » die in Satz I erklirte Maximalwurzel ist und
daB die Extremalvektoren die zugehdrigen Eigenvektoren sind, schicken
wir die folgende Bemerkung voraus.

(c) Ist y =0, y == 0, so ist (E+ A"1y>0. Zum Beweis setzen
wir (E+ A)'y=1y,. Dann ist Y41 =y, + 4y, =y, = 0. In y,.; ver-
schwinden also hochstens diejenigen Elemente, die auch in v, ver-
schwinden. Es kann aber nicht eintreten, daB in Yy, und y,4; genau
die gleichen Elemente verschwinden; denn dann wire bei passender
Anordnung der Elemente

Yy = (g) mit p >0,

9 = +dn = () (5 )2 = ().

Hieraus wiirde 4, p = 0 folgen, daher 4, = 0, entgegen der Voraus-
setzung der Unzerlegbarkeit von 4. Wenn also y, iiberhaupt Nullen
enthélt, enthilt ¥,11 weniger; nun enthilt aber y, = y hochstens n — 1
Nullen, also enthiilt vy, keine.

(d) Jeder Extremalvektor j ist Eigenvektor von A zum Eigenwert
r und ist positiv. Nach Definition ist

§=0, A3 —rz=19y=0.

Wiire hierin y == 0, so wiirden wir durch Multiplikation mit (E + A1
fir die Spalte t = (E + 4"~ die Ungleichungen

£>0, Ay—ry=(E+ 4 "y>0

erhalten, im Widerspruch zu (b). Wir haben also y = 0, 43 =" r3.
DaB %> 0 ist, folgt aus 0 <p = (14113
(e) Ist « ein beliebiger Eigenwert von A, so ist le < r. Zur Ab-
kiirzung bezeichnen wir hier und im folgenden zu jeder Matrix (my,) = M
die Matrix der absoluten Betriige (my) = M*. Dann folgt aus «x = Ay
nach der Dreiecksungleichung
e pF < At o e

Hiernach ist » die in Satz I erkliirte Maximalwurzel von A.

(f) Gibt es zu.dem Eigenwert « von A einen nicht negativen Eigen-
vektor x, so ist e« = r. Mit A4 ist auch die transponierte Matrix 4’
nicht negativ und unzerlegbar: ihre Maximalwurzel ist ebenfalls r,
da 4 und A’ die gleichen Eigenwerte haben. Fiir einen Extremal-
vektor y von 4’ gilt daher

ay'y =y (Ax) =0 A)r =y
Hieraus folgt « = r, da y>0. also y'g == 0 ist.

Wir haben noch zu zeigen, daB r einfache Nullstelle von @(x) ist.
Wir beweisen zuniichst etwas weniger: '
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(g) A besitzt zum Eigenwert r nur einen linear unabhdngigen -
Ezgenvektor dessen Komponenten haben alle dasselbe Vorzeichen.
Es sei ¢ ein beliebiger Eigenvektor von 4 zu 1, § ein fest gewihlter
Extremalvektor. Es genligt zu zeigen, daf t und 3 proportional sind.
Wir bestimmen die Zahl ¢ so, da £ —c3 =19y = 0 ist und eine Kom-
ponente von y verschwindet. Wegen der letzten Elgenschaft kanh §
‘nach (d) kein Extremalvektor sein; andererseits ist Ay =ry, daher
wire Y doch Extremalvektor, wenn nicht y =0 wire. Es ist also
L=20Cp

(h) r ist einfache Nullstelle von ®(z).. Die Behauptung besagt

@' (r) == 0. Nach der bekannten Regel iiber die Differentation einer
Determinante ist @' (r) die Spur der zu rE —~ 4 adjungierten Matrix P.
Zunschst folgt aus (g), daB Rang (rE—4)=n—1, also P == 0 ist.
Ferner geniigt P der Gleichung (rE— A)P = 0: Nach dieser ist jede
nicht verschwindende Spalte von P Eigenlosung von 4 zu 7, enthilt
also nach (g) nur Elemente einerlei Vorzeichens. Dasselbe gilt fiir die
Zeilen von P, wie man durch Ubergang zur Transponierten erkennt.
“Also haben alle Elemente von P dasselbe Vorzeichen, und es ist
@' (r). = Spur P = 0. (Da 7 die grofite reelle Nullstelle von. @(z) ist,
ist @' (r) und damit Jedes Element von P positiv).

Damit ist der Beweis von Satz I beendet. Den Beweis von Satz II
stiitzen wir auf einen teilweise neuen Satz III (bei FroEnms?) S. 516
fehlt die fiir das Folgende wesentliche Diskussion des Falles || = 7).

1IL. Es sei 4 = (a,,) eine unzerlegbare Matriz mit nicht negativen
Elementen, B=(b,,) eine Matriz mit komplexenElementen(u,v._1 2,0y ).
Es sei |b,] < @y fiir alle p, v. Ist r die Mazimalwurzel von A und /3 em
beliebiger Eigenwert von B, so.ist |f| < r. Gilt das Gleichheitszeichen,
ist also B = re*, so hat B die Gestalt

5) B = ¢®.DAD?

mit einer Diagonalmatriz D, deren quonalelemente sdmtlich - den
absoluten Betrag 1 haben; msbesondere ist dann stets |bu| = 0u.
(DaB umgekehrt jede Matrix B der Gestalt (5) den Eigenwert rew

besitzt, ist klar.)
Beweis von III%. Aus

(6) Br = By
folgt wie unter le ‘
O BBt = At

und hieraus |f| < rp < r. Liegt der Grenzfall || = r vor, so ist *
nach (7) ein Extremalvektor, also haben wir nach Id

%) Eine &hnliche SchiuBweise findet sich in einem Sonderfall bei V. ROMANOVSKY,
Sur. les zéros des matrices stocastiques., Comptes tend. Acad. Sci., Paris 192
266—269 (1931). '
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(®) | Blx* = Ax¥, 1*>0
und daher nach (7)
9) B* = A4, |bu| = au.

Nach Definition von r* ist ¥ = D * mit einer Diagonalmatrix D, deren
Diagonalelemente den Betrag 1 hahen. Fiihren wir dies samt f = re‘?
in (6) ein, so ergibt sich

(10) o |Bler = Cy¥
mit
11) ¢ = e D1BD, C*— B* = A.

Aus (8), (10) und (11) folgt Cg* = CT*, also wegen 1*> 0;
C=C* C=A4, B=¢e?DAD.

Beweis von IL (a) Die Lage der Eigenwerte vom mazimalen
Betrag. Es gebe genau & Wurzeln von (1), welche den grofiten mog-
lichen Betrag r haben, etwa :

(12) o, — rei% =09, <p,<... < 9, <2m).
Die Voraussetzungen von III werden von B*= 4 zusammen mit § = «,
erfiillt; daher gibt es eine Diagonalmatrix D, mit

(13) . A= "D, 4D,

Nach I ist r einfacher Eigenwert von A4, also re‘. einfacher Eigen-
wert der reehts stehenden Matrix, d. h. von 4. Die ¢, sind also alle
voneinander verschieden. Wir zeigen, daB sie mod 2= eine additive
Gruppe bilden, indem wir (13) mit D! transformieren. Es ergibt sich

A =ei9 T T4T1 (T = D, D).
Hiernach ist auch re'.*9) ein Eigenwert von 4, also unter den

Zahlen (12) enthalten. Aus der hiermit bewiesenen Gruppeneigenschaft
folgt

4 2
(14) Qu = (x—1) 5= x=1,2, ..., k).

(b) Die Drehinvarianz des Spekirums folgt unmittelbar aus (13)
und (14). Die Gesamtheit der Wurzeln von (1) gestattet genau die
Drehgruppe des regelmiBigen %-Ecks.

(¢) Um 4 auf die angekiindigte Form (2) zu bringen (was nur fiir
k>1 notwendig ist), stellen wir die Zeilen und genau so die Spalten
von A derart um, daB die Komponenten eines zu o, = re>*/* ge-
hirenden Eigenvektors nach ihren Argumenten geordnet erscheinen.
‘Wir nehmen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit D, in der Form

E e i
E, e - ' _
D, = . =1

E, e ’
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an, wobei dle d, mod 2= voneinander verschieden sind und die E, Ein-
'heltsmatnzen (nlcht notwendig. vom selben Grade) bedeuten. Fuhren
wir die entsprechende Zerlegung von 4 in ¢’ Teilmatrizen A4,, in die
fiir » = 2 -angeschriebene Gleichung (13) ein, so ergibt sich

Ay@ = e’(%/k_'_dy_d")A/o 1=y 9 =9),
also :
(15) A= 0, wenn 2alk+ 90, % d‘g mod 2.

Hiernach. gibt es zu jedem y hochstens ein ¢ (und zu jedem ¢ hoch-
‘stefis ein p); fiir welches 4,, == 0 ist; andererseits gibt es wegen der
Unzerlegbarkeit von 4 mindestens eins; also gibt es genau eins, und
es ist 0, = 2x/k + 0,. Insbesondere kommen unter den d, die k¥ Werte
uzaz/k—l—& vor. Wir denken uns die Anordnung so gewahlt daB sie
an den ersten k Stellen stehen. Dann ist

6%.=6l+(”"'1)T . (”:,1727"}]9)’
und A4 hat nach (15) die Gestalt
| 0 4,0 ...0 0
0 0 4,...0 0
0 0 0 0 0
00 0 ...4,,0
4,0 0 ...0 0
Q 0 O 0 Bj.

Hierin konnen aber nicht mehr als die ersten % Zeilen und Spalten
auftreten, da 4 unzerlegbar vorausgesetzt ist. Damit ist Satz II Dbe-
wiesen. '

Wir schlieBen mit zwei erginzenden Bemerkungen. Die erste be-
trifft den wichtigen Fall # = 1, in welchem r der einzige Eigenwert
vom maximalen Betrage ist (die nicht negative unzerlegbare Matrix 4
heiBt in diesem Fall nach FroseENws primitiv). Er tritt, wie schon
Perron *) bemerkt hat, sicher dann ein, wenn eine Potenz A™ >0 ist;
man erkennt nidmlich aus der Darstellung (2), daff im Falle 5 > 1 jede
Potenz von 4 Nullen enthilt. Von diesem Satz hat Frosenivs?), S. 463,
die folgende Umkehrung bewiesen: Ist 4 primitiv, so ist von einem
ersten Exponenten p-an jede Potenz von A positiv:

A™S 0 tir m = p.

Uber diese Zahl p macht Frosexws keine nidheren Angaben, doch
kann man aus seinen Erdrterungen die.Abschiitzung p < 27°— 22 er-
halten, wobei n die Zeilenzahl von 4 bedeutet. Eine eingehendere
Untersuchung ergibt. wie hier ohne Beweis mitgeteilt werden soll. die
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bestmégliche nur von 7 abhithgige Schranke p <n" —2n+ 2. Das
Gleichheitszeichen steht z. B. fiir

010...0
001...0
A—=1. . .
000...1
110...0

Die zweite Bemerkung geht dahin, daB die Maximalwurzel r aufler
der Maximum-Minimum-Eigenschaft (4) auch eine Minimum-Maximum-
Eigenschaft besitzt, nimlich

Z By Ty
(16) r = min max .
>0 w
Sie lduft auf die rechte Seéite der Corratz’schen’ Ungleichung
. E alu ‘ 2 auv
(17) ‘min +——— < 7 < max — . (2> 0)
T, x,‘

hinaus, wie (4) auf die linke. (CorLaTz®) beweist (17) nur fiir 4 >0,
doch gilt der einfache Beweis, der shnlich wie If verlduft, auch fiir
unzerlegbare 4 = 0.) Die Symmetrie von (4) und (16) legt den Ge-
danken nahe, dal man auch (16) zur Grundlage der ganzen Theorie
hédtte machen konnen, wie dies hier mit (4) geschehen ist. In der
Tat kann man ein Stiick weit ganz entsprechend vorgehen. Jedoch
wird die zu dem Nachweis, daBl r ein gréfiter Eigenwert ist, verwen-
dete einfache SchluBweise von Ie unbrauchbar, weil die von der
Dreiecksungleichung - gelieferte Abschétzung jetzt in der falschen
Richtung liegt.

(Eingegangen am 2. 11. 1949.)



