Gesetze in Ringen. 1.

Herrn O:kar PErroy zum 70. Geburistag gewidmet.
Von

Wilhelm Specht in Erlangen.

Den nachfolgenden Untersuchungen zugrundegelegt ist die Gesamt-
heit aller Ringe der Charakteristik Null im Sinne von E. Stemrz?),
also die Gesamtheit aller Systeme mathematischer GroBen, in denen
Addition und Multiplikation mit den folgenden iiblichen Elgenschaften
erkldrt sind: Die Addition soll dem kommutativen und dem assozia-
tiven Gesetze geniigen und ausnahmslos umkehrbar sein, die Multi-
plikation dagegen im allgemeinen nur dem assoziativen Gesetze ge-
niigen, das distributive Gesetz aber beidseitig erfiillt sein.

Die Forderung der Charakteristik Null besagt, daB die Vielfachen
ia eines von 0 verschiedenen Elementes a eines Ringes sidmtlich ver-
schieden sein sollen, daB also ie == 0 mit ganzem 4 nur dann gelten
soll,” wenn 2-= 0 oder @ = 0 ist ?). Diese Forderung ist fiir diese Unter-
suchungen eine wesentliche und notwendige Einschrinkung, da die
herangezogenen Hilfsmittel aus der Darstellungstheorie der symme-
trischen Gruppe schon fiir Primzahlcharakteristiken nicht mebr in aus-
reichendem Umfange zur Verfiigung stehen. '

Weitere Bedingungen werden den Ringen der zu untersuchenden
Gesamtheit im allgemeinen nicht auferlegt, insbesondere nicht die
Bedingung der Existenz der Einheit, wenn auch die Ringe mit Einheit
im Verlauf der Untersuchungen einer eingehenderen Betrachtung unter-
zogen werden.

In der Gesamtheit aller Ringe der Charakteristik Null sind die.
kommutativen Ringe dureh die Eigenschaft ausgezeichnet, daB in
ihnen auch die Multiplikation dem kommutativen Gesetze geniigt, also
die Bedingung :
fle,, )=, 2,—x,2, = 0

fiir jedes Wertepaar der Unbestimmten z,, z, des nge% erfiillt ist,
obwohl der Ausdruck f(z,, z,) in einem noch schirfer zu kennzelch—
nenden Sinne formal nicht versehwindet.

1) Vgl. E. STEINITZ, Algebraische Theorie der Korper, Journal f. d. reine und an-
gew. Math. 137 (1910), 167—308. Buchausgabe Walter de Gruyter, Berlin 1930.

2) Durchwegs werden ganze rationale Zahlen mit griechischen, Ringelemente
mit lateinischen Buchstaben bezeichnet.
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- In einem nilpotenten Ringe gilt mit einem festen Exponenten n
die Gleichung
fl@)=axp=0

fiir jeden Wert der Unbestimmten z, des Ringes, obwohl auch dieser
Ausdruck f(z,) formal nicht verschwindet. '
Im Ring aller zweireihigen Matrizen
o f
‘= (r 5)

aus ganzen Zahlen «, 8,7, 0 gilt die Beziehung
f(xn Zyy L3y x;) = 2 * Ly Lvg Lvg Ly, == 0,

in der die Summe {iber alle Permutationen der ersten vier Ziffern zu
erstrecken und das Vorzeichen danach zu wihlen ist, ob die Permu-
tation gerade oder ungerade ist, fiir jedes Wertequadrupel der Unbe-
stimmten z,, z,, ,, «, aus diesem Matrixring, obwohl auch dieser Aus-
druck f(x,,z,, ,, x,) formal nicht verschwindet.

Im Ring aller dreireihigen Matrizen der Gestalt

¢« 0 O
= |8 « 0]
y 0 «

aus ganzen Zahlen e, f, p, 8 gilt die Beziehung
f(l'” Zy, xa) = ("Tx T, =, 1‘,) £y — .1'3(.’[, Ty — 'szx) =0

fiir jedes Wertetripel der Unbestimmten z,, x,. r, aus diesem Ring,

obwohl auch dieser Ausdruck f(z,, x,, z,) formal nicht verschwindet.
Wie diese Beispiele erkennen lassen, konnen fiir einen Ring 9

unter Umsténden gewisse formal nichtverschwindende Ausdriicke

f(xl.’ x?’ MR 'Z.”)
aufgestellt werden mit der Eigenschaft, daB fiir jede Wertereihe der
Unbestimmten z,, Z,, ..., &, aus R die Gleichung
Py, Zyy ooy Tn) = 0

erfiillt ist. Eine solche Gleichung will ich ein Gesetz des Ringes nennen ®).

%) Von einem sehr abstrakten, formalen Standpunkt aus gelangt G. BIRKHOFF
‘zu #hnlichen Begriffbildungen in seiner Arbeit On the structure of abstract alge-
bras, Proceedings Cambridge Phil. Soe. 31 (1935), 438454, Von ihm habe ich
die Bezeichnung Gesetz (Law) iibernommen. Spezielle Gesetze, dort Rechen-
regeln genannt, treten in den geometrischen Grundiagenuntersuchungen von
K. WAGNER, Uber die Grundlagen der projektiven Geometie und allgemeine Zahlen-
systeme, Math. Ann. 113 (1937), 528567 auf. Naturgem#B finden sich einige
Beriihrungspunkte, die indes lediglich die einfachsten formalen Dinge betreffen.
Entsprechende Fragestellungen fitr Gruppen behandelt B. H. NEumaxy, Identical
relations in groups I, Math. Ann. 114 (1937), 506-—525.
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Die Menge aller in einem vorgegebenen Ringe N geltenden Gesetze
erfiillt gewisse Vollstdndigkeitsbedingungen, die unabhingig von Struk-
tureigenschaften des Ringes allgemein charakterisiert werden konnen.
Umgekehrt 148t sich zeigen, daB zu einer beliebig gewihlten Menge
von*Gesetzen, die diese Vollstindigkeitsbedingungen erfiillt, stets Ringe
existieren, in denen genau die Gesetze dieser Menge gelten und keine
anderen. -Besitzt der Ring R insbesondere.eine Einheit, so erfiillt die
Menge der in 9N geltenden Gesetze eine einfache zusitzliche Voll-
stindigkeitsbedingung. Auch hier kann nachgewiesen werden, daf zu
einer beliebigen Menge von Gesetzen, die auBler den allgemeinen Voll-
stdndigkeitsbedingungen diese zusitzliche Forderung erfiillt, auch Ringe
mit Einheit existieren, in denen genau die Gesetze dieser Menge gelten
und keine anderen. »

Die eben erwihnten Volistindigkeitsbedingungen haben ihren Ur-
sprung darin, da aus einem im Ringe R geltenden Gesetze durch
genau zu kennzeichnende Verfahren stets weitere Gesetze als Folge-
gesetze abgeleitet werden kdénnen. Diese Tatsache legt die Frage nahe,
ob nicht die Menge aller in i geltenden Gesetze aus einer Teilmenge
von Gesetzen moglichst einfacher Struktur abgeleitet werden konne.
In der Tat lassen sich alle in einem Ringe 3 geltenden Gesetze aus
den mehrfach linearen Gesetzen herleiten, die wiederum auf eine end-
liche oder unendliche, nach wachsenden Dimensionszahlen geordnete
Folge von mehrfach linearen Gesetzen zurilckgefiihrt werden konnen.
s ist mir hier bisher noch keine Entscheidung der Frage gelungen,
ob sich fiir jeden Ring H eine endliche Folge von mehrfach linearen
Gesetzen angeben liBt, aus denen alle in R geltenden Gesetze abge-
leitet werden konnen, oder.ob auch Ringe existieren, in denen fiir
die Herleitung aller in ihnen geltenden Gesetze eine unendliche Folge
von mehrfach linearen Gesetzen erforderlich ist.

Eingehendere Untersuchungen konnen fiir Ringe mit Einheit durch-
gefiihrt werden. Zuniichst 148t sich zeigen, daB eine Beschrinkung auf
Gesetze moglich ist, deren formal gebildeten partiellen Ableitungen nach
sémtlichen Unbestimmten versehwinden. Fiir die mehrfach linearen
- Gesetze, deren partielle Ableitungen simtlich verschwinden, k&nnen
mit Hilfe der hoheren Kommutatoren genaue Strukturaussagen gemacht
-werden. Sie lassen sich als lineare Verbindungen von speziellen ge-
ordneten Kommutatorprodukten darstellen. :

I.
Aus einer abzdhlbaren Menge von Symbolen
() = &y Ty @yy ey Tnyvnn,

die ich im folgenden stets als Unbestimmte bezeichnen will, bilde man
zu jeder natiirlichen Zahl &k = 1,2,3, ... die gleichfalls abzdhlbare

Mathematische Zeitschrift. Bd. 52. 38
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Mehge- formaler Potenzprodukte
Lyy oy oo Ty

der Dimension k, worin die Indizes v, »,, ..., v, unabhingig vonein-
ander alle natiirlichen Zahlen durchlaufen. Nimmt man der Reihe nach
tiir die Dimensionszahl %k alle natiirlichen Zahlen, so erhiilt man die
(wiederum abzéhlbare) Menge aller Potenzprodukte beliebiger Dimen-
sion in den Unbestimmten der Folge (z), die in einer willkiirlichen,
fir das Weitere festgehaltenen Abzihlung mit

X=X, X5 o, Xy o

bezeichnet werden mogen. Nur dann sollen zwei solche Potenzprodukte
als gleich angesehen werden, wenn sie formal iibereinstimmen:

Ty Ty« + + Ty == Ty Ty +++ Ty
nur wenn
k=1 und p,=v, p, =, ..., 4 =1,

Ist in der Folge (X) etwa X, == 2,2y, ... £y, ein Potenzprodukt
der Dimension %k und X3 = z,, %, ... ., ein Potenzprodukt der Dimen-
sion I, so liBt sich aus ihnen durch formales Zusammensetzen ein
Potenzprodukt X, Xs von der Dimension A 4 [ bilden, das in der Folge
(X) etwa als X, erscheint:

X, =XoXpg = 2y Bpg o+« T Xy Lig o oo Ty
Man erkennt sogleich, dafl es zu einem vorgegebenen Potenzprodukt X,
nur endlich viele Paare vonPotenzprodukten X,, X; gibt, deren formale .
Zusammensetzung gerade X, liefert. :

Mit Hilfe der Folge (X) werde nun die (wiederum abzihlbare) Menge
& aller Symbole

(1) f(w):91X1+92X2+93X3+"'

l
4
®
£

gebildet, worin die Koeffizienten ¢, ganze Zahlen darstellen, von denen
indes stets nur endlich viele von Null verschieden sein sollen.

Jeden Ausdruck /(z) der Gestalt (1) will ich eine Form in den
Unbestimmten (z) nennen. Kommen in der Darstellung (1) einer Form’
f(2) noch Potenzprodukte der Dimension A, aber keine Potenzprodukte
hoherer Dimension als 4 wirklich vor, so ist f(z) eine Form der
Dimension k. Ferner will -ich fiir eine Form f(r) auch das Zeichen
flz) = f(x,, x,, ..., Z») verwenden, um anzudeuten, daB in der Dar-
stellung (1) der Form f(z) die Unbestimmten x,,,, +,,,, ... nicht mehr
auftreten, wobei aber nicht verlangt werden soll, daff simtliche Un-
bestimmten z,, Z,, ..., Z» in der Form auch wirklich erscheinen.

Die Menge § aller Formen f(z) bildet nun einen Ring der Charak-
teristik Null, den Formenring §, wenn nachstehende Festsetzungen
getroffen werden:
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1. Zwei Formen /f(z) = >, 0. X, und ¢(z) = ¥} 6, X, sind 'dann und

nur dann gleich, wenn ¢. = ¢, fiir jeden Index « erfiillt ist.
2. Die Summe zweier Formen f(z) = > 0. X. und g(x) = 3 6. X,

ist -erkliart durch
' F)+ g(z) = 3 (0« + o) X

4

3. Das Produkt zweier Formen /(z) = 3] 0. X, und ¢g(z) = >, 63Xp
« I3

ist erklidrt durch
fl)g(x) = 27X, mit =, = > 0.063,
7

wobei «, B alle Indizespaare durchlaufen, fiir die X, Xz = X, ist.

Daf} die Menge 3§ unter diesen Festsetzungen alle Ringeigenschaften
besitzt, erkennt man sehr leicht aus der Bemerkung, daff die Produkt-
bildung nichts anderes darstellt als das formale Ausmultiplizieren der
beiden Ausdriicke f(z) und g¢(x) zu :

F@) (@) = 2, 0295 X Xy,
worin nun noch die Glieder mit gleichen Potenzprodukten X, Xy = X,

zu einem Glied zusammenzufassen sind. Insbesondere ist danach eine
Form 7(z) = > ¢.X. nur dann die Nullform 0 des Ringes {, wenn

-

fiir alle Indizes g, =— O ist.

Eine Form f(z) = f(z,, #,, ..., T,) heilt weiter homogen von der
Dimension %, wenn in ihrer Darstellung (1) nur Potenzprodukte der -
Dimension & in den Unbestimmten z,, z,, ..., z» wirklich auftreten,
wenn also in leichtverstindiicher Schreibweise fiir jedes ganze v die
Gleichung ,

(2) @R, Ty T ) =T (2, Ty o, La)

besteht. Ferner heift eine Form 7(z) = f(x,, «,, ..., &) homogen be-
ziiglich der Unbestimmien z;, von der Dimension k; mit einem festen 1
der Reihe 4 =1, 2, ..., n, wenn die Gleichung

3) Fl2iy Toy ooy TLay ooy Tn) = TRF (X, Loy ooy Xy eeny Xn)

fiir jedes ganze r erfiillt, ist. Offenbar ist eine Form homogen, wenn

sie beziiglich aller (in ihr wirklich auftretenden) Unbestimmten homogen
ist. Eine allgemeine Form f(z) der Dimension % kann stets als Summe

=1 .
homogener Formen f,(x) der durch den Index angegebenen Dimension
dargestellt werden; eine dhnliche Zerlegung in der Gestalt
@) = 3 )
ist aber auch moglich nach Formen f«(x), die beziiglich einer der
38*
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Unbestimmten #; in der durch den Index » angegebenen Dimension
homogen sind, wobei sinngemiB f,(x) eine Form bezeichnet, fiir die
die Gleichung

Fol@yy Tay ooy Tay ooy @) = [y, Zyy ooy Tn)
besteht, in der die Unbestimmte z; also nicht wirklich auftritt.

Ist nun g(x) = g(2,, %, ..., Z») eine beliebige, von der Nullform
verschiedene Form .der Dimension %, ferner R ein beliebiger vor-
gegebener Ring der Charakteristik Null 50 stellt fiir jede Wertereihe
@, G,y ..., @G von Elementen aus R der durch die formale Substitution
Ty~ ay fﬁr A=1,2,..., ngebildete Ausdruck g(a,, @, ..., @) wiederum
ein Element des Ringes 3t dar. Ich sage, im Ringe R gelte das Gesetz

g($) Eg(xl’ Zyyenns xﬂ)zo

der Dimension k, wenn stets, wie auch die Wertereihe a,, a,, ..., @

aus R gewdhlt sein mag, die Gleichung

g(an Qyy ovey a%) =0

erfullt ist. '
"Ein Ring ®, in dem wenigstens ein Gesetz der Dimension %, aber

kein Gesetz niedrigerer Dimension gilt, heifle Ring k-fer Stufe; ein

‘Ring R, in dem iiberhaupt kein Gesetz irgendeiner Dimension gilt, soll

als gesetzloser Ring bezeichnet werden. Die Existenz gesetzloser Ringe,

allgemeiner die Existenz von Ringen jeder Stufe, wird im nichsten

Abschnitt nachgewiesen werden.

Jedem in einem vorgegebenen Ringe M geltenden Gesetze g(x) =0
entspricht eine eindeutig bestimmte Form g(z) aus dem Formenring g,
der Gesamtheit aller in % geltenden Gesetze daher eine wohlbestimmte
Teilmenge g des Ringe$ %, die kurz als der Typus des Ringes R
bezeichnet werden soll. Besteht g allein aus der Nullform des Ringes ¥,
sc ist N ein gesetzloser Ring, weshalb g = 0 den Typus jedes gesetz-
losen Ringes darstellt. Allgemeiner stell§ eine Teilmenge g, die als Typus
eines vorgegebenen Ringes N gefunden wurde, den Typus einer Klasse
von Ringen dar, deren Mitglieder gemeinsame innere strukturelle Eigen-
schaften besitzen, die durch die Giiltigkeit des Gesetzes g(x) = 0 fiir
jede beliebige Form g(z) aus g bestimmt werden.

Es ist daher eine erste Aufgabe dieser Untersuchungen, die mog-
lichen Typen g festzustellen und durch Vollsténdigkeitseigenschaften
zu kennzeichnen. Zu diesem Zwecke gebe ich im folgenden eine Reihe
von Regeln an, die erlauben, aus einem Satze von in einem vor-
gegebenen Ringe R geltenden Gesetzen neue, gleichfalls in R geltende
Gesetze abzuleiten:

1. Sind gx( )_g (1’,, Lys oo Tn) == 07 02(1) = gz($17 Lysvney x”) =0
zwei in R giiltige Gesetze, so gllt mit beliebigen ganzen Zahlen p,, 7,
in N aueh das Gesetz :

g(.ﬁt‘) = g(xn Lyy ooy x’") = ?1.(]1(‘1:,)_‘_7’292('”) = O'_
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2. Ist glx) = g(&,, 2,, ..., Z») = 0 ein in RN giiltiges Gesetz, ferner
fx) = f(x,, 2, ..., Za) eine beliebige Form aus , so gelten in # auch
die Gesetze

hn(x)Ehl(xxax27" ) g( )f(x)z())
h, (@) = h,(;, @,, ..., Xa) = [ (%) g (&) = 0.

8. Gilt in R das Gesetz yg) =g, %,, ..., Z») = 0 mit einer
von O verschiedenen ganzen Zahl y und einer Form ¢(z) aus §, so
gilt in R auch das Gesetz :

IH

gx) = 0.
4, Ist g(x) = g(x,, 2,, ..., Ta) =10 ein in R giiltiges Gesetz, sind
ferner
Fo@) = Hl@,, Zyy oo vy Tm) wv=1,2,...,n)

beliebige Formen aus , so gilt in R auch das aus g(x) = 0 durch
die formale Substitution z, — /,(x) entstehende Gesetz

h(x) = h(xn Ly oees .’L‘m) = g(fl(x) fz(x): crey f"('x)) = 0.
Der Beweis dieser vier Regeln bedarf wohl keiner niheren Aus-
fithrung.
Fiir Ringe & mit Einheit e tritt hierzu noch die Regel der formalen
partiellen Ableitung: Zu diesem Zwecke erweitere ich zunichst den

Formenring § zu dem erweiterten Formenring §* mit Einheit e. Man
hat dazu nur die Menge F* aller Symbole

f*(x) = Qoe—i_yf(x)

mit beliebigem ganzzahligem @, und beliebigem /(z) aus § zu bilden
und folgende Festsetzungen zu treffen:
1. Die Gleichung

o€ +f(z) = 6,e + g(z)
soll dann und nur dann gelten, wenn ¢, = ¢, und f(z) = g(a) ist.
2. Die Summe zweier Elemente wird erkldrt durch
(9o€ + 7 (@) + (6, + g (2)) = (0, + 6,) € + (f(x) + g (2)).
3. Das Produkt zweier Elemente wird erklirt durch

(o€ +1(2)) (6€ + g (z)) = 0,0,¢ + (009 (2) + 657 () + /() g (2)).

Dann ist offenbar F* ein Ring mit der Einheit e.
Werden nun im erweiterten Formenring §* die partiellen Ab-
leitungen von e und 2, formal erklirt durch

de dwx, .
G =0 g = Owe  (n1=1,23,..)

mit dem bekannten KroNeckkErschen Symbol

On=0 fiir v d; &, =1 (n,di=123,..),
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so gestatten die Bedingungsgleichungen
@ +9@) _ 0fx) , d9@)

dxy T Am dmy
If(x)g@) 8g@) , df(@
8a; 7 (@) oy Ky g (@)

die Bildung der formalen partiellen Ableitungen nach den Unbe- -
stimmten z; fiir jede beliebige erweiterte Form ¢, e + /(). _
Oftensichtlich erhdlt man allgemeiner die hoheren partiellen Ab-

leitungen aa]; ifl auch aus der formalen Entwicklung des Ausdruckes

f(xn Lyg ey $1+£€, ey .77") =f(x)+.§f,(x)+§2f2(x)++ gkfk(x)

nach Potenzen der (mit allen Unbestimmten z; vertauschbar ange-
nommenen) weiteren. Unbestimmten & vermittels der Gleichungen

f"f(m)_:x!fn(m) wx="1,2,..., k).

daf

Unter diesen Festsetzungen gilt fiir Ringe f mit Einheit e die
nachstehende Regel:

5. Ist g(x) = g(z, x,, ..., &) = 0 ein in R giiltiges Gesetz, so
gelten in N auch die Gesetze

dglx). . Oglx) . L Og@
Wfo, s _0"""62?[_0'

Neben dem Gesetz g(x) = 0 gilt nimlich, da R eine Einheit ¢ besitzt,
bei beliebig gewdhltem ganzem & auch das Gesetz

g(xn Lyyoeuny .Z';,-[—ge, RS xﬂ) = g(x>+£gx(1‘)+ygz(x)+ sk gkglv(x):O'
Hieraus folgt aber aufgrund der Regel 3 in bekannter Weise durch

Wahl von k+1 verschiedenen ganzen Werten fiir £ die Giltigkeit
der Gesetze

g(x) = 0, g,(z) = 0, gz(x) =0, ..., gk(x) =0,
von denen insbesondere g¢,(x) das Gesetz

0.0 = 22 — 0
liefert. Daf der Ausdruck g,(z) dem Formenring { angehdrt, liegt
auf der Hand, da in einem Gesetz g(x) = 0 fiir einen Ring mit Einheit e
gewill keine Potenzprodukte der Dimension 1 aunftreten konnen.
~ Allgemeiner folgt aus der Giiltigkeit des Gesetzes g(x) =0 in
einem Ringe M mit Einheit e die Giltigkeit des Gesetzes

1 6%y
i a‘;;l =0 x=1,2,..., k)
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und durch Wiederholung des Verfahrens die Giiltigkeit des Gesetzes
1 a%1+%s+"'+“ng(m) i

m il a! g g ... 8an

fiir jede Reihe nichtnegativer ganzer Zahlen Hyy Hyyoouy ®y, die die
Bedingung

A TR AL S Ay
erfiillt. :

II.

Die beiden ersten Regeln, die zur Bildung neuer Gesetze aus bereits
bekannten, in einem Ringe R giiltigen Gesetzen angegeben wurden,
zeigen, daB der Typus g eines Ringes R ein (zweiseitiges) Ideal im
Formenring § ist. Die weiteren Regeln legen die folgenden Definitionen
nahe:

Ein (zweiseitiges) Ideal a des Formenringes § heiBt T-Ideal, wenn
es auBer den Idealeigenschaften noch die folgenden belden Eigen-
schaften besitzt: ‘

1. Gehort ein Vielfaches yg(x) einer Form g¢(x) mit von 0 ver-
schiedenem ganzem y zu a, so gehdrt die Form g¢(x) selbst zu a.

2. Gehort die Form ¢ (x) = g(z,, ,, ..., Z») zu a, so gehort auch

die Form
h((E) = g(f1($>) i?(x)a cery f”(x))
zu a, die aus g(x) durch die formale Substitution
ry > [+(2) v=1, 2,...,m)

mit beliebigen (nicht notwendig zu a gehdrenden) Formen 7, (z) aus &
erhalten wird. '

Ein (zweiseitiges) Ideal a des Formenringes § heifit 7% Ideal, wenn
es ein T-Ideal ist und iiberdies die Elgenschaft besitzt:

3. Gehort die Form g¢(z) = g(z,, 2,, ..., Za) zu a, so gehoren auch
die partiellen Ableitungen :

a
T e

=12,...,n)
u (.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen findet man sogleich den-

Satz 1. Der Typus g eines Ringes R ist -ein T-ldeal und sogar
ein T*-lIdeal, falls R eine Einheit e besitzt.

Die Umkehrung dieses Satzes stellt eine vollstindige Losung . des
mit diesen Untersuchungen verkniipften Existenzproblems dar. Es gilt
nimlich, wie nunmehr gezeigt werden soll, der -

Satz 2. Zu jedem T-ldeal g des Formenringes § gibt es einen
Ring R, 2u jedem T*-ldeal g des Formenringes §* gibt es einen Ring N
mit Einheit e, der den Typus g besitzt.
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Zum Beweise bilde man, genau entsprechend der Bildung des
Formenringes  im Abschnitt I, aus einer abzidhlbaren Menge von
Unbestimmten ‘

(W) = Uy, Uyy Ugy ooy Uny .
den Formenring U aller Formen _
f(u) = U,+0, U+ 0, U+ = 20U

in den Potenzprodukten U, beliebiger Dimension mit ganzzahligen
Koeffizienten 9., von denen stets nur endlich viele von Null ver-
schieden sein sollen. Der Ring 11 ist ein gesetzloser Ring. Wére ndmlich

g<x) =g, 2., %) =0
ein in U giiltiges Gesetz, so miifite insbesondere die Gleichung
g(u) = g(unuz)"'7u”) =0

gelten, was nur fiir die Nullform g(x) = 0 zutreffen kann.
-Auch der erweiterte Formenring U% der von allen Symbolen

' [*(u) = oo+ 7 (w)

mit beliebigem ganzzahligem o, und beliebigem /(#) aus U gebildet
wird, ist gesetzlos, da er ja den Formenring U als Teilring enthilt.

Nun sei g ein beliebiges T-ldeal des Formenringes $: ihm ent-
spricht durch die Zuordnung

G5 Ty evoy Tun) <> G(Uyy Uy, - o o5 Un)

‘ein eindeutig bestimmtes Ideal u des Formenringes . Der Restklassen-
ring R = Ufu ist dann, wie leicht gezeigt werden kann, ein Ring vom -
Typus g.

Ist nimlich g(x) = ¢(«,, z,,..., Zs) eine Form des T-Ideals g, so ist
auch .

h(z) = g (@), 1,(@), ..., falz))

mit beliebigen Formen /,(z) aus § eine Form aus g und daher

g ), 1,04, ..., fa(u)) = 0(u)

mit beliebigen Elementen /,(u) des Ringes 1. Mithin gilt im Rest-
klassenring f = W/u das Gesetz g(z) = 0.
Gilt andererseits im Ringe ® = W/u das Gesetz

g(‘x) = g(x,,x”..., x”) = 07
so gilt insbesondere fiir die ersten » Unbestimmten w,, u,, ..., #s
gW) = g,y ...y ta) = 0(u),

weshalb die Form g (x) zu dem 7T-Ideal g gehort.
Ist g ein 7%Ideal des Formenringes §, so entspricht ihm in der
gleichen Zuordnung '

g(xnxw"':’xn) > g(unuzv'“?u”)
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ein eindeutig bestimmtes Ideal u des erweiterten Formeénringes 1%
Der Restklassenring 3 = U*/u ist dann ein Ring mit Einheit und
besitzt den Typus g.
Ist ndmlich g(z) = g(z,, 2,, ..., 2x) eine Form aus dem T*Ideal g,
so ist, da alle partiellen Ableitungen '
1 a”‘+”2+"'+””g(a:)

TR I dada ... datn

mit %, o, oo du < K

ebenfalls zu g gehdren, auch der Ausdruck
g(@xe+ s ose + .T.l,:.: *Y Qnev'j}' xﬂ)

mit beliebigen ganzen Koeffizienten ¢,, ¢,, ..., ¢» eine Form aus g,
folglich auch

g(e,e+7,(z), 0.6 +7.(2),..., one+/a(x))
mit beliebigen Formen f,(z) aus § eine Form aus g, mithin
glo.e+ 1 (u), o,e+1,(u), ..., one + fa)) = O ()’
mit beliebigen Elementen ¢, ¢ + 7, () aus U*. Daher giltdm Restklassen-
ring R = U*/u das Gesetz g(z) = 0.
Gilt andererseits in i = U*/u das Gesetz
g(a) = g(x!7x27"'7 Za) = 0, _

so ist insbesondere fiir die ersten n Unbestimmten %, u,, ..., .

g(u) = g(uuuvza tet u") = 0(11), :

weshalb g (z) zum T*Ideal g gehort.
Damit ist der Satz 2 in vollem Umfange bewiesen.

111

Von besonderer Bédeutung ist fiir die weiteren Untersuchungen
der Begrift der mehrfach linearen Form: Aus den ersten » Unbestimmten
der Folge (z) lassen sich das spezielle Potenzprodukt

T=2,2, ... %n

und weiter durch Permutation der Ziffern 1,2,..., n insgesamt n! ver-
schiedene Potenzprodukte '

12...%)

2P = &0 Xoy ... Lo, bei P=<
A 0 0y .. Oy

herstellen. Dann ist auch der Ausdruck
4) L(JI)EL(:EI-,..%Z,...,LE”);;ypxé

mit ganzzahligen Koeftizienten yp, in dem die Summe iiber alle Permu-
tationen P zu erstrecken ist, eine homogene Form des Formenringes §
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von der Dimension 7, die dann und nur dann die Nullform darstellt,
wenn alle Zahlen yp gleich Null sind. Uberdies erfiillt eine Form L(z)
dieser Gestalt die Bedingungen

5) L(xy @, ey ®0y ey X)) =T L2, X,y ooy Tiy o vy Tn)
=12 ...,n

bei beliebigem ganzem =z, ist also homogen von der Dimension 1 be-
ziiglich jeder Unbestimmten ;. Daher will ich eine solche Form als
mehrfach linear, genauer als n-fach linear bezeichnen. Umgekehrt er-
kennt man miihelos, daB jede Form f(x) = f(z,, ,, -.., &,) aus §, die
den Bedingungen (5) geniigt, n-fach linear ist.

Die Tatsache, daff aus einem oder mehreren in einem Ring giiltigen
Gesetzen mit Hilfe der im Abschnitt I angegebenen Regeln auf mannig-
fache Weise neue in R giiltige Gesetze hergeleitet werden konnen,
legt die weitere Frage nahe, ob nicht fiir jeden Ring Gesetze besonders
einfacher Gestalt ausfindig gemacht werden konnen, aus denen alle
weiteren in R giiltigen Gesetze durch diese Regeln sich ableiten lassen.
Um eine bequeme und kurze Bezeichnung fiir diesen Sachverhalt zu
haben, nenne ich eine Menge von im Ringe R giiltigen Gesetzen voll-
sténdig, wenn aus diesen durch Anwendung jener Regeln simtliche
in R giiltigen Gesetze hergeleitet werden konnen, wobei naturgemif
wieder zu unterscheiden sein wird, ob der Ring % eine Einheit besitzt
oder nicht, da im ersten Fall auch die fiinfte Regel in Anwendung
zu bringen ist. o

Eine entscheidende Rolle spielt hierbei der folgende

Satz 3. Die Menge der in einem Ringe R giltigen mehrfach
linearen Gesetze ist vollstindig.

Zum Beweise dieses Satzes zeige ich zuniichst, daB alle in R giiltigen
Gesetze sich aus den beziiglich der einzelnen Unbestimmten homogenen
Gesetzen herleiten lassen. Es geniigt, da die Unbestimmten in ihren
Rollen vertauscht werden kénnen, dies hinsichtlich der Unbestimmten x,
nachzuweisen.

Eine Form f(x) = f(2,, 2,, ..., z.) der Dimension % 148t sich als
Summe

von beziiglich der Unbestimmten x, homogenen Formen /,(z) der dureh
den Index % gegebenen Dimension darstellen. Gilt nun in R das Gesetz
f(z) = 0, so gelten auch die Gesetze
k .
f(z'xn $2’ M xn) E_Z_:otx‘f”(l.la rzv Lo xﬂ) = 0‘5

wobei 7 beliebige ganzzahlige Werte annehmen darf. Mithin ist schon

Fol , @,y ooy zn) =0 fiir x=0,1,2,..., &
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ein Gesetz in M. Umgekehrt gewinnt man aus diesen Gesetzen durch
Summenbildung das urspriingliche Gesetz.

Fiir den weiteren Beweisgang verwende ich ein Verfahren, das
gestattet, das vorgegebene Gesetz g(r) = 0 der Dimension %, das
nunmehr homogen beziiglich aller in ihm wirklich auftretenden Un-
bestimmten angenommen werden darf, durch Einfiihrung weiterer Un-
bestimmten durch eine Reihe gleichwertiger mehrfach linearer Gesetze
zu ersetzen. Hat g(2) = 0 bereits beziiglich aller Unbestimmten 2z,
fiir v = 1,2,...,n die Dimension %, =1, so ist g(z) schon selbst
mehrfach linear. Daher kann unter Vertauschung oder Umbenennung
der Unbestimmten, ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit des
Beweises, angenommen werden, daf

G,y Tyy ey Tn) =Tg(2,, L,y «or, Tn) mit k,'gZ

ist. Uberdies geniigt es, das Verfahren an der Unbestimmten z, auf-
zuzeigen, da es ohne weiteres auch an den anderen Unbestimmten in
gleicher Weise durchzufiihren ist.

Neben dem Gesetz ¢g(z,, 2,, ..., x) = 0 gilt im Ringe R auch das

daraus hergeleitete Gesetz
i('xl’ x?? ety xn? xn-H)
= g('I;l T Tpgrs Tay ey .Z',,)—g(;lfl, Lyy ovns xn>_g(xn+n Lyy ovey .Z'n> - 07
aus dem insbesondere die Gleichung
f(xl7 x‘l’ MR -Tn, ‘rl)
= g(zxn Lyy oy .Z‘")—g(l‘l, Lyy ovey qu)—g(.’t” Lyyenry 1"“)
=@"-2)g(x,x,....,x)=0

hervorgeht, die zeigt, daB- f(z,, «,, ..., z,,'Z,,,) nicht Nullform ist,
und daB das Gesetz g(a) = 0 aus dem Gesetz f(z) = 0 durch Identi-
fizierung der Unbestimmten z, und x,,, herleithar ist. '

Nun ist /(x) homogen von gleicher Dimension wie die Form g(z);
tiberdies ist f (x) auch beziiglich der Unbestimmten z,, &,, . .., Z» homogen
von gleicher Dimension wie ¢(z). AuBerdem gilt ‘

f(xl’ xz: et x7l70)

= g(xn Lyyooney 1‘,,)»—g(x1,.1'2, ey 'I.IL>—g(O7 Loy ooy 'Tn> = 07
f(o, Lys ooy Xy xn+1) :
= g(xnﬂé Lyy onny %1)_9(07 Ly ooy xn)~g(x,,+,, Lyy ovny ;Z") = 05

weshalb in jedem in 7(x) auftretenden Potenzprodukt wenigstens einmal
r, und wenigstens einmal x,,, auftreten muB. Daher besitzt die Form 7(z)
beziiglich z, ebenso wie beziiglich z,,, hochstens die Dimension &, ~ 1.

Wird nunmehr das neue Gesetz f(x) = 0 nach seinen beziiglich x,
homogenen Summanden zerlegt, so kann das Verfahren fiir die Sum-
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manden ejnzeln weiter durchgefiihrt werden. Nach einer endlichen
Kette von Schritten findet man eine Reihe von mehrfach linearen
" Gesetzen, aus denen umgekehrt das urspriingliche Gesetz wieder abge-
leitet werden kann. Gilt beispielsweise in einem Ringe ® das Gesetz

2t =0,
so gilt auch das Gesetz

(g, + )~ =,y + 2, + 2, + 2,2, 2, 2,7, = 0,
mithin auch die beiden Gesetze
e+, =0, iz, +x,x 2+ a0 =0,

die auseinander durch Vertauschung der Unbestimmten hervorgehen.
Der nichste Schritt liefert

Z, (.T1 + '7"3)2 + ('le + xa) Z, (xl + .’L‘s) + (xl + xs)z z,— J?f —Z, %, 2,

_xﬁxs_x.zx:_ﬁaxzma_x:xz = 0,

oder
BT T+ XX Ty A 2,8 X+ Xy 2+ 2y 2, T, Xy 22, = 0

Mithin ist dieses dreifach lineare Gesetz mit dem urspriinglichen Gesetz
vollig gleichwertig.

Auf Grund dieses Satzes konnen sich nun die weiteren Unter-
suchungen auf die Behandlung der mehrfach linearen Gesetze eines
Ringes M beschrinken. Daher soll auch im folgenden, sofern nichts
anderes angegeben, unter einer Form nur noch eine mehrfach lineare
Form, unter einem Gesetz nur noch ein mehrfach lineares Gesetz ver-
standen werden. )

Aus einer n-fach linearen Form

L(z)= Lz, %, ..., 2,) = §7PIP = ;71’('%1'1'2 Zn)®

liBt sich durch eine Permutation @ der Unbestimmten eine neue
n-fach lineare Form

Le(z) = X ypaPe = 3 ppga”
. F a

gewinnen. Ferner ist jede lineare Verbindung
L(z) = e, L,(z) + &, L, (z)

zweier n-fach linearer Formen L,(z), L,(z) mit ganzzahligen Koeffi-
zienten «,, &, wiederum eine n-fach lineare Form. Daher bildet die
Gesamtheit aller n-fach linearen Formen einen symmetrischen Modul*).

%) Vgl. W. SpecuT, Die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Gruppe,
Math. Zeitschr. 39 (1985), 696—711; Zur Darstellungstheorie der symmetrischen
Gruppe, Math. Zeitschr. 42 (1937), 774—779.
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Allgemein nenne ich jede Menge M von n-fach linearen Formen
einen symmetrischen Modul, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Enthdlt M die Formen L,(2), L,(2), so enthilt M auch jede
Form L(2)= «,L,(%)+ «,L,(x) mit beliebigen ganzen Zahlen «,, a,.

2. Enthdlt M ein Vielfaches y L(x) der Form L(z) mit von 0 ver-
schiedenem ganzem p, so enthilt M auch die Form L (z).

3. Enthilt M die Form L(2), so enthilt M aich die Form L?(z)
bei beliebiger Permutation P der Unbestimmten.

Insbesondere bildet bei einer festgewihlten n-fach linearen Form

L(z) = %] yrat,

deren ganzzahligen Koeffizienten yp teilerfremd sind, die Gesamtheit
aller Formen der Gestalt

F(z) = ;DCPLP(.T>

mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten «p, wobei iiber simtliche
Permutationen der Unbestimmten zu summieren ist, einen symme-
trischen Modul, den ich als den durch die Form L(x) erzeugten symme-
trischen Modul M(L(z)) bezeichne.

Ist M ein beliebiger symmetrischer Modul n-fach linearer Formen,
s0 kann, da der Modul aller n-fach linearen Formen eine linear unab-
hingige Basis in den n! Formen P besitzt, auch fiir M eine linear
unabhéingige Basis von Formen L,(z) (mit ¢ = 1,2, ..., ) angegeben
werden, derart daBl jede Form L(ai) des Moduls M eindeutig als lineare
Verbindung '

L(x)ZZ%LQ(CU) <9=13 27’7)

2

mit ganzzahligen Koeffizienten «, erhalten werden kann. Insbesondere
gelten also Beziehungen der Gestalt

() ngn () (976:1725"'77')

fir jede Permutation P mit ganzen Zahlen d;. Da weiter fiir jedes
Paar P, Q von Permutationen hieraus die Gleichungen

Lf90) = S 18(0) = 3 d5d8, L, () = S A2 L, o)

folgen, findet man wegen der linearen Unabhingigkeit der Basis
' 3 dj,ds, = dfg

(7’)'

oder :
D(P)D(Q) = D(PQ)

fiir die r-reihigen ganzzahligen Matrizen

D(P) = (d}) (0,6 = 1,2, ..., 1)
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Jeder symmetrische Modul M n-fach linearer Formen liefert demnach
eine Darstellung der symmetrischen Gruppe &, durch ganzzahlige
Matrizen ).

Der Satz von der vollstindigen Zerlegbarkeit endlicher Matrix-
gruppen sowie die Tatsache, daf jede Darstellung der symmetrischen
Gruppe &, durch ganzzahlige Matrizen in absolut unzerlegbare, gleich-
falls ganzzahlige Bestandteile zerlegt werden kann, fiihren sogleich
auf einige Aussagen iiber symmetrische Moduln #n-fach linearer Formen,
die ich ohne nihere Begriindung nachstehend angebe ©):

1. Ist M, ein symmetrischer Teilmodul des symmetrischen Moduls M,
so gibt es einen zweiten symmetrischen Teilmodul M, von M, derart
daB in direkter Zerlegung gilt: ‘

M=M+M,.
2. Jeder symmetrische Modul M ist als direkte Summe
M - M1+M2+-+Mk

unzerlegbarer symmetrischer Teilmoduln darstellbar.

8. Ein symmetrischer Modul M ist dann und nur dann unzerlegbar,
wenn er keinen symmetrischen Teilmodul enthélt.

4. Ein unzerlegbarer symmetrischer Modul M wird durch jede von
Null verschiedene, in ihm enthaltene n-fach lineare Form L (z) = %} ypat

erzeugt, deren Koeffizienten y» teilerfremd sind:
M = M(L(x)).

Diese Aussage kann, was fiir die weiteren Betrachtungen besonders
wichtig ist, in folgender Weise auf beliebige symmetrische Moduln
ausgedehnt werden:

5. Zu jedem symmetrischen Modul M kann eine erzeugende Form
L(z) angegeben werden:

Da nimlich der Modul I' aller #-fach linearen Formen den Modul M
als Teilmodul enthilt, gibt es einen zweiten symmetrischen Teilmodul
M# g0, daBl in direkter Zerlegung

M= M4 M#

ist. Mithin 14Bt sich jede Form L(z), insbesondere also das Potenz-
produkt & = z,Z,... 2, eindeutig als Summe éiner Form F(z) aus M
und einer Form G(z) aus M* darstellen:

r=F@)+Gx) mit F(x)EM; G(r)€ M=
") Vgl. die in %) angegebenen Arbeiten.
8 Fiir alle allgemeinen darstellungstheorctischen Dinge vgl. B. L. vAN DER
WarrpeEN., Moderne Algebra II, 17. Kapitel, Berlin Jul. Springer 1931,
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Daraus findet man fiir eine beliebige Form L(z) = X ypz? die Dar-
P

stellung
L(z) = Zyp(F@) + Ga)® = ZypFP@) + Zyp G (@) = L,(2) + L, (2)

mit zwei Formen _ ,
L (x) EM(F(z) TM;  L,(z) € M(G () < M*,

- Ist also L(x) insbesondere eine Form aus M, so ist die Form L (z)— L, ()
= L,(x) sowohl in M als auch in M* enthalten. Daher ist

L,(z)=0 oder L(x)= 2 vp FT ().

Jede Form des Moduls M gehért demnach dem Modul M(F( x)} an:
M = M (F(2).

Die Bedeutung dieser Tatsachen fir die Untersuchung der Gesetze
in einem Ringe M erhellt nun sogleich aus der folgenden, lelcht zu
beweisenden Bemerkung:

Satz 4. Die in einem Ringe R geltenden n-fach linearen Gesetze
bilden einen symmetrischen Modul.

Gilt nidmlich in R das n-fach lineare Gesetz y L(x) = 0 mlt von 0
verschiedenem ganzem y und einer (n-fach linearen) Form L (z), so
gilt in N auch das Gesetz L(z) = 0; gelten in R die beiden n-fach
linearen Gesetze L, (x) = 0 und L,(z) = 0, so gilt in R mit beliebigen
ganzen Zahlen ¢,, o, auch das Gesetz o, L,(z) + o, L,(z) = 0; gilt in R
schlieBlich das n-fach lineare Gesetz L(z) = 0, so gilt in R bei be-
liebiger Permutation P der Unbestimmten auch das Gesetz L7 (z) = 0.

Daraus kann aber unter Beachtung der letzten Bemerkung iiber
svmmetrische Moduln sogleich das folgende Ergebnis entnommen werden:

Satz 5. Die in einem Ringe N geltenden n-fach linearen Gesetze
lassen sich aus einem einzigen n-fach linearen Gesetz

La{x) =10
herleiten und in der Gestalt.
= SapLl(2) =0
I)

mit ganzzahligen Koeffizienten ap darstellen.

Wie bereits frither angegeben wurde, lassen sich aus einem in R
giiltigen Gesetz stets auch Gesetze hoherer Dimension herleiten. Daher
ist nun noch festzustellen. unter welchen Bedingungen die angegebenen
Verfahren wiederum auf mehrfach lineare Gesetze fiihren. Man erkennt
leicht, daf im wesentlichen, d. h. abgesehen von Permutation der
Unbestimmten, Bildung linearer Verbindungen mit ganzzahligen Koeffi-
zienten und Wiederholung der Verfahren, hierfiir die folgenden Regeln
zur Verfiigung stehen:
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Satz 6. Ist Lp(2) = La(z,, 2,, ..., Zn) = 0 ein in R giiltiges n-fach_
lineares Gesetz, so sind
' Ly, &y, ooy &) Ty, = 0,
Zppr L@y, 2,y .00, @) = 0,
Lz, Zyy v, T, ys w:‘xnﬂ) =0

gleichfalls in R giltige (n + 1)-fach lineare Gesetze.

Somit bestehen neben n-fach linearen Gesetzen in einem Ring stets .
auch mehrfach lineare Gesetze jeder hoheren Dimension. Damit erhilt
man :

Satz 7. Fiir jeden Ring R k-ter Stufe lift sich eine Kette

Lk(x) = 07 Lk+xA(x) = Oa ] Ln(x) = 07 e |

mehrfach linearer Gesetze der durch den Index angegebenen Dimension
angeben, aus denen alle anderen, in R giiltigen Gesetze herleitbar sind.
Die in diesem Satze angegebene Kette von Gesetzen fiir einen
Ring #k-ter Stufe ist zwar vollstindig in dem friiher angegebenen
Sinne, da jedes im Ring giiltige Gesetz aus den Gesetzen der Kette
herleitbar ist, die Gesetze der Kette sind indes nicht notwendig unab-
hingig voneinander, da der Modul M(L,(z)) aller n-fach linearen Gesetze
auch alle Gesetze enthilt, die aus den vorangehenden Gliedern der
Kette durch Anwendung des Satzes 6 gewonnen werden konnen. Eine
weitere Reduktion der Kette 148t sich auf folgende Weise durchfiihren:
Alle aus den mehrfach linearen Gesetzen der Kette

Lk('@ =0, Lk+1(x) =0, ..., L, ((l‘) =0

durch den Satz 6 herleitbaren n-fach linearen Gesetze bilden einen
symmetrischen Teilmodul M, des Moduls M(L,(2)); zu ihm kann ein
erginzender Teilmodul M; angegeben werden, derart daf in direkter
Zerlegung gilt: \

: M (L (@) = Mi + M = M (L5 (2)) + M (Li (2),

‘wenn Ln(z) und Lu(z) erzeugende Formen der Moduln M, und Mj
bezeichnen. Die Gesetze des Moduls M;, also die Gesetze der Gestalt

7a) = e LiF () = 0,

die in R gelten, lassen sich dann auf keine Weise aus den in R
giltigen mehrfach linearen Gesetzen niedrigerer Dimension herleiten,
‘da M; und M; zueinander fremd sind, wobei unter Umstinden der
Modul My sogar leer sein kann, ndmlich dann, wenn alle n-fach linearen
Gesetze sich bereits aus den Gesetzen niedrigerer Dimension herleiten
lassen. Somit gilt der ) '

‘Satz 8. Fir jeden Ring R IL-ter Stufe lifit sich eine reduzierte
Kette

Ly(x) =.0, Ly, () = 0, Li,(®) =0, ..., Lg, () =0, ...
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mehrfach linearer Gesetze der durch die Indizes
k<k <k, <...<ks<

bezeichneten Dimensionen angeben mit folgenden Eigenschafien:

1. Kein Gesetz des Moduls M (Ly,(x) ist aus den Gesetzen nied-
rigerer Dimension ableitbar.

2. Jedes Gesetz des Ringes R ist aus- den Gesetzen der Kette
herleitbar.

Hierin ist stillschweigend der Fall mltemgeschlossen worden, da8
die reduzierte Kette mehrfach linearer Gesetze abbricht, also nur aus
endlich vielen Gliedern besteht. Ob es Ringe A-ter Stufe mit unend-
licher reduzierter Kette mehrfach linearer Gesetze gibt oder ob jede
reduzierte Kette eines Ringes mit Notwendigkeit abbricht, habe ich
bisher nicht entscheiden konnen. Die Beantwortung dieser Frage
scheint sehr schwierig zu sein.
~In diesem Zusammenhang will ich als Erginzung zu Satz 2 noch
zelgen, daB bereits der Ring U, aller Formen f(u,, ,) des Formen-
rings 1, also der Ring aller Formen aus 11 in denen nur die ersten
beiden Unbestlmmten u,, u, wirklich auftreten, ein gesetzloser Rlng ist.

Wire dies nimlich nicht der Fall, so muﬁte in U, auch em mehr-
fach lineares Gesetz, etwa

Lx)=ypxef =0 mit" 2= 2,2,... &n
12

gelten. Dann miifite auch fir o, = wu, (mit 9 =1,2,...,n) die
Gleichung _
Luu,, win,, ..., utu) = 3 ypu,u,ulu,... utu) =0
P

oder .
~ . 12...n

Sveuiuw,utu, . outu, =0 bei P =

P . tin

o, ...

bestehen, was offenbar nur moglich ist, wenn alle y» verschwinden.

v,

Die bisherigen allgemeinen Ergebnisse lassen sich weitgehend ver- -
tiefen, wenn die Forderung gestellt wird, daB der Ring R eine Einheit e
besitze. Wesentliche Ursache dieser Verschirfung und Ergénzung der
Ergebnisse ist die bereits friiher angegebene Tatsache, daf sich durch
das Verfahren der partiellen Ableitung unter Umstinden aus mehrfach
linearen Gesetzen auch Gesetze niedrigerer Dimension herleiten lassen.
Nun gilt fiir eine n-fach lineare Form L(z) = L(z,, z,, -.., Z»), wie
man sich leicht iiberlegt, die Gleichung

0 L(x)
73.1:,. “‘”L( €Ly 29'--axv—neaan--'_axﬂ)'

Mathematische Zeitschrift. Bd. 52. 39
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Daher l4Bt sich im Falle des mehrfach linearen Gesetzes, den wir
allein noch zu beachten haben, die fiinfte Regel des Abschnittes I auf
die folgende Regel zuriickfiihren:

5.1Ist L(x)=L(z,,2,, ..., ) ==0 ein in einem Ringe R mit Einheit ¢
giiltiges Gesetz, so ist auch

L*(x,, z,, ..., Tpy) =L, @y ooy 0y, €) =

ein in N giltiges Gesetz.

Ich werde indes trotz diesem recht einfachen Sachverhalt in der
Folge die Bezeichnung durch partielle Ableitungen als bequeme Schreib-
weise beibehalten.

Nach dem Verhalten der partiellen Ableitungen werden die mehr-
‘fach linearen Formen in.zwei Arten unterschieden: Eine n-fach lineare

Form L(z,, ,,..., z») heille eigentlich n-fach linear, wenn alle ihre

partiellen Ableitungen aaLx(Q Nullformen sind, im anderen Falle un-

eigentlich n-fach linear. Die gleiche Unterscheidung werde auch fiir
mehrfach lineare Gesetze getroffen. Eine eigentlich n-fach lineare Form
L(z) ist demgemiB durch die Bedingungsgleichungen

agf)so =12, ...,
gekennzeichnet.

Gilt in einem Ringe R mit Einheit e das eigentlich n-fach lineare
Gesetz L(x)==0, so ist auch das (gleichfalls in R giiltige) Gesetz
L?(z) = 0 bei beliebiger Permutation P eigentlich n-fach linear. Weiter
ist die Form L(x) gewiB eigentlich n-fach linear, wenn irgendein Viel-
faches y L(z) mit von 0 verschiedlenem ganzem p eigentlich n-fach
linear ist. Das Entsprechende gilt schlieBlich fiir jede lineare Ver-
bindung L (z) = o, L, (2) + «,L,(2) = 0 zweier in R giiltiger eigentlich
n-fach linearer Gesetze L, (z) = 0, L,(z) = 0 bei beliebigen ganzen
Zahlen «,, «,. Daher bilden die in einem Ringe R mit Einheit e
geltenden eigentlich n-fach linearen Gesetze fiir sich einen symme-
trischen Modul.

Die Bedeutung der hier gemachten Unterscheidung erhellt aus dem
nachstehenden

Satz 9. Die in einem Ringe R mit Einheit e geltenden uneigent-
lich n-fach linearen Gesetze lassen sich aus den in W geltenden eigent-
lich v-fach linearen Gesetzen (mit 2 < v < n) herleiten.

Zum Beweise wird ein doppeltes Induktionsverfaliren bendotigt: Ist
der vorgegebene Ring R mit Einheit e etwa A-ter Stufe, so ist jedes
in R giiltige %-fach lineare Gesetz gewiB eigentlich %-fach linear, da
andernfalls ein (& — 1)-fach lineares Gesetz fiir N daraus hergeleitet
werden koOnnte. Mithin kann die Behauptung des Satzes fiir Gesetze
niedrigerer Dimension als n bereits fiir bewiesen angenommen werden,
weshalb es zum Beweise vollig ausreicht zu zeigen, daf ein uneigent-
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lich n-fach lineares Gesetz in N aus den eigentlich n-fach linearen
und den Gesetzen niedrigerer Dimension hergeleitet werden kann.

‘Liegt in R das uneigentlich n-fach lineare Gesetz L(z,, «,, ..., Z,)=0
vor, so kann weiter, nach etwaiger Permutation der Unbestimmten,
ohne Beschrinkung der Giiltigkeit des Verfahrens, vorausgesetzt werden,
daB fiir die partiellen Ableitungen von L(z) die nachstehenden Be-
dingungen erfiillt sind:

9L _ 8L _ _ dL@ _ . L@ L) . 0L@) |
Tdw, T 0wy T 0w, =0; 0, ,*0’ Eran *O my *0.
Dann gelten neben L{x) = 0 in R auch die belden Gesetze
dL@) _ . BL(:L') .
?mx-+1 - 07 .ax»u Lo = 0’
also auch das Gesetz
_ - aL(:c)
G(@)= Gy, &, ..oy 1) = L(2)— By,  vht T 0..
Ist dabei G(z) die Nullform, so ist
— L@
L(.T): axﬂ_:" V19
also das Gesetz L(z) = 0 aus dem (n— 1)-fach linearen, in R giiltigen
Gesetz G=®) — 0 herleitbar. Ist aber G(z) nicht die Nullform, so
v+1
gelten in R die Gesetze
: . 0L (x) .
G(.T) —0, “axw-r——o,

aus denen wiederum das Gesetz L(2) = G(z)+ -5~ - Z,,, = 0 her-
) v

geleitet werden kann. Fiir die Ableitungen 86@ miti=1,.,2,...,v
- axl )

findet man
8G@ __ dL(x) 0’ L (x) =0
0xy = 69:;, a.l‘,,::a ;t)_ i
ferner ist
dGx) _ 6L 6% L(x) 0Ly  _
L O F N R AR A

so daB die Form G(z) gewifl die Bedingungen
8G@ _ G . _ 806G _ 96

“Qx, T 8wy T 8z, T Az

IH
o

erfiillt. Durch Fortfithrung dieses Verfahrens erhilt man demnach
nach hochstens n Schritten ein eigentlich n-fach lineares Gesetz, aus
dem mit Hilfe von Gesetzen niedrigerer Dimension das urspriingliche
Gesetz L(z) = 0 wieder hergeleitet werden kann.
Als Regeln fiir die Bildung eigentlich mehrfach linearer Gesetze
hoherer Dimension konnen hier aufgestellt werden:
39 %
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1. Ist L(x,, z,, ..., ) = 0 ein im Ringe R geltendes eigentlich
n-fach lineares Gesetz, so gelten in M auch die eigentlich (n + 1)-fach
linearen Gesetze

‘Lx(xn Tyyeons x,,+,)EL(x,, Lyyg ooy x'n) Lopr = Tngy L(xn .’L‘.?, ey :En)=0,
Lz(xn Tyyvovy xn+1) = L(:E” Loy oony Ty y Ly — xnﬂxn) == 0.

2. Ist L(x,,%,,...,2,)=0 ein im Ringe R giiltiges eigentlich
n-fach lineares Gesetz, ferner L,{(Z.,,, Zujs, --. Zoy,) €ine beliebige
eigentlich n-fach lineare Form in den Unbestimmten Z,.,, ey -+ s Znpms
so gelten in R auch die beiden eigentlich (n + m)-fach linearen Gesetze

Lx(xu Lys oeey &) L2($n+|a Litgy oo oo xn+m) = 0,

Lr(xm—n Lnras o oos x’n+m) L, (x;‘7'x27 sy z,) = 0,
sowie das eigentlich (n 4 m — 1)-fach lineare Gesetz

Ll(Lz(xm-n Tppgy ooy xn-l-m)? Tyyoors xn) = (.

Entsprechende, auf diese Verfahren sich stiitzende Uberlegungen
wie die, die zu den Sitzen 7 und 8 fiihrten, ergeben hier die nach-
stehenden Sitze: '

Satz 10. Fir jeden Ring R k-ter Stufe mit Einheit e lift sich .
cine Kette

L(2) =0, L;,,(),..., L,(x) =0, ...

mehrfach linearer Gesetze angeben mit folgenden Eigenschaften:
1. Jedes Glied L.(z) =0 der Kette ist eigentlich n-fach linear.
2. Jedes in R giiltige Gesetz ist aus den Gesetzen der Keite her-
leitbar. _ »
Satz 11. Fir jeden Ring R k-ter Stufe mit Einheit e lift sich
eine reduzierte Kette

Li(x) = 0, Li,(2) = 0, ..., Ly, () =0, ...
mehrfach linearer Gesetze der durch die Indizes
<k, <--<kp<:--

bezeichneten Dimensionen angeben mit folgenden Eigenschaften:

1. Jedes Glied Ly,(z) = 0 der Kette ist eigentlich n-fach linear.

2. Kein Gesetz des Moduls M (Ly,(z)) ist aus den Gesetzen nied-
rigerer Dimension herleitbar.

3. Jedes in R giiltige Gesetz ist aus den Gesetzen der Kette her-
leitbar.

Auch in diesem Falle habe ich nicht entscheiden konnen, ob es
Ringe %-ter Stufe mit unendlich langer, reduzierter Kette aus eigent-
lich mehrfach linearen Gesetzen gibt oder ob jede reduzierte Kette
eines Ringes im Endlichen abbricht. _

Sehr leicht zu beweisen ist dagegen die folgende interessante
Bemerkung : :
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Satz 12. Besitzt ein Ring R mit Emhezt e eine im Endlichen
abbrechende reduzzerte Kette

Li(z) =0, Ln(@y=0,..., L) =0

mehrfach linearer Gesetze, so gibt es ein Fundamentalgesetz G(z) = 0
(der Dimension kn), aus dem similiche in R geltenden Gesetze her-
geleitet werden kinnen. ‘

Der Beweis beruht auf der Tatsache, daB fiir Ringe mit Einheit
e die Gesetze

Lz, 2y, ...,2,)=0 und L(z, 2, ..., 2,) %, =0

vollig gleichwertig sind, so daB alle Gesetze der reduzierten Kette auch
durch hoherdimensionale Gesetze ersetzt werden konnen. Ersetzt man
sie demgemiB durch %s-fach lineare Gesetze, so lassen sich diese
Gesetze gleicher Dimension nach fritherem durch ein einziges er-
setzen.

V.

Fiir die Aufstellung der in einem Ring R mit Einheit e geltenden
Gesetze ist nach Satz 9 die Kenntnis der eigentlich n-fach linearen
Gesetze von besonderer Bedeutung, andererseits -aber auch - vollig-
ausreichend.

Wie bereits gezelgt wurde, bildet die Menge der elgenthch n-fach
linearen Formen einen symmetrischen Modul 7, also einen Teilmodul
des symmetrischen Moduls T, aller n-fach linearen Formen. Eine ein-
gehende Untersuchung des Moduls ' soll den Inhalt der letzten beiden
Abschnitte ausmachen.

Ich beginne mit der Angabe der linearen Bedingungen fiir die
Koeffizienten einer eigentlich n-fach linearen Form, die sich bei Ein-
fiihrung der (als Zykeln dargesteliten) speziellen Permutationen )

V,=(Q1), V,=(12), V,=(128),..., V,=(123...n)

in einfachpr Gestalt zusammenfassen lassen:
Satz 13. Eine n-fach linedre Form

L(z) = ;rpwp

ist dann und nur dann eigentlich n-fach linear, wenn fiir alle Permu-
tationen P die linearen Beziehungen

(6) ,Zj Yv,p —
erfilllt sind.

Fiir den Gang des Beweises bezeichne ich die Inverse V' auch
mit U, (tir v =1,2,..., n). Ferner setze ich aus Zweckgriinden

yp =7(P).
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Die vorgegebene Form L(«x) kann auch in der Gestalt
L(z) =3 37UsR)2™"
v=1 R

dargestellt werden, wenn R alle Permutationen durchliuft, die die

Ziffer n festlassen. Die Ableitung —~~l der Form L(x) wird dann

8 L(x)

6.70"
) — 555 UiR) 5

Um ihre Gestalt genauer angeben zu kénnen, kommt es daher darauf

an festzustellen, in welche Potenzprodukte die Produkte 2 E pei
partieller Ableitung nach der Unbestimmten w;, also'bei der Substi-
tution =z;-»e iibergehen, wobei es ausreichen wird, den Fall 1 =
allein zu betrachten.

Nun gilt, wie man leicht nachrechnet,

U — 1 2 v v+4+1 n—1 "
T me—r 4+l n—v 2 n 1 n—vy—1 n——w)’
also bei
, 1 2 n-1 n
R=(l 2. )
@« oy M
offenbar
1 2 v—1 » v41 »+2 n—1 n .
U:,R=( , ] 2. )
“n-v-i-—l “n——mr—i—z 1 * 3 %y Cp—ne1 ®p—,y
Mithin ist
[/
- —x"n-"+1x“n—1?+2”-xan—lx"'xalx"‘Z.nlx“n-—v—lx“n——v7
axU;’,R
axn - "‘n—v-l—l'{“n——r-l—ﬁ'”'T"‘n—-l‘r"‘lx%A“x“n—v—lx“nwv'

Dieses Potenzprodukt aber entsteht aus dem Potenzprodukt z,z,...x
durch Anwendung der Permutation

-t

- 1 2 v—1 v »1 n—1 n
U;_l}g:( , )
! 'xn——v—{—l “n—r-{—z “p—1 Y &y Cpy T
Daher ist ’
d L(a N ~ Y rr—v
S = B3 pUR) T = S p (UL R e
n 'y ks

Ist also, wie nun vorausgesetzt werden soll,
0 L(x)
dx,
so gilt die lineare Beziehung

(Uw U—l+1 R) f—

h-=1

=0,
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fir alle Permutationen R, die die Ziffer n festlassen. Umgekehrt folgt
aus diesen Bedingungen fiir die Koeffizienten der Form L(z) sogleich

8 L(z)
dx,

=0

fiir die partielle Ableitung nach der Unbestimmten z,.

Die weiteren Bedingungen fiir eine eigentlich n-fach lineare Form
L(x) erhdlt man aus der Tatsache, daB mit L(x) auch Jede Form
Le(x) eigentlich m-fach linear ist. Insbesondere gilt also »—a}— =

fiir die partielle Ableitung von L(x) nach der Unbestimmten z; dann
und nur dann, wenn ——g?(xl =0 bei Q=U% fir die partielle Ab-

n

leitung der Form LY () nach der Unbestimmten z, erfiillt ist. Nun
gilt aber

LV @) = Ty (P) 2P = p(SUN 25 = 3 5(5) #°

Soll fiir diese Form die partielle Abl'eltung nach #z, die Nullform sein,
miissen nach dem eben Gezeigten die linearen Beziehungen

SnUUR) = Xy (U UM RU)) = 0

fiir alle Permutationen R bestehen, die die Ziﬁer n festlassen. Da
indes. RU;* alle Permutationen durchliuft, wenn 4 =1,2,...,n ge-
setzt wird, findet man die Bedingungen

S LU P) =0

fiir alle Permutationen P. Durch die Gleichung
(M) Ut =v,U0,

=1

gehen diese Gleichungen tiber in
S y(V,U.P)=0 oder X y(V,P)=0

fiir alle Permutationen P in Ubereinstimmung mit der Aussage des
Satzes 13. _

Die Gleichung (7) ist fiir » = 1 offenbar erfiillt. Durch vollstindige
Induktion findet man weiter '

U;}LH U7_zi), = Un(Uv U—V-H) U - U;z Vv Un U;i, == Vv+1 Un’
wie man unmittelbar naehrechnet.
Der Rang des Moduls I aller eigentlich n-fach linearen Formen

wird durch den folgenden Satz angegeben:
Satz 14. Der Rang R. des Moduls V5 ist

1 1 1
(®) Rn:”!(1—ﬁ+'§!—+"-f(—1)"-m).
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Fiir den Beweis benétige ich voriibergehend den Begriff des
linearen Moduls: Darunter verstehe ich eine Menge n-fach linearer
Formen, der mit zwei Formen L, (x), L, (x) bei beliebigen ganzzahligen
Koeffizienten «,, @, stets auch dle Form «, L,(x)+ @, L,(*), mit einem
Vielfachen « L(x) elner,nfach linearen Form L(x) bei von 0 ver-
schiedenem o stets auch die’ Form L(x) selbst angehort.

Fiir jedes v der Reihe v =1,2, ..., n bezeichne A, die Menge
aller n-fach linearen Formen L(z), deren partiellen Ableitungen nach
den ersten » Unbestimmten x,, x,, ..., 2, Null sind:

8L@ _ dL(w _  _ 8L@ _

oz, ~— Oz, - Oz,

Insbesondere ist A, die Menge aller eigentlich n-fach linearen Formen.
Weiter sel A, die Menge aller n-fach linearen Formen.
- Alle Mengen A, fiir v=1,2,..., n sind lineare Moduln, besitzen
daher einen linearen Rang Rq,(n) Dle Zahl R, = R.(n) soll bestlmmt
werden, der Rang R,(n) des Moduls A, ist R, (n) = nl.
Nun sei L(x) eine Form aus A, fiir irgend ein festes v, es sei also
0L _ 8L= _ 0L _
oz, ~ Oz, oz,

il

Bildet man noch die partielle Ableitung A—(l und setzt
Ly

L(@) = @y aLm + F(x),
so gelten fiir die Formen ?g(x) und F(x), da L(z) zu A, gehort:
. v+1
FLE __ L@ . _ L@ _
(9.) 8 my, 0%, Owm,,, 0z, U= dw,,, 0x, — 0,
0F@x) _ 0 F(x) __ _ 0F(@x __ an)

Mithin ist F{z) eine Form aus A,;:.
Die Darstellung der Form L(z) aus A, in der Gestalt
aL(ac)

L{x)=&yy1—,—+ F(2)

mit einer Form F(z) aus A, 4+ ist dabei elndeutlg Denn wire etwa
auch
L(x) = #,4, G*(x) + F*(x)
mit einer Form F*(x) aus A, 1, so wiirde folgen
oL , e o)
Bt (G — G* (@) + F (@) — F*(a) = 0
und daher durch die Substitution x4, —e

9L@) Gy =0,

0 Tyiyy
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also auch
) F(x)— F*(x) = 0.

Der lineare Modul A, li8t sich demnach aufspannen durch den
_linearen Modul A,;; und den linearen Modul A} aller Formen der
9 L(x)

Gestalt 2,415, die (9) erfiillen. Der Rang dieses Moduls A} ist
v+1

offenbar R,(n — 1).
Mithin erhilt man die Beziehung
R.(n) = Ry(n — 1)+ Ry41(n) v=0,1,2,...,0-1),

weshalb die Rangzahlen R,(n) sich aus den Werten R,(n) durch
Differenzenbildung gewinnen lassen. Insbesondere findet man fiir
R, = R.(n) den Ausdruck

1

PR

Ro= (—1)"(:)(71—1/)!‘,-——'%! (=1
y=20 =0
wie in (8) angegeben worden war.
Beispielsweise ist
R,=1, R,=2, R,=9, R, =44, R,= 265, R, = 1854.

Der Rang R, des Moduls '} stimmt tibrigens iiberein mit der An-
zahl der echien Permutationen in n Ziffern, d.h. der Permutationen,
die keine Ziffer ungeéndert lassen. Die Ursache dieser Ubereinstimmung
werden die weiteren Betrachtungen erkennen lassen.

VI.

Uber die Gestalt der eigentlich n-fach linearen Formen kénnen
nihere Angaben gemacht werden, vor allem aber 148t sich eine linear
unabhiingige Basis fiir den Modul I'; aufstellen, die aus Formen sehr
einfachen Aufbaus besteht. Zur bequemeren Darstellung dieser Formen
empfiehlt es sich, die hdheren Kommutatoren éinzufiithren: Ist

. x”‘l’ xd‘n"'?xin
eine beliebige Anordnung der Unbestimmten z,, x,, ..., x,, 50 werde
[.’E«, 3 xﬂz] == Loy Lgy — Xy Xy »
und weiter fiir 2<r<n '
<11) [le, x’zl Tty xar] = [‘r‘zl’ x“‘)? ] ‘T“I'—l] x"r - "1‘17 [x’115 x“ﬁ’ ey x“)‘—l]

gesetzt. Offenbar verschwindet jeder dieser Ausdriicke, wenn irgend-
eine in ihnen vorkommende Unbestimmte durch die Einheit des Ringes
ersetzt wird. Daher ist auch jedes fiir irgendeine Zerlegung

n=n+n+---+n ns =256 =12 ...,8
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- gebildete Kommutatorprodukt
(12} K"Mz PR O (i)f,xl ’ x“?? R ‘T“n)
= (@ays Taysyeres T | [xaan,xmnl+2,...,xanl+nz]...[mzn_ns+1;xan_”s+2,..,, Ty, )

eine eigentlich n-fach lineare Form.

Unter den moglichen Kommutatorprodukten werde nun eine An-
zahl ausgezeichnet, die als normierte Kommutatorprodukte bezeichnet
werden sollen:

Ein Kommutatorprodukt der Gestalt (12) heiBt normiert, wenn
es die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Die Kommutatorlingen 7,, n,, ..., n, sind der GroBe nach ge-
ordnet :

=Ny = ... =N = 2.

2. Die erste Unbestimmte jedes Kommutators besitzt den kleinsten
Index unter allen in ihm vorkommenden Unbestimmten.

8. Kommutatoren gleicher Linge stehen in der Reihenfolge, daf
die Indizes der jeweils ersten Unbestimmten der Grofe nach zunehmen.

Als Beispiel gebe ich die normierten Kommutatorprodukte in 4
Unbestimmten an. Fiir die Zerlegung 4 = 4 findet man 6 normierte
Kommutatorprodukte '

{xl’ ‘1:2’ x3, xi]? [wl7 x:i’ x47 ‘17‘)]7 [‘1"1’ xi? x‘." xa]a

I:xlj xa7 xZ? x!]’ [xl’ 1i27 x4’ x&l]’ [xl7 '7"47 xS’ x2]7

da die Unbestimmte z, stets an erster Stelle stehen muB, wéhrend
die weiteren Unbestimmten keinen Bedingungen unterliegen. Fiir die
Zerlegung 4 = 242 findet man 3 normierte Kommutatorprodukte

[x!.7 xE] I:x37 xd]’ ['xl7 1.3] [x?’ x-l]’ ['rl ? $4] [x‘27 xS]’

da auch hier die Unbestimmte x, im ersten Kommutator stets an
erster Stelle stehen muB, wihrend der Index der im zweiten Kommu-
tator an erster Stelle stehenden Unbestimmten stets kleiner als der
Index der an zweiter Stelle stehenden Unbestimmten sein muB.

Unter diesen Festsetzungen und Bezeichnungen gilt der

Satz 15. Die normierten Kommutatorprodukte in n Unbestimmten
Xy, Lyy ..., X, bilden eine linear unabhingige Basis des symmetrischen
Moduls T3 aller eigentlich n-fach linearen Formen.

Um den Beweis dieses Satzes durchsichtiger zu gestalten, will ich
ihn in folgenden drei Schrittén durchfiihren:

1. Die Anzahl der normierten Kommutatorprodukte ist gleich dem
Rang des Moduls %, also gleich der Anzahl der echten Permutationen.

‘2. Jede eigentlich n-fach lineare Form 1:ift sich als lineare Ver-
bindung von Kommutatorprodukten mit ganzzahligen Koefiizienten
darstellen.
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3. Jedes Kommutatorprodukt 148t sich als lineare Verbindung
von normierten Kommutatorprodukten mit ganzzahligen Koeffizienten
darstellen. .

Erster Schritt: Jede Permutation P 138t sich bekanntlich in ziffern-
fremde Zykeln zerlegen:

(13) P= (‘xx Gy eny Ony) (Gny 41, Cn, +2a'"a‘x"1+"2)\"' (0t —nq 15 Cn—rng42yeees D‘")-

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, 148t sich indes durch die fol-
genden Bedingungen normieren:
a) Die Zykellingen n,, n,, ..., n, seien der GroBe nach geordnet:

2N, 2. 20, (n,4+n,+-+n=n)

b) Die Anfangsziffer jedes Zyklus sei die kleinste im Zyklus vor-
kommende Ziffer. '
~ ¢) Die Zykeln gleicher Linge seien derart angeordnet, daB ihre
Anfangsziffern der GroBe nach zunehmen.

Eine nach diesen Bedingungen geordnete Zykelndarstellung einer
Permutation ist vollstindig eindeutig. Dabei gilt fiir eine echte Per-
mutation insbesondere

Damit erkennt man aber, daB diese Normierungsbedingungen fiir
die Zykelndarstellung einer echten Permutation vollig den oben an-
gegebenen Normierungsbedingungen der normierten Kommutator-
produkte entsprechen, Mithin ist jeder echten Permutation P in der
Darstellung (13) umkehrbar eindeutig ein normiertes Kommutator-
produkt (12) zugeordnet. Also stimmt auch die Anzahl der normierten.
Kommutatorprodukte mit der Anzahl der echten Permutationen, also
auch mit dem Rang R, des Moduls [} iberein.

Zweiter Schritt: Der Beweis fiir die Behauptung, da jede eigent-
lich n-fach lineare Form als lineare Verbindung von Kommutator-
produkten dargestellt werden kann, griindet sich auf die Gleichung

T, &y T, = ‘ ;
[xn x-_:] Lyooey %*»562[561, '1‘3] R M A xs"'xn—l[xn .Z'"] T XXy T Xy
die zeigt, auf welche Weise jeder Faktor eines Potenzproduktes unter

Bildung von Kommutatoren auf die rechte Seite des Potenzproduktes
gezogen werden kann. Mit ihrer Hilfe kann jede Form L(z) als Summe

L(xn Lysyoensy xn) = F;(x?y Lyy ooy .’tn)+F2($2, Lgy ey xln)' Z,
dargestellt werden, wobei F,(x) die Unbestimmte z, nur noch in
Kommutatoren [z,, z,] enthilt. Daher ist

9k @

0z,

=0,
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so daB oL
x
7;(% = F?(x27 xli’ ] 'Z'n
folgt. Ist demnach L (x) eigentlich n-fach linear, so is %?L?@l =0
und weiter '

L('Zl’x27"'7xn) = Fl(xl7x27"'?xn)'

Wendet man das gleiche Verfahren auf die Unbestimmte z, an,
so erhilt man wiederum unter Beachtung der Gleichung

[xn Ly xz] = [.27” $,,] T, — X, [xn xv]
eine Darstellung der Form L(z) in der Gestalt
L(xl7x2""7xn)zGl(xl7x27"'7x_n)+G2(xl’x3""7xﬁ)xﬂ7

wobei aber in G,(z) die beiden Unbestimmten z,,z, nur noch in
Kommutatoren auftreten. Mithin ist auch hier, falls L(z) eigentlich
n-fach linear ist,

I L) _ -
axr = G2($,, Tyyoney z'n) = 07
also
L(.’E” Ly s "'7mn) = Gl(xx"xzv sy By

Damit ist das Verfahren wohl hinreichend genau geschildert. Nach
hochstens n Schritten erhilt man eine Darstellung von L(z) als line-
are Verbindung von Kommutatorprodukten, falls L (z) eigentlich n-fach
linear ist. :

Dritter Schritt: Der Schluff des Beweisganges stiitzt sich auf eine
Kommutatorbeziehung, die den Kommutator von Kommutatoren als
lineare Verbindung von Kommutatoren darstellt. Sind

y19y27"'7y1'; 2”1722""’28

zwei Reihen von Unbestimmten, so schreibe man bei beliebigen Per-

mutationen
- 1 2 r 1 2 s
R~_(°‘1 “2'”0‘)-), S—(ﬁx pz ﬁs)

fiir die Kommutatoren zur Abkiirzung
[Z/R] = [yﬂn Yassy - -+ Z/ﬂr]; [va ZS] = [yﬂn yae; ceey Yaps B8yy Bpyy v e z#s] .
Dann gilt der

Satz 16. Ist der Kommutator [z] = [z,,2,,..., 2] nach Potenz-
produkten entwickelt
[2] = Zb: Vs 2s7

worin uber alle Permutationen S in s Ziffern 1,2, ..., s zu summieren
ist, so gilt die Komwmutatorbeziehung

(14) [[y], [2]] = (] l2] — [2] [y] = § sy, 2°] .
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Der Beweis dieses Satzes benotigt ein doppeltes Induktionsver-
fahren: Zundchst gilt fiir r = s =2
[yn 2/2] [ ]— [21, 22] [yn gz]
= |y, ¥l 2% — (Y., ¥l 222 — 2,2, [?/17 Yol + 2,2y, A
=l ylaz—2zly,wla -2y, wla + 220y, vl
- [Jn yz] 2,7, + 2, [yn ?/2] 2 + 2, [yn ?/2] & — 2% [yn yz]
z[ynyzazan_[ynynz Z] .
Daher kann die Formel (14) fiir festes » und s = 2 als bew1esen an-
genommen werden. Dann ist
[xw Ly -ves xr+n] [217 ~z] - [Nn Z._,] [-TH Lgyonns .CC,._HJ
=[x2’ xS""7x0'+l’ zl, 2] [xz,x17"'7x"+l7'.z't7zl]
eine formale Identitit in den Unbestimmten z,, z,,..., 4, %, 2,.
weshalb sie auch gilt fiir die Substitution
xzz[ynyz]a Ts = Yss o+ o0 Lot ™ Yrars
woraus sogleich wegen
[[yIV y?]? yB?"'? yl'+1] [yl7-./ ’ 7vr+l]

die Formel (14) fiir r+1 und s =2 folgt. Damit ist (14) bewiesen
fiir beliebiges 7 bei s = 2.

Demnach kann im Weiteren die Giiltigkeit von (14) bei beliebigem
r und festem s als bekannt vorausgesetzt werden, so daf hieraus
nur noch ihre Giiltigkeit fiir » und s+ 1 bewiesen werden mufl. Nun
gilt fiir den Kommutator [2] die Gleichung

' [215 Ray ooy ®y zsﬂ] = [2’] fspa '_ i [Z] s .
weshalb die zu beweisende Identitit auch in der Gestalt
(] [Z,‘ 28+1] [2 Zs41] | 247,5(3/’ ‘v§‘+1]—'[y7 28+17ZSD

mit den fritheren Bezeichnungen geschrieben werden kann. Fiir den
linksstehenden Ausdruck erhilt man zZunichst

(Y] (2, Zs41] — [2, 25 41] [¥]
= [y]le ]2s+1~ (Y] zs41[2] = [2] Zo 1 [y] + 2o 41 [2] (]
= (][]~ [2] [(¥]) 241 — 21 ({y] [2] = [2] [y]) = (9> 2o 4-2] [2] - [2] [, 2 a)).
also nach (14) » ; |
[[y]a [27 23+1]] - % 73[?/7 ZSJ-ZS-(—I_ % 7}528'\‘-1[!/7 zS]_ % 75[:'/7 Rs 41, ZS] .
== ; 73([?/7 287 z8+1] - [ys fs41, ZSD 3

wie zu zeigen war.



588 * 'W. Specht:

, Aus dem Satz 16 ergibt sich nun sehr rasch der Beweis der Be-
hauptung, daB jedes Kommutatorprodukt als lineare Verbindung der
normierten Kommutatorprodukte dargestellt werden kann.
Zunichst weise ich nach, daBl die (» — 1)! Kommutatoren der Gestalt
[xlﬂ x“27 x“37 ety xa’n]

linear unabhdingig sind, und jeder andere Kommutator der Linge n

sich durch diese linear darstellen liBt. Die lineare Unabhanglgkelt

folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl '
(@, Zags Tagy - - -, Tay) == & Xay Lag + « < Fay + F(x)

gilt mit einer Form F(z), in der nur solche Potenzprodukte auftreten,
bei denen die Unbestimmte z, nicht an erster Stelle steht die (n — 1)'
Potenzprodukte ,,Ze, . .. L., aber linear unabhingig smd
Fiir n = 2 gilt
[xaa xl] = —[z,, 1‘2] .

Ist daher K, = {[z3,, 3,, ..., %s,] ein beliebiger Kommutator, in dem
xg, von z, verschieden ist, so folgt durch vollstindige Induktion

n
Kn = [, Lhay v es wﬂnox] L — L [xﬁn Ligg o vy xﬁ'n-x] )
= Z Ya ([xl s Layy oo ey xﬂn—x] Tg, — Lpy [xn Zayy « v x“ﬂ—l])

= (Z Ve -Z'n Lags Lagy «+ vy Lan_yy xﬂn] .
a

Mithin brauchen nur noch Kommutatoren der Gestalt
K, = [xﬂn Lhyy oo oy Tipors xx]
behandelt zu werden. Fiir diese folgt aus (14) im. Falle n> 8:
[x/)’n Ly «vvy xﬂn«z} [xﬂn—nv w:] - [xt?n-—x » .’t,] [xﬂn Lpgy s ‘I"ﬂn-z]
== [xﬂ17 Lyy o e $ﬂn-1a .Z'] [xﬂx s Las oo vy Tplyy Tyy xﬂn—l] B

andererseits nach der g]elchen Formel

[[xﬂn—n xl]v [xﬂn TByy o+ vy xﬂn-z” = % Ts[xﬂnﬂv Z, xb] ’

worin ‘S alle Permutationen der Ziffern g,, 8,, ..., B, durchliuft.
Somit ist '
[xﬂn Lhzy oevy TBuys 931] = [xﬂn Ly v vy Liings Lyy xﬂ‘n—l:' - %: 7,5'[xﬂn—n Z,, xS]

Fiir die auf der rechten Seite stehenden Kommutatoren, die simtlich
die Unbestimmte z, nicht mehr an letzter Stelle enthalten, ist die
Behauptung bereits bewiesen.

Der noch verbleibende Fall » = 3 erledigt sich leicht mittels der
bekannten Identitit

['l'l7$27 $3]+[127aa3’x] [‘1’.?3‘1.1539] O‘
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Nunmehr kann al§ bewiesen angenommen werden, dall jedes
Kommutatorprodukt aus weniger als s Kommutatoren sich als lineare
Verbindung normijerter Kommutatorprodukte darstellen 148t. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise nenne ich A den durch die normierten
Kommutatorprodukte aufgespannten. linearen Modul. Ferner werde
ein beliebiges Kommutatorprodukt

Kﬂlnz---ﬂs(xﬁn Ty - (RE xﬁn) = Gxéz oo Cs
gesetzt, worin C, einen Kommutator der Linge =, bezeichnet (fiir
6=1,2,...,5). Auf Grund der Formel (14) und der Induktionsan-
nahme gilt dann ' - '
C,C,...Co= Co,Cyy ... Coqi(N)

tiir jede Permutation der Kommutatoren, da die Differenz

C.C,...Cs~C4Coy...Co
nach (14) als lineare Verbindung von Kommutatorprodukten aus
weniger als s Kommutatoren dargestellt werden kann. Daher darf fiir
das Kommutatorprodukt ’

Koy, ... g (xﬂx 3 sy -« vy xﬂn)
angenommen werden, daf]
By =My = e = Ny

gilt und daB die etwa auftretenden Kommutatoren gleicher Linge
bereits in der Reihenfolge stehen, die notwendig ist, damit die in-
ihnen vorkommenden Unbestimmten mit kleinstem Index bereits nach
zunehmender GroBe angeordnet sind. Nunmehr 148t sich jeder einzelne
Kommutator C, als lineare Verbindung solcher Kommutatoren gleicher
Linge in den gleichen Unbestimmten darstellen, die sdmtlich die Un-
bestimmte mit dem kleinsten vorkommenden Index an erster Stelle
enthalten. Damit wird aber

K"l"zu-”s(xﬂn */I?ﬂza R xﬂn) =(,C,... (s

als lineare Verbindung von Kommutatorprodukten erhalten, die die
drei Bedingungen fiir die normierten Kommutatorprodukte erfiillen.
Mithin ist Satz 15 in allen seinen Teilen bewiesex.

(Eingegangen am 29. Juni 1949.)



