
Gesetze in Ringen. I. 
Herrn O:SKAR PERRON zunl 70. Geburtstag gewidmet. 

Von 

Wilhelm Specht in Erlangen. 

Den nachfolgenden Untersuchungen zugrundegelegt ist die Gesamt- 
heit aller Ringe der Charakteristik Null im Sinne y o n  E. STEINITZ1)~ 
also die Gesamtheit  a l ler  Systeme mathematischer GrOl~en, in denen 
Addition und Multiplikation mit den folgenden tiblichen Eigenschaften 
erkl~trt sind: Die Addition soll dem kommutativen und dem assozia- 
tiven Gesetze genfigen und ausnahmslos umkehrbar sein, die Multi- 
plikation dagegen im allgemeinen nut dem assoziativen Gesetze ge- 
niigen~ das distributive Gesetz aber beidseitig erftillt sein. 

Die Forderung d e r  Charakteristik Null besagt, dait die Vielfachen 
2a eines von 0 verschiedenen Elementes a eines Ringes s~tmtlich ver- 
schieden sein sollen, dal~ also h a - - 0  mit ganzem /t nur dann gelten 
soll, wenn )~ = 0 oder a ~ 0 ist 2). Diese Forderung ist ftir diese Unter- 
suchungen eine wesentliche lind notwendige Einschr~tnkung, da die 

1 

herangezogenen Hilfsmittel aus der Darstellungstheorie der symme- 
trischen Gruppe schon fiir Primzahlcharakteristiken nicht mehr in aus- 
reichendem Umfange zur Verfiigung stehen. 

Weitere Bedingungen werden den Ringen der zu untersuchenden 
Gesamtheit im allgemeinen nicht auferlegt, insbesondere nicht die 
Bedingung der Existenz der Einhei L wenn auch die Ringe mit Einheit 
im Verlauf der Untersuchun~,en einer eingehenderen Betrachtung unter- 
zogen werden. 

In der Gesamtheit aJler Ringe der Charakteristik Null sind die. 
kommutativen Ringe durch die Eigenschaft ausgezeichnet, da~ in 
ihnen auch die Multiplikation dem kommutativen Gesetze gentigt, also 
die Bedingung 

f ( x , ,  = x ,  x ,  - -  0 

ftir jedes Wertepaar der Unbestimmten x,, x, des Ringes erfiillt ist. 
obwohl der Ausdruck f(x,, x~) in einem noch sch~trfer zu kennzeich- 
nenden Sinne formal nicht verschwindet. 

~) Vgl. E. STEINI'rZ~ Algebraische Theorie der KSrper, Journal f. d. reine und an- 
gew. Math. 137 (1910), 167--308. Buchausgabe Walter de Gruyter, Berlin 1930. 

2) Durchwegs werden ganze rationale Zahlen mit griechisehenl Ringelemente 
mit lateinischen Buchstaben bezeichnet. 
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In einem nilpotenten Ringe gilt mit einem festen Exponenten n 
die Gleichung 

/ ( x , )  - x ' : =  0 

ffir jeden Wert der Unbestimmten x, des Ringes, obwohl auch dieser 
A u s d r u c k  f(x,) formal nicht verschwindet. 

Im Ring aller zweireihigen Matrizen 

a ~  

aus ganzen Zahlen ~, fl, 7, d gilt d i e  Beziehung 

/ (x, ,  x~, x3, x,) =- :E +- xv, x~ x~ x, ,  = O, 

in der die Summe fiber alle Permutationen der ersten vier Ziffern zu 
erstreeken und das Vorzeiehen danach zu wahlen ist, ob die Permu- 
tation gerade oder ungerade ist, fiir jedes Wertequadrupel der Unbe- 
stimmten x 1~ x.~, x~, x 4 aus diesem Matrixring, obwohl auch dieser Aus- 
druck f(xl,  x~, x3, x4) formal nicht verscbwindet. 

Im Ring aller dreireihigen Matrizen d e r  Gestalt 

d 

aus ganzen Zahlen ~, fl, 7, d. gilt die Beziehung 

f ( x , ,  x , ,  x3) -= (x,  x~ - x ~  x,) x3 - x~(x,  x ,  - x~ x,)  = 0 

ffir jedes Wertetripel der Unbestimmten x~, x~, x3 aus diesem Ring, 
obwohl auch dieser Ausdruek [(x,,  x~, x3) formal nicht verschwindet. 

Wie diese Beispiele erkennen lassen, k5nnen ffir einen Ring 91 
unter Umst~nden gewisse formal nichtverschwindende Ausdrticke 

f(x, ,  x,~, . . . ,  xn) 

aufgestellt  werden mit der Eigenschaft, dal~ ftir jede Wertereihe der 
Unbestimmten x ~ , x ~ , . . . ,  x~ aus 9t die Gleichung 

f ( x , ,  x~,  . . . ,  x,,) --- o 

erffillt ist. Eine solche Gleiehnng will ieh ein Gesetz des Ringes nennen ~). 

3) Von einem sehr abstrakten,  formalen Standpunkt aus gelangt  G. BI~K~OFF' 
ZU ahnlichen Begriffbildungen in seiner Arbeit On the structure of abstract  a lge -  
bras, Proceedings Cambridge Phil. Soc. 31 (1935), 433-~454. Von ihm habe ich 
die Bezeichnung Gesetz (Law) tibernommen. Spezielle Gesetze, dort  Rechen- 
regeln genannt, treten in den geometrischen Grundlagenuntersuehungen yon 
K. WAG~CER, ~'ber die Grundlagen tier projekt iven Geometie und allgemeille Zahlen- 
systeme~ Math. Ann. 113 (1937), 528--567 auf. Naturgem~I3 finden sich einige 
Beriihrungspunkte, die irides lediglich die einfachsten formalen Dinge betreffem 
Entspreehende Fragestel lungen ftir Gruppen behandelt  B.H. NEUMAN:r Identical 
relations in groups I, Math. Ann. 114 (1937), 506---525. 
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Die Menge aller in einem vorgegebenen Ringe ~ geltenden Gesetze 
erftillt gewisse Vollst'~ndigkeitsbedingungen, die unabhi~ngig yon Struk- 
tureigenschaften des Ringes allgemein charakterisiert werden kSnnen. 
Umgekehrt li~l~t sich zeigen, dal~ zu einer beliebig gew~thlten Menge 
von~Gesetzen, die diese Vollsti~ndigkeitsbedingungen erftillt, stets Ringe 
existieren, in denen genau die Gesetze dieser Menge gelten und keine 
anderen. ,Besitzt der Ring ~R insbesondere eine Einheit, so erftillt die 
Menge der in ~ geltenden Gesetze eine einfache zus~tzliche Voll- 
st~tndigkeitsbedingung. Auch hier kann nachgewiesen werden, da~ zu 
einer beliebigen Menge yon Gesetzen, die aui~er den allgemeinen Voll- 
st~tndigkeitsbedingungen diese zusatzliche Forderung erfiillt, auch Ringe 
mit Einheit existieren, in denen genau die Gesetze dieser Menge gelten 
und keine anderen. 

Die eben erw~thnten Voilstandigkeitsbedingungen haben ihren Ur- 
sprung darin, dai~ aus einem im Ringe ~ geltenden Gesetze dutch 
genau zu kennzeichnende Verfahren stets weitere Gesetze als Folge- 
gesetze abgeleitet werden kSnnen. Diese Tatsache legt die Frage nahe, 
ob nicht die Menge aller in ~ geltenden Gesetze aus einer Teilmenge 
Yon Gesetzen mSglichst einfacher Struktur abgeleitet werden kSnne. 
In der Tat lassen sich alle in einem Ringe ~ geltenden Gesetze aus 
den mehrfach linearen Gesetzen herleiten, die wiederum auf eine end- 
liche oder unendliche, nach wachsende~ Dimensionszahlen geordnete 
Fo!ge yon mehrfach linearen Gesetzen zuriickgefiihrt werden kOnnen. 
Es ist mir hier bisher noch keine Entscheidung tier Frage gelungen, 
ob sich fiir jeden Ring ~ eine endliche Folge yon mehrfach linearen 
Gesetzen' angeben l~tiSt, aus denen alle in ~R geltenden Gesetze abge- 
leitet werden k6nnen, oder, ob auch Ringe existieren, in denen ffir 
die Herleitung aller in ihnen geltenden Gesetze eine unendliche Folge 
yon mehrfach linearen Gesetzen erforderlich ist. 

Eingehendere Untersuchfingen k'Onnen fiir Ringe mit Einheit durch- 
geftihrt werden. Zun~chst l~tfit.sich zeigen, da~ eine Beschr~tnkung a u f  
Gesetze mSglich ist, deren formal gebildeten partiellen Ableitungen nach 
s~mtlichen Unbestimmten verschwinden. Ftir die mehrfach linearen 

' Gesetze, deren partielle Ableitungen S~mtlich verschwinden, k6nnen 
mit Hilfe der h6heren Kommutatoren genaue Strukturaussagen gemacht 
,werden. Sie lassen sich als lineare Verbindungen yon speziellen ge: 
ordneten Kommutatorprodukten darstellen. 

I~ 

Aus einer abz~thlbaren Menge von Symbolen 

( x )  = x , , x 2 , x ~ ,  . . . .  , x n ,  . . . ,  

die ich im folgenden stets als Unbestimmte bezeichnen will, bilde man 
zu jeder natiirlichen Z a h l k  ~ 1, 2, 3, . . .  die gleichfalls abz~hlbare 

Mathematisclie Zeitschrift; Bd. 52. 38 
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Menge  formaler  Po t enzp roduk t e  

X ~  Xv2 �9 �9 �9 X~k  

der Dimension k, worin die Indizes vl,  ~.,, . . . ,  v~ unabh~tngig vonein-  
ander  alle nat i i r l iehen Zahlen durehlaufen.  Nimmt man der Reihe naeh 
fiir die Dimensionszahl  k alle nat t i r l iehen Zahlen, so erh~tlt man die 
(wiederum abz~thlbare) Menge aller Po t enzp roduk te  beliebiger Dimen- 
sion in den Unbes t immten  der  Folge (x), die in einer willkiirliehen, 
far  das W e i t e r e  fes tgeha l tenen  Abzghlung mit 

( X ) =  X , , X ~ , . . . , X , , , . . .  

bezeiehnet  werden  m6gen.  Nur dann sollen zwei solehe Po tenzproduk te  
als gleieh angesehen  werden,  wenn sie formal  t ibereinst immen:  

X ~ I  X ~  . . . X/~ k ~ .TvL X~,.~ . . .  X~,~ 

Bur wenn 

k = l  und l a , ~ v l ,  #,_,~ V ~ , . . . , # k = v ~ .  

Ist in der  Folge  (X) e twa X~ = x~x,~  . . .  x ~  ein Po t enzp rodnk t  
der Dimension k und XZ ~ x~ x ~ . . .  x,, t ein Po tenzp roduk t  der Dimen- 
sion l, so l~13t sich aus ihnen dui'ch formales Zusammense tzen  ein 
Po t enzp roduk t  X,  X/~ yon  der  Dimension k t 1 bilden, das in der Folge  
(X) e twa als X 7 e rsche in t :  

X r = X~ XZ ---- x m x , ~ . . ,  x,~ x~ x ,~ . . ,  x~ t . 

Man e rkenn t  sogleich, dais es zu einem vorgegebenen  Po tenzp roduk t  X;, 
n u r  endlich viele Paa re  v o n P o t e n z p r o d u k t e n  X~, X:~ gibt, deren formale 
Zusammense tzung  gerade  X 7 liefert .  

Mit Hilfe der Folge  (X) werde  nun die (wiederum abz~hlbare) Menge 
aller Symbole  

(1) /(x) = . . . .  Z 

gebitde}, worin die Koeff izienten q~ ganze Zahlen darstel len,  yon denen 
indes s te t s  nur  endlieh viele von Null versehieden sein sollen. 

J eden  Ausdruek  f(x) der G e s t a l t ( l )  will ieh eine Form in den 
Unbes t immten  (x) nennen.  Kommen  in tier Dars te l lung (1) einer F o r m '  
f(x) noeh P o t enzp roduk t e  der  Dimension k, abe t  keine Po tenzp roduk te  
hOherer Dimension als k wirklieh vor, so ist f(x) eine Form der 
Dimension k. Ferne r  will .ieh ftir eine Form f(x) aueh das Zeiehen 
f(x) ~ f (x , ,  x.~, . . . ,  x,) verwenden ,  um anzudeuten ,  dab in der Dar- 
s tel lung (1) tier Fo rm f(x) die Unbestimmte_n x,,+,, x,,+.,, . . .  nieht  mehr  
auf t re ten ,  wobei abe t  nieht  ve r lang t  werden  soll. dag s~tmtliehe U n -  
bes t immten  x, ,  x._,, . . . ,  x ,  in der Form aueh wirklieh erseheinen.  

Die Menge ~ aller  F0 rmen  f(x) bildet nun einen Ring der Charak- 
ter is t ik Null, den Formenring ~, wenn naehs tehende  Fes tse tzungen  
getroffen werden : 
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1. Zwei Formen f(x) = ~] 0~ X~ und g(x) = ~ a~ X~ sind d a n n  und 

nur  dann gleich, wenn 0~--= a~ ftir jeden Index a erffillt ist. 
2. Die Summe zweier Formen f(x) = ~ G,X~ und g(x) ~ ~ ~X~  

ist erkli~rt durch 
f (x) + g (x) = E (~, + ~,) x , .  

3. Das Produk t  zweier Formen f(x) ----- ~, ~X~  und g(x) --I=- "~, a~X~ 

ist erkl~rt  durch 

v 
wobei ~, fl alle Indizespaare durchlaufen,  ftir die X,X~ ~ - X  7 ist. 

DaB die  Menge ~ unter  diesen Fes tse tzungen alle Ringeigenschaf ten  
besitzt, e rkennt  man sehr leicht aus der Bemerkung,  daft die Produkt-  
bildung nichts anderes darstel l t  als das formale Ausmultiplizieren cler 
beiden Ausdri icke f(x) und g(x) zu 

f (x) g (x) = Z q~ ~ x ,  x~,  
a, fl 

worin nun noeh die Glieder mit  gleichen Potenzprodukten  X~Xz = X r 
zu einem Glied zusammenzufassen sind. Insbesondere ist danach eine 
Form f(x)~---~q~X~ nur  dann die Nullform 0 des Ringes ~, wenn 

g 

ftir alle !ndizes O~ ~ 0 ist. 
E i n e  Form f ( x ) :  f(x, ,  x .~, . . . ,  x~) heifer welter  homogen yon der 

Dimension k, wenn in ihrer Dars te l lung (1) nur  Potenzprodukte  d e r  
Dimension k in 'den UnbestimmtCn x, ,  x ~ , . . . ,  x~ wirklich auftreten,  
wenn also in leichtverst~tndlicher Sehreibweise fiir jedes ganze v die 
Gleiehung 
(2) f ( ~ x , ,  ~ x ~ , .  ; . ,  �9 x~) = d ' f ( x , ,  x~, . . . ,  x~) 

besteht.  Ferner  heif~t eine Form f ( x ) ~  f(x, ,  x.~, . . . ,  x~) homogen be- 
zi~glich der Unbestimmten xz yon der Dimension kz mit einem festen ). 
der Reihe )~ ~- 1~ ~ . . , ,  n, wenn die Gleichung 

(3) f ( x , ,  x~, . . . ,  �9 x~, . . . ,  x~) = ~a f (x , ,  x . ~ , . . . ,  x ~ , . . . ,  x~) 

ftir jedes ganze ~ erfi i l l t  ist. Offenbar ist eine Form homogen, wenn 
sie bezfiglich aller (in ihr wirklich auftretenden) Unbest immten homogen 
ist. Eine allgemeine Form f(x) der Dimension k kann  s t e t s  als Summe 

k 

f (x) = E f~ (x) 

homogener  Formen f~(x) der dutch  den Index angegebenen Dimension 
dargestel l t  werden;  eine ~hnliche Zerlegung in der Gestalt  

k 

f(x) = Z f~(x) 
~ 0  

ist aber auch mOglich nach Formen f~!x), die beztiglich einer der 
38* 
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Unbestimmten x~. in der durch den Index ~ ~ngegebenen Dimension 
homogen sind, wobei sin.ngem~lt to(x) eine Form bezeichnet, ffir die 
die Gleichung 

fo(X,,  x~, . . . ,  ~ x ~ , . . . ,  xn) = fo (x , ,  x2,  . . . ,  xn~ 

besteht, in der die Unbestimmte xx also nicht wirklich auftritt. 
Ist nun g ( x ) ~  g(x , ,  x s , . . . ,  xn) eine beliebige, yon tier Nullform 

verschiedene Form .der Dimension k, ferner ~ ein beliebiger vor- 
gegebener Ring der Charakteristik Null, so stellt ftir jede Wertereihe 
a,, a.~, . . . ,  an yon Elementen aus ~ der durch die formale Substitution 
x~ ~ a;. fiir s ~- 1, 2, . . . ,  n gebildete Ausdruck g(a, ,  as, . . . ,  an) wiederum 
ein Element des Ringes ~ dar. Ich sage, im Ringe ~ gelte das Gesetz 

g(x) ~ g(x , ,  x~, . . . ,  x,) -~- 0 

der Dimension k, wenn stets, wie auch die Wertereihe a~,as, . . . .  a, 
aus ~ gewdhlt  sein mag, die Gleichung 

g ( a , ,  a~, . . . ,  a n ) : -  0 
erf i~llt ist. 

Ein Ring ~R, in dem wenigstens ein Gesetz tier Dimension k, aber 
kein Gesetz niedrigerer Dimension gilt, heii~e Ring k-ter Stufe; ein 

R ing  ~,  in dem iiberhaupt kein ~esetz irgendeiner Dimension gilt, soll 
als gesetzloser Ring bezeiehnet werden. Die Existenz gesetzloser Ringe, 
allgemeiner die Existenz yon Ringen jeder Stufe, wird im n~tchsten 
Abschnitt nachgewiesen werden. 

Jedem in einem vorgegebenen Ringe ~ geltenden Gesetze g(x) ~ 0 
entspricht eine eindeutig bestimmte Form g(x) aus dem Formenring ~, 
der Gesamtheit aller in .~}~ geltenden Gesetze daher eine wohlbestimmte 
Teilmenge fl des Ringe~ ~, die kurz als tier Typus des Ringes 
bezeiehnet werden soll. Besteht ~ allein aus der Nullform des Ringes ~, 
so ist ~R ein gesetzloser Ring, weshalb g ~ 0 den Typus jedes gesetz- 
losen Ringes darstellt. Allgemeiner stell~ eine Teilmenge ~, die als Typus 
eines vorgegebenen Ringes ~ gefunden wurde, den Typus einer Klasse 
yon Ringen dar, deren Mitglieder gemeinsame innere strukturelle Eigen- 
schaften besitzen, die dutch die Gtiltigkeit des Gesetzes g ( x ) ~ - 0  ftir 
jede beliebige Form g(x) aus fl bestimmt werden. 

Es ist daher eine erste Aufgabe dieser Untersuchungen, die m(ig- 
lichen Typen g festzustellen und durch Vollst~ndigkeitseigenschaften 
zu kennzeichnen. Zu diesem Zweeke gebe ich im folgenden eine Reihe 
yon Regeln an, die erlauben, a u s  einem Satze yon in einem vor- 
gegebenen Ringe !}t geltenden Gesetzen neue, gleichfalls in .~ geltende 
Gesetze :~bzuleiten : 

1. Sind g,(x) = g , (x , ,  x~, . . . ,  x~) ~ O; g~(x) ~ g~(x~, x2, . . . ,  xn) = 0 
zwei in ~ gtiltige Gesetze, so gilt mit beliebigen ganzen Zahlen 7,, 7s 
in ~ auch das Gesetz 

g (x) - g (x~. xs ,  . . . ,  xn) - 7, g ,  ( x ) +  7~ g_. ( x ) =  o. 
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2. Ist  g(x) ~ g(x,,  x~, . . . ,  x~) -= 0 ein in ~ gilltiges Gesetz, ferner  
f(x) -~- f(x~, x ~ , . . . ,  x,) eine beliebige F o r m  aus 5, so gel ten in ~ auch 
die Gesetze 

h, (x) --= h, (x,, x~, . . . .  x,) = g (~.)r(x) = 0, 

h.~ (x) -- h~ (z , ,  x.~, : . . ,  x,) _= r (x)g (x) = 0. 

3 .  Gilt in ~R das Gesetz 7 g ( x ) ~  7g(x, ,  x~, . . . ,  x , ) ~ - 0  mit einer 
yon 0 ve r sch i edenen  ganzen Zahl 7 und einer Form g(x) aus ~, so  
gilt in ~ auch das Gesetz 

g(~) = 0. 

4. Ist  g(x) =_ g(x~, x~,, . . . ,  x,)-~-~ 0 ein in ~R giiltiges Gesetz, sind 
ferner 

f, (x) _= f~(x,, x , , . . . ,  x~) (~ = 1, 2, . . . ,  n) 

beliebige Formen aus 5,  so gilt in ~ aueh das aus g ( x ) ~  0 durch 
die formale Subst i tu t ion  x ~ o f , ( x )  ents tehende Gesetz 

_= h (x , ,  . . . ,  -= g Ct, 5 (x) . . . .  , t ,  (x)) = 0. 

Der Beweis dieser vier  R e g e l n  bedar f  wohl keiner  naheren Aus- 
fiihrung. 

Filr Ringe ~ mit Einheit  e tr i t t  hierzu nocb die Regel  der formalen 
partiellen Able, tung: Zu diesem Zwecke  erwei tere  ich zun~chst den 
Formenr ing  ~ zu dem erweiterten Formenring 5" mit Einheit  e. Man 
hat  dazu nur die Menge 5 "  aller Symbole  

t*(x) = Qoe + t(x) 

mit bel iebigem ganzzahligem ~o und bel iebigem f(x) aus ~ zu bilden 
und folgende Fes t se tzungen  zu treffen:  

1. Die Gleichung 
~oe + f(x) --~ aoe + g(x ) 

soll dann und nur dann gelten, wenn 0 o ~  ao und f ( x ) ~  g(x) ist. 
2. Die Summe zweier Elemente  wird erkl~rt  durch 

(,% e + / (x)) + (ao e + g (x)) : (~o + ao) e + (f (x) + g (x)). 

3. Das P roduk t  zweier Elemente  wird erkl~trt durch 

(Oo e + f (x)) (~o e + g (x)) ---~ Oo ~o e + (qo g (x) + ~o f (x) + f (x) g (x)). 

Dann ist offenbar ~* ein Ring mit der Einheit  e. 
Werden  nun im erwei ter ten  Formenr ing  5 "  die part iel len Ab- 

lei tungen v0n e und x, formal erkl~rt  durch 

0 e Ox~ 
Ox~ - -  0; 0x~ ~ ~ e  

mit dem bekann ten  KRONECKERSchen Symbol  

~ . x ~ 0  ftir v h = / t ;  ~ 1 

(v,). ~ 1, 2, 3, . . .) 

(v, ~ ~ -  1, 2, 3, . . . ) ,  
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so gestatten die Bedingungsgleichungen 

a (f (x)-l- g (x)) (~ f(x) a g (x) 

8(f(x)g(x)) (~g(x) + 8f(x) 

die Bildung der formalen partiellen Ableitungen nach den Unbe-,  
stimmten xx fiir jede beliebige erweiterte Form p o e + / ( x ) .  

Offensichtlich erhiilt man allgemeiner die hSheren partiellen Ab- 
a ~ f(x) 

leitungen ~ -  auch aus der forma|en Entwicklung des Ausdruckes 

f(x, ,  G ,  . . . ,  x~ + ~e ,  . . . ,  x ,)  -~- f ( x )  + ~ f , (x )  + ~2f2(x) + . . .  Jr ~k/k(X) 

nach Potenzen der (mit allen Unbestimmten x~ vertauschbar ange- 
nommenen) wei teren  Unbestimmten ~ vermittels der Gleichungen 

~ f ( x )  _ ~! f~(x) t~ = 1 , 2 ,  k). 

Unter diesen Festsetzungen gilt fiir Ringe ~ mit Einheit e die 
nachs~ehende Regel : 

5. Ist g(x)  --  g(x ,~ G ,  . . . ,  xn) ~-- 0 ein in ~ giiltiges Gesetz, so 
gelten in ~ auch die Gesetze 

a g (x) ~ g ( x ) . _ O ;  ~g(x) 0; . . ;  . . . . .  0. 

Neben dem Gesetz g(x) ~ 0 gilt n~mlich, da ~ eine Einheit e besitzt~ 
bei beliebig gew~hltem ganzem ~ auch das Gesetz 

g ( x , ,  x 2 , . . . ,  x ~ + ~ e , . . . ,  x,)  -- g ( x ) + ~ g , ( x ) + ~ g : ( x ) +  . . .  + ~kgk(x)~--O. 

Hieraus folgt abet  aufgrund der Regel 3 i~ bekannter Weise durch 
Wahl yon k + I verschiedenen ganzen Werten ftir ~ die Giiltigkeit 
der Gesetze 

g(x)  -~ O, g, (x) -~ O, g.~ (x) ~-- O, . . . ,  gk (x) = O, 

yon denen insbesondere g,(x) das Gesetz 

~g(x) __ 0 g , (x)  = ax~ 

liefert. Dal~ d e r  Ausdruck g,(x) dem Formenring ~ angeh0rt, liegt 
au f  der Hand, da in einem Gesetz g(x) "-- 0 fiir einen Ring mit Einheit e 
gewi~ keine Potenzprodukte der Dimension 1 auftreten k0nnen. 

Allgemeiner folgt aus der Gtiltigkeit des Gesetzes g ( x ) ~  0 in 
einem Ringe ~ mit Einheit e die Gfiltigkeit des Gesetzes 

1 0 ~ ~ (x) 
~! Ox~ - - 0  (u--~ 1, 2 , . . . , k )  
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und durch Wiederholung des Verfahrens die Gfiltigkeit ties Gesetzes 

1 a~'+Y"+'"~ng(x) ~ 0 
zl ! ~ ! ... ~ ! ~ x~' ~ x~ "~ ... 0 x~ ~ 

ftir jede Reihe nichtnegativer ganzer Zahlen u,~u~, . . . ~ u ~  die die 
Bedingung 

z + ~ + . . . §  k 
erftillt. 

II. 

Die beiden ersten Regeln, die zur Bildung neuer Gesetze aus bereits 
bekannten,  in einem Ringe ~R gfiltigen Gesetzen angegeben wurden, 
zeigen, dal~ der Typus ~ eines Ringes ~ ein (zweiseitiges) Ideal im 
Formenring ~ ist ~. Die weiteren Regeln legen die folgenden Definitionen 
nahe : 

Ein (zweiseitiges) Ideal a des Formenringes ~ heil~t T-Ideal, wenn 
es auSer den Idealeigenschaften noeh die folgenden beiden Eigen- 
sehaften besitzt : 

1. GehSrt ein Vielfaches 7g(x)  einer Form g(x) mit von 0 ver- 
schiedenem ganzem 7 zu a, so gehSrt die Form g(x) selbst zu a. 

2. Gehiirt die Form g ( x ) ~  g(x l ,  x~, . . . ,  xn) zu a, so gehiirt aueh 
die Form 

h (x) = g (f, (x), f o (x), . . . ,  f~ (x)) 

zu a, die  aus g(x) durch die formale Substitution 

x~ ~ f~ (x) (v = 1, 2, .... , n) 

mit 'beliebigen (nieht notwendig zu a gehiirenden) Formen f~(x) aus 
erhalten wird. 

Ein (zweiseitiges) Ideal a des Formenringes ~ heifit T*-ldeal, wenn 
es ein T-Ideal ist und tiberdies die Eigenschaft besitzt:  

3. Geh(irt die Form g(x) ---- g(xl~ x~, . . . ,  x~) zu a, so gehSren auch 
die partiellen Ableitungen 

Og(x) (v -~ 1, 2, n) 

zu a. 
Mit Hilfe dieser Bezeichnungen finder man sogleich d e n  
S a t  z 1. Der Typus g eines Ringes !R ist e i n  T-Ideal und sogar 

ein T*-ldeal, falls ~ eine Einheit  e besitzt. 
Die Umkehrung dieses Satzes stellt eine vollstandige L 0 s u n g  des 

mit diesen Untersuchungen verknfipften Existenzproblems dar. Es gilt 
n~tmlich, wie nunmehr gezeigt werden soll, der 

S a t z  2. Zu ]edem T-Ideal g des Formenringes ~ gibt es einen 
Ring ~ ,  zu ]edem T*-ldeal ~ des Formenringes ~* gibt es einen Ring 
mit  Einheit  e, der den Typus g besitzt. 
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Zum Beweise bilde man~ genau entsprechend der Bildung des 
Formenringes ~ im Absehnitt I~ aus einer abz~hlbaren Menge yon 
Unbestimmten 

(u) ~ u  l : u . ~ u  8 : . . . : u ~ . . .  

den Formenring 11 aller Formen 

in den Potenzprodukten U~ beliebiger Dimension mit ganzzahligen 
Koeffizienten 0~, yon denen stets nur endlich viele yon Null ver- 
schieden sein sollen. Der Ring 11 ist ein gesetzloser Ring. Ware n~tmlich 

g(x )  = g (x,~ x ~ , . . . ,  x~) = o 

ein in 11 giiltiges Gesetz, so mtii~te insbesondere die Gleichung 

g(u) = g(u , ,  us, . .  ., u,) ---- 0 

gelten, was nur ftir die Nullform g(x)=---0 zutreffen kann. 
Auch der erweiterte Formenring 11", der von allen Symbolen 

f* (u) = Qo e + I(u)  

mit beliebigem ganzzahligem eo und beliebigem f(u) aus 11 gebildet 
wird, ist gesetzlos, da er ja den Formenring 11 als T.eilring ~nth~tlt. 

Nun sei 9 ein beliebiges T-ldeal des :Formenringes ~ ihm ent- 
spricht durch die Zuordnung 

g (x , ,  x , , . . . ,  xn) ~--~ g (u , ,  us ,  . . . ,  u~) 

ein eindeutig bestimmtes Ideal u des Formenringes ll. Der Restklassen- 
ring ~ ~ 11]u ist dann, wie leicht gezeigt werden kann, ein Ring yore 
Typus 9. 

Ist namlich g(x) -- g ( x ~  x~, . . . ,  x,~) eine Form des T-Ideals 9, so ist 
auch 

h (x) - g (i, (x), f~ ( x ) , . . . ,  f~ (x)) 

mit beliebigen Formen f~(x I aus ~ eine Form aus 9 und daher 

g (f (u), f.~ ( u ) , . . . ,  f~(u)) = o (u) 

mit beliebigen Elementen f , (u)  des Ringes 1I. Mithin gilt im Rest- 
klassenring ~ ~-11/u das Gesetz g(x ) -~-O.  

Gilt andererseits im Ringe ~-----11]u das Gesetz 

g (x )  = g ( x , ,  x.~, . . . ,  x~) = 0, 

so gilt insbesondere ffir die ersten n Unbestimmten u ~ , u ~ , . . . , u , ,  

g (u) = g (~, ,  u . ,  . . . ,  u~) - o (u), 

weshalb die Form g(x)  zu dem T-Ideal fl gehSrt. 
Ist 9 ein T*-Ideal des Formenringes ~ , , s o  entspricht ihm in der 

gleichen Zuordnung 

g (x~, x~ , . . . ,  x~) ,--* g(u~, u2, . . . ,  u~) 
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ein eindeutig bestimmtes Ideal u des erweiterten Formenringes 11% 
Der Restklassenring ~--- - l l* /u  ist dann ein Ring mit Einheit und 
besitzt den Typus g. ~ 

Ist n~tmlich g(x) --~g(xl, x~ , . . . ,  xn) eine Form a us dem T*-Ideal g, 
so ist~ da alle partiellen Ableitungen 

1 a~'+~2+"'+~g(x) mit u l + u ~ §  k 
. . . .  a x~ . . ,  a x ~  

ebenfalls z u  g gehSren~ auch der Ausdruck 

g(.o,e + x,,  O,e + x.~,'..., p~e ~- x,) 

mit beliebigen ganzen Koeffizienten 01~ O~. . -~  O, eine Form aus g~ 
folglich auch 

g ( o , e ~  f~(x), e_,e & f~(x), . . . .  , q,,e--t-f,~(x)) 

mit beliebigen Formen f,(x) aus ~ eine Form aus g, mithin 

g (01 e + f,~u), p~ e + f~ (u), . . . ,  O, e + f~ (u)) _ 0 (u) ~ 

mit beliebigen Elementen O~ e +  f~ (u) aus 11". Daher giltdm Restklassen- 

ring ~ ~--ll*/u das Gesetz g ( x ) ~  O. 
Gilt andererseits in ~ ~ lI*/u das Gesetz 

g(x) ---- a ( x , ,  x ~ , . . . ,  xn) = o ,  

so ist insbesondere ffir die ersten n Unbestimmten u~, u ~ . . . ~  u, 

g (u) - g (u~, u , ,  . . . ,  u~) = o (u), 

weshalb g(x) zum T*-Ideal g gehSrt. 
Damit ist der Satz 2 in vollem Umfange bewiesen. 

III. 

Von besonderer Bedeutung ist ftir die weiteren Untersuchungen 
der Begriff der mehrfach linearen Form: Aus den ersten n Unbestimmten 
der Folge (x) lassen sich das spezielle Potenzprodukt 

X ~ X 1 X 2 . . .  X n  

und wei~er durch Permutation der Ziffern 1~ 2~ . . .  ~ n insgesamt n ! ver- 
schiedene Potenzprodukte 

x P : x ~ , x ,  x~, bei p_____(12e l ~ ' ' ' a . n )  

herstellen. Dann ist auch der Ausdruck 

(4)  L (x) = L (x , ,  x~, . . . ,  x,) = Z r~  xP 
P 

mit ganzzahligen Koefiizienten ~,p~ in dem die Summe fiber alle Permu- 
tationen P zu erstrecken ist~ eine homogene Form des Formenringes 
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yon der Dimension n, die dann und nur dann die Nullform darstellt, 
wenn alle Zahlen ye gleich Null sitld. []berdies erfiillt eine Form L(x) 
dieser Gestalt die Bedingungen 

(5) L(x,,  x~, . . . ,  vx~. , . . . ,  x~) = v L(x,,  x~, . . . .  x~. , . . . ,  x,,) 

(Z = 1, 2, . . . ,  n) 

bei beliebigem ganzem , ,  ist also homogeu yon der  Dimension 1 be- 
ztiglich jeder Unbest immten x~. Daher will ich eine solche Form als 
mehr[aeh linear, g e n a u e r  als n-lath linear bezeichnen. Umgekehrt er- 
kennt man miihelos, dal~ jede Form f(x) -= f(x,,  x,~, . . . ,  x,) aus ~, die 
den Bedingungen (5) gentigt, n-fach linear ist. 

Die Tatsache, dab aus einem oder mehreren in einem Ring gtiltigen 
Gesetzen mit Hilfe der im Abschnitt I angegebenen Regeln auf mannig- 
faehe Weise neue in {R gtiltige Gesetze hergeleitet werden kSnnen, 
legt die weitere Frage nahe, ob nicht ftir jeden Ring Gesetze besonders 
einfacher Gestalt ausfindig gemaeht werden k6nnen, aus denen alle 
weiteren in ~R giiltigen Gesetze dureh diese Regeln sich ableiten ]assen. 
Um eine bequeme und kurze Bezeichnung ftir diesen Sachverhalt zu 
haben, nenne ich eine Menge yon im Ringe ~ gtiltigen Gesetzen voll- 
stdndig, wenn aus diesen durch Anwendung jener Regeln s~tmtliche 
in ~R gtiltigen Gesetze hergeleitet werden kOnnen, wobei naturgemfil~ 
wieder zu unterscheiden sein wird~ ob der Ring ~ eine Einheit besitzt 
oder nicht, d a i m  ersten Fall auch die fiinfte Regel in Anwendung 
zu bringen ist. 

Eine entscheidende Rolle spielt hierlJei der folgende 
S a t z  3. Die Menge der in einem Ringe ~ gi~ltigen mehr[ach 

linearen Gesetze ist vollstgindig. 
Zum Beweise dieses Satzes zeige ich zun~tchst, dai~ alle in ~ giiltigen 

Gesetze sich aus den beztiglich der einzelnen Unbestimmten homogenen 
]esetzen herleiten lassen. Es geniigt, da die Unbestimmten in ihren 

Rollen vertauscht .werden kSnnen, dies hinsichtlich der Unbestimmten x, 
nachzu.weisen. 

Eine Form f(x) -= f(x,,  x~, . . . ,  x~) der Dimension k l~ftt sich als 
Summe 

k 

f (x)  = E f~ (x) 

von beztiglich der Unbestimmten x~ homogenen Formen f~(x) tier durch 
den Index ~ gegebenen Dimension darstellen. Gilt nun in ~R das Gesetz 
f(x)---~ 0, so gelten aueh die Gesetze 

k 

f(~ x , ,  x~, . . . ,  x,) = E ~ V . ( x , ,  x~ . . . .  , x,) ---- 0 ;  
Y . ~ 0  

wobei v beliebige ganzzahlige Werte annehmen daft. Mithin ist schon 

f~(x , x ~ , . . . , x , )  = 0 fiir x - ~ - 0 , 1 , 2 ,  . . . .  k 
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ein Gesetz in ~. Umgekehrt gewinnt man aus diesen Gesetzen durch 
Summenbildung das ursprtingliche Gesetz. 

Ftir den weiteren Beweisgang verwende ich e in  Verfahren, das 
gestattet,  dus vorgegebene Gesetz g(x)--~ 0 der Dimension k ,  das 
nunmehr homogen beztiglich aller in ihm wirklich auftretenden Un- 
bestimmten angenommen werden darf, dutch Einftihrung weiterer Un- 
bestimmten durch eine Reihe gleichwertiger mehrfach linearer Gesetze 
zu ersetzen. Hat g ( x ) - ~  0 bereits beziiglich aller Unbestimmten xv 
ffir v =  1 , 2 , . . . , n  die Dimension k ~ : l ,  so ist g(x) schon selbst 
mehrfach linear. Daher kann unter Vertauschung oder Umbenennung 
der Unbestimmten, ohne Beschr~nkung der Allgemeingtiltigk'eit des 
Beweises, angenommen werden, dab 

g ~ x,, x=,, . . . ,  x,) ----~kl g (x,, x.,, . . . ,  x~) mit k, ~ 2 

ist. ~berdies genfigt es, das Verfahren an der Unbestimmten x I auf- 
Zuzeigen, d~ es ohne weiteres auch an den anderen Unbestimmten in 
gleicher Weise durchzufiihren'ist. 

Neben dem Gesetz g(x l ,  x.~, . . . ,  xn) ~ 0 gilt im Ringe ~ auch das 
daraus hergeleitete Gesetz 

f (x , ,  x, ,  . . . ,  x~, x~+,) 

- -  g(x~ + x~,+,, x2, . . . ,  x~) - g (x,, x~, . . . ,  x,) - g(x.,~+,, x.,, . . . ,  Xn) = 0, 

aus dem insbesondere die Gleiehung 

f ( x , ,  x.~, . . . ,  x~, x,) 

~ g ( 2 x , , x . , , . .  , x , ) - - g ( x , , x . , , . . , x ~ ) - g ( x , , x . ~ , . . . , x . )  

= (2~,  - 2 )  g ( x , ,  x ,  . . . .  , x ~ )  - -  o 

l~ervorgeht, die zeigt, dal~ f (x , ,  x.~, . . . ,  x~,x,**,) nicht Nullform ist, 
und da{~ das Gesetz g(x)--~ 0 aus dem Gesetz f ( x ) ~  0 durch Identi- 
fizierung der Unbestimmten x, und x~+, herleitbar ist. 

Nun ist f(x) homogen von gleicher Dimension wie die Form g(x); 
tiberdies ist2(x) auch beziiglich der Unbestimmten x~, x~, .. . , 'x~ hom0gen 
yon gleicher Dimension wie g(x). Aui~erdem gilt 

f ( x , ,  x~, . . . ,  x,~, O) 

= g ( x , ,  x ~ ,  . . . ,  x, ,)  - .q ( x ~ ,  x,~, . . . ,  x,~) - g (0 ,  X~,  . . . .  x , )  _ O, 

f(0, x , ,  . . ,  x~,  x,+,) 

= g ( x , + ~ ,  x ~ ,  . .  x . )  - g (0 ,  x~ ,  . . . ,  x.~) - g ( x ~ + , ,  x.~, . . . ,  x . )  = 0 ,  

weshalb in jedem in f (x) :auf tre tenden Potenzprodukt wenigstens einmal 
x, und wenigstens einmal x~+, auftreten mu~. Daher besitzt die Form f(x) 
beziiglich x, ebenso wie beziiglich x,,+, h6chstens die Dimension k~-- 1. 

Wird nunmehr das neue Gesetz f ( x ) ~  0 nach seinen beziiglich x I 
homogenen Summanden zerlegt, s o  kann das Verfahren fiir die Sum- 
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manden einzeln welter durchgeffihrt werden. Nach einer endlichen 
Kette yon Schritten findet man eine Reihe von mehrfach linearen 

�9 Gesetzen, aus denen umgekehrt das ursprting]iche Gesetz wieder abge- 
leitet werden kann. Gilt beispielsweise in 'einem Ringe ~ das Gesetz 

x~ = 0, 
so g i l t  auch das Gesetz 

(x, + x~ ~ - x~ - x~ = x~ x~ + x, x~ xl + x~ x~ + x~ x, + x~ x~ x~ + x, x.~ = 0, 

mithin aueh die beiden Gesetze 
2 2 x~ x~ + x, x, x, + x~ x , ~  0 ; x, x, + x~ x, x, + x, x.~ = 0, 

die auseinander dutch Vertausehung tier Unbestimmten hervorgehen. 
Der n~tehste Schritt liefert 

x , (x ,  + x~) ~ + (x, + x~) x~ (x, + x~) + (x, + x~) ~ x~ - x, x~ - x, x, x, 

- x ~ x , -  x~x~- xox~x~- x~x, = O, 
oder 

xl x~ x~ + x, x~ x~ + x~ x, x~ + x~ x~ x~ + x~ x, x~ + x~ x.. x, = 0. 

Mithin ist dieses dreifaeh lineare Gesetz mit dem ursprtingliehen Gesetz 
vSllig gleichwertig. 

Auf Grund dieses Satzes k(innen sich nun die weiteren Unter- 
suchungen auf die Behandlung tier mehrfaeh linearen Gesetze eines 
Ringes ~ beschranken. Daher soil auch im folgenden, sofern nichts 
anderes angegeben, unter "einer Form nut  noch eine mehrfach lineare 
Form, unter einem Gesetz nut noch ein mehrfach lineares Gesetz ver- 
standen werden. 

Aus einer n-facb linearen Form 

L(x) --= L(x,,  x~, . . . ,  x,) = Z 7exP = Z 7P(x,x~ . . .  x,) P 
P P 

l/~l~t sich durch eine Permutation Q der Unbestimmten eine neue 
n-fach lineare Form 

L~(x) = E r~  x P~ = E 7P~-, x ~ 
P P 

gewinnen. Ferner ist jede lineare Verbindung 

n (x) = a, L, (x) + a S L~ (x)" 

zweier n-fach linearer Formen L,(x), L2(x) mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten a,, a S wiederum eine n-fach lineare Form. Daher bildet die 
Gesamtheit aller n-fach linearen Formen einen symmetrischen Modul*). 

*) Vgl. W. SPECHT, Die irreduziblen Darstelhmgen der symmetrischen Gruppe, 
Math. Zeitschr. 39 (1935), 696 711; Zur Darstellungstheorie der symmetrischen 
Gruppe, Math. Zeitschr. 42 (1937), 774--779. 
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Allgemein nenne ich jede Menge 54 von n-fach ]inearen Formen 
einen symmetrischen Modul, die die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Enthi~lt M die Formen L,(x), L~(x), so enthi~lt h4 aueh jede 
Form L ( x ) =  a,L,(x) + a,~L.~(x) mit beliebigen ganzen Zahlen ~1, a2. 

2. Enth~tlt M ein Vielfaehes 7L(x)  der Form L(x) mit yon 0 ver- 
schiedenem ganzem 7, so enthglt M auch die Form L(x). 

3. Enth~lt 54 die Form L(x), so enthglt 54 atieh die Form LP(x)  
bei beliebiger Permutation P der Unbestimmten. 

Insbesondere bildet bei einer festgewahlten n-faeh linearen Form 

L (x) = E rP  X P, 
P 

deren ganzzahligen Koeffizienten ~,p teilerfremd sind, die Gesamtlieit 
aller Formen der Gestalt 

F (x) = ~ ap n p (x) 
P 

mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten ap, wobei fiber si~mtliche 
Permutationen der Unbestimmten zu summieren ist, einen symme- 
trischen Modul, den ich als den durch die Form L(x)" erzeugten symme- 
trischen Modul 54(L(x)) bezeiehne. 

Ist 54 Bin beliebiger symmeti'iseher Modul n-faeh linearer Formen, 
so kann, da der Modul aller n-faeh linearen Formen eine linear unab- 
h~ngige Basis in den n! F0rmen x P besitzt, auch ffir 54 eine linear 
unabh~tngige Basis yon Formen L~,(x) (mit p ~ 1,2, .... , r) angegeben 
werden, derart dal~ jede Form L(x) des Moduls 54 eindeutig als lineare 
Verbindung 

L ( x ) =  ~ a  eL~(x) (O = 1 , 2 , . . . , r )  
.'2 

mit ganzzahligen Koeffizienten % erhalten werden kann. Insbesondere 
gelten also Beziehungen der Gestalt 

L~ (x) = E d~. L~,(x) (.o, ~ = 1, 2, .... , r) 
6 

ffir jede Permutation P mit ganzen Zahlen do.P,. Da welter fiir jedes 
Paar P, Q yon Permutationen hieraus die Gleiehungen 

v T~ 0 0 

folgen, findet man wegen der linearen Unabhangigkeit der Basis 

E P Q PQ 
T 

oder 
D (P) D (Q) = D (P Q) 

ffir die r-reihigen ganzzahligen 5iatrizen 

D (P) ---- (d~,P,,) (.o, a ---- 1, 2, . . . ,  ~') 



572 W. Specht: 

Jeder  symmetrische Modul M n-fach linearer Formen liefert demnach 
eine Darstellung der syrnmetrischen Gruppe ~ ,  durch ganzzahl ige  
Matrizen 5). 

Der Satz yon der vollsti~ndigen Zerlegbarkeit endlicher Matrix- 
gruppen sowie die Tatsache, dal~ jede Darstellung der symmetrischen 
Gruppe ~ ,  dutch ganzzahlige Matrizen in absolut unzerlegbare, gleich- 
falls ganzzahlige ]~estandteile zerlegt werden kann, ffihren sogleich 
auf einige Aussagen fiber symmetrische Moduln n-fach linearer Formen, 
die ich ohne n~here Begrfindung nachstehend angebe6): 

1. Ist M, ein symmetrischer Teilmodul des Symmetrischen Moduls M, 
so gibt es einen zweiten symmetrischen Teilmodul M 2 yon M, derart 
dal~ in direkter Zerlegung gilt: 

M = M 1 + M~. 

2. Jeder  symmetrische Modul M i s t  als direkte Summe 

M ~ MI-F M~-F-..-I- M k 

unzerlegbarer symmetriseher Teilmoduln darstellbar. 
3. Ein symmetrischer Modul M ist dann und nur dann unzerlegbar, 

wenn er keinen symmetrischen Teilmodu] enth~lt. 
4. Ein unzer[egbarer symmetriseher Modul M wird dureh jede yon 

Null versehiedene, in ihm enthaltene n-faeh lineare Form L (x) = ~ ~,p x P 
P 

erzeugt, deren Koeffizienten ~'p teilerfremd sind: 

M ---- M (L (x)). 

Diese Aussage kann, was ffir die weiteren Betrachtungen besonders 
wichtig ist, in folgender Weise auf beliebige symmetrische Moduln 
ausgedehnt werden : 

5. Zu jedem symmetrischen Modul M kann eine erzeugende Form 
L(x) angegeben werden: 

M = 54 (L (x)). 

Da n~tmlich der Modul [" aller n-faeh linearen Formen den Modul 54 
als Teilmodul enth~lt, gibt es einen zweiten symmetrisehen Teilmodul 
54". so. dab in direkter Zerlegung 

F ~  M-FM* 

ist. Mithin l~Bt sich jede Form L(x)i insbesondere also das Potenz- 
produkt x - -  x l x ~ . . .  Xn eindeutig als 8umme 6iner Form F(x) &us M 
und einer Form G(x) aus M* darstellen: 

x =  F ( x ) + G ( x )  mit F(x) CM; G(x) CM r 

.~) Vgl. die in ~) angegebenen Arbeiten. 
s) Ffir alle allgemeinen darstelhmgstheoretischen Dinge vgl. B.L. VAN D]~ 

W.~F~nDE~. Moderne Algebra II, 17. Kapitel, Berlin Jull Springer 1931. 
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Daraus findet man fiir eine beliebige Form L ( x ) ~  ~ p x  P die Dar- 
p 

stellung 

n(x) -~ E ~,p (F(x) § G(x)) P -~ E ~eFP(x) + E ~)PGP(x) = L,(x)+ L~(x) 
P P P 

mit zwei Formen 

i ,(x) E M (F(x)) < 54; L~(x)e M(G(x))< M*. 

Ist also L(x) insbesondere eine Form aus M, so ist die Form L(x)-L~ (x) 
-= L~(x) sowohl in M als auch in M* enthalten. Daher ist 

L~ (x) ------- 0 oder L (x) = ~ 7P FP (x). 
P 

Jede Form des Moduls M gehOrt demnach dem Modul M(F(x)) an: 

M = M (F(x)), 

Die Bedeutung dieser Tatsachen ffir die Untersuchung der Gesetze 
in einem Ringe ~ erhellt nun sogleich aus der folgenden, leicht zu 
beweisenden Bemerkung : 

S a t z  4.  Die in einem Ringe }R geltenden n-/ach linearen Gesetze 
bilden ei~en symmetrischen Modul. 

Gilt n~tmlich in ~ das n-fach lineare Gesetz 7L(x) ~ 0 mit yon 0 
verschiedenem ganzem 7 und einer (n-fach l inearen)Form L(x), so 
gilt in ~ auch das Gesetz L(x)--~ 0; gelten in }R die beiden n-fach 
linearen Gesetze L i(x) ~ 0 und L~(x) = 0 ,  so gilt in })t mit beliebigen 
ganzen Zahlen u,, % aueh des Gesetz a,L,(x)+ u2L~(x ) -~ 0; gilt in 
schlieNich das n-fach lineare Gesetz L ( x ) =  0, so gilt in ~ bei be- 
liebiger Permutation P der Unbestimmten auch das Gesetz LP(x)= O. 

Daraus kann aber unter Beachtung der letzten Bemerkung tiber 
symmetrische Moduln sogleieh des folgende Ergebnis entnommen werden: 

S a t z  5. Die b~ einem Ringe ~ geltenden n-[ach linearen Gesetze 
lessen sich aus ei~em einzigen ,n-fach linedren Gesetz 

L (x) = o 

herleiten und in der Gestalt 

g = E L,f (x) = 0 
P 

mit ganzzahligen Koeffizienten ap darstellen. 
Wie bereits friiher angegeben wurde, lessen sich aus einem in 

giiltigen Gesetz stets auch Gesetze h6herer Dimension herleiten. Daher 
ist nun noch festzustellen, unter welchen Bedingungen die angegebenen 
Verfahren wiederum auf mehrfach lineare Gesetze fiihren. Man erkennt 
leicht, dag im wesentlichen, d .h .  abgesehen yon Permutation der 
Unbestimmten, Bildung linearer Verbindungen mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten und Wiederhohmg der Verfahren. hierfiir die folgenden Regeln 
zur Verfiigung stehen: 
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S a t z  6. I s t  L~(x) ~ L~(x,, x ~ , . . . ,  x~)---- 0 ein in ~ 9i~ltiges n-faeh 
lineares Gesetz, so sind 

L~(x,, x~, , . . ,  x,). x~+~ -~- O, 

xn+ , Ln (x,, x..,, . . . .  x,) -~- 0, 

L,, (x,, x2, ..... x~,_,, x= x~+,) = 0 

gle~chfalls in ~R gi~ltige (n + 1)-fach lineare Gesetze: 
Somit bestehen neben n-faeh linearen Gesetzen in einem Ring s t e t s  

aueh mehrfach lineare Gesetze jeder hiiheren Dimension. Damit erh~lt 
man : 

S a t  z 7. Fiir ]eden Ring ~ k-ter Stufe ldiBt sich eine Kette 

,Lk(x ) ---- 0, Lk+,(x ) = 0 , . . . ,  L~(x) = 0 , . . .  

mehrfach linearer Gesetze der durch den Index angegebenen Dimension 
angeben, aus denen alle anderen, in ~ giiltigen Gesetze herleitbar sind. 

Die in diesem Satze angegebene Kette von Gesetzen ftir einen 
Ring k-ter Stufe ist zwar vollst~tndig in dem frfiher angegebencn 
Sinne, da jedes im Ring gfiltige Gesetz aus den Gesetzen der Kette 
herleitbar ist, die Gesetze der Kette sind indes nicht notwendi~ unab- 
h~ngig voneinander, da der Modul M (L~(x)) aller n-faeh linearen Gesetze 
aueh alle Gesetze enth~ilt, die aus den vorangehenden Gliedern der 
Kette durch Anwendung des Satzes 6 gewonnen werdeiJ k6nnen. Eine 
weitere Reduktion der Kette l~tf~t sich auf folgende Weise durchftihren: 

Aile aus den mehrfach linearen Gesetzen tier Kette 

L k(x) = 0 ,  L~+,(x) = 0, . . . ,  L~_,(X) ~--- 0 

durch den Satz 6 herleitbaren n-faeh linearen Geseize bilden einen 
symmetrisehen Teilmodul M," des Moduls M(L~(x)); zu ihm kann ein 
erg~tnzender Teilmodul M,i angegeben werden, derart da$ in direkter 
Zerlegung gilt : 

M (Ln (x)) ~--- 54" + M~ = M (L~ (x)) + M (Lg (x)), 

wenn Ln(x) und L'~(x) erzeugende Formen tier Moduln M" und Mg 
bezeichnen. Die Gesetze (]es Moduls M,~, also die Gesetze der Gestalt 

(x) - -  E (x) = 0, 
P 

die in !R gelten, lassen sich dann auf keine Weise aus den in 
gtiltigen mehrfach linearen Gesetzen niedrigerer Dimension herteiten, 
'da M~ und M'~ zueinander fremd sind, wobei unter Umst~tnden der 
Modal M~ sogar leer sein kann, n~tmlich dann, wenn alle n-fach linearen 
Gesetze sieh bereits aus den Gesetzen niedrigerer Dimension herleiten 
lassen. Somit gilt der 

�9 S a t z  8. Fiir ]eden Ring ~ k-ter Stufe ldi~t sich eine reduzierte 
Kette 

L k ( x ) : - - 0 ,  Lk,(x) = 0, Lk.~(x) ~-  0, . . . ,  Lk,~(x) = 0, . . .  



Gesetze in Ringen. I. 575 

mehr fach  linearer Gesetze  der d u t c h  die lndizes  

k < kl < k,. < . . .  < kn < . . .  

beze ichne ten  Dimens ionen  angeben mi t  [olgenden E igenscha f t en :  
1. Kein  Gesetz  des Moduls  M(Lk,(x)) ist  aus den Gesetzen  nied- 

r igerer  Dimens ion  ableitbar. 
2. J edes  Gesetz  des Ringes  ~ ist  aus d e n  Gesetzen  der Ke t t e  

herleitbar. 
Hierin ist stillsehweigend der Fall miteingeschlossen worden, daft 

die reduzierte Kette mehrfach linearer Gesetze abbricht, also nur aus 
endlich vielen Gliedern besteht. Ob es Ringe k-ter Stufe mit unend- 
licher reduzierter Ket te  mehrfach linearer Gesetze gibt oder ob jede 
reduzierte Kette eines Ringes mit Notwendigkeit  abbricht, habe ich 
bisher nicht entscheiden k6nnen. Die Beantwortung dieser Frage 
scheint sehr schwierig zu sein. 

In diesem Zttsammenhang will ich als Erg~nzuhg zu Satz 2 noch 
zeigen, dab bereits der Ring 113 alIer Formen [(u~, us) des Forrnen- 
rings 11, also der Ring aller Formen aus 11, in d e n e n  nur die ersten 
beiden Unbestimmten u,, u., wirklich auftreten, ein gesetzloser Ring ist. 

W~re dies n~tmlich nicht der Fall, so mtil~te in tl~ auch ein mehr- 
fach lineares Gesetz, etwa 

L(x)  = ~ ypX  P = 0 m i t  x =- X, x~. . .  X, 
P 

gelten, Dann miil~te auch fill: x,  ~ u~u 2 (mit ~, ~-- -1 ,2 , . , . ,  n) die 
Gleichung 

, '2 n L(u,u~,  2 ~ : . . ,  u,u~ u?u~) ---- :Z ~ p ( u , u ~ u , u ~ . . .  u, u~) P = 0 
P 

oder 

( ) "' "~ ~ , , u ~ = O  bei  p = _  1 2 . . . n  ~p ~pU, U.~U l It'2 . .  

O~ t Oi 2 ~n 

bestehen, was offenbar nur m6glich ist, wenn alle 7P versehwinden. 

~ V .  

Die bisherigen allgemeinen Ergebnisse lassen sich weitgehend ver- 
tiefen, wenn die Forderung gestellt wird, daft der Ring ~ eine Einheit e 
besitze. Wesentliche Ursache dieser Versch~irfung und Erg~inzung der 
Ergebnisse ist die bereits frtiher angegebene Tatsache, dal~ sich durch 
das Verfahren der partiellen Ableitung unter Umst~nden aus mehrfach 
linearen Gesetzen auch Gesetze niedrigerer Dimension herleite~ lassen. 
Nun gilt ftir eine n-fach lineare Form L(x) ~ L(x,,  x,, . . . ,  x,)~ ' wie 
man sieh leicht [iberlegt, die Gleichung 

L(x) _ L(x, x 2 x~_l, e, x~+, xn). 
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Daher l~tf~t sich im Falle des mehrfach linearen Gesetzes, den wir 
allein noch zu beachten haben, die fiinfte Regel des Abschnittes I auf 
die folgende Regel zurfickfiihreni 

5, Ist L (x) -~- L (x,, x,, . . . ,  x,) ~ 0 ein in einem Ringe ~ mit Einheit e 
gtiltiges Gesetz, so ist auch 

L*(xl ,  x,, . . . ,  x~_,) -- L (x l ,  x.~. . . . ,  x,,_,, e) -~ 0 

ein in ~ gtiltiges Gesetz. 
Ich werde indes trotz diesem recht einfachen Sachverhalt in der 

Folge die Bezeichnung durch partielle Ableitungen als bequeme Schreib- 
weise beibehalten. 

Nach dem Verhalten der partiellen Ableitungen werden die mehr- 
f a c h  linearen Formen in,zwei Arten unterschieden: Eine n-fach lineare 
Form L(x , ,  x , , . . . ,  x~) heiSe eigentlich n-fach linear, wenn alle ihre 

z (x) 
partiel!en Ableitungen ax, Nullformen sind, im anderen Fal!e un- 

eigentlich n-fach linear. Die gleiche Unterscheidung werde auch ftir 
mehrfach lineare Gesetze getroffen. Eine eigentlich n-fach lineare Form 
L(x) ist demgem~tl~ dutch die Bedingungsgleichungen 

L (x) 
- . -  ~ 0  (v = 1,2, n) 

gekennzeiehnet. 
Gilt in einem Ringe {R mit Einheit e das eigentlieh n-fach lineare 

Gesetz L ( x ) =  0, so ist aueh das (gleiehfalls ill {R gtiltige) Gesetz 
LP(x) --~ 0 bei beliebiger Permutation P eigentlich n-faeh linear. Welter 
ist die Form L(x)  gewit~ eigentlich n-faeh linear, wenn irgendein Viel- 
faehes yL(x) mit von 0 versehiedenem ganzem ~, eigentlieh n-faeh 
linear ist. Das Entspreehende gilt schlief~lieh ftir jede lineare Ver- 
bindung L(x) '-- a, L, (x) + a, L 2(x) = 0 zweier in ~ gfiltiger eigentlich 
n-fach linearer Gesetze L,(x) -~-O,  L . , ( x ) =  0 bei beliebigen ganzen 
Zahlen a,, a.~. Daher bilden die in einem Ringe {R mit Einheit e 
geltenden eigentlieh n-faeh linearen Gesetze fiir sieh einen symme- 
trisehen Modul. 

Die Bedeutung der hier gemaehten Unterseheidnng erhellt aus dem 
nachstehenden 

S a t z  9. Die in einem Ringe ~ mit  Eb~heit e gel tenden uneigent- 
lieh nqach  linearen Gesetze lassen sich aus det~ in ~ gel tenden eigent- 
lich v-[ach linearen Gesetzen (mit 2 <_ v _<_ n) herleiten. 

Zum Beweise wird ein doppeltes Induktionsverfahren ben6tigt: Ist 
der vorgegebene Ring ~ mit Einheit e etwa k-ter Stufe, so ist jedes 
in ~ giiltige k-fach lineare Gesetz gewil~ eigentlich k-fach linear, da 
andernfalls ein (k--1)-fach lineares Gesetz fiir .q~ daraus hergeleitet 
werden k6nnte. Mithin kann die Behauptung des Satzes ftir Gesetze 
niedrigerer Dimension als n bereits ftir bewiesen angenomnlen werden, 
weshalb es zum Beweise vSllig ausreicht zu zeigen, dal~ ein uneigent- 
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lich n-fach l ineares Gesetz in ~R aus den eigent l ich n-fach l inearen 
und den Gesetzen n iedr igerer  Dimension hergele i te t  werden kann.  

Liegt  in iR das uneigent l ich n-fach l ineare Gesetz L (x,, x, , . . . ,  x,) = 0 
vor,  so kann  welter ,  nach  e twaiger  Permul;ation der Unbest immten,  
ohne Beschr~nkung der  Giil t igkeit  des Verfahrens ,  vorausgese tz t  werden,  
dal~ ffir die par t ie l len Able i tungen von L(x )  die nachs tehenden  Be- 
d ingungen  erffillt sind: 

t9 L (x) _ a i (x) _ ~ L (x) 0 L (x)_ :t: r L (x) a L ( x ) ,  0. 
~x~ = 0:c~ = ' " = - - O x ~  - ~ 0 ;  ax,+, ~-0;-~x,+~ $ 0 ; - . . ;  Oz,, 

Dann gel ten neben L(x )~ - - -0  in ~ auch die beiden Gesetze 

0 L (x) ~ L (z) 
0 x,,+~ 0 ; 0 x,,.1 

also auch  das Gesetz 

6 (x) = G (x,, x o, , x,) = L (x) 0 L (x) = 0. 
�9 " " 0 x v + l  " x ~ + I  " 

Ist  dabei  G(x)  die Nullform, so ist 

a L (x) 
L ( x ) - -  ax,+, x,+,, 

also das Gesetz L ( x ) =  0 aus dem (n - -1 ) - f ach  l inearen,  in ~ giiltigen 

Gesetz OL(x) _ 0 herlei tbar.  Ist aber  G(x)  nicht  die Nullform, so 

gel ten in !R die Gesetze 
c3 L (x) __ 0, 

6 ( x ) = O ;  o~.+, 

0 L (z) 
aus denen wiederum das Gesetz L ( x ) -  G ( x ) + - O ~ , ~ . x , +  ~ = 0 her- 

O G (x) 
gele i te t  werden kann.  F t i r  die Ablei tungen - 0 ~ -  mit $ = 1, 2, . . . ,  v 

findet man 
�9 t g G ( x )  = c ~ L ( x )  c T - L ( x )  

8 x~ -- c~ x~ 0 x~_ 1 c~ xz " X,.+~ =" O~ 

ferner  ist 
a G (x) __ c3 L (x) c32 L (x) 0 L (x) 
a x,+l = a x,---+~ - ~ x~+~ xv+, a x,+, " e -= 0, 

so dag die Form G(x)  gewi6 die Bedingungen 

a G (x) a (7 (z) _ a G (x) _ 0 G (x) _ 
o~, = - ~ 7 C - -  = - -  " ' "  = --o~: - =  Ox,,~; = 0 

erftillt. Dureh For t f i ih rung  dieses Verfahrens  erh~tlt man demnaeh 
nach h6chstens n Schr i t ten  ein eigentl ich n-fach l ineares Gesetz, aus 
dem mit Hilfe yon  Gesetzen n iedr igerer  Dimension das urspri ingliche 
Gesetz L(x ) - -~  0 wieder  hergele i te t  werden kann.  

Als Regeln  ftir die Bildung eigentl ich mehrfach l inearer  Gesetze 
hiiherer Dimension k6nnen  hier aufgeste l l t  werden:  

39 * 
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1. Ist  L(x , ,  x~, . . : ,  x,) ~ 0 ein im Ringe !R gel tendes eigentlich 
n-fach l ineares  Gesetz, so gel ten in ~ auch die eigentlich (n + 1)-fach 
l inearen Gesetze 

L, (x , ,  x~, . . . ,  xn+,)=--L(x,, x~, . . . ,  x~). x,~,--x~+ i . L(x, ,  x~, . . . ,  x~) ~-~- 0, 

L~(x,, x~, . . . ,  x~+,) = L (x,, x, ,  . . . ,  x~_ 1 , x~ X~+, - x~§ x,,) ~--- 0. 

2 .  I s t  L,(x, ,  x, ,  . . . , x , )  - -  0 ein im Ringe ~ giiltiges eigentl ich 
n-faeh lineares Gesetz, ferner  L.~(X,§ x~§ . . . ,  xn+,,,) eine beliebig e 
eigentlich n-faeh lineare Form in den Unbest immten x,+,, x=§ . . . ,  x,+,~, 
so gelten in ~ auch die beiden eigentl ieh (n + m)-fach l inearen G e s e t z e  

L,(x , ,  x~ . . . .  , x,,) L 2(x.+,, x,,+~, . . . ,  x,+,~) ---- 0, 

L,(X.+,, x~+~,..., xn§ L, (x,., x ~ , . . . ,  x=) = 0, 

sowie das eigentlich (n + m - 1 ) - f a c h  lineare Gesetz 

L, (L, (x,+, , x,+~, . . . ,  x~+~), x~, . . . ,  x,) ~--- 0. 

Entsprechende,  auf diese Verfahren sich stii tzende ~ber legungen  
wie die, die zu den S~tzen 7 und 8 fiihrten, ergeben hier die naeh- 
s tehenden Si~tze: 

S a t z  10. Fi~r ]eden Ring ~ k-ter Stufe mit Einheit e Id~t sich 
eine Kette 

L k (x) --- O, ik+ , (x), . . . .  , i s  (x) = O, . . . .  

mehrfach linearer Gesetze angeben mit folgenden Eigenschaften: 
1. Jades Glied L , ( x ) ~  0 der Kette ist eigentlich n-fach linear. 
2. Jedes in ~ giiltige Gesetz ist aus den Gesetzen der Kette her- 

leitbar. 
S a t z  11. Far ]eden Ring ~ k-ter Stufe mit Einheit e ld~t sich 

eine reduzierte Kette 

L~(x) --~- 0, L~,(x) = 0 , . . . ,  Lk,(x) = 0 , . . .  

mehrfach linearer Gesetze der durch die Indizes 

k < k l < . . . < k ~ < . . .  

bezeic~neten DJ~ne'nsionen angeben mit folgenden Eigenschaften: 
1. Jede& Glied Lk~(x) ~- 0 der Kette ist eigentlich n-fach linear. 
2. Kein Gesetz des Moduls M (L~(x)) ist aus den Gesetzen nied- 

rigerer Dimension herleitbar. 
3. Jedes in ~ gi~Itige Gesetz ist aus den Gesetzen der Kette her- 

leitbar. 
Auch in diesem Falle habe ich nicht entscheiden kfnnen~ ob es 

Ringe k-ter Stufe mit unendlich langer~ reduzier ter  Ket te  aus eigent- 
lich mehrfaeh, l inearen Gesetzen gibt oder ob jade reduzierte  Ket te  
eines Ringes im Endl iehen abbricht.  

Sehr leicht zu beweisen ist dagegen  die fo lgende  in te ressante  
Bemerkung : 
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S a t z  12. Besitzt ein Ring ~ mit  Einheit e eine im Endlichen 
abbrechende reduzierte Kette 

L , ( x ) = 0 ,  Lk,(xy----- 0 , . . . ,  i k . ( x ) = 0  

mehrfach linearer Gesetze, so gibt es ein Fundamentalgesetz G (x) ~- 0 
(der Dimension ks), aus dem sdmtliche in ~ geltenden Gesetze her. 
geleitet werden k6nnen. 

Der Beweis beruht auf der Tatsache,  dab ftir Ringe mit Einheit 
e die Gesetze 

L ( x , , x ~ , . . . , x ~ ) ~ 0  und L ( x , , x , , . . . , x ~ ) x ~ + ~ 0  

vSllig gleichwertig sind, so dab  alle Gesetze der reduzierten Kette auch 
durch hOherdimensionale Gesetze ersetzt werden kiinnen. Ersetzt man 
sie demgem~B dureh k,-fach lineare Gesetze, so !assen sich diese 
Gesetze gleicher Dimension naeh frfiherem durch ein einziges er- 
setzen. 

V. 

Ftir die Aufstellung der in einem Ring !R mit Einheit e geltenden 
Gesetze ist nach Satz 9 die Kenntnis der eigentlich n-faeh linearen 
Gesetze yon besonderer Bedeutung, andererseits  aber  a u c h  vfltig 
ausreichend. 

Wie bereits gezeigt wurde, bildet die Menge der eigentlich n-fach 
linearen Formen einen symmetrischen Modul F*, a lso  einen Teilmodul 
des symmetrischen Moduls F, aller n-fach linearen Formen. Eine ei~n - 
gehende Untersuchung des Moduls r* soll den Inhalt der letzten be[den 
Abschnitte ausmachen. 

Ich beginne mit der Angabe der linearen Bedingungen ffir die 
Koeffizienten einer eigentlich n-fach linearen Form, die sich bei Ein- 
ffihrung der (als Zykeln dargestellten) speziellen Permutationen 

V , : ( 1 ) ,  V , ~ - ( 1 2 ) ,  V 8 = ( 1 2 3 ) , . . . ,  V ~ = ( 1 2 3 . . . n )  

in einfacher Gestalt zusammenfassen lassen: 
S a t  z 13. Eine n-:ach lineare Form 

L (x) -~ Z ~'p xe 
P 

ist dann und nur dann eigentlich n-fach linear, wenn fi2r alle Permu- 
tationen P die linearen Beziehungen 

(6) ~j Vr, e = ' 0  

erfi~llt sind. 
Fiir d e n  Gang des Beweises bezeichne ich die Inverse VT' auch 

mit U, (fiir v = 1, 2 , . . . ~  n). Ferner setze ich aus Zweckgrtinden 
~,p : ~, (P). 
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Die vorgegebene  Form L ( x )  kann  auch in der Gestal t  

L (x) = ~ ~ 7 (V~ R)  x e~' R 
v--~l R 

darges te l l t  werden,  wenn  R alle Pe rmuta t ionen  durchl~uft  , die die" 
8 L (x) 

Ziffer n festlassen. Die Able i tung 0x~ der Form L ( x )  wird dann 

O L (x) 0 xV~ R 

Um ihre Gestal t  genauer  angeben zu k6nnen,  kommt  es daher  da rauf  

an festzustellen,  in welche Po tenzp roduk te  die P ro d u k t e  x v~R bei 
part ie l ler  Ablei tung nach der Unbes t immten x~., a l so 'be i  der Substi- 
tu t ion  xz-~-e fibergehen, wobei es ausre ichen wird, den Fall ~. = n 
allein zu bet rachten .  

Nun gilt, wie man leieht nachreehneL 

2 v v + l  n - - 1  n '~ 
) 1 n - - v + 2  n 1 n - - v - - 1  n ~ v  

offenbar 

1 2 v - I  v v + l  v + 2  n - - 1  n ~ 
O I 

) U~2~  ~ an_~,..+. 1 a n _ ~ , . +  2 " [Zn_  1 n a 1 a 2 a n _ . v _ l  a n _  v 

Mithin ist 
U v 

�9 F h i :  ~ Xan - t ' + l  Xecn--v '[ -2  . . .  X a n - - 1  X n X a  1 Xa 2 " ' "  X g n _ _ v .  1 Xctn__v~ 

"v 
c~ x Un R 

~X n  - -  X~n--~'-~-I  3-'an--v-~-2 "" " X a n - -  1 Za l  Xu2 "" " X a n ~ - v - - 1  X a n - - v "  

Dieses Po tenzp roduk t  aber  ents teht  aus dem Po tenzp roduk t  x l x ~ . . . x  .... 
durch  A n w e n d u n g  der Pe rmuta t ion  

UV_, [l ~_ [ 1 2 . . .  v -  | v v-{-1 n - I  n~ 
n - t  r - -  v -{- 1 r - -  ~, + 2 ~  1 U l  r r162 - -  v 

Daher  ist 

8 L(x)  " ~i-~ i~ (U' TI -'+' ~ x R 
. . . . .  = Z X . . . .  \ - "  X r . . . .  . .  
Xn v R R ~, 

1st :also, wie nun vorausgese tz t  wer/len soll, 

c~ L (x) 
0 x,, = 07 

so gilt die lineare Beziehung 

E ~ ( U : U , - ' ,  +'R) : 0 
r 
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fiir alle Permutationen R, die die Ziffer n festlassen. Umgekehrt folgt 
aus  diesen Bedingungen fiir die Koeffizienten der Form L(X ) sogleich 

0 L (x) 
- - 0  

X n 

fiir die partielle Ableitung nach der Unbestimmten x , .  
Die weiteren Bedingungen ftir eine eigentlich n-fach lineare Form 

L(x) erh•lt man aus der Tatsache, dab mit L(x) auch jede Form 
0 L (x) 

Lq(x) eigentlich n-fach linear ist. Insbesondere gilt also 0xz --= 0 

ftir die partielle Ableitung yon L(x) nach der Unbestimmten xz dann 

O L d ( x ) - - 0  bei Q ~-U~ ftir die partielle Ab- und nur dann, wenn - O x,~ -- 

leitung der Form LYe's(x) nach der Unbestimmten x~ erftillt ist. N u n  
gilt aber 

LVZ~(x) --~ Vy']~ 7(P) x Pv~' -~- ~_a 7(SU7, ~) xS --~ "~ 7~(S) x s. 
P 8 8 

Soll fiir diese Form die partielle Ableitung nach x, die Nullform sein, 
mtissen naeh dem eben Gezeigten die linearen Beziehungen 

E ~(u.u._, R) = E 7(ViU;Y,'RU: ~) 
.p ,p 

fiir alle Permutationen R bestehen, die die Ziffer n festla'ssen. Da 
irides R U; z alle Permutationen durchl~tuft, wenn Z ~ 1, 2 , . . . ,  n ge- 
setzt wird, findet man die Bedingungen 

(U" rr -~+' P) 0 
l, 

fiir alle Permutationen P. Dureh die Gleichung 
TU [f-v+~ (7) ~ .  ~ _ ,  = v .  u,, 

gehen diese Gleichungen iiber in 

V ~- oder "~, y(V~P) ~ 0 E r (  ~u.P) o 

fiir alle Permutationen P in ~bereinstimmung mit der Aussage des 
Satzes 13. 

Die Gleichung (7) ist ftir v ~ 1 offenbar erfiillt. Durch vollsti~ndige 
Induktion findet man welter 

v~7' u ; : ,  = u,~ ~.(w ~._,r~-.+,~ v._~-' = u .  v~ v .  v,:'_, = v~+, v , , ,  

wie man unmittetbar nachreehriet. 
Der Rang des Moduls F~ aller eigentlieh n-fach linearen Forinen 

wird dureh den folgenden Satz angegeben: 
S a t z  14. Der Rang Rn des Moduls V~ ist 

1 1 
(8) R , , =  + 
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Fiir  den Beweis ben6t ige ich vor t ibergehend den Begriff des 
l i nearen  Modul s :  Darun te r  vers tehe  ich eine Menge n-fach l inearer  
Formen,  der mit zwei Formen  L, (x), L~(x) bei beliebigen ganzzahl igen 
Koeffizienten a, ,  a s stets  auch die Form ~, L , ( x ) +  a~L~(x), mit einem 
Vielfachen a L ( x )  einer  n-fach l inearen Form L ( x )  bei yon  0 ver-  
schiedenem a stets auch die  Form L ( x )  se!bst angehSrt .  

Ftir  jedes v der  Reihe v ~---1, 2 , . . . ,  n bezeichne A,, die Menge 
aller n-fach l inearen Fo rmen  L(x ) ,  deren part iel len Able i tungen nach 
den ers ten v Unbes t immten x l ,  x ~ , . . . , x ,  Null s ind:  

~ L(x) aL(x) O L(x) 
- -  - -  ~ ~ 0 ,  a x, --  O x.,. ' - -  8 xv 

Insbesondere  ist A, die Menge aIler eigentl ich n-fach l inearen Formen.  
Wel te r  sei h o die Nenge  aller n-fach l inearen Formen.  

Alle Mengen A~, ftir v ~---1, 2 , . . . ,  n sind l ineare Moduln, besi tzen 
daher  einen l inearen Rang  R~,(n). Die Zahl Rn--~  R , ( n )  soll bes t immt 
werden,  der Rang  Ro(n) des Moduls A, ist R ~ ( n ) =  n ! .  

Nun sei L ( x ) e i n e  Form aus A~ ffir i rgend ein festes v, es sei also 

a L(x) _ aL(x) OL(x) 0 .  

Bildet man noch die partieile Ab]ei tung a L(x)  ax.+, und setzt  

a L (x) 
L (~) = x~+~ ~ , + ,  + F(x), 

so gelten ftir die Formen  aL(x) ax,+, und F(x) ,  da L ( x )  zu h~, gehOrt: 

O~ L(x) __ a'~ L(x) __  __ a'-' L(x) _ _  
( 9 )  a x , + ,  a ~ ,  - a ~ ,+ ,  e x ,  - - a ~ , ~ - ~ - ,  - o ,  

8 F(x) _ a l;'(x) __ _ OF(x)  _ 8 F(x) = O . 
(10) . . . . . .  cTX~ --  6x.~ - -  - -  ax~ --  cTx,+, 

Mithin ist F ( x )  eine Form aus A,.+I. 
Die Dars te l lung der Form L ( x )  aus h:  in der Gestal t  

' a L ( x )  
L (x) --~ ~ +  1 ~ + F (x) 

mit einer Form F(x )  aus A,,+I ist dabei eindeutig.  Denn w~re e twa  
aueh 

L ( x )  ==- x , ,+,  G*(x) + F*(x)  

mit einer Form F*(x)  aus A,+I ,  so wtirde folgen 

x,+,( - ~  
und daher  durch die Subst i tu t ion x~.+~-+ e 

c7 L (x) G* (x) -- 0~ 
0 x.~:, 
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also auch 
" F ( x )  - -  F *  ( x )  - -  0 .  

Der l ineare  Modul A, l~liit sich demnach aufspannen durch den 
linearen Modul h~,+~ und den linearen Modul h~ aller Formen der 

O L(x),  die (9) erftillen. Der Rang dieses M0duls h~ ist Gestalt Xv-~-I ~ X v +  ' 

offenbar R~(n-- 1). 
Mithin erh~tlt man die Beziehung 

R~, (n) = R~(n - 1 ) §  Rv-~-i (n) (y = 0, 1, 2 , . . . ,  n - 1), 

weshalb die Rangzahlen R,(n) sich aus den Werten Ro(n ) durch 
Differenzenbildung gewinnen lassen. Insbesondere finder man ftir 
R,-~-R~(n)  den Ausdruck 

R , ~ -  ( - 1 )  ~ ( n - - v ) ! = n ! Z ( - 1 ) ' ~ .  , 

wie in (S) angegeben worden war. 
Beispielsweise ist 

R . ~ = I , .  R . ~ = 2 ,  R ~ 9 ,  R~----44, R~-~-265, R ~ 1 8 5 4 .  

Der Rang R, des Moduls [-~ stimmt tibrigens tiberein mit der An- 
zahl der echten :Permutationen in n Ziffern, d.h. der Permutationen, 
die keine Ziffer unge~tndert lassen. Die Ursache dieser tJbereinstimmung 
werden die weiteren Betrachtungen erkennen lassen. 

VI. 

C'ber die Gestalt der eigentlich n-faeh linearen F~ kSnnen 
ni~here Angaben gemacht werden, vor allem aber l~tlllt sich eine linear 
unabh~tngige Basis fiir den Modul I-~ aufstellen, die aus Fmmen sehr 
einfachen Aufbaus besteht. Zur bequemeren Darstellung dieser Formen 
empfiehlt es sich, die h6heren Kommutatoren einzufiihren: Ist 

X~l , X~2 , �9 . . .) Xzt n 

eine beliebige Anordnung der Unbestimmten x,, x ~ , . . . ,  xn, so werde 

[x~  x , x ~ ]  ~ x:x x~., - -  x:~  x~ I 

und weiter ftir 2 <_ r <~ n 

( 1 1 )  [Xal, Xa2"~.. 'vXar] = [Xa , ,Xa~ , . . . ,Xa , . - I ]Za , . - -Xar[Xa t ,  X a . _ , , . . . , Z  ..... ] 

gesetzt. Offenbar versehwindet jeder dieser Ausdrtieke, wenn irgend- 
eine in ihnen vorkommende Unbestimmte durch die Einheit des Ringes 
ersetzt wird. Daher ist auch jedes ftir irgendeine Zerlegung 

n ~--- n , + n ~ + . . . + n ~  ( n o ~ 2 ;  a =  1 , 2 , . . . , s )  
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gebildete Kommutatorprodukt 

(1~) K,,,~ ,,(x=,, x = ~ , . . . ,  x=,,) 

---[Xa[, X=2,...,Xanfl[X~n,_~ l,Xanl.~2,...,Xan,~_n.,].,.[Xzn__ns2rl; Zaa__ns_~_2,..., ~;an] 
eine eigentlich n-faeh lineare Form. 

Unter den m6glichen Kommutatorprodukten werde nun eine An- 
zahl ausgezeichnet, die als normierte Kommutatorprodukte bezeichnet 
werden sollen : 

Ein Kommutatorprodukt der Gestalt (12) heist normiert, wenn 
es die folgenden Bedingungen erfiillt: 

1. Die KommutatorlS.ngen n',, n,~, . . . ,  n~ sind der GrOfe nach ge- 
ordnet : 

n~ ~ n~ ~ . . .  ~ n~ ~ 2. 

2. Die erste Unbestimmte jedes Kommutators besitzt den kleinsten 
Index unter alien in ihm vorkommenden Unbesfimmten. 

3. Kommutatoren gleicher L~nge stehen in der Reihenfolge, da~ 
die [ndizes der jeweils ersten Unbestimmten der GrS~e nach zunehmen. 

Als Beispiel gebe ich die normierten Kommutatorprodukte in 4 
Unbestimmten an. Fiir die Zerlegung 4 =~ 4 findet man 6 normierte 
Kommutatorprodukte 

[Xl, X], X], X j], [~1' X], X4, ~]], [Xl, X4~ , X 2 , X3] , 

Ix,, x~, x:, x,], Ix,, x~, x,, x~], ix,, x,,  x~, x~], 

da die Unbestimmte x, stets an erster Stelle stehen mu~, wi~hrend 
die weiteren Unbestimmten keinen Bedingungen unterliegen. Ffir die 
Zerlegung 4 ~ 2 + 2 finder man 3 normierte Kommutatorprodukte 

Ix,, x~] [x~, x,], Ix,, x~] [x~, xd, Ix,, x,] Ix,, x~], 

da auch hier d ie  Unbestimmte x, im ersten Kommutator stets an 
erster Stelle stehen mu~, w~hrend der ]ndex d e r  im zweiten Kommu- 
tator an erster Stelle stehenden Unbestimmten stets kleiner als der 
Index der an zweiter Stelle stehenden Unbestimmten sein mul~. 

Unter diesen Festse~zungen und Bezeichnungen gilt der 
S a t  z 15. Die normierten Kommutatorprodukte in n Unbestimmtel~ 

x , ,  x~, . . . ,  x ,  bilden eine linear unabh~ingige Basis des symmetrischen 
Moduls [-~ aller eigentlich n-fach linearen For~nen. 

Um den Beweis dieses Satzes durchsichtiger zu gestalten, will ich 
ihn in folgenden drei Schritten durchftihren: 

1. Die Anzahl der  normierten Kommutatorprodukte ist gleich dem 
Rang des Moduls [-*, a l so  gleich der Anzahl der echten Permutationen. 

,2. Jede eigentlich n-fach lineare Form l~i~t sich als lineare Ver- 
bindung yon Kommutatorprodukten mit ganzzahligen Koeffizienten 
darstellen. 
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3. Jedes Kommutatorprodukt l~fit sich als lineare Verbindung 
yon normierten Kommutatorprodukten mit ganzzahligen Koeffizienten 
darstellen. 

Erster Schri t t :  Jede Permutation P l~l~t sich bekanntlich in ziffern- 
fremde Zykeln zerlegen: 

(13)  P = (~,, ~.~,..., ~.,) (~,, +~, ~ ,  +~,..., ~,,+,~):.. (~,_,~+~, ~ , _ ~  +~,..., ~,). 

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, 1/~Bt sieh indes durch die fol- 
genden Bedingungen normieren: 

a) Die Zykell~tngen n,, n,, .... , n.~ seien der GrSBe n ach geordnet:  

n, ~ n.~ ~ . . .  ~ n~ (n, + n . ~ + . . . +  n~ ~ n') 

b) Die Anfangsziffer jedes Zyklus sei die kleinste im Zyklus vor- 
kommende Ziffer. 

c) Die Zykeln gleicher L~tnge seien derart angeordnet, dais ihre 
Anfangsziffern der GrOl~e nach zunehmen. 

Eine nach diese n Bedingungen geordnete Zykelndarstellung einer 
Permutation ist vollst~tndig eindeutig. Dabei gilt ftir eine echte Per- 
mutation insbesondere 

n , ~ n . ~ . . . ~ n ~ 2 .  

Damit erkennt man aber, da[~ diese Normierungsbedingungen fiir 
die Zykelndarstel lung einer echten Permutation vSllig den oben an- 
gegebenen Normierungsbedingungen der normier ten  Kommutator- 
produkte entsprechen. Mithin ist jeder echten Permutation P in de r  
DarstelIung (13) umkehrbar eindeutig ein normiertes Kommutator- 
produkt (12) zugeordnet. Also stimmt auch die Anzahl der normierten. 
Kommutatorprodukte mit der Anzahl der echten Permutationen, also 
auch mit dem Rang Rn des Moduls [-,~ iiberein. 

Zwei ter  Schri t t :  Der Beweis fiir die BehaUptung, dai~ jede eigent- 
lich n-fach lineare Form als lineare Verbindung von Kommutator- 
produkten dargestellt werdeu  kanfl, grtindet sich auf die Gleichung 

Xl X2 � 9  X n 

[x,, x~] x~ . . . x ,  + x~ [ x ,  , x~] x , . . . x , ,  + . . .  + x ,  x~ . . . x,~_, [x,, x,,] + x~ x~ . . . x~  x ,  , 

die zeigt, auf welche Weise jeder Faktor  eines Potenzproduktes unter 
Bildung yon Kommutatoren auf die rechte Seite des Potenzproduktes 
gezogen werden kann. Mit ihrer Hilfe kann jede Form L(X ) als Summe 

L ( x , ,  x ~ ,  . . . ,  x, ,)  = F , ( x L  x , , . . . ,  x~,)+ F ~ ( x ~ ,  x ~ ,  . . . ,  x ,~).  x ,  

dargestel!t werden, wobei F,(x) die Unbestimmte x, nur noch in 
Kommutatoren [x~, x,] enth~lt. Daher ist 

0 F~ (x) _ 0 
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a L (x) 
axl - F~(x~, xs, . . . ,  x,~) 

folgt. Ist  demnach L ( x )  eigentlich n-fach linear, so ist a xt 
und welter 

O L(x) =- 0 

L(x , ,  x~, . . . ,  x,) = F ,@, ,  x~, . . . ,  x~). 

Wendet  man das gleiche Verfahren auf  die Unbestimmte x.~ an, 
so erh~tlt man wiederum unter  Beachtung der Gleichung 

[x , ,  x , ,  x.,] = [~,,  x,] x~ - x~ [x , ,  x,J 

eine Darstel lung der Form L ( x )  in der Gestalt  

L ( x , ,  x~, . . ., xn) =- G , ( x , ,  x~, . . . ,  xn) + G~(x,, x s , . . . ,  x~) x~, 

wobei aber in G,(x) die beiden Unbest immten x, ,  x~ nur  noeh in 
Kommuta to ren  auftreten.  Mithin ist auch hier, falls L ( x )  eigentlich 
n-fach linear ist, 

L (x) 
= G.~(x,, x , , . . . ,  x~) -=- O, 

also 
L(x , ,  x ~ , . . . ,  x~) - 6 , (x , ,  x , , . . . ,  x,,).  

Damit  ist das Verfahren wohl hinreichend genau gesehildert .  Nach 
hSchstens n Schri t ten erh~lt man eine Darstel lung von L ( x )  als line- 
are Verbindung yon Kommuta torprodukten ,  falls L (x) eigentlich n-fach 
linear ist. 

Dri t ter  Schr i t t :  Der Schlug des Beweisganges sttitzt sich auf  eine 
Kommutatorbeziehung,  die den Kommuta to r  von Kommuta to ren  als 
lineare Verbindung von Kommuta to ren  darstellt .  Sind 

y , ,  y ~  . . . ,  y , . ;  z , , z ~ , . . . , z  s 

zwei Reihen yon Unbestimmten, so schreibe man bei beliebigen Per- 
mutat ionen 

. . . .  ~  

ffir die Kommuta toren  zur Abktirzung 

[yR] ~ [y~,, y~,, . . . ,  y~r]; [yR, z s] = [y~,, y ~ ,  . . . ,  y~,., z~,, z ~ ,  . . . ,  z~s] ." 

Dann gilt der 
S a t z  16. 1st der  K o m m u t a t o r  [zJ - [z,, z.~, . . . ,  z~] nach  P o t e n z -  

p r o d u k t e n  e n t w i c k e l t  
[z] = E r~z  ~, 

wor in  i~ber alle P e r m u t a t i o n e n  S in s Zi f lern 1, 2, . . . ,  s zu  s u m m i e r e n  
ist, so gi l t  die  K o m m u t a t o r b e z i e h u n g  

(14) [[~], [z]] ~--- [y] [z] - [z] [y] = E rs[Y,  zS] �9 
8 
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De r  Beweis  dieses  Sa t ze s  benS t ig t  ein doppe l t e s  I n d u k t i o n s v e r -  
f a h r e n :  Z u n a c h s t  gi l t  f i i r r  ~ s ~ 2 

[y~, y;] [z,, z ~ ] -  [z~, z~] [y, ,  y~] 

= [Y,, Y2] z, Z2 - [Y~, Y~] z2 z, - z, z~ [y~, y~] + z.~ z~ [y~, y~] 

[y,,  y.~] z, z~ - z, [y , ,  y~] z2 - z~ [y, ,  y~]. z, + z~ z, [y , ,  y~] 

- [y , ,  y~] z~ z, + z,~ [y, ,  y~] z, + z, [y , ,  y~] z2 - z, z~ [y, ,  y~] 

[y , ,  y , ,  z , ,  z~] - [y , ,  y , ,  z~, z,] . 

D a h e r  k a n n  die F o r m e l  (14) ftir fes tes  r u n d  s ~ 2 als bewiesen  an- 
g e n o m m e n  werden .  D a n n  ist 

[x~, x , ,  . . . ,  z,+,] i~,, ~.~]- [~,, ~] [z, ,  ~ , . . . ,  x,+,] 
= [x2, x , , . . . ,  x,.+,, ~,, ~ ] -  [x~, x : , , . . . ,  x,+, ; z2, z,] 

eine fo rma le  I d e n t i t a t  in den  U n b e s t i m m t e n  x~, x~  . . . ,  x,.+,, z , ,  z~, 
wesha lb  sie auch  gil t  ffir die S u b s t i t u t i o n  

x~ --~ [y, , y~], x~ ~ -  y~ , . . . ,  x,.+, --~ y~+, , 

w o r a u s  sogle ich  w e g e n  

[[Y,, Y~], Y,, . . . ,  Y,.+,] ---- [y , ,  Y . . . , . . . ,  ~'~+~] 

die F o r m e l  (14) ffir r §  1 und  s ~ 2 folgt .  Dami t  ist (14) bewiesen  
ftir be l ieb iges  r bei  s ---- 2. 

D e m n a c h  k a n n  im W e i t e r e n  die Gt i l t igke i t  y o n  (14) bei  be l ieb igem 
r u n d  fes t em s als b e k a n n t  v o r a u s g e s e t z t  we rden ,  so dab  hier.aus 
n u r  noch  ihre  Gt i l t igke i t  fiir r u n d  s § 1 bewiesen  w e r d e n  mul~. N u n  
gil t  ftir den  K o m m u t a t o r  [z] die G le i ehung  

[z,, z , , . . . ,  z, ,  z~+,] = [z] z~,  - z~,  [z], 

wesha lb  die zu b e w e i s e n d e  Iden t i t~ t  auch  in der  Ges t a l t  

[y] [z, z~+,] - [z, 2's~.. 1] [y] : ~ 7s([Y,  zS, z~+,] - [y, z8+1,  z~]) 

mi t  den  f r t ihe ren  B e z e i e h n u n g e n  gesch r i eben  w e r d e n  kann .  Ffir  den 
l i n k s s t e h e n d e n  A u s d r u c k  erh~l t  m a n  zun~chs t  

[y] [Z, Z s..~ 1] - -  [Z, Zs -~- 1] [y]  

= [y] [z] z~ +1 -- [Y] z~ + 1  [Zl  - -  [Z] ZS +1 [y] § Z~ +1 [Z] [y] 

= ([y] [Z] -- [Z] [y]) Z~+I -- Z~+~([y] [Z] -- [Z] [y]) -- ([y, Z~+~] [Z] -- [Z] [y, Z~+I]), 

a lso  nach  (14) 

[ [y], [z, z, + 1] ] : Z 7s [Y, zs]  z~ +~ --  ~ 7s z~ +~ [y, z s] - -  ~ 7s [Y, z~ + , ,  z*] 
S S S 

--= X 7s([Y,  zS, Z~+l] -- [y, z~+1,  Zs]).  
,S 

wie zu ze igen  war .  
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Aus dem Satz 16 e rg ib t  sich nun sehr rasch der Beweis der Be- 
hauptung,  dal~ jedes K o m m u t a t o r p r o d u k t  als l i n e a r e  Verbindung der  
normier ten  K o m m u t a t o r p r o d u k t e  darges te l l t  werden kann.  

Zunachst  weise ich nach,  dal~ die (n - 1) ! K o m m u ta to r en  der Gestal t  

ix I ~ x~.~ ~ x~ 3 , . . . ~ x=~] 

l inear  unabh~ngig sind, und jedec andere  Kommuta to r  der L~nge n 
sich durch diese l inear  dars te l len li~fit. Die l ineare Unabh~ngigkei t  
folgt  unmit te lbar  aus der  Tatsache,  da$ 

Ix,, x=,, x~s, . . . ,  x=,~] .~-= x~ x~ x~ a . . .  x= n + F (x) 

gilt mit einer Form F(x),  in der nur  solche Po tenzproduk te  auf t re ten ,  
bei denen die Unbest immte x, nicht  an ers ter  Stelle steht,  die ( n -  1) ! 
Po tenzp roduk te  x l x~ , x~ .~ . . ,  x~, aber  l inear  unabh~tngig sind. 

Ftir n = 2 gilt 
[X.~, x,] = - I x , ,  x~]. 

Ist daher  K ,  = [x~,, x~ ,  . . . ,  x~,] ein beliebiger Kommuta to r ,  in dem 
x~, von x, verschieden ist, so folgt  dureh vollst~ndige Indukt ion  

K,~ = [x~, ,  x~2,  . . . .  x~n_,] x~,~ - x~,, [x~, , x~.~, . . . ,  x~,_l] 

= Z ro (Ix, ,  ~ , , , . . . ,  x . . . .  ] x ~ , , -  x,~, Ix,,  x=~, . . . ,  x+,_l]) 
(~) 

= Y to[X,, X~.~, X~a , . . . ,  x+,_,, x~,~]. 
(~) 

Mithin brauchen  nur  noch K o m m u t a t o r e n  der Gestal t  

Kn ~ [xfll ~ xfl,~ . . . ~  Xfln_ 1: xl] 

behandel t  zu werden.  F t i r  diese folgt  aus (14) im  Falle n > 3: 

[x~,, ~ ,  . . . ,  z~,_~] [x~,_,, z,] - [x~,,_,, x,] [x~,, x ~ ,  . . . ,  ~ . _ , ]  

----- [x~,,  x,~, . . . ,  x~ ,_ , ,  x , ] -  [x~l ,  x ~ _ . , . . . ,  x~,:~, x , ,  x ~ _ , ] ,  

andererse i t s  nach der gleichen Formel  

[ [ x ~ , , ,  x,], [x:~,, x ~ ,  . . . ,  x~n__,]l = Z ~[x ,~ ,_ l ,  x , ,  x~'], 
S 

worin S alle Pe rmuta t ionen  der Ziffern fl,, f 1 2 , . . . ,  fl~-~ durchl~uft .  
Somit ist 

[x~,, x,~,, . . . ,  x ~ _ , ,  x,] = [x~,, x~,~, . . . ,  x,~._~, x, ,  x~+~_,] - 2] 7s[x~, , - , ,  x, ,  zs] .  
S 

Ffir die auf der i 'echten Seite s tehenden Kommuta to ren ,  die sKmtlich 
die Unbest immte x, nieht mehr  an le tz ter  Stelle en tha l t en ,  ist die 
Behaup tung  bereits  bewiesen. 

Der noch verble ibende Fall  n = 3 er ledigt  sich leicht  mittels d e r  
bekann ten  Ident i t~t  

Ix1, x2 , x~] + [ x.~ , x~ , x ,] + [x~, Xl , x2] ~ O. 
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Nunmehr kann als bewiesen angenommen werden ,  da~ jedes 
Kommutatorprodukt  aus weniger als s Kommutatoren sich als lineare 
Verbindung normierter Kommutatorprodukte darstellen li~fit. Zur Ver- 
einfachung der Schreibweise nenne ich h d e n  dutch die normierten 
Kommutatorprodukte aufgespannten, linearen Modul. Ferner werde 
ein beliebjges Kommutatorprodukt  

Kn,, , , .  . . . .  s(x,~, ,  2Z~, . . . ,  x 3 ~ , ) -  C , C ,  . . C,  

gesetzt, worin Co e inen  Kommutator der L~nge no bezeichnet (ffir 
a -  1, 2,.. .... s). Auf Grund der Forinel (14) und der Induktionsan- 
nahme gilt dann 

C, C,  . . . C,  ~ Ca, Co, . .  �9 C~s (h) 

ftir jede Permutation der Kommutatoren, da die Differenz 

c,c , . . .c , -co,  

nach (14) als lincare Verbindung von Kommutatorproduk~en aus 
weniger als s Kommutatoren dargestellt werden kann. Daher darf ffir 
das Kommutatorprodukt 

K,, ~ ..... , (x~,, x~,, . . . ,  x,8,~) 

angenommen werden, da$ 

n~ ~>n~>  . . .  > n ,  

g i l t  und da$ die etwa auftretenden Kommutatoren gleicher L~nge 
bereits in der Reihenfolge stehen, die notwendig ist, damit die in" 
ihnen vorkommenden Unbestimmten mit kleinstem Index bereits nach 
zunehmender GrSSe angeordnet sind. Nunmehr l~if~t sich jeder einzelne 
Kommutator  C~ als lineare Yerbindung soleher Kommutatoren gleicher 
Lange in den gleichen Unbestimmten darstellen, die s~tmtlich die Un- 
bestimmte mit dem kleinsten vorkommenden Index an erster Stelle 
enthalten. Damit wird aber 

K , ~ , , , . . .  ,,~ (x,~,, x ~ , ,  . . . ,  x~,,) - -  C, C, . . .  C~ 

als lineare Verbindung yon Kommutatorprodukten erhalten, die die 
drei Bedingungen ftir die normierten Kommutatorprodukte erffillen. 

Mithin ist Satz 15 in allen seinen Teilen bewiesen. 

(Eingegangen am 29. Juni 1949.) 


