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Die numerische Berechnung der Wurzeln 
eines Polynoms* 

KARL NICKEL 

Eingegangen am 4. Februar ! 966 

Einen Zahlenwert X nume- 
risch bereehnen heiBt, einen 
Niikerungswert x und eine Fehler- 
sckranke ~ anzugeben derart, 
dab IX--x l  ~ ist. 

1. Einleitung 

In der folgenden Arbeit wird eine ftir digitale Rechenanlagen geeignete Methode 
zur Berechnung aUer Wurzeln Z# (p = t (t) n) eines Polynoms 

P(Z) : = Z A,,  Z~, Z -=X + i Y  (l) 
m = O  

mitgeteilt. Es sei n>O, die Koeffizienten A m seien gegebene komplexe Zahlen 
mi t  A, 4:0;  man kann o. B. d. A. A,  ----- ~ setzen. Naeh dem Fundamentalsatz der 
Algebra gibt es dann genau n komplexe Zahlen Zp derart, dab 

n 

P(Z) = A ,  I-1 (Z- -  Zp) ist. (2) 
p=x 

Es gibt bis heute schon eine sehr groBe Anzahl von Methoden zur Bestimmung 
der Wurzeln Zp und es ist einem gefibten menschlichen Rechner ohne weiteres 
m6glich, die Wurzeln Zp ]edes numerisch gegebenen Polynoms mit  beliebiger 
Genauigkeit zu bestimmen. Erstaunlicherweise scheint es aber noch fast keine 
Algorithmen zu geben, die uneingeschrAnkt zur Verwendung in Rechenautomaten 
geeignet w~ren 1. Daftir scheinen zwei Grfinde verantwortlich zu sein: 

t .  W~hrend ein menschlicher Rechner je nach Bedarf in flexibler Weise mit  
5, t0 oder gar 20 Ziffern rechnet, sind die heutigen Ziffernrechner mit  ihrer im 
aUgemeinen festen Zahlenl~nge wenig anpassungsfithig an alle diejenigen Pro- 

* Die folgende Arbeit entstand w~'arend eines Aufenthalts des Verfassers als 
visiting professor in den USA an der University of Notre Dame/Indiana. Die numeri- 
sche Erprobung des Ver/ahrens wurde auf der UNIVAC t t07 des dortigen Computing 
Centers vorgenommen. Der Verfasser dankt dessen Direktor, Herrn DON NhTTELMAN~, 
fiir die Zurveritigungstellung der ben6tigten Rechenzeit. 

1 Die einzigen mir bekannten Methoden, die wenigstens theoretisch einigermaBen 
befriedigen, sind diejenigen yon LEHMER [2] und NASITTA [3]. Allerdings werden dabei 
die l~undungsfehler nicht berficksichtigt, so dab die praktische Brauchbarkeit nicht 
unbedingt gew~2~leistet ist. Beziiglich weiterer Hinweise auf Schwierigkeiten und 
Methoden vgl. man WILKINSON E~]- 
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b]eme, die mit  Rundungsfehlern zusammenhAngen *. Die Gleichung P(Z)=0 
kann (bis auf den trivialen Sonderfall A 0 = 0 mit  Z1 = 0) nut  dadurch befriedigt 
werden, dab auf der linken Seite mindestens einmal die Differenz zweier Zahlen 
gebildet wird. Dies bedeutet numerisch den ,,Verlust ftihrender Ziffern" und ver- 
ursacht damit  einen - -  zun~ichst unkontroUierbaren - -  Genauigkeitsverlust. 

2. Die bisher bekannt  gewordenen L6sungsmethoden sind im allgemeinen nicht 
, ,automatensicher" in dem Sinne, daft an jeder SteUe des Rechenablaufs klare 
Vorschriften tiber die weiteren Rechenschritte vorliegen. Fast stets ist die Be- 
obachtung des Rechenablaufs und ein hohes Mal3 an Einsicht in dem Fortschrit t  
der Rechnung unumgAnglich notwendig; manche Methoden k6nnen fiberhaupt 
nur mit  einem aus Erfahrung gewonnenen Fingerspitzengeffihl in fruchtbarer 
Weise angewendet werden. So ist z.B. das Graeffe-Verfahren in der Erweiterung 
nach BRODETSKI-SMEAL (siehe z.B. ZUI~'~0HL [6], S. 70ff.) fiir die Handrechnung 
hervorragend geeignet, doch 1Ai3t es sich nicht in befriedigender Weise program- 
mieren 3. 

Das nachstehend beschriebene Verfahren beseitigt diese beiden Schwierig- 
keiten. Es ist - -  wie auch Tests an welt fiber t0000 Polynomen mit  mehr Ms 
100000 Wurzeln gezeigt haben - -  unbeschr~nkt anwendbar. Die erhaltene Ge- 
nauigkeit ist jedoch - -  je nach dem gew~hlten Beispiel und der verwendeten 
Rechenanlage - -  unter Umst~nden nicht ausreichend. Diese Eigenschaft ist aller- 
dings unvermeidlich, solange in den Rechenautomaten mit fester Zahlenliinge 
gearbeitet wird. Sie folgt aus der Aufgabenstellung und ist nicht durch das ver- 
wendete Rechenverfahren bedingt. Es ist also - -  worauf leider oft nicht, oder 
nicht intensiv genug hingewiesen wird - -  im allgemeinen unm6glich, die Polynom- 
wurzeln Zp maschinell mi t  vorgegebener Genauigkeit numerisch zu bestimmen. 
Das folgende Programm berechnet daher zu den exakten NullsteUen Zp N~iherungs- 
werte zp, die ,,so gut wie m6gFlch" sind und best immt nachtr~glich reelle Fehler- 
schranken ~ derart, dab 

[Zp--zp] ~ ffir p = l ( 1 ) n  (3) 

gilt. Es ist ohne weiteres m~glich, als Koeffizienten A~ fehlerbehaftete ZaMen zu 
betrachten. Damit  1Al3t sich die Abh~ngigkeit der Wurzelwerte von den Fehlern 
der Ausgangsdaten numerisch verfolgen. 

Da es kein ,,bestes" Programm zur Nullstellenbestimmung eines beliebigen 
Polynoms geben kazan, wird in dem laufenden Text  besonderer Wert auf die Be- 
grfindung der einzelnen Schritte gelegt und auf m6gliche AbAnderungen hinge- 
wiesen. 

2 Daran Andert auch die Tatsache nichts, dab fast alle Ziffernrechenmaschinen mit 
,,einfacher" und ,,doppelter" ZahlenlAnge rechnen kSnnen. 

8 "~Venn 3 verschiedene Methoden im statistischen Durchschnitt je in t0% aller 
FAlle versagen, so liefert ihre gemeinsame Verwendung dutch einen menschlichen 
Rechner -- der das Versagen friihzeitig erkennen kann -- eine durchschnittliche Ver- 
sagensrate yon t :t000, also einen fiir praktische Bediirfnisse beim menschlichen 
Rechnen v61tig zufriedenstellenden Weft. Beim automatischen Rechnen dagegen wird 
im allgemeinen eine Fehlerquote yon t : i0000 noch als untragbar schtecht angesehen; 
bei der Verwendung eines Verfahrens als Unterprogramm muff dieser Weft sogar exakt 
Null sein. 

6 Num~. Math. Bd. 9 
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2. (Grobe) Skizze des L6sungsverfahrens 
> 

I. Beginne mit einem passenden N~herungswert z*. 

I II . '  Verbessere z* so, dab tP(z*)l kleiner wird. 
- - I I I .  Wiederhole den Schritt II so lange, bis [P(z*)l hinreichend klein ist. 

Dann ist zp :=  z* ein NAherungswert ftir eine Wurzel Zp yon P(Z). 
IV. Bestimme zu zp eine (reelle und positive) Fehlerschranke ¢~ derart, dab 

ist .  

V. Reduziere P(Z) durch Division durch den Linearfaktor Z- -Z~  zu einem 
Polynom vom Grade n -- t u n d  wiederhole die Schfitte Ib i s  IV so lange, 
bis der Grad Eins erreicht und damit ffir p = t ( t )n N~therungswerte zp 
und Fehlerschranken ~ flit die exakten Wurzeln Z# bestimmt sind. 

Bemerkung: Es ist mir nicht bekannt, ob das nachfolgend beschriebene, in 
den Schritten I und II  verwendete N~therungsverfahren schon von anderen 
Autoren angegeben wurde, doch ist das bei dessen einfachem Bau sehr wahrschein- 
lich. (Ich selbst wurde durch die Lektfire der interessanten Arbeit von Herrn 
NASlTTA [3] auf die benutzten Vorschriften geffihrt und war durch eine von mir 
zu haltende Vorlesung fiber Numerische Mathematik angeregt worden, mich mit 
diesem Fragenkomplex zu beschifftigen.) Die Mitteilung eines neuen Verbesse- 
rungsverfahrens erscheint mir als ein unwichtiges Detail, die Methode von I und II 
kann vom Leser durch eine beliebige andere passende Vorschrift ersetzt werden. 

Wichtig und neuartig bei dem vorliegenden Programm scheinen mir vielmehr 
die beiden Tatsachen zu sein, dab hier wohl erstmals die logische Abfrage zur 
Iterationsbeendigung in Tell I I I  als ein integrierter Bestandteil der verwendeten 
Arithmetik erscheint und dab wohl ebenfalls erstmalig die Berechnung einer N~he- 
rung (in Tefl I und II) und die Angabe einer zugeh6rigen Fehlerschranke (in 
Teil IV) als eine Einheit aufgefal3t wird. 

3. Besehreibung des Verfahrens 
Bezeichnungen: Exakte (komplexe) Zahlen werden im folgenden durch groBe 

lateinische, (komplexe) N~herungswerte durch kleine lateinische Buchstaben dar- 
gestellt. (Komplexe) Fehlerschranken werden als kleine griechische Buchstaben 
geschrieben. Ausnahmen: Die Variabeln/', k, l, m, n, p, q bedeuten durchwegganz- 
zahlige reelle (exakte) Zahlen; i ist wie fiblich die imaginiire Einheit. Ist zu einer 
exakten Zahl Z ein Niiherungswert z und eine Fehlerschranke ~ bekannt, so ~ r d  
die Schreibweise Z = (z, ~) gebraucht, Z ist dann eine ,,Schrankenzahl" im Sinne 
yon [4]. Beispiel: Z = X  + i Y =  (z,~) mit z = x  +iy ,  ~ : ~ + i * / u n d  IX--x]  <=~, 
[Y--y] <71. Ffir die KoeffizientenA m des Polynoms (t) seien N~herungen a m 
und Schranken ~ bekannt. Mit der soeben eingefilhrten Schreibweise gibt das 
A,~= (am, ccm) ftir m = 0 ( l ) n .  Entsprechend zu dem Vorschlag in dem Artikel [4] 
,,Die Notwendigkeit einer Fehlerschrankenarithmetik" sollen Unterprogramme 
flit die arithmetische Verkntlpftmg yon Schrankenzahlen vortiegen *. Die Ver- 
kntlpfung der Niiherungswerte erfolgt dabei durch die iibliche Gleitkomma- 
arithmetik (Permanenzprinzip). 

* Diese Voraussetzung ist wesentlich, das zu schildernde Verfahren kann nicht 
ohne eine Schrankenzahlenarithmetik formuliert werden! 
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Z~hlvariable: Die Variable p z/ihle die Nummer der augenblicklich zu be- 
stimmenden Wurzel. Zu Beginn setzt man 

Zu I. Atgorithmus 
Man setzt 

z : =  --  a,_1/n, a n. (4) 

Begriindung: a) Da in den Teilen I und I I  nur ein N~herungswert z* gefunden 
werden soll, dessen Fehler erst nachtr/iglich in Teil IV abgesch/itzt wird, ist ein 
Rechnen mit exakten Zahlen und eine Berticksichtigung der Eingangsfehler am 
vorl/iufig tiberfltissig. Die Rechnung erfolgt in (4) und 
in den n~chsten Forlneln daher mit  der tiblichen Gleit- i Y 
kommaari thmetik (Rechenzeitersparnis); dies wird x ~ )  
durch das Kleinschreiben der auftretenden Variablen x 
sichtbar, x x x . o~--7---z 

x x 
b) Nach den Vietaschen Wurzels/itzen ist z* nach x 

x x 
(4) das arithmetische Mittel aUer Wurzeln (der Schwer- x 
punkt, wenn man sich die Nullstellen in der komplexen 
Zahlenebene als gleichschwere Massenpunkte vorstellt). X 

:Fig, I .  W u r z e l h a u f e n  u n d  L a g e  y o n  
I m Fall eines Wurzelhaufens gibt daher (4) unmittelbar ** nach former (*) in tier Z-m,he 
eine gute N~therung (s. Fig. 1). 

c) Das unter I I  beschriebene N/iherungsverfahren arbeitet im allgemeinen 
,,von innen nach auBen", d.h. best immt zuerst die betragskleinsten Wurzeln. Dies 
liefert besonders kleine Rundungsfehler. Auch aus diesem Grunde ist es ntitzlich, 
mit (4) zun~tchst eine Transformation derart durchzuftihren, dab alle Wurzeln 
,,gleichm/iBig" um den Nullpunkt verteilt sind und sie dann, vom Ursprung aus 
beginnend, der Gr6Be des absoluten Betrags nach ,,abzuarbeiten". Im  folgenden 
Algorithmus wurde diese Nullpunktverschiebung allerdings nicht angewendet, um 
den Aufbau des Verfahrens fibersichtlicher zu gestalten. 

d) Ftir n----1 ist z* nach (4) die exakte Wurzel. 

e) Is t  P(Z) ein Kreisteitungspolynom, dann liefert das folgende Verfahren im 
ersten Schritt eine exakte Wurzel. Dutch eine Translation mit  (4) kommt  man 
--  falls die geometrische Lage der NuUstellen es zul~Bt - -  auf die Kreisteilungs- 
form. Dies gelingt immer ftir n = 2, so dab in diesem Falle beide Wurzeln stets 
mit nut  einem einzigen Verfahrensschritt [und zuztiglich zwei Anfangswerten 
nach (4)] best immt werden. 

Andere M6glichkeiten: a) Das N/iherungsverfahren von Teil I I  arbeitet unab- 
h/ingig vom Anfangswert, so dab z.B. z* : =  0 gesetzt werden k6nnte. 

b) Is t  eine NuUsteUe zp schon (n/iherungsweise) bestimmt, so ist z* :----zp 
sinnvoll. Is t  zp mehrfach, so erh/ilt man unmittelbar ohne Schritt I I  die n~tchsten 
NuUstellen. 

c) Sind die Koeffizienten Am alle reell und ist wieder eine NuUstelle zp (niihe- 
rungsweise) schon bekannt, so ist auch z* : =  ~p (konjugiert komplexer Weft) 
empfehlenswert. Zu ieder bereits bestimmten echt komplexen Nullstelle wird 

6* 
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dann - -  ohne Iteration - -  sofort die zugeh6rige konjugiert komplexe angegeben. 
Eine mehrfache NuUstetle zp wird ebenfaUs wie bei b) ohne Iteration abgebaut, 
und zwar direkt, wenn sie reelt ist und alternierend z~, ~p, zp, 5p . . . .  wenn zp kom- 
plex ist. Im  Mittel wird - -  bei reellen Koeffizienten A~ - -  die Rechenzeit daher 
,,etwa" anf die Hfilfte reduziert. 

Zu II .  A. Normalschritt 

Algorithmus: Zum gegebenen N~herungswertz* werden die Koeffizienten 
c~ : =  P(~)(z*)/ml des umentwickelten Polynoms (mit dem vollst~ndigen Homer-  
schema) berechnet, so dab gilt 

P ( z )  = ~, c~ ( z  - z*) ~. (5) 
m=0 

Es sei 

~ : =  z* + ~ / ~ t c , ,  ~. 
wobei k so gew/ihlt ist, dab 

-t/l~o/~,,l = Min 7]~0/~,,,I ' 
ra~: l ,  (1) n ' 

gilt. Is t  

so fahre man fort bei Teil IV. Is t  (8) nicht erftillt, aber 

IP(~)] < IP(z*)], 

(6) 

(7) 

(s) 

(9) 

z* : =  z*-cdca. 
c) Ist ca = o  oder [ca[ ~ ]col, so ,,16st man nach dem zweiten Glied von GI. (S) 

auf", d.h. man vernachl~sigt  die Terme ca(Z--z*) und cs(Z--z*)3+ .. . .  Dies 
gibt 

z* : =  ~* + V'-c0/c,. 

d) Is t  aUgemein ca = cz . . . . .  ck_ x = 0, ch ~ 0 ,  so findet man die Vorschrift (6). 
WiLhlt man  in (6) den Zahlenwert k so, dab noch (7) gilt, dann hat  man auch noch 
den Fall ,,die Werte IcaI, jest . . . . .  I c,_xl , [ c~+xI . . . . .  tc~I sind klein" in sinnvoller 
Weise erfaBt. 

a Zur Berechnung des Werts der h-ten Wurzel ist ein beliebiger Zweig tier Wurzel- 
funktion zu verwenden. Ist  --co[O~ = r  he/~* und 9 wie iiblich so normiert, dab -- ~ < 9 ~ z~ 
gilt, daxm wird man etwa ~ :=  r e i~lh setzen. 

o Indizes m m i t  cm/co-----O sind zu streichen. 

so fahre man fort bei Tell I I I ,  andernfaUs bei Teil I I B .  

Begriindung: a) Wie oben wird nur die fibliche Gleitkommaarithmetik ver- 
wendet, man erkelmt dies daran, dab die auftretenden Variablen kleingeschrieben 
sind. 

b) Is t  z* N~themngswert einer Polynomwurzel und ist c a =~ 0, dann k6nnen in 
der Entwicldung (5) im aUgemeinen die Glieder c2(Z--z*)S+ ... vemachl~ssigt 
werden. Dutch ,,Aufl6sen nach Z" erhlilt man so die wohlbekannte Verbesserungs- 
vorschrift des Newtonschen Verfahrens. 
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Die Formeln (6), (7) werden dem weiteren Vorgehen ohne weitergehende Begriin- 
dung zugrunde gelegt. Sie sind eine sinnvolle VeraUgemeinerung des Newtonschen 
Verfahrens und vermeiden insbesondere dessen beide Nachteile: 

6¢) I cl] < ]c0] ftihrt zu im aUgemeinen unsinnigen Ergebnissen und hiiufig zur 
Bereichstiberschreitung. 

fl) Sind alle Koeffizienten A~ reell und ist z* reell, so k6nnen keine komplexen 
Nullstellen gefunden werden. Die Forderung (6) findet sich z.B. schon bei NA- 
SlTTA [3], allerdings ohne die Bedingung (7), dutch die eine fruchtbare Anwendung 
erst gesichert erscheint. 

e) Es kann geschehen, dab der Zusatzterm auf der rechten Seite der G1. (6) 
im Rahmen der Rechengenauigkeit den Wert yon z* nicht mehr Andert. Dann ist 
(8) erfiillt. Dieser Fall trit t  dann ein, wenn z* schon eine sehr gute N~iherung ist. 
Offensichtlich kann dann mit dem vorliegenden Verfahren keine weitere Ver- 
besserung von z* mehr geleistet werden: die Iteration ,,steht" und ist abzu- 
brechen. 

f) Es ist zwar fast selbstverst~indlich, jedoch soll ausdrficklich darauf hin- 
gewiesen werden, dab die Divisionen in den Formeln (6) und (7) die einzigen Divi- 
sionen dieses Schrittes sind (iln Hornerschema treten nur + ,  --, × auf) und dab 
sie nicht zu Bereichsflberschreitungen ftihren k6nnen, wenn P(Z) normiert ist. 
Bei dem Verfahren von NASlTTA [3] ist diese Gew~ihr nicht gegeben. 

B. Zusatzschritt (Halbierungsver/ahren) 
Es sei ~ =~z* und 

IP(~) I => I P(z*)l > o. 
Man setzt flit m = t,  2 . . . .  

- -m go g/m ~ : = z * + 2  r (t0) 

mit 

' :=  ~/I Co/C~l, (1t) 
wobei l m so gewiihlt ist, dab 

Ic~.l ( 2 - ' , ) ' -  = Max {Ic;I ( 2 - ' , / }  (t2) 
i = i  (1) ~-x 

gilt mit l o = k. Sobald fiir einen Wert m 

ist, fahre man fort beim Teil IV. Wenn ftir ein m 

I P(~) 1 < I P(z*) I 
gilt, ist bei "left I I I  fortzufahren. 

Begri~ndung: a) Der Normalschritt A sichert keine monotone Konvergenz im 
Sinne von Ungleichung (9). Beispid: n =3, P(Z) : =  1 + Z  + Z  z + Z  8, z* : =  0 
gibt IP(z*)l = t  und mit k----t oder k = 2  oder k-----3 wird jeweils IP(~)l = 2 > 1 .  
(Die praktische Erprobung zeigt allerdings, dab solche Betragserh6hungen (wenn 
auf Schritt B verzichtet wird) fast stets nur vortibergehend auftreten und schnell 
wieder abgebaut werden.) 
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b) Die Gefahr der gefilrchteten Kiifigbildung ist bei der Vorschrift (6), (7) 
ebenfalls nicht ausgeschlossen: 

Beispiel: n =  2, P(Z) : =  3 + Zg", z* : =  t gibt P(Z)=4+2(Z--1)  + (Z--t)2 und 
damit k = l oder k = 2. W~thlt man k = l,  so findet man die nichtkonvergente 
Folge ~ ---- l, --1, t, - - t ,  .. mit P(~) = 4 ,  4, 4, 4, ... • (In der Praxis werden solche 
K/ifige jedoch fast immer dutch Rundungseffekte vermieden.) 

c) Der Sinn des Halbierungsverfahrens in Schritt B besteht darin, die beiden 
F~tlle a) und b) unm6glich zu machen und damit eine stark monotone Konvergenz 
zu erzwingen. Da in einem Rechenautomaten nut  endlich viele Zahlen zur Ver- 
ftigung stehen, ist damit ein Abbrechen nach endlich vielen Schritten gesichert. 
Zwar ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei B nnr noch linear, doch zeigt die 
numerische Erfahrung (siehe Teil 4), dab der Sonderfall B im Durchschnitt in 
weniger als 10% aller Rechenschritte auftrit t  unddaher  die Rechengeschwindigkeit 
nicht wesentlich beeintrlichtigt. 

d) Nach dem Maximumprinzig gibt es wegen IP(z*)]>0 in jeder Umgebung 
von z* eine Stelle ~ mit [P(~)] < I P(z*)l. Wie schon NASlTTA [3] gezeigt hat, kann 
man solch eine Stelle ~ etwa dutch systematische Verkleinerung der Schrittweite r 
finden. DaB durch die Formeln (t0) his (t2) wenigstens theoretisch solch eine 
Stelle gefunden wird, soll nun begrtindet werden: Die Vorschrift (t 2) w~hlt l = t~ 
f0~ jedes m =  1, 2 . . . .  so, daft in der Entwicklung 

P(Z) = co + cl ( Z -  z*) + . . .  + cl ( Z -  z*) l + - - .  + c~ ( Z -  z*) ~ 

der l-te Term jeden einzelnen anderen im Absolutwert tibertrifft, d.h., dab stets 

Ic, I]Z-z*l'>=]ciIIZ-z*l j 
ist ftir ]Z-z*  I = r .  2 -m und i =  1 (l)n. (Die Analogie dieses Vorgehens zu dem- 
jenigen yon A ist offensichtlich.) Nach Konstruktion der Zahl k ist es dabei sogar 
schon ausreichend, allein den eingeschrAnkten Zahlbereich 1' ---- t (t) k zugrundezu- 
legen. 

Nach Konstruktion strebt $ - -z*  fiir m-+ oo in Zweierpotenzen gegen Null. 
Ist c, der erste nichtverschwindende Koeffizient in der Folge der c i for/" = 1 (1) n, 
so gibt es also eine Zahl m* derart, dab l~ = l gilt ftir alle m => m*. Weiterhin gibt 
es eine Zahl m** ~ m* derart, daft sogar 

½ 

gilt ftir aUe m >  m**. SchlieBlich ist nach Definition (7) und wegen c 14= 0 noch 

o<q:=r/~JCo/C,] < t .  Damit ist fiir r e>m**  
1¢ 

I P(~) t = l i e  cj ( ~ -  z*)q 

I 

---I olla-q  2-"1 + ½1col ¢2 
= IColl t -q~ 2 - " - x l  <lc0l  = P(z*)I, 

d.h. die Konstruktion durch die Formeln (t0) bis (t2) liefert fiir hinreichend grol3es 
sichertich eine Stelle ~ derart, dab IP(~)I < IP(**)l ist. 
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e) Allerdings gilt der vorstehende Beweis nur dann, wenn exakte Zahlenwerte 
betrachtet werden. Durch das Rechnen mit  endlicher Zahlenl~inge kann unter 
Umst~inden keine solche Stelle ~ gefunden werden. Bei fortgesetzter Schritt- 
halbierung ergibt sich dann schnell der Fall (8), in dem im Rahmen der Rechen- 
genauigkeit ~ ---- z* ist. Eine weitere Verbesserung von z* mit diesem Verfahren ist 
dann unm6glich, die Iteration ist abzubrechen. 

Andere M6glichkeiten: Die beiden Schritte A und B yon Teil I I  k6nnen dutch 
redes andere Verfahren ersetzt werden, das t. theoretisch (d. h. beim Rechnen mit  
unendlich vielen Ziffern) konvergiert, 2. nach endlich vielen Schritten abbricht 
und 3. keine Bereichsiiberschreitung erzeugt. Bis auf Punkt  3 geniigen die Me- 
thoden yon LEHMER [2] und NASITI'A E3] diesen Forderungen. - -  Die ,,theoreti- 
sche" Konvergenz des vorstehend beschriebenen Iterationsverfahrens 1Al3t sich 
zwar beweisen, doch soll das - -  entsprechend der praktischen Zielsetzung dieser 
Note --  hier uicht geschehen. 

Zu I I I .  Algorithmus 
Man setze 

z *  : =  (2, o) (13) 

und berechne mit  einer Schrankenarithmetik 

B = (b, 8) : =  P(Z*). (t4) 
Wenn gleichzeitig gilt 

) R e b ] ~ R e ~  und ) I m b l ~ I m f l ,  (15) 

so werde bei Teil IV fortgefahren, andernfaIls soll zu Tell I I  A zurtickgegangen 
werden. 

Begri~ndung: a) In den Teilen I und I I  wird der Wert yon z* bzw. ~ ohne Rtick- 
sicht auf Rundungsfehler berechnet. Da ~ nur Ms N~iherungswert dient, der 
schrittweise verbessert wird, ist das zuliissig. Dieser - -  m6glicherweise noch recht 
ungenaue - -  Weft  ~ wird nun als rundungsfehlerfrei angesehen [Schreibweise Z* 
in Formel (13)] und es wird dutch (t 5) getestet, ob die unvermeidlichen Rundungs- 
fehler bei der Berechnung von P(Z*) nach (14) schon so groB sind, dab P(Z*) = 0 
sein k6nnte. Sobald das nach (t 5) der Fall ist, wird die Iteration beendetL Es 
k6nnte sich dann zwar durchaus bei weiterer Iteration noch ein genauerer Weft  
ergeben. Man k6nnte dementspreehend die Iteration erst dann beenden, wenn 
die nach Teil IV berechnete Fehlerschranke ~* zu ~ wieder zunimmt. Die numeri- 
sche Erfahrung zeigt jedoch, dab der m6gliche Gewinn im allgemeinen klein ist 
und in keinem giinstigen VerNiltnis zur Verl~ingerung der Rechenzeit steht. 

Zu IV. Algorithmus 
Man bestimme zu Z* : =  (~, 0) mit  einer Fehlerschrankenarithmetik (und dem 

gro0en Hornerschema) die Koeffizienten C~ = (c,~, y,~) so, dab 

P(Z) = X C~(Z--Z*) m 

7 Man vgl. dazu [4], wo auf die Nullstellenbestimmung einer ungenauen Funktion 
ausfiihrlich eingegangen wird. 
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ist s. Man setzt 
k 

mad 
~ : =  Min (14-~). ,  

~=x (1) n 

Dann gilt ffir die p-te "Wurzel Zp des Polynoms die Absch~tzung 

[Zp--Z*[ <#?.  (t6) 
Man setzt weiter 

Zp= (zp, Cp) :=  (L ~ + i~ ;  ~) (t7) 
mit der AbsehAtzung 

[ Re (Zp --Z*)[ =<¢p, lira (Zp --Z*)[ <¢p. 
Begriindung: a) Nach allgemeinen S~itzen fiber die Nullstellen von Polynomen 

(vgi. etwa FEKETE [1], S. 302, Formel (8)) gibt es mindestens eine WurzelZ 
des Polynoms P(Z) derart, dab 

[Z--Z*[ ~ Min ~(/r~[ColC~[ (t8) - -  ~=1Cl),, F \k/ 

ist. Zp :=  Z gesetzt gibt die Absch~tzung (t6). 
b) Ffir die weitere Verarbeitung der damit gefundenen p-ten Polynomwurzel Zp 

ist eine Darstellung Zp = (zp, ~p) als Sehrankenzahl erforderlieh. Dureh die Set- 
zung (t 7) wird dies geleistet. AUerdings wird dabei vergr6bernd eine komplexe 
Sehranke ~p ffir den Fehler yon Zp eingeftlhrt, w~hrend in (16) altein der absolute 
Betrag des Felflers abgesch~tzt wurde. (Ubergang yon einer Normabseh~tzung zu 
einer komponentenweisen AbsehAtzung). 

Zu V. Algorithmus 
Zu der durch (t 7) definierten Polynomwurzel Zp = (zp, ~p) bestimmt man mit 

einer Fehlerschrankenarithmetik und dem Homerschema die Koeffizienten 
Bm= (bin,/~m) so, dab 

P(Z) Bo + ~ B,~Z '~-1 (t9) 
z - z p  = ~ ,.=~ 

ist. Weiter wird gesetzt 

Ist 

Am :=  B,n+l, fox m=O( t )n ;  

¢,:=p+1. 

n>O 

so ist zum Schritt I zurfickzukehren, andernfaUs gilt n =0. In diesem Falle ist das 
Verfahren beendet, aUe NuUstellen Zp des Polynoms P(Z) sind bestimmt, es ist 
zu stoppen. 

a W e n n  die Fehlerschrankenar i thmet ik ,  die in ~4] empfohtene Permanenzeigen-  
schaf t  besitzt,  s t immen  die Wer te  de r  Variabten c~ m i t  den  in GI. (5) zuletzt  bes t imm-  
t en  fiberein. 

g Das Zeichen ~ bedeutet ,,Addition mit Aufrunden", s. [4]. 
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A bschlieflende Bemerkungen: a) Wenn die Werte der gegebenen Koeffizienten A m 
fehlerfrei sind, so besitzen nach der Abspaltung der ersten NuUstelle die neuen 
Koeffizienten (die wieder mit A m bezeichnet werden) des reduzierten Polynoms 
vom Grade n - -1  im allgemeinen unvermeidliche Rundungsfehler. Bei jeder 
weiteren Reduktion erh6hen sich diese Fehler, bis der Fall n = t erreicht ist. Man 
wird daher erwarten, dab die zuerst bestimmten Nullstellen genauer sein werden 
als diejenigen, die erst nach vielen Reduktionen errechnet werden. Da die stAndig 
ungenauer werdenden Werte der A m auch in die Schrankenberechnung nach den 
Formeln (t6), (17) eingehen, sind zusAtzlich dazu noch ffir die sp~tter berechneten 
Wurzeln Z~ erheblich schlechtere Schranken ~ zu erwarten (s. dazu die numeri- 
schen Experimente yon Teil 4). 

b) Diese beiden Schwierigkeiten lassen sich scheinbar auf die folgende Weise 
umgehen: Nach Bestimmung eines gentigend genauen N~herungswerts Z* fiir die 
p-re Wurzel Z~ iteriert man mit dem Ausgangspolynom P(Z) weiter. Ebenso be- 
stimmt man die Fehlerschranke von Z* mit den 
Koeffizienten des ursprtinglichen Polynoms P (Z). In 
der numerischen Mathematik wird dieses Verfahren der 
,,Nachiteration" oft propagiert. 

Leider ist dieser Weg jedoch nicht gangbar: Da es 
keine M6glichkeit gibt, die Polynomwurzeln zu ,,mar- 
kieren", kann bei der Nachiteration eine andere Wur- 
zel als die ursprfinglich approximierte angesteuert 
werden. Bei dem Reduktionsverfahren dagegen wird 
sicherlich ]edesmal eine neue Wurzel ausgew~hlt, weil 
die bereits bearbeiteten beseitigt worden sind. 

iY ® 

Fig. 2. Erkiartmg im Text 

Genau so ist es auch mit der FehlerabschAtzung. Wertet man die Formeln (t6), 
(17) mit den Koeffizienten des ursprfinglichen Polynoms aus, so kann man ein 
Minimum des Einflusses der Rundungsfehler erhoffen. Da jedoch bei (t8) nur die 
Existenz einer Nullstelle Z ~ yon P(Z) mit der Eigenschaft (t 8) behauptet werden 
kann, witre es m6gtich, dab sich diese Fehlerabsch~tzung auf die ,,falsche" Null- 
stelle bezieht. Ein einfachstes Beispiel ffir n = 2 zeigt die Fig. 2: Die N~herungs- 
werte z 1 und zz der beiden exakten Nullstellen Z 1 und Zz liegen beide nahe bei Z1. 
Eine Fehlerschrankenberechnung nach (t8) gibt dann im allgemeinen zwei 
Schranken ¢* und ¢*, die sich beide auf Z1 beziehen (in Fig. 2 dutch zwei Kreise 
t Z- -  zj[ < ~ (1" = t, 2) angedeutet) t 

Diese Schwierigkeit trit t  nicht auf, wenn alle NuUsteUen des Polynoms einfach 
sind und wenn sich aus der FehlerabschAtzung Schrankenwerte ~ derart ergeben, 
dab die Fehlerkreisscheiben IZ--  z#[ £ ~  ih= t (l)n keine gemeinsamen Punkte 
enthalten. Diese Eigenschaft l~flt sich nattiflich erst a posteriori feststellen. Man 
kann daher zweierlei FetflerabschAtzungen programmieren: t. aus den Koeffi- 
zienten des ursprlinglichen Polynoms und 2. aus dem Koeffizienten der jeweils 
reduzierten Polynome. Wenn die Fehlerkreise nach 1. alle punktfremd sind, ist 
die Abschi~tzung t.  gttltig, die im allgemeinen erheblich ungtlnstigere Absch•tzung 
2. kann unberiicksichtigt bleiben. Wenn k Kreisscheiben einen nichfleeren 
Durchschnitt besitzen, so tiegt darin mindestens eine NuUsteUe, jedoch sind sicher 
n--k Nullstellen in den restlichen n--k punktfremden Kreisscheiben enthalten. 
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Wenn man ein allgemeingtiltiges Programm aufstellen will, das auch mehrfache 
und engbenachbarte Nullstellen mit Sicherheit erfal3t, so gibt also allein die fort- 
laufende Reduktion yon P(Z) durch Division durch den Linearfaktor Z--Zp eine 
Gew~hr daftir, sitmtliche Wurzeln Zp (p = t (t) n) zu approximieren und zugeh6rige 
Fehlerschranken zu bekommen. Der dadurch entstehende Genauigkeitsverlust 
muI3 als unvermeidlich in Kauf genommen werden. 

c) Es soU ausdrficklich betont werden: 
Die Reduktion von P(Z) durch die Formel (19) ist exakt gtiltig, obwohl die 

Nullstelle Zp nur n~herungsweise bekannt ist: Damit sind auch sAmtliche t3ber- 
n--1  

legungen, die sich auf das reduzierte Polynom ~, B,~+IZ '~ beziehen, wieder 
exakt richfig: **~o 

Der Grund daftir liegt darin, dab die (unbekannte) exakte Nullstelle Zp = 
fRel  z < in den Intervallen {iRm e} (zp--~p) __< ~im~ p = {iRm e} (zp +~)eingefangen ist (zp, 

und dab die Fehlerschrankenarithmetik sich immer auf diese ganzen Intervalle be- 
zieht. Die restlichen exakten Nullstellen yon P(Z) liegen daher in den Nullstellen- 

n- -1  

bereichen yon ~, Bin+ 1Z m. 

4. Numerische Ergebnisse 

Es gibt leider sehr viele Ver6ffentlichungen tiber neue numerische Verfahren, 
in denen nut  wenige oder gar keine BeispieIe mitgeteilt werden. H~ufig sind solche 
Beispiele noch nicht einmal typisch und verraten nichts tiber ein eventuelles Ver- 
sagen, fiber Instabilit~t oder t~ber einen Genauigkeitsverlust durch Rundungs- 
fehler. Verfahren wie das vorliegende, durch das eines der Grundprobleme der 
numerischen Mathematik gel6st wird, sollten grundsAtzlich an einer sehr grol3en 
Zahl yon Beispielen kontrolliert werden, wobei die ungtinstigsten FAlle selbst- 
verst~hadlich mit zu berticksichtigen sind. 

Die Erprobung der vorstehend beschriebenen Methode geschah auf der elek- 
tronischen Rechenanlage UNIVAC t t 07 an der University of Notre Dame/Indiana, 
USA 1°. (Rechnung mit einfacher Zahlenl~nge, Gleitkommamantisse = 27 bit ~ 8 
Dezimalziffern). Es wurden dazu weit tiber 40000 Polynome mit mehr als 100000 
NullsteUen verarbeitet. Ftir jeden Wurzelwert wurde dabei statistisch ausgewertet: 
Die Anzahl der notwendigen Iterationen, die erreichte Genauigkeit und die er- 
haltene Fehlerschranke. 

In einem ersten Untersuchungsabschnitt wurden die Koeffizienten der be- 
trachteten Polynome als reelle und als komplexe Zufallszahlen erzeugt. Zur Unter- 
suchung der erreichbaren Genauigkeit wurden in einem zweiten Abschnitt die 
Nullstellen als komptexe Zufallszahlen vorgegeben, daraus die Koeffizienten des 
dazugeh6rigen Polynoms errechnet und schlieBlich allein aus diesen Polynom- 
koeffizienten wieder n~therungsweise die NuUstellen bestimmt. Die Differenz der 
vorgegebenen und der erhaltenen Zahlenwerte gibt dann die exakten Fehler, die 
mit den Fehlerschranken des Verfahrens verglichen werden k6nnen. Die Wahr- 
scheinlichkeit fiir das Auftreten mehrfacher NuUsteUen ist nattirlich in beiden 
Fiillen gleich Null. Da die Behandlung yon Polynomen mit mehrfachen Nullstellen 

x0 Fiir die Herstellung des ben6tigten Unterprogramms fiir die Fehlerschranken- 
Arithmetik bin ich Herrn HANS HERMANS sehr dankbar. 
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oder mit  Wurzelhaufen besonders schwierig ist und an jedes Verfahren die h6chsten 
Anforderungen stellt, wurde in einem dritten Untersuchungsabschnitt dieser un- 
gtinsfigste Fall gesondert behandelt. Es wurden dabei w~eder die Polynomwurzeln 
als Zufallszahlen vorgegeben, doch wurde dafor gesorgt, dab kfinstlich mehrfache 
(q-fache) Nullstellen oder Wurzelhaufen (von q Nullstellen) auftraten, wobei q 
zwischen I und n variierte. 

In der numerischen Erprobung wurde kein logisches Versagen des Programms 
beobachtet, ebenso traten (wie zu erwarten) keine InstabilitXten auf. Die erreichte 
Genauigkeit ist oft sehr schlecht, doch liegt das in der Natur  des Problems und 
nicht an dem untersuchten Verfahren. 

Um einen Begriff yon der Gesch~dndigkeit des Programms zu geben sei er- 
w~hnt, dab auf der UNIVAC t107 im Mittel alle Wurzeln eines Potynoms vom 
Grade n = 10 in weniger als 2 Sekunden berechnet werden. Die entsprechenden 
Zeiten ffir n .~ 20 und n = 30 lauten 12 Sekunden und 36 Sekunden. Der erforder- 
liche Rechenaufwand geht etwa mit der Potenz n 3, ist also sehr hoch. Dies liegt 
sowohl an der Berechnung der NRherungswerte als auch an der Fehlerabsch~tzung. 
Sollten daher die Teile I b i s  I I I  des vorliegenden Programms durch einen ,,schnel- 
leren" Algorithmus ersetzt werden, so wtirde die Rechenzeit doch nicht wesentlich 
sinken, da die Fehlerabsch~tzung in j edem Falle einen Aufwand proportional zu n 8 
erfordert (vollstRndiges Hornerschema). 

Die in den folgenden Tabellen und Figuren niedergelegten Ergebnisse sind ein 
kleiner aber repr~sentativer Ausschnitt aus dem Erprobungsprogramm. 

Amahl  der ben6tigten Iterationen: Diese Anzahl erwies sich als erstaunlich 
klein, nach Tabelle t erste Zeile sind bis zum Polynomgrad n = 30 im Mittel pro 
Nullstelle weniger als 6 Iterationsschritte erforderlich: Z. B. werden beim Poly- 
nomgrad n = 10 im Mittel tiber t00 Polynome insgesamt 44,6 Iterationen ben6tigt, 
d.h. pro Wurzel 4,46 Iterationen. In manchen F~tllen ist nattirlich eine gr613ere 
Anzahl von Iterationen erforderlich. Nach Tabelle I zweite Zeile war der ungtin- 
stigste Wert  bis n = 30 jedoch nut  t 6 Iterationen, dieser ungtinstigste Fall bezieht 
sich hier auf einen Vergleich yon 1800 Polynomen mit zusammen t9 500 Wurzeln! 

Sollte die Anzahl der Zusatzschritte mit  dem Halbierungsverfahren nach I I B  
im Mittel sehr g-roB sein, so wtirde die dabei auftretende lineare Konvergenz das 
Verfahren sehr stark verlangsamen. Glticklicherweise ist das nicht der Fall, s. Ta- 
belle t ,  Zeile 3 und 4. Es treten zwar gelegenttich bis zu 7 Zusatzschritte auf, doch 
sind diese F~ille so selten, daft die mittlere H~iufigkeit bis n = 30 stets unter t0% 
der gesamten Schrittzahl bleibt. 

In Tabelle 2 wird an dem Beispiel yon 100 Polynomen mit  dem Grad n = 20 
gezeigt, wie sich die in Tabelle 1 angegebenen Zahlenwerte auf die nacheinander 
ermittelten Wurzeln desselben Polynoms verteilen. Es ergibt sich, daft die Anzahl 
der ben6tigten Iterationen fOr die ersten gefundenen Wurzeln etwas kleiner ist 
und langsam ansteigt bis zu einem Maximum, wenn ungefiihr die H~lfte aller 
Wurzeln schon ermittelt ist. Ein Grund dafor ist mir nicht bekannt. Anschliel3end 
sinken die Werte wieder ab, weil das jeweils zu bearbeitende reduzierte Polynom 
laufend kleineren Grad hat. Wenn dieser Grad auf Zwei bzw. Eins gesunken ist, 
werden natorlich nur noch eine bzw. keine Iterationen mehr ben6tigt. 

Tabelle 3 gibt die mittlere Anzahl der ben6tigten Iterationsschritte flir 
100 Polynome vom Grad n = t0. Die Koeffizienten Am wurden als komplexwertige 
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Zufallszahlen im B e r e i c h [ R e A , I  <= t ,  I I m A , , I  <=t (erste Zeile), bzw. als reell- 
wertige Zufallszahlen im IntervaU IA~I ~ t (zweite Zeile) erzeugt. Erster Anfangs- 
wert z* : =  0, nach Berechnung der Nultstellenn~iherung zp wird z* : =  ~p gesetzt. 
Der Vergleich der ersten Zeile mi t  der Tabelle 1 bzw. 2 zeigt keine wesentliche 
Erh6hung der Anzahl der Iterationen dutch die ver/inderten Anfangswerte. (Man 
beachte jedoch die Tatsache, dab jetzt  ftir n = 1 stets eine und ffir n = 2 mehr als 
eine Iteration erforderlich ist). Beim Obergang yon komplexwertigen (Zeile t) 
zu reellwertigen Koeffizienten (Zeile 2) fiillt dagegen die Anzahl der ben6tigten 
Iterationen wie erwartet sehr stark, wenn auch nicht auf die H~ilfte. 

Tabelle 3. n= t0 .  Mittlere Anzahl der Iterationen pro Wurze! ]i~r je tO0 Polynome. 
p = Nummer der Wurzel in der Reihen[olge der Berechnung wie bei Tabelle 2. An[angswert 

[i~r p = t jeweils z* : = O, anschlieflend z* : = ~p /i~r p = 2 (t) n 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 i o  

A,n komplexwertig mit 
IReA~I _~,, Ilm A~I _~ 

A m reellwertig 
mit  IAmt <=t 

t 5,65 5,45 5,99 5,74 5,51 5,53 5,63 4,80 4,80 1,oo 

1 5 ~  4,30 4,50 4,38 4,56 3,21 3,95 2,77 3,8t 0,50 

Mittel- 
weft 

5,ol 

3,77 

Erreichte Genauigkeit, Fehlerschranken 

In Fig. 3 sind die auftretenden relativen Fehler ]ZP--Z*I ftir die F~ille 

n = t (1) 10, 15, 20, 25, 30 als kleine Kreise, verbunden durch ausgezogene Linien, 
aufgetragen n. Sie stellen jeweils den Mittelwert tiber t00 Polynome und tiber 
s~imtliche Wurzeln jedes dieser Polynome dar. Z. B. sind daher an dem Punkt  ftir 
n = 2 5  insgesamt 2500Polynomwurzeln beteiligt. Die beteiligten WurzelnZp 
wurden im Quadrat  I Re Z I < 2,0;]  I m  Z] <= 2,0 als Zufallszahlen erzeugt. 

Diese mittleren Fehler beginnen bei n = 1 mit  0 (d. h., die vorgegebenen Wur- 
zeln werden wegen A~ = 1 selbstverstlindlich exakt wiedergefunden) und starten 
bei n = 2 mit  3,0" l0  -s ( ~  10 -s bedeutet  die Grenze der Maschinengenauigkeit bei 
einfacher Wortl~mge). Zwischen n = 2 und n = 12 gehen ffir zt n = 5 je etwa 2 Zeh- 
nerpotenzen Genauigkeit verloren. AnschlieBend steigen die Fehler langsmner his 
zu t ,0" t0  -~ bei n =30 .  Unter der Annahme, dab sich ,,Schutzstellen" additiv 
verhalten, kann man  daraus die notwendige Ziffernl~ange extrapolieren, wenn eine 
gewisse mittlere Genauigkeit erwartet  wird. Sollen z.B. ffir n = t 5 im Mittel 
t0 Ziffern des Ergebnisses richtig sein, so ware eine Zahlenl~inge yon mindestens 

.t 5 Ziffern notwendig. 
Die ungfinstigsten Fitlle sind durch kleine Kreuze markiert  und ebenfaUs dutch 

ausgezogene Geraden verbunden. Sie liegen im Durchschnitt um etwa 2 Zehner- 
potenzen fiber den mittleren Fehlern. Um also auch im (statistisch tiber 100 Poly- 

~x D a n  ganzzahlig ist, gibt es nur diskrete Werte. Die hier und in den nach- 
folgenden Abbildungen gezeichneten Verbindungsgeraden zwischen den Rechenpunk- 
ten haben daher selbstverstAndlich keine selbstiindige Bedeutung; sie sollen nur zu- 
sammengeh6rige Punkte kennzeichnen und aut einen funktionellen Verlauf hinweisen. 



Die numerische t3erechnung der Wurzeln eines Polynoms 95 

nome ermittelten) ungiinstigsten Falle fiir n ---- 15 noch 10 Ergebnisziffern sichern 
zu kSnnen, w~ren mindestens 17 Ziffern (mehr als doppelte Genauigkeit der 
UNIVAC t 107) pro Zahl erforderlich. 

Die Fehlerschranken nach Formel (16) sind jeweils wieder dutch Kreise bzw. 
Kreuze markiert,  wenn es sich um mittlere bzw. ungtinstigste relative Fehler- 
schranken handelt. Wird die Formel (t6) so ausgewertet, wie es in dem vorliegen- 
den Algoldthmus angegeben wurde, so sind die Punkte dutch eine gestrichelte 

101 ,-Z"l i lZpl/ , ~  ..... _ .......... ....... 
1 i / j / "  

10° i ¢ 

10- I ' i s ................. 

if ............. 
10-2 ,~ 

ii ! / v / j j  
rl/ / 

10-4 I~ / ' ............. 

10-s _ !;/ 

10 -6 

i 
1041 2345678910 15 20 25 30 

Fig. 3. Relativer Fehler IZ~,-Z*IJIZ~[ des N~ihertmgswexts Z* der p-text Wurzel Zy ffir verschiedene Werte des Polynom- 
grads n. Ve~gleiah fiber alle Wurzela yon je tO0 Polyuomezz, derea NullsteUen Z~ als ZufaUszahlen im Quadrat IRe zi<2, 
IlmZI <2  erzeugt wurden. © © Mittelwer te des relativen Fehlers. X X Gr~Bte beobachtetext Werte des relativext 
Fehlers. (3-- -- --(3 Mittelwerte tier Fehlerschranken des relativen Fehlers nach Formel (i6). × -- -- -- × GrSi3te beob- 
aehtetext Werte tier Fehlerschranken des relativext Fehlers nach Formel (t6). (3 . . . . . . .  (3 Mittelwerte tier FeMerschranken 
des relativen Fehlers, aus dem nichtreduziertext Polyaom bestimmt, x . . . . . . .  × Gr~L~te beobachteten Werte der 

Fehierscbxanken des zelativezz Fehlers, axts dem niehtreduzierten Polyaom bestimmt 

Linie verbunden. Offenbar ist diese Vorschrift aufierordentlich ungtinstig, da die 
Schrankenwerte schon bei n = 4 bzw. n-----6 den Weft t = 10 ° iibertreffen, d.h. 
einen Fehler yon t00% und mehr zulassen. Zum Vergleich wurde daher noch der- 
jenige Algorithmus ausgewertet, der die Fehlerschranke stets aus dem Koeffi- 
zienten des ursprtinglichen (nicht reduzierten) Polynoms bestimmt. Die entspre- 
chenden Punkte sind dutch punktierte Linien verbunden. 

Offensichtlich werden in diesem Falle die wirklichen Fehler dutch die berech- 
nete Schranke nut  noch um fund eine Zehnerpotenz iiberschiitzt. Dieser sehr 
giinstigen Eigenschaft steht der Nachteil gegeniiber, dab die ermittelten Fehler- 
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schranken nur im Falle einzetner NuUsteUen (der bei den untersuchten Polyalomen 
fast immer vorliegen diirfte) exakt sind. 

In Fig. 4 sind die Werte des relativen Fehlers ftir alle Wurzeln yon 400 Poly- 
nomen vom Grade n = 25 ausgewertet. Aufgetragen sind wieder die mittleren 
Fehler (Kreise) und die ungiinstigsten Fehler (Kreuze), auf die zugeh6rigen 

Fehlerschranken wurde verzichtet. Der 
10 0 lZp-Zq Fehlerverlauf iiber der Nummer p der 

~ Reihenfolge der Bestimmung der Wurzeln 
~ k  /~ A / ~  ist typisch fiir alle untersuchten Poly- 

10-1 nome: Steigend bis zu einem Maximum 
zwischen p = 3 bzw. p = 9 und danach 

10-2 S~kvJ'~'.~k wieder faUend bis p = 2 5 .  Die Deutung 
ist nicht schwer: Die Koeffizienten des 

10 -3 ~ ,  A Ausgangspolynoms sind noch fehlerfrei, 
w~hrend jeder Reduktionsschritt unver- 
meidliche Rundungsfehler akkumuliert. 

10 0 5 10 15 20 25 Dadurch steigen die Fehler zun/ichst mit 
Fig. 4. ReXativer Fe~er IZp-Z*l/IZpt des N~erm~s- wachsender Nummer p. Betrachtet man 
were z* der #-ten Wur~l Zp yon t00 Polr~omen yore den absoluten Fehler der p-ten Wurzel, 
Grade n=25 ,  aufgetragen ~lber p. Die Wurzeln gt, waren 

z,,~.u~.~den im Quadrat IReZI~2, ilmZl~;2 er- SO h~lt diese monotone Zunahme sogar 
zeagt worden. O 0 Mittelwerte des relativen Feb- bis n : 25 an. Da jedoch die Wurzeln bei 

lets. x x Gr~Bte beobachtete~ Werte des 
relativen Fehlers dem vorliegenden Verfahren fiir wach- 

sende Nummer p immer gr6Bere Betr/ige 
aufweisen, werden die relativen Fehler nach einem Maximum wieder kleiner. Bis 
n = 5 wird dieses Maximum schon bei p = 2 erreicht, mit wachsendem n ver- 
schiebt es sich zu gr6Beren Werten p. 

Mehr/ache NuUstellen, Wumelhau/en 
W/ihrend die meisten propagierten Veffahren bei mehrfachen Nullstellen und 

Wurzelhaufen versagen, erweist sich der vorliegende Atgorithmus als weitgehend 
unempfindlich gegen solche Wurzelkonstellationen. Eine der vielen untersuchten 

. ¢ i v  "I 
q W u r z e l n  

. o" 

Fig, 5. L i p  der Wttrzeln in der Z-Rbene 
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Kombina t ionen  war die folgende: Von den n Wurzeln des Polynoms liegen q in 
dem Quadra t  ] R e Z - - I [  <0,01, [ ImZ[ "<0,01, w/ihrend die tibrigen n - - q  als 

Tabelle 4. n = t 0; Wurzelhau/en mit q Nullstellen im Quadrat [ Re Z -  1[ ~ o,01 ; [ Im Z[ 
0,01; die restlichen n--q Nullstellen tiegen im Quadrat [1ReZ I <:2, I lmZl <2 .  A,,,,,~-I 
der benOtigten Iterationen pro Wurzel. Mittelwert abet alle Wurxeln eines Polynoms und 

Mittelwert abet t O0 Polynome. A n[angswert jeweils z * : =  --an_x/na n hack Gl. (4) 

o * 2 3 4 5 6 7 $ 9 ~o 

A n z a h l  d e r  b e n 6 f i g t e n  4 , 4 8  4 , 4 9  4 , 7 8  5 ,14  5 ,23  5 ,39  5 , t 4  5 , 0 2  4 , t 0  3 , 4 0  1 , 4 9  
Iterationen 

Gr6Bte beobachtete 11 1 t t 3 t 4 t 5 15 15 16 t 5 14 9 
Anzahl der Iterationen 

Anzahlder  Zusatzschritte 0,22 0,21 0,22 0,17 0,i3 0,t7 0,t7 O, t9 O, t9 0,24 0,24 
(Halbierungsverfahren) 

Gr6Bte beobachtete 4 4 5 4 2 3 3 3 4 6 4 
Anzahl der Zusatzschritte 

Zufallszahlen in dem gr6Beren Quadra t  I Re Z I "<2, lira Z I "< 2 erzeugt werden, 
vgl. Fig. 5. Dabei  ist q---- l ( t )n.  In  Tabelle 4 sind fiir n = t0  analog zur TabeUe 2 
und 3 die Anzahlen der ben6t igten I tera-  
tionen eingetragen. Die dri t te  und  vierte 10° 
Zeile (mittlere bzw. maximale  Anzahl der 
Zusatzschrit te) zeigt k a n m  einen Ein-  10 -I 
fluB yon q. Aber  auch in den ersten beiden 
Zeilen (mitt lere bzw. maximale  Anzahl 10. 2 
aller I terat ionsschri t te)  ist der EinfluB 
yon q nu t  wenig sptirbar:  Vielfache Null- 
stellen oder  Wurzelhaufen beeinflussen 10 "3 
die Konvergenzgeschwindigkei t  des be- 
t rachte ten  Verfahrens nicht  wesentlich. 10-4 

Ungiinstiger s teht  es natiirlich mi t  
der erzielbaren Genauigkeit .  DaB jede 
FehlerabschAtzung zusammenbrechen 
muB, wenn nicht  ex t rem lange gahlen 
verarbei te t  werden, zeigt das folgende 
Beispieh 

Es sei n = p  = 70 und  der Niiherungs- 
wert  z zu der  unbekannten ,  10fachen 
NlfllstelleZ so genau bes t immt ,  dab 

I lZp-Z'l / ~  t--.. 

/ f 

/ 

-/ q 

lO'So 2 4 6 8 lO 
Fig.& Relativex Fehler [gp-Z*lllZp[ des N~aaertm~ 
wefts X* der p-ten Wurtel Z~ yon tlmat ]e 100 Poly- 
nomen yore Grade s=lO. Jeweils g Wttrzeln tiegen in 
dem ldeinen Quadrat der Abb. 5, atle s ~ l O  Wurzeln 
liegen in dem groi~n Quadrat. Ve~leich liber ane n 
Wur~eln und ~ e  100 Polynome. O O Mittelwerte 
des relativen Fehlers, x x GrGi3te beobachteten 

Werte des relativen Fehters 

[P(z)[ < : I 0  -lo ist. D a n n  gilt  k = t 0  in der  Fehlerabschit tzung (i8) und  man  
finder for  ein normier tes  Po lynom P(x) die Ungleichung 

7 Numer. Math. Bd. 9 

Iz- l 
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Eine t0-ziffrige Genauigkeit ftir eine NullsteUe Z mit I Z[ ~ t wtirde daher eine 
Berechnung yon z und P(z) bis auf IP(z) l ~ lo -x°° verlangen: Es mtiBte daher mit 
mindestens t 00-ziffrigen Zahlen gerechnet werden ! ! ! In Fig. 6 ist das Anwachsen 
des relafiven Fehlers der Wurzeln fiber ih aufgetragen. Kreise bzw. Kreuze bedeu- 
ten wieder Mittelwerte tiber 100 Polynome und alle Polynomwurzeln bzw. die 
jeweils ungtinstigsten F~lle. Man beobachtet --  wie erwartet --  ein starkes An- 
wachsen des mittleren Fehlers und zwar um 4 Zehnerpotenzen. Nach den be- 
kannten Eigenschaften yon Polynomen und den obigen Bemerkungen darf dieser 
starke Genauigkeitsverlust nicht dem verwendeten Verfahren zur Last gelegt, 
sondern mu8 als typisch ftir die NullsteUenbestimmung yon Polynomen angesehen 
werden. Im FaUe des Auftretens vieler benachbarter oder gar mehrfacher Null- 
stetlen kann eine vorgeschriebene Genauigkeit bei Verfahren, die vom Potynom- 
wert P(z) ausgehen, im atlgemeinen nut  dadurch erreicht werden, dab mit extre- 
met  Ziffernl/inge gearbeitet wird. Methoden, die mit Abz/ihlkriterien analog zum 
Routh-Kriterium arbeiten --  wie etwa das Lehmer-Verfahren --  k6nnten im 
Prinzip dort gfinstigere Resultate erzielen. Das praktische Stabilit~ttsverhalten 
yon solchen Algorithmen scheint jedoch noch nicht hinreichend untersucht zu 
sein. 

Ausblick. Es ist mir wichtig, zu betonen, dab das vorstehend beschriebene 
Verfahren mannigfach abge~ndert werden kann und werden sollte. Einige wenige 
Vorschl/tge wurden in Tell 3 gemacht, sehr viele weitere sind naheliegend. Es ist 
jedoch zu wtinschen, dab Modifikationen und Konkurrenzmethoden, die nach 
anderen Prinzipien arbeiten, ebenfalls an einem m6glichst grol3en Zahlenmaterial 
erprobt und die Ergebnisse mit den bier mitgeteilten verglichen werden. Es dtirfte 
dann m6glich sein, in Erweiterung der hier mitgeteilten Prinzipien endlich einen 
Algorithmus zu schaffen, der zu jedem beliebigen Polynom alle Nullstellen mit 
vorgeschriebener Genauigkeit liefert. Dies kann natttrlich nut  dadurch geschehen, 
dab der Rechenautomat in dynamischer Weise mit  t0, 20, t00 oder noch mehr 
Ziffern rechnet, je nach der Kondition des eingegebenen Polynoms. 
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