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Die numerische Berechnung der Wurzeln
eines Polynoms*
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Einen Zaklenwert X nume-
risch berechnen heiflt, einen
Niherungswert x und eine Fehley-
schranke & anzugeben derart,
daB [ X—x| S& ist.

1. Einleitung

In der folgenden Arbeit wird eine fiir digitale Rechenanlagen geeignete Methode
zur Berechnung aller Wurzeln Z,, (p = 1 (1)) eines Polynoms

P(2) :=m:§0AmZ’”, Z=X +i¥ (1)

mitgeteilt. Es sei #>0, die Koeffizienten 4,, seien gegebene komplexe Zahlen
mit 4, #=0; man kann o. B. d. A. 4, =1 setzen. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra gibt es dann genau # komplexe Zahlen Z, derart, dafl

P(2)=4, [] Z—2,) ist. 2)
p=1

Es gibt bis heute schon eine sehr groBe Anzahl von Methoden zur Bestimmung
der Wurzeln Z, und es ist einem geiibten menschlichen Rechner ohne weiteres
moglich, die Wurzeln Z, jedes numerisch gegebenen Polynoms mit beliebiger
Genanigkeit zu bestimmen. Erstaunlicherweise scheint es aber noch fast keine
Algorithmen zu geben, die uneingeschrinkt zur Verwendung in Rechenautomaten
geeignet wiren!. Dafiir scheinen zwei Griinde verantwortlich zu sein:

1. Wihrend ein menschlicher Rechner je nach Bedarf in flexibler Weise mit
5, 10 oder gar 20 Ziffern rechnet, sind die heutigen Ziffernrechner mit ihrer im
allgemeinen festen Zahlenlinge wenig anpassungsfihig an alle diejenigen Pro-

* Die folgende Arbeit entstand wihrend eines Aufenthalts des Verfassers als
visiting professor in den USA an der University of Notre Dame/Indiana. Die numeri-
sche Erprobung des Verfahrens wurde auf der UNIVAC 1107 des dortigen Computing
Centers vorgenommen. Der Verfasser dankt dessen Direktor, Herrn Don MITTELMANN,
fiir die Zurverfiigungstellung der bendtigten Rechenzeit.

1 Die einzigen mir bekannten Methoden, die wenigstens theoretisch einigermaBen
befriedigen, sind diejenigen von LenMER [2] und NasitTa [3). Allerdings werden dabei
die Rundungsfehler nicht beriicksichtigt, so daB die praktische Brauchbarkeit nicht
unbedingt gewihrleistet ist. Beziiglich weiterer Hinweise anf Schwierigkeiten und
Methoden vgl. man WiLkiNson [§].
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bleme, die mit Rundungsfehlern zusammenhidngen?® Die Gleichung P(Z)=0
kann (bis auf den trivialen Sonderfall 4,==0 mit Z, =0) nur dadurch befriedigt
werden, daB auf der linken Seite mindestens einmal die Differenz zweier Zahlen
gebildet wird. Dies bedeutet numerisch den ,,Verlust fithrender Ziffern’ und ver-
ursacht damit einen — zunichst unkontrollierbaren — Genauigkeitsverlust.

2. Die bisher bekannt gewordenen Losungsmethoden sind im allgemeinen nicht
.automatensicher” in dem Sinne, da an jeder Stelle des Rechenablaufs klare
Vorschriften iiber die weiteren Rechenschritte vorliegen. Fast stets ist die Be-
obachtung des Rechenablaufs und ein hohes MaB an Einsicht in dem Fortschritt
der Rechnung unumginglich notwendig; manche Methoden kénnen tiberhaupt
nur mit einem aus Erfahrung gewonnenen Fingerspitzengefiihl in fruchtbarer
Weise angewendet werden. So ist z.B. das Graeffe-Verfahren in der Erweiterung
nach BRODETSKI-SMEAL (siehe z. B. ZurMUHL [6], S. 70{t.) fiir die Handrechnung
hervorragend geeignet, doch 148t es sich nicht in befriedigender Weise program-
mieren?.

Das nachstehend beschriebene Verfahren beseitigt diese beiden Schwierig-
keiten. Es ist — wie auch Tests an weit tiber 10000 Polynomen mit mehr als
100000 Wurzeln gezeigt haben — unbeschrinkt anwendbar. Die erhaltene Ge-
nauigkeit ist jedoch — je nach dem gewihlten Beispiel und der verwendeten
Rechenanlage — unter Umsténden nicht ausreichend. Diese Eigenschaft ist aller-
dings unvermeidlich, solange in den Rechenautomaten mit fester Zahlenldnge
gearbeitet wird. Sie folgt aus der Aufgabenstellung und ist nicht durch das ver-
wendete Rechenverfahren bedingt. Es ist also — worauf leider oft nicht, oder
nicht intensiv genug hingewiesen wird - im allgemeinen unmdoglich, die Polynom-
wurzeln Z, maschinell mit vorgegebener Genauigkeit numerisch zu bestimmen.
Das folgende Programm berechnet daher zu den exakten Nullstellen Z, Ndherungs-
werte z,, die ,,s0 gut wie mdglich’ sind und bestimmt nachtréglich reelle Fehler-
schranken (J derart, daB

|Z,—z,| SCF fir p=1(1)n (3)

gilt. Es ist ohne weiteres méglich, als Koeffizienten 4,, fehlerbehaftete Zahlen zu
betrachten. Damit 148t sich die Abhidngigkeit der Wurzelwerte von den Fehlern
der Ausgangsdaten numerisch verfolgen.

Da es kein ,,bestes” Programm zur Nullstellenbestimmung eines beliebigen
Polynoms geben kann, wird in dem laufenden Text besonderer Wert auf die Be-
griindung der einzelnen Schritte gelegt und auf mogliche Abénderungen hinge-
wiesen.

2 Daran dndert auch die Tatsache nichts, daf fast alle Ziffernrechenmaschinen mit
»einfacher”” und ,,doppelter” Zahlenlinge rechnen kénnen.

3 Wenn 3 verschiedene Methoden im statistischen Durchschnitt je in 10% aller
Fille versagen, so liefert ibre gemeinsame Verwendung durch einen menschlichen
Rechner — der das Versagen frithzeitig erkennen kann — eine durchschnittliche Ver-
sagensrate von 1:1000, also einen fiir praktische Bediirfnisse beim menschiichen
Rechnen vbllig zufriedenstellenden Wert. Beim automatischen Rechnen dagegen wird
im allgemeinen eine Fehlerquote von 1:10000 noch als untragbar schlecht angesehen;
bei der Verwendung eines Verfahrens als Unterprogramm muf@ dieser Wert sogar exakt
Null sein.

6 Numer. Math. Bd. 9
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2. (Grobe) Skizze des Lisungsverfahrens

>
I. Beginne mit einem passenden Niherungswert z*.
e

II. Verbessere z* so, da3 | P(z*)| kleiner wird.
—II1. Wiederhole den Schritt IT so lange, bis |P(z*)| hinreichend klein ist.
Dann ist z,:=2* ein Niherungswert fiir eine Wurzel Z, von P(Z).
IV. Bestimme zu z, eine (reelle und positive) Fehlerschranke [} derart, da8

|Z,—z,| <Cf ist.

———V. Reduziere P(Z) durch Division durch den Linearfaktor Z —Z, zu einem
Polynom vom Grade # — 1 und wiederhole die Schritte I bis I'V so lange,
bis der Grad Eins erreicht und damit fiir p=1(1)» Niherungswerte z,
und Fehlerschranken C;‘ fir die exakten Wurzeln Z » bestimmt sind.

Bemerkung: Es ist mir nicht bekannt, ob das nachfolgend beschriebene, in
den Schritten I und II verwendete Niherungsverfahren schon von anderen
Autoren angegeben wurde, doch ist das bei dessen einfachem Bau sehr wahrschein-
lich. (Ich selbst wurde durch die Lektiire der interessanten Arbeit von Herrn
Nasirra [3] auf die benutzten Vorschriften gefithrt und war durch eine von mir
zu haltende Vorlesung tiber Numerische Mathematik angeregt worden, mich mit
diesem Fragenkomplex zu beschiftigen.) Die Mitteilung eines neuen Verbesse-
rungsverfahrens erscheint mir als ein unwichtiges Detail, die Methode von I und 11
kann vom Leser durch eine beliebige andere passende Vorschrift ersetzt werden.

Wichtig und neuartig bei dem vorliegenden Programm scheinen mir vielmehr
die beiden Tatsachen zu sein, daB hier wohl erstmals die logische Abfrage zur
Iterationsbeendigung in Teil II1 als ein integrierter Bestandteil der verwendeten
Arithmetik erscheint und daB wohl ebenfalls erstmalig die Berechnung einer Néhe-
rung (in TeilI und II) und die Angabe einer zugehdrigen Fehlerschranke (in
Teil IV) als eine Einheit aufgefaBt wird.

3. Beschreibung des Verfahrens

Bezeichnungen: Exakte (komplexe) Zahlen werden im folgenden durch groBe
lateinische, (komplexe) Naherungswerte durch kleine lateinische Buchstaben dar-
gestellt. (Komplexe) Fehlerschranken werden als kleine griechische Buchstaben
geschrieben. Ausnahmen: Die Variabeln 4, &, I, m, n, p, ¢ bedeuten durchwegganz-
zahlige reelle (exakte) Zahlen; ¢ ist wie iiblich die imagindre Einheit. Ist zu einer
exakten Zahl Z ein Niherungswert z und eine Fehlerschranke { bekannt, so wird
die Schreibweise Z == (2, {) gebraucht, Z ist dann eine ,,Schrankenzahl’* im Sinne
von [4]. Beispiel: Z=X 1Y = (2,{) mit z=x+1iy, (=& +inp und | X — x| Z§,
|Y —y| <. Fiir die Koeffizienten 4,, des Polynoms (1) seien Néherungen a,
und Schranken g, bekannt. Mit der soeben eingefithrten Schreibweise gibt das
A, = (@, %, fir m=0{1)n. Entsprechend zu dem Vorschlag in dem Artikel [4]
,.Die Notwendigkeit einer Fehlerschrankenarithmetik” sollen Unterprogramme
fiir die arithmetische Verknfipfung von Schrankenzahlen vorliegen®. Die Ver-
kniipfung der N#herungswerte erfolgt dabei durch die iibliche Gleitkomma-
arithmetik (Permanenzprinzip).

¢ Diese Voraussetzung ist wesentlich, das zu schildernde Verfabren kann wicht
ohne eine Schrankenzahlenarithmetik formuliert werden!
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Zihlvariable: Die Variable p zihle die Nummer der augenblicklich zu be-
stimmenden Wurzel. Zu Beginn setzt man

pi=1.

Zu 1. Algorithmus
Man setzt
= — n—l/ln‘an' (4)

Begriindung: a) Da in den Teilen I und II nur ein Naherungswert z* gefunden
werden soll, dessen Fehler erst nachtriiglich in Teil IV abgeschitzt wird, ist ein
Rechnen mit exakten Zahlen und eine Berticksichtigung der Eingangsfehler a,,
vorldufig iiberfliissig. Die Rechnung erfolgt in (4) und

in den nichsten Formeln daher mit der fiblichen Gleit- iV

kommaarithmetik (Rechenzeitersparnis); dies wird « @

durch das Kleinschreiben der auftretenden Variablen X

sichtbar. x ox(,,"/x\z"
b} Nach den Vietaschen Wurzelsdtzen ist z* nach ¥ x xx

{4) das arithmetische Mittel aller Wurzeln {der Schwer- o

punkt, wenn man sich die Nullstellen in der komplexen ¢
Zahlenebene als gleichschwere Massenpunkte vorstelit).

Im Fall eines Wurzelhaufens gibt daher (4) unmittelbar s Bomai (5 to 26r 2 woos
eine gute Niherung (s. Fig. 1).

¢) Das unter II beschriebene Néiherungsverfahren arbeitet im allgemeinen
,»von innen nach aufen®, d.h. bestimmt zuerst die betragskleinsten Wurzeln. Dies
liefert besonders kleine Rundungsfehler. Auch aus diesem Grunde ist es niitzlich,
mit (4) zunichst eine Transformation derart durchzufiihren, da8 alle Wurzeln
,,gleichmiBig* um den Nullpunkt verteilt sind und sie dann, vom Ursprung aus
beginnend, der Gréfe des absoluten Betrags nach ,,abzuarbeiten’’. Im folgenden
Algorithmus wurde diese Nullpunktverschiebung allerdings nicht angewendet, um
den Aufbau des Verfahrens tibersichtlicher zu gestalten.

d) Fiir n=1 ist z* nach (4) die exakte Wurzel.

e) Ist P(Z) ein Kreisteilungspolynom, dann liefert das folgende Verfahren im
ersten Schritt eine exakte Wurzel. Durch eine Translation mit (4) kommt man
— falls die geometrische Lage der Nullstellen es zuldBt — auf die Kreisteilungs-
form. Dies gelingt immer fiir # =2, so daB in diesem Falle beide Wurzeln stets
mit nur einem einzigen Verfahrensschritt [und zuziiglich zwei Anfangswerten
nach (4)] bestimmt werden.

Andere Moglichkeiten: a) Das Niherungsverfahren von Teil II arbeitet unab-
hingig vom Anfangswert, so daB z.B. z* := 0 gesetzt werden konnte.

b) Ist eine Nullstelle z, schon (ndherungsweise) bestimmt, so ist z*:=z,
sinnvoll. Ist z, mehrfach, so erhilt man unmittelbar ohne Schritt II die nichsten
Nullstellen.

¢) Sind die Koeffizienten 4,, alle reell und ist wieder eine Nullstelle z, (ndhe-
rungsweise) schon bekannt, so ist auch z*:=Z, (konjugiert komplexer Wert)
empfehlenswert. Zu jeder bereits bestimmten echt komplexen Nullstelle wird
&
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dann — ohne Iteration — sofort die zugehdrige konjugiert komplexe angegeben.
Eine mehrfache Nullstelle z, wird ebenfalls wie bei b) ohne Iteration abgebaut,
und zwar direkt, wenn sie reell ist und alternierend z,, z,, z,, Z,, ... wenn z, kom-
plex ist. Im Mitte] wird — bei reellen Koeffizienten 4,, — die Rechenzeit daher
,etwa’ auf die Hilfte reduziert.

Zu II. A. Normalschritt

Algorithmus: Zum gegebenen Niherungswert z* werden die Koeffizienten
¢, := P™(z%)/m! des umentwickelten Polynoms (mit dem vollstindigen Horner-
schema) berechnet, so daB} gilt

P(Z) = Zocm (Z—24" (5)
Es sei
2:=z*+f/~—colck 5, (6)
wobei % so gewidhlt ist, daB
B . om—
VIcoesl =, Min ¥[eolem] ° ?)
gilt. Ist
Z oo g%, (8)
so fahre man fort bei Teil IV. Ist (8) nicht erfiillt, aber
@) <|PE)), ©

so fahre man fort bei Teil 111, andernfalls bei Teil II B.

Begriindung: a) Wie oben wird nur die iibliche Gleitkommaarithmetik ver-
wendet, man erkennt dies daran, daB die auftretenden Variablen kleingeschrieben
sind.

b) Ist 2* Niherungswert einer Polynomwurzel und ist ¢, =0, dann konnen in
der Entwicklung (5) im allgemeinen die Glieder ¢,(Z — 2*)% 4 --- vernachlissigt
werden. Durch ,,Auflésen nach Z* erhilt man so die wohlbekannte Verbesserungs-
vorschrift des Newtonschen Verfahrens.

z* 1= z* —ggle, .

c) Ist ¢; =0 oder | ¢;| €| ¢,], so ,16st man nach dem zweiten Glied von Gl. (5)
auf”, d.h. man vernachlissigt die Terme ¢,(Z — z*) und ¢5(Z — 2*)%- ---. Dies

gibt
¥ 1= z* + | —cpfes.

d) Ist allgemein ¢, = cy = *** =¢;_; =0, ¢; == 0, so findet man die Vorschrift (6).
Wihlt man in (6) den Zahlenwert % so, daB noch (7) gilt, dann hat man auch noch
den Fall ,,die Werte ||, | ¢a]. ..., | 64-1]s | 644a] s -++» | 64| sind Klein® in sinnvoller
Weise erfafit.

5 Zur Berechnung des Werts der k-ten Wurzel ist ein beliebiger Zweig der Wurzel-
funktion zu verwenden, Ist —cyfc,=#*¢® und p wie iiblich so normiert, da —~n<p==n

gilt, dann wird man etwa }/h —Cofcy 1= re$?/® setzen,
¢ Indizes m mit ¢,,/co=0 sind zu streichen.
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Die Formeln (6}, (7) werden dem weiteren Vorgehen ohne weitergehende Begriin-
dung zugrunde gelegt. Sie sind eine sinnvolle Verallgemeinerung des Newtonschen
Verfahrens und vermeiden insbesondere dessen beide Nachteile:

@) | 61| € |co| fithrt zu im allgemeinen unsinnigen Ergebnissen und hiufig zur
Bereichsiiberschreitung.

B) Sind alle Koeffizienten 4,, reell und ist z* reell, so kénnen keine komplexen
Nullstellen gefunden werden. Die Forderung (6) findet sich z.B. schon bei Na-
s1TTA [3], allerdings ohne die Bedingung (7), durch die eine fruchtbare Anwendung
erst gesichert erscheint.

e} Es kann geschehen, daB der Zusatzterm auf der rechten Seite der Gl {6)
im Rahmen der Rechengenauigkeit den Wert von z* nicht mehr 4ndert. Dann ist
(8) erfiillt. Dieser Fall tritt dann ein, wenn z* schon eine sehr gute Niherung ist.
Offensichtlich kann dann mit dem vorliegenden Verfahren keine weitere Ver-
besserung von z* mehr geleistet werden: die Iteration ,,steht” und ist abzu-
brechen.

f) Es ist zwar fast selbstverstindlich, jedoch soll ausdriicklich darauf hin-
gewiesen werden, daf} die Divisionen in den Formeln (6) und (7) die einzigen Divi-
sionen dieses Schrittes sind (im Hornerschema treten nur +, —, X auf) und daf
sie nicht zu Bereichsiiberschreitungen fiihren kénnen, wenn P(Z) normiert ist.
Bei dem Verfahren von NasirTa [3] ist diese Gewihr nicht gegeben.

B. Zusatzschriti (Halbierungsverfahren)
Es sei Z 4=2* und
|P@)| 2| Pl%)]>0.
Man setzt fiir m=1, 2, ...

In
Zi= z*+2"”rV—-§ii%"f {10)

7= f/|co/c,,l, (11)

mit

wobei /,, so gewihlt ist, daB
el (2 = Max (o] @) (12)
gilt mit /;=~%. Sobald fiir einen Wert m
Z=g*
ist, fahre man fort beim Teil IV. Wenn fiir ein m
[P@)|<|P@%)]

gilt, ist bei Teil I11 fortzufahren.

Begriindung: a) Der Normalschritt A sichert keine monotone Konvergenz im
Sinne von Ungleichung (9). Beispiel: n=3, P(Z):=1+Z+22+283 z*:=0
gibt | P(z*)] =1 und mit #=1 oder £=2 oder k=3 wird jeweils | P(2)| =2>1.
(Die praktische Erprobung zeigt allerdings, daB solche Betragserh6hungen (wenn
auf Schritt B verzichtet wird) fast stets nur voriibergehend auftreten und schnell
wieder abgebaut werden.)
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b) Die Gefahr der gefiirchteten Kifigbildung ist bei der Vorschrift (6), {7)
ebenfalls nicht ausgeschlossen:

Begspiel: n=2, P(Z) 1= 3 +2% 2* ;== 1gibt P(Z)=44-2(Z—1) +(Z—1)%2und
damit £=1 oder A=2. Wihlt man 2=1, so findet man die nichtkonvergente
Folge 2=1, —1, 1, —1, .. mit P(8) =4, 4, 4, 4, ... . {In der Praxis werden solche
Kaifige jedoch fast immer durch Rundungseffekte vermieden.)

c) Der Sinn des Halbierungsverfahrens in Schritt B besteht darin, die beiden
Fille a) und b) unmdglich zu machen und damit eine stark monotone Konvergenz
zu erzwingen. Da in einem Rechenautomaten nur endlich viele Zahlen zur Ver-
fligung stehen, ist damit ein Abbrechen nach endlich vielen Schritten gesichert.
Zwar ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei B nur noch linear, doch zeigt die
numerische Erfahrung (siehe Teil 4), daBl der Sonderfall B im Durchschnitt in
weniger als 10% aller Rechenschritte auftritt und daher die Rechengeschwindigkeit
nicht wesentlich beeintrichtigt.

d) Nach dem Maximumprinzig gibt es wegen | P(z*)|>0 in jeder Umgebung
von z* eine Stelle Z mit | P(2)|< | P(z*)|. Wie schon NasiTTA [3] gezeigt hat, kann
man solch eine Stelle # etwa durch systematische Verkleinerung der Schrittweite »
finden. DaBl durch die Formeln (10) bis (12) wenigstens theoretisch solch eine
Stelle gefunden wird, soll nun begriindet werden: Die Vorschrift (12) wihlt I=1/,
fiir jedes m=1, 2, ... so, daB in der Entwicklung

P2)=co+a(Z—) 4 +aZ—2+ o o Z—2)
der I-te Term jeden einzelnen anderen im Absolutwert tbertrifft, d.h., daB stets
la||Z —2*[ 2| g |2 —2*[

ist fiir |Z —z*| =7 -27" und j=1(1)n. (Die Analogie dieses Vorgehens zu dem-
jenigen von A ist offensichtlich.) Nach Konstruktion der Zahl % ist es dabei sogar
schon ausreichend, allein den eingeschrinkten Zahlbereich j =1 (1) & zugrundezu-
legen.

Nach Konstruktion strebt 2 —z* fiir m-» o0 in Zweierpotenzen gegen Null.
Ist ¢; der erste nichtverschwindende Koeffizient in der Folge der ¢, fiir j=1(1)#,
so gibt es also eine Zahl m* derart, daB /,, =1 gilt fir alle m = m*. Weiterhin gibt
es eine Zahl m** = m* derart, daB sogar

flCzHZ“z*|’>IZ (8 —2*Y]

gilt fiir alle m> m**. SchlieBlich ist nach Definition (7) und wegen ¢, ==0 noch
0<q:=r/}l/]co/c,} < 4. Damit ist fiir m>m**
| P(2)]| =| E ¢; (8 —2z%)]
s]co—{—c,(z———z* [—H Zc (& — 2|
< |co+e(E—2%) + %]c ||2—z*|!
<lallt—¢ 2] + oo 27
=|co| |1 — g 27| <|gp| = P(2¥)],

d.h. die Konstruktion durch die Formeln (10) bis (12} liefert fiir hinreichend grofles
s sicherlich eine Stelle # derart, daB | P(2)| <|P(2%)] ist.
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e) Allerdings gilt der vorstehende Beweis nur dann, wenn exakte Zahlenwerte
betrachtet werden. Durch das Rechnen mit endlicher Zahlenlinge kann unter
Umstinden keine solche Stelle 2 gefunden werden. Bei fortgesetzter Schritt-
halbieruny ergibt sich dann schnell der Fall (8), in dem im Rahmen der Rechen-
genauigkeit Z = z* ist. Eine weitere Verbesserung von z* mit diesem Verfahren ist
dann unmoglich, die Iteration ist abzubrechen.

Andere Moglichkeiten: Die beiden Schritte A und B von Teil IT kénnen durch
jedes andere Verfahren ersetzt werden, das 1. theoretisch {d.h. beim Rechnen mit
unendlich vielen Ziffern) konvergiert, 2. nach endlich vielen Schritten abbricht
und 3. keine Bereichsiiberschreitung erzeugt. Bis auf Punkt 3 genfigen die Me-
thoden von LEHMER [2] und Nasitta {3] diesen Forderungen. — Die ,,theoreti-
sche” Konvergenz des vorstehend beschriebenen Iterationsverfahrens 148t sich
zwar beweisen, doch soll das — entsprechend der praktischen Zielsetzung dieser
Note — hier unicht geschehen.

Zu I11. Algorithmus

Man setze
Z*:= (2,0) (13)
und berechne mit einer Schrankenarithmetik
B= (b, f) :=P(Z*). (14)
Wenn gleichzeitig gilt
|Reb| <Ref und |[Imb|<Imp, (15)

so werde bei Teil IV fortgefahren, andernfalls soll zu Teil II A zuriickgegangen
werden.

Begriindung : a) In den Teilen I und II wird der Wert von z* bzw. 2 ohne Riick-
sicht auf Rundungsfehler berechnet. Da Z nur als Niherungswert dient, der
schrittweise verbessert wird, ist das zuldssig. Dieser — mdglicherweise noch recht
ungenaue — Wert 2 wird nun als rundungsfehlerfrei angesehen [Schreibweise Z*
in Formel (13)] und es wird durch (15) getestet, ob die unvermeidlichen Rundungs-
fehler bei der Berechnung von P(Z*) nach (14) schon so groB sind, daB P(Z*) =0
sein kénnte. Sobald das nach (15) der Fall ist, wird die Iteration beendet?. Es
kénnte sich dann zwar durchaus bei weiterer Iteration noch ein genauerer Wert 2
ergeben. Man konnte dementsprechend die Iteration erst dann beenden, wenn
die nach Teil IV berechnete Fehlerschranke {* zu % wieder zunimmt. Die numeri-
sche Erfahrung zeigt jedoch, daB der mogliche Gewinn im allgemeinen klein ist
und in keinem giinstigen Verhiltnis zur Verldngerung der Rechenzeit steht.

Zu IV. Algorithmus
Man bestimme zu Z* := (2, 0) mit einer Fehlerschrankenarithmetik (und dem
groBen Hornerschema) die Koeffizienten C,,={(c,,, ¥,,) so, dal

P(2)= 3 CalZ — 2"

=0
? Man vgl. dazu [4], wo auf die Nullstellenbestimmung einer ungenauen Funktion
ausfiihrlich eingegangen wird.
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ist 8. Man setzt

F=(/,9) :=f/{’;} | CalCil

und
* 3 3
¢} = Min (+q).
Dann gilt fiir die p-te Wurzel Z, des Polynoms die Abschitzung
1Z,—2*| =Lt (16)
Man setzt weiter
Zy=(25, {p) 1= (8, L +1L3) (17)

mit der Abschidtzung
| Re(Z,—Z%)| <Lp, | Im(Z,— Z%)| <L,
Begriindung: a) Nach allgemeinen Sitzen iiber die Nullstellen von Polynomen

(vel. etwa FEkETE [1], S.302, Formel (8)) gibt es mindestens eine Wurzel Z
des Polynoms P(Z) derart, daB

- k

|1Z—z¢| = Min 1/ (7} 1G] (18)
ist. Zy:= Z gesetzt gibt die Abschitzung (16).

b) Fiir die weitere Verarbeitung der damit gefundenen p-ten Polynomwurzel Z,
ist eine Darstellung Z, == (z,,{,) als Schrankenzahl erforderlich. Durch die Set-
zung (17) wird dies geleistet. Allerdings wird dabei vergrébernd eine komplexe
Schranke £, fiir den Fehler von Z, eingefithrt, wihrend in (16) allein der absolute
Betrag des Fehlers abgeschitzt wurde. (Ubergang von einer Normabschitzung zu
einer komponentenweisen Abschitzung).

Zu V. Algorithmus

Zu der durch (17) definierten Polynomwurzel Z, = (z,, {,) bestimmt man mit
einer Fehlerschrankenarithmetik und dem Hornerschema die Koeffizienten
B, =(b,,, B, so, daB

P(Z)y B Y m—1
Z-2Z; z—ozp +”§13”Z (t9)

ist. Weiter wird gesetzt

ni=n—1,
A, :=B,.,, fir m=01)n;
pi=p-1.

Ist
n>0

s0 ist zum Schritt I zurtickzukehren, andernfalls gilt # =0. In diesem Falle ist das
Verfahren beendet, alle Nullstellen Z, des Polynoms P(Z) sind bestimmt, es ist
zu stoppen.

8 Wenn die Fehlerschrankenarithmetik, die in [4] empiohlene Permanenzeigen-
schaft besitzt, stimmen die Werte der Variablen ¢y mit den in Gl (5) zuletzt bestimm-

ten iiberein,
? Das Zeichen 4 bedeutet ,,Addition mit Aufrunden®, s. [4].
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Abschliefende Bemerkungen : a) Wenn die Werte der gegebenen Koeffizienten 4,,
fehlerfrei sind, so besitzen nach der Abspaltung der ersten Nullstelle die neuen
Koeffizienten {die wieder mit 4,, bezeichnet werden) des reduzierten Polynoms
vom Grade #—1 im allgemeinen unvermeidliche Rundungsfehler. Bei jeder
weiteren Reduktion erhohen sich diese Fehler, bis der Fall # ==1 erreicht ist. Man
wird daher erwarten, da8 die zuerst bestimmten Nullstellen genauer sein werden
als diejenigen, die erst nach vielen Reduktionen errechnet werden. Da die stindig
ungenauer werdenden Werte der 4,, auch in die Schrankenberechnung nach den
Formeln (16), (17) eingehen, sind zusitzlich dazu noch fiir die spéter berechneten
Waurzeln Z, erheblich schlechtere Schranken {, zu erwarten (s. dazu die numeri-
schen Experimente von Teil 4).

b) Diese beiden Schwierigkeiten lassen sich scheinbar auf die folgende Weise
umgehen: Nach Bestimmung eines geniigend genauen Niherungswerts Z* fiir die
p-te Wurzel Z,, iteriert man mit dem Ausgangspolynom P(Z) weiter. Ebenso be-
stimmt man die Fehlerschranke von Z* mit den
Koeffizienten des urspriinglichen Polynoms P (Z). In iy @

der numerischen Mathematik wird dieses Verfahren der °
,,Nachiteration oft propagiert. Z,
G/

Leider ist dieser Weg jedoch nicht gangbar: Da es
keine Moglichkeit gibt, die Polynomwurzeln zu ,,mar- Z
kieren®, kann bei der Nachiteration eine andere Wur- aw«-)';

. e . .. Z9
zel als die urspriinglich approximierte angesteuert O -
werden. Bei dem Reduktionsverfahren dagegen wird \__/ X
sicherlich jedesmal eine neue Wurzel ausgewihlt, weil Fig. 2. Erklirung im Text
die bereits bearbeiteten beseitigt worden sind.

Genau so ist es auch mit der Fehlerabschitzung. Wertet man die Formeln (16},
(17) mit den Koeffizienten des urspriinglichen Polynoms aus, so kann man ein
Minimum des Einflusses der Rundungsfehler erhoffen. Da jedoch bei (18) nur die

Existenz einer Nullstelle Z von P(Z) mit der Eigenschaft (18) behauptet werden
kann, wire es moglich, daB sich diese Fehlerabschitzung auf die ,,falsche’ Null-
stelle bezieht. Ein einfachstes Beispiel fiir # = 2 zeigt die Fig. 2: Die N4herungs-
werte z, und 2z, der beiden exakten Nullstellen Z, und Z, liegen beide nahe bei Z,.
Eine Fehlerschrankenberechnung nach (18) gibt dann im allgemeinen zwei
Schranken ¢¥ und (¥, die sich beide auf Z, beziehen (in Fig. 2 durch zwei Kreise
|Z—z| <L (=1, 2) angedeutet)!

Diese Schwierigkeit tritt nicht auf, wenn alle Nullstellen des Polynoms einfach
sind und wenn sich aus der Fehlerabschitzung Schrankenwerte {} derart ergeben,
daB die Fehlerkreisscheiben |Z —z,| <} p=1(1)n keine gemeinsamen Punkte
enthalten. Diese Eigenschaft 148t sich natiirlich erst a posteriori feststellen. Man
kann daher zweierlei Fehlerabschitzungen programmieren: 1. aus den Koeffi-
zienten des urspriinglichen Polynoms und 2. aus dem Koeffizienten der jeweils
reduzierten Polynome. Wenn die Fehlerkreise nach 1. alle punktfremd sind, ist
die Abschitzung 1. giiltig, die im allgemeinen erheblich ungiinstigere Abschitzung
2. kann unberiicksichtigt bleiben. Wenn & Kreisscheiben einen nichtleeren
Durchschnitt besitzen, so liegt darin mindestens eine Nuilstelle, jedoch sind sicher
n—k Nullstellen in den restlichen n—F punktfremden Kreisscheiben enthalten.
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Wenn man ein allgemeingiiltiges Programm aufstellen will, das auch mehrfache
und engbenachbarte Nullstellen mit Sicherheit erfafit, so gibt also allein die fort-
laufende Reduktion von P(Z) durch Division durch den Linearfaktor Z —Z, eine
Gewihr dafiir, simtliche Wurzeln Z,, (p = 1 (1) #) zu approximieren und zugehdrige
Fehlerschranken zu bekommen. Der dadurch entstehende Genauigkeitsverlust
muB als unvermeidlich in Kauf genommen werden.

¢} Es soll ausdriicklich betont werden:

Die Reduktion von P(Z) durch die Formel (19) ist exakt giiltig, obwohl die

Nullstelle Z,, nur niherungsweise bekannt ist: Damit sind auch sdmtliche Uber-
n—1

legungen, die sich auf das reduzierte Polynom | B, ., Z” beziehen, wieder
exakt richtig: m=0

Der Grund dafiir liegt darin, daB die (unbekannte) exakte Nullstelle Z,=

(#5, {p) in den Intervallen {ﬁz} (7 —Cp) = {ﬁs} Z,< {iﬁ} (2, +¢,) eingefangen ist

und daB die Fehlerschrankenarithmetik sich immer auf diese ganzen Intervalle be-

zieht. Die restlichen exakten Nullstellen von P(Z) liegen daher in den Nullstellen-
%1

bereichen von ) B, Z™
m=0

4. Numerische Ergebnisse

Es gibt leider sehr viele Verdffentlichungen {iber neue numerische Verfahren,
in denen nur wenige oder gar keine Beispiele mitgeteilt werden. Hiufig sind solche
Beispiele noch nicht einmal typisch und verraten nichts iiber ein eventuelles Ver-
sagen, {iber Instabilitit oder {iber einen Genanigkeitsverlust durch Rundungs-
fehler. Verfahren wie das vorliegende, durch das eines der Grundprobleme der
numerischen Mathematik gelost wird, sollten grundsitzlich an einer sehr groen
Zahl von Beispielen kontrolliert werden, wobei die ungiinstigsten Falle selbst-
verstindlich mit zu beriicksichtigen sind.

Die Erprobung der vorstehend beschriebenen Methode geschah auf der elek-
tronischen Rechenanlage UNIVAC 1107 an der University of Notre Dame/Indiana,
USAW, (Rechnung mit einfacher Zahlenlinge, Gleitkommamantisse = 27 bit ~ 8
Dezimalziffern). Es wurden dazu weit iiber 10000 Polynome mit mehr als 100000
Nullstellen verarbeitet. Fiir jeden Wurzelwert wurde dabei statistisch ausgewertet:
Die Anzahl der notwendigen Iterationen, die erreichte Genauigkeit und die er-
haltene Fehlerschranke.

In einem ersten Untersuchungsabschnitt wurden die Koeffizienten der be-
trachteten Polynome als reelle und als komplexe Zufallszahlen erzeugt. Zur Unter-
suchung der erreichbaren Genauigkeit wurden in einem zweiten Abschnitt die
Nullstellen als komplexe Zufallszahlen vorgegeben, daraus die Koeffizienten des
dazugehérigen Polynoms errechnet und schlieBlich allein aus diesen Polynom-
koeffizienten wieder niherungsweise die Nullstellen bestimmt. Die Differenz der
vorgegebenen und der erhaltenen Zahlenwerte gibt dann die exakten Fehler, die
mit den Fehlerschranken des Verfahrens verglichen werden konnen. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten mehrfacher Nullstellen ist natiirlich in beiden
Fillen gleich Null. Da die Behandlung von Polynomen mit mehrfachen Nullstellen

® Fiir die Herstellung des bendtigten Unterprogramms fiir die Fehlerschranken-
Arithmetik bin ich Herrn Hans HERMANS sehr dankbar.
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oder mit Wurzelhaufen besonders schwierig ist und an jedes Verfahren die hichsten
Anforderungen stellt, wurde in einem dritten Untersuchungsabschnitt dieser un-
glinstigste Fall gesondert behandelt. Es wurden dabei wieder die Polynomwurzeln
als Zufallszahlen vorgegeben, doch wurde dafiir gesorgt, daB kiinstlich mehrfache
(g-fache) Nullstellen oder Wurzelhaufen (von ¢ Nullstellen) auftraten, wobei ¢
zwischen 1 und » variierte.

In der numerischen Erprobung wurde kein logisches Versagen des Programms
beobachitet, ebenso traten (wie zu erwarten) keine Instabilititen auf. Die erreichte
Genauigkeit ist oft sehr schlecht, doch liegt das in der Natur des Problems und
nicht an dem untersuchten Verfahren.

Um einen Begriff von der Geschwindigkeit des Programms zu geben sei er-
wihnt, dafl auf der UNIVAC 1107 im Mittel alle Wurzeln eines Polynoms vom
Grade # =10 in weniger als 2 Sekunden berechnet werden. Die entsprechenden
Zeiten fiir # == 20 und » == 30 lauten 12 Sekunden und 36 Sekunden. Der erforder-
liche Rechenaufwand geht etwa mit der Potenz #3, ist also sehr hoch. Dies liegt
sowohl an der Berechnung der Ndherungswerte als auch an der Fehlerabschitzung.
Soliten daher die Teile I bis III des vorliegenden Programms durch einen ,,schnel-
leren** Algorithmus ersetzt werden, so wiirde die Rechenzeit doch nicht wesentlich
sinken, da die Fehlerabschidtzung in jedem Falle einen Aufwand proportional zu #3
erfordert (vollstindiges Hornerschema).

Die in den folgenden Tabellen und Figuren niedergelegten Ergebnisse sind ein
kleiner aber reprisentativer Ausschnitt aus dem Erprobungsprogramm.

Angzahl der benbiigien Iferatiomen: Diese Anzahl erwies sich als erstaunlich
klein, nach Tabelle 1 erste Zeile sind bis zum Polynomgrad # =30 im Mittel pro
Nulistelle weniger als 6 Iterationsschritte erforderlich: Z. B. werden beim Poly-
nomgrad # == 10 im Mittel iiber 100 Polynome insgesamt 44,6 Iterationen benétigt,
d.h. pro Wurzel 4,46 Iterationen. In manchen Fillen ist nattirlich eine gréBere
Anzahl von Iterationen erforderlich. Nach Tabelle 1 zweite Zeile war der ungiin-
stigste Wert bis # = 30 jedoch nur 16 Iterationen, dieser ungiinstigste Fall bezieht
sich hier auf einen Vergleich von 1800 Polynomen mit zusammen 19500 Wurzeln!

Sollte die Anzahl der Zusatzschritte mit dem Halbierungsverfahren nach 1I B
im Mittel sehr grof sein, so wiirde die dabei auftretende lineare Konvergenz das
Verfahren sehr stark verlangsamen. Gliicklicherweise ist das nicht der Fall, s. Ta-
belle 1, Zeile 3 und 4. Es treten zwar gelegentlich bis zu 7 Zusatzschritte auf, doch
sind diese Fille so selten, daB die mittlere Héufigkeit bis # =730 stets unter 10%
der gesamten Schrittzahl bleibt.

In Tabelle 2 wird an dem Beispiel von 100 Polynomen mit dem Grad » =20
gezeigt, wie sich die in Tabelle 1 angegebenen Zahlenwerte auf die nacheinander
ermittelten Wurzeln desselben Polynoms verteilen. Es ergibt sich, da8 die Anzahl
der benétigten Iterationen fiir die ersten gefundenen Wurzeln etwas kleiner ist
und langsam ansteigt bis zu einem Maximum, wenn ungefihr die Halfte aller
Waurzeln schon ermittelt ist. Ein Grund dafiir ist mir nicht bekannt. AnschlieBend
sinken die Werte wieder ab, weil das jeweils zu bearbeitende reduzierte Polynom
laufend kleineren Grad hat. Wenn dieser Grad auf Zwei bzw. Eins gesunken ist,
werden natiirlich nur noch eine bzw. keine Iterationen mehr bendtigt.

Tabelle 3 gibt die mittlere Anzahl der bendtigten Iterationsschritte fiir
100 Polynome vom Grad » = 10. Die Koeffizienten 4,, wurden als komplexwertige
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Zufallszahlen im Bereich | Red,, | <1, |ImA4,,| =1 (erste Zeile), bzw. als reell-
wertige Zufallszahlen im Intervall |4,,| <1 (zweite Zeile) erzeugt. Erster Anfangs-
wert z* := 0, nach Berechnung der Nullstellenniherung z, wird z* := Z, gesetzt.
Der Vergleich der ersten Zeile mit der Tabelle 1 bzw. 2 zeigt keine wesentliche
Erhthung der Anzahl der Iterationen durch die verdnderten Anfangswerte. (Man
beachte jedoch die Tatsache, daB jetzt fiir n =1 siefs eine und fir n =2 mehr als
eine Tteration erforderlich ist). Beim Ubergang von komplexwertigen (Zeile 1)
zu reellwertigen Koeffizienten (Zeile 2) fallt dagegen die Anzahl der benétigten
Tterationen wie erwartet sehr stark, wenn auch nicht auf die Hilfte.

Tabelle 3. #=10. Miftlere Anzahl der Iterationen pro Wurzel fitv je 100 Polynome.
P = Nummer dev Wurzel in der Reihenfolge dev Bevechnung wie bei Tabelle 2. Anfangswert
foir p=1 jeweils z* := 0, anschliefend z* =z, fir p=2(1)n

?

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Mittel-
wert

4, komplexwertig mit 5,65 5,45 5,99 5,74 5,51 5,53 5,63 4,80 4,80 1,00} 5,01
|Red,]|<1, §IrnAm}§1

4, reellwertig 5,68 4,30 4,50 4,38 4,56 3,21 3,95 2,77 3,81 0,50 | 3,77
mit |4, <1

Erreichte Genauigheit, Fehlerschranken
In Fig.3 sind die auftretenden relativen Fehler ._,.%’.__i“ fiir die Fille

n=1(1) 10, 15, 20, 25, 30 als kleine Kreise, verbunden durch gusgezogene Linien,
aufgetragen!l. Sie stellen jeweils den Mittelwert iiber 100 Polynome und {tiber
simtliche Wurzeln jedes dieser Polynome dar. Z. B. sind daher an dem Punkt fiir
n=25 insgesamt 2500 Polynomwurzeln beteiligt. Die beteiligten Wurzeln Z,,
wurden im Quadrat | Re Z| £2,0; |Im Z| £2,0 als Zufallszahlen erzeugt.

Diese mittleren Fehler beginnen bei » =1 mit 0 (d. h., die vorgegebenen Wur-
zeln werden wegen 4, =1 selbstverstindlich exakt wiedergefunden) und starten
bei # =2 mit 3,0 - 1078 {~ 1078 bedeutet die Grenze der Maschinengenauigkeit bei
einfacher Wortlinge). Zwischen # = 2 und # = 12 gehen fiir 4% =35 je etwa 2 Zeh-
nerpotenzen Genauigkeit verloren. AnschlieBend steigen die Fehler langsamer bis
zu 1,0 - 1072 bei % =-30. Unter der Annahme, da8 sich ,,Schutzstellen* additiv
verhalten, kann man daraus die notwendige Ziffernlinge extrapolieren, wenn eine
gewisse mittlere Genauigkeit erwartet wird. Sollen z.B. filr #==15 im Mittel
10 Ziffern des Ergebnisses richtig sein, so wiire eine Zahlenldnge von mindestens
45 Ziffern notwendig.

Die ungiinstigsten Fille sind durch kleine Kreuze markiert und ebenfalls durch
ausgezogene Geraden verbunden. Sie liegen im Durchschnitt um etwa 2 Zehner-
potenzen {iber den mittleren Fehlern. Um also auch im (statistisch iiber 100 Poly-

1 Da n ganzzahlig ist, gibt es nur diskrete Werte. Die hier und in den nach-
folgenden Abbildungen gezeichneten Verbindungsgeraden zwischen den Rechenpunk-
ten haben daher selbstverstindlich keine selbstindige Bedentung; sie sollen nur zu-
sammengehdrige Punkte kennzeichnen und auf einen funktionellen Verlauf hinweisen.
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nome ermittelten) ungiinstigsten Falle fiir n = 15 noch 10 Ergebnisziffern sichern
zu konnen, wiren mindestens 17 Ziffern (mehr als doppelte Genauigkeit der

UNIVAC 1107) pro Zahl erforderlich.

Die Fehlerschranken nach Formel {16) sind jeweils wieder durch Kreise bzw.
Kreuze markiert, wenn es sich um mittlere bzw. unglinstigste relative Fehler-
schranken handelt. Wird die Formel (16) so ausgewertet, wie es in dem vorliegen-
den Algorithmus angegeben wurde, so sind die Punkte durch eine gestrichelte

1 12p-27 ]
10 +‘Zp|f P g e
:{ ' /{)JP" el
100 —1 /
T o
| 1 / ............. P
10-1 ‘: ; :' i jxf e
Ok S 4
10-2 ;“;’ _ -
03— L=
104 —if
10-5
1078 —§iF
10-7 ]
n
-8 -
0512345678910 15 20 25 30

Fig. 3. Relativer Fehler |Zp~Z*|/|Zp| des Naherungswerts Z* der p-ten Wurzel Zp fir verschiedene Werte des Polynom-
grads #. Vergleich fiber alle Wurzeln von je 100 Polynomen, deren M listellen Z als Zufallszahlen im Quadrat [Re Z [.52,
|Im Z[ 2 erzeugt wurden. Omm——oO Mittelwerte des relativen Fehlers, x x GroBte beobachteten Werte des relativen
Fehlers. O— ——C Mittelwerte der Fehlerschranken des relativen Fehlers nach Formel (16). X — —— x Grofite beob~

OMittelwerte der Fehlerschranken

achteten Werte der Fehlerschranken des relativen Fehlers nach Formel {16). O« =+ -~
------- X GrofBte beobachteten Werte der

des relativen Fehlers, aus dem mnichtreduzierten Polynom bestimmt. X ; ;
Fehlerschranken des relativen Fehlers, aus dem nichtreduzierten Polynom bestimmt

Linie verbunden. Offenbar ist diese Vorschrift auBerordentlich ungiinstig, da die
Schrankenwerte schon bei 7 =4 bzw. # =6 den Wert 1 =10° {ibertreffen, d.h.
einen Fehler von 100% und mehr zulassen. Zum Vergleich wurde daher noch der-
jenige Algorithmus ausgewertet, der die Fehlerschranke stets aus dem Koeffi-
zienten des urspriinglichen (nicht reduzierten) Polynoms bestimmt. Die entspre-
chenden Punkte sind durch punktierte Linien verbunden.
Offensichtlich werden in diesem Falle die wirklichen Fehler durch die berech-
nete Schranke nur noch um rund eine Zehnerpotenz iiberschitzt. Dieser sehr
giinstigen Eigenschaft steht der Nachteil gegeniiber, daB die ermittelten Fehler-
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schranken nur im Falle einzelner Nullstellen (der bei den untersuchten Polynomen
fast immer vorliegen diirfte) exakt sind.

In Fig. 4 sind die Werte des relativen Fehlers fiir alle Wurzeln von 100 Poly-
nomen vom Grade # =25 ausgewertet. Aufgetragen sind wieder die mittleren
Fehler (Kreise) und die unglinstigsten Fehler (Kreuze), auf die zugehorigen

Fehlerschranken wurde verzichtet. Der

100 % lzg’f.‘ Fehlerverlauf tiber der Nummer p der
1Zp Reihenfolge der Bestimmung der Wurzeln

1o >—/\/ o\ A A ist ty'plsch' fur a.ll'e untgrsuchten .Poiy—
WNAVA'A nome: Steigend bis zu einem Maximum

\\ /\ zwischen p==3 bzw. p=9 und danach

10222 ”'\VA\ \ wieder fallend bis p=25. Die Deutung
/\/ ist nicht schwer: Die Koeffizienten des

0 \/\/\ f| Ausgangspolynoms sind noch fehlerfrei,
\\/ wihrend jeder Reduktionsschritt unver-

p meidliche Rundungsfehler akkumuliert.

10“0 5 0 i5 20'""" 25 Dadurch steigen die Fehler zunéchst mit

Fig. 4. Relativer Fehler [Zp—Z*|/|Zp] des Niherungs-
werts Z¢ der p-ten Wurzel Zp von 100 Polynomen vom
Grade n=25, aufgetragen iiber p. Die Wurzeln Zp waren
als Zufallszahlen im Quadrat |ReZ|x2, [ImZ]s2 er-

wachsender Nummer p. Betrachtet man
den absoluten Fehler der p-ten Wurzel,
50 hilt diese monotone Zunahme sogar

zeugt worden. O O Mittelwerte des relativen Feh-
lers. X X GroBte beobachteten Werte des
relativen Fehlers

bis # ==25 an. Da jedoch die Wurzeln bei
dem vorliegenden Verfahren fiir wach-
sende Nummer p immer groBere Betrige
aufweisen, werden die relativen Fehler nach einem Maximum wieder kleiner. Bis
n=>5 wird dieses Maximum schon bei p=2 erreicht, mit wachsendem # ver-
schiebt es sich zu gréBeren Werten p.

Mehrfache Nullstellen, Wurzelhaufen

Wihrend die meisten propagierten Verfahren bei mehrfachen Nullstellen und
‘Wurzelhaufen versagen, erweist sich der vorliegende Algorithmus als weitgehend
unempfindlich gegen solche Wurzelkonstellationen. Eine der vielen untersuchten

h-q
Wurzelin

Fig. 5. Lage der Wurzeln in der Z-Ebene
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Kombinationen war die folgende: Von den # Wurzeln des Polynoms liegen ¢ in
dem Quadrat |ReZ—1|=0,01, [ImZ| £0,01, wihrend die iibrigen #n—gq als

Tabelle 4. n=10; Wurzelhaufen mit g Nullstel

len im Quadrat|Re Z—1| £0,01; |Im Z| <

0,01; die vestlichen w—q Nullstellen liegen tm Quadrat |Re Z| <2, |Im Z| £2. Anzahl
der bemitigten Itevationen pro Wurzel. Mitlelwert tiber alle Wurzein eines Polynoms und

Mittelwert tibey 100 Polynome. Anfangswert jeweils z* 1= —a, _,/na, nach Gl. {4)

q

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der benétigten 4,48 4,49 4,78 5,14 5,23 5,39 5,14 5,02 4,10 3,40 1,49
Iterationen
Grofte beobachtete 11 11 13 14 15 15 15 16 15 14 9
Anzahl der Iterationen
Anzahl der Zusatzschritte 0,22 0,21 0,22 0,17 0,13 0,17 0,17 0,19 0,19 0,24 0,24
{Halbierungsverfahren)
GroBte beobachtete 4 4 5 4 2 3 3 3 4 6 4
Anzahl der Zusatzschritte

Zufallszahlen in dem groBeren Quadrat
vgl. Fig. 5. Dabei ist g=1 (1)». In Tabell
und 3 die Anzahlen der benétigten Itera-
tionen eingetragen. Die dritte und vierte
Zeile (mittlere bzw. maximale Anzahl der
Zusatzschritte) zeigt kaum einen Ein-
fluB von ¢. Aber auch in den ersten beiden
Zeilen (mittlere bzw. maximale Anzahl
aller Iterationsschritte) ist der EinfluB
von ¢ nur wenig spiirbar: Vielfache Null-
stellen oder Wurzelhaufen beeinflussen
die Konvergenzgeschwindigkeit des be-
trachteten Verfahrens nicht wesentlich.

Unglinstiger steht es natiirlich mit
der erzielbaren Genauigkeit. DaB jede
Fehlerabschitzung  zusammenbrechen
muB, wenn nicht extrem lange Zahlen
verarbeitet werden, zeigt das folgende
Beispiel:

Es sei # = =10 und der Ndherungs-
wert z zu der unbekannten, 10fachen
Nullstelle Z so genau bestimmt, daB
[P(z)] <4071 ist. Dann gilt 2=10 in
findet ftir ein normiertes Polynom P(z) di

|ReZ| =2, |ImZ| <2 erzeugt werden,
e 4 sind fiir # == 10 analog zur Tabelle 2

10°
IZ "Z'l ,/‘\

1 ZgT T N
o / P
102 /

—/ /
10-3
104

\/ L
L a— 6§ 8 1

Fig. 6. Relativer Fehler |Zp—Z*|/{Zy| des Niherungs-
werts Z* der p-ten Wurzel Zp» von 1imal je 100 Poly-
nomen vom Grade n==10, Jeweils ¢ Wurzeln liegen in
dem kleinen Quadrat der Abb. 3, alle #==10 Wurzeln
liegen in dem groBen Quadrat. Vergleich iiber alle
Waurzeln und alle 100 Polynome., O———O Mittelwerte
des relativen Fehlers. X X GriBte beobachteten
Werte des relativen Fehlers

der Fehlerabschitzung (18) und man
e Ungleichung

|Z 2| <YV[P@E)] =107

7 Numer. Math. Bd. ¢
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Eine 10-ziffrige Genauigkeit fiir eine Nullstelle Z mit | Z|~ 1 wiirde daher eine
Berechnung von z und P(z) bis auf | P(2)| <1079 verlangen: Es miite daher mit
mindestens 4100-ziffrigen Zahlen gerechnet werden!!! In Fig. 6 ist das Anwachsen
des relativen Fehlers der Wurzeln iiber p aufgetragen. Kreise bzw. Kreuze bedeu-
ten wieder Mittelwerte iiber 100 Polynome und alle Polynomwurzeln bzw. die
jeweils ungiinstigsten Fille. Man beobachtet — wie erwartet — ein starkes An-
wachsen des mittleren Fehlers und zwar um 4 Zehnerpotenzen. Nach den be-
kannten Eigenschaften von Polynomen und den obigen Bemerkungen darf dieser
starke Genauigkeitsverlust nicht dem verwendeten Verfahren zur Last gelegt,
sondern muB als typisch fiir die Nullstellenbestimmung von Polynomen angesehen
werden. Im Falle des Auftretens vieler benachbarter oder gar mehrfacher Null-
stellen kann eine vorgeschriebene Genauigkeit bei Verfahren, die vom Polynom-
wert P(z) ausgehen, im allgemeinen nur dadurch erreicht werden, daB mit extre-
mer Ziffernlinge gearbeitet wird. Methoden, die mit Abzihlkriterien analog zum
Routh-Kriterium arbeiten — wie etwa das Lehmer-Verfahren — konnten im
Prinzip dort giinstigere Resultate erzielen. Das praktische Stabilititsverhalten
von solchen Algorithmen scheint jedoch noch nicht hinreichend untersucht zu
sein.

Ausblick. Es ist mir wichtig, zu betonen, daB das vorstehend beschriebene
Verfahren mannigfach abgeindert werden kann und werden sollte. Einige wenige
Vorschlidge wurden in Teil 3 gemacht, sehr viele weitere sind naheliegend. Es ist
jedoch zu wiinschen, daB Modifikationen und Konkurrenzmethoden, die nach
anderen Prinzipien arbeiten, ebenfalls an einem mdoglichst groBen Zahlenmaterial
erprobt und die Ergebnisse mit den hier mitgeteilten verglichen werden. Es diirfte
dann méglich sein, in Erweiterung der hier mitgeteilten Prinzipien endlich einen
Algorithmus zu schaffen, der zu jedem beliebigen Polynom alle Nullstellen mit
vorgeschriebener Genauigkeit liefert. Dies kann nattirlich nur dadurch geschehen,
daB der Rechenautomat in dynamischer Weise mit 10, 20, 100 oder noch mehr
Ziffern rechnet, je nach der Kondition des eingegebenen Polynoms.
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