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Residuenabsch~itzung ffir Polynom-NullsteUen 
mittels Lagrange-Interpolation 

WOLFGANG BORSC~-SUPAN 

Eingegangen am 6. November ! 968 

5;ummary. If, for each zero of a polynomial, an approximation is known, estimates 
for the errors of these approximations are given, based on the evaluation of the poly- 
nomial at  these points. The procedure can be carried over to the case of multiple 
roots and root clusters using derivatives up to the order k -- 1, where k is the multi- 
plicity of the cluster. 

1. Einleitung 

In  einer frtiheren Arbeit [1, 2] hat  der Verfasser eine Methode zur simultanen 
AbschAtzung der Giite yon gegebenen Niiherungen ftir s/irntliche Nullstellen eines 
Polynorns angegeben. Die Absch/itzung ging im Fall einfacher Nullstellen aus yon 
den Werten des Polynoms und seiner Ablei tung an den N~iherungsstellen und  
benutzte  den Brouwerschen Fixpunktsatz .  Wie bereits dort  angedeutet,  kann man  
jedoch auf die Verwendung der Ableitungen verzichten. Schmidt  und Dressel [7] 
haben gezeigt, wie sich auch dies mit Hilfe yon  Fixpunkts~ttzen verwirklichen 
l~iBt. Hier soil ein Verfahren 1 beschrieben werden, das ebenfalls ohne Ableitungen 
arbeitet, die Absch~itzung jedoch mit  elementaren, funktionentheoretischen 
Mitteln erm6glicht. Auch dieses Verfahren l~13t sich in verschiedener Weise ver- 
feinern und andererseits verallgemeinern auf mehrfache Nullstellen und  Null- 
stellenanh~iufungen. 

2. Einfache Nullstellen 

Gegeben sei das Polynom 

F(x) = x" + ~ a, x "-~, 
v = l  

beispielsweise durch die im allgemeinen komplexen Koeffizienten seiner Potenz- 
reihenentwicklung bei x = 0  oder in anderer geeigneter Form, etwa dutch  eine 
Matrix mi t  yon x abh~ngigen Elementen,  deren Determinante  F(x) ist. Bekann t  
sei zu jeder der Nullstellen x i yon F(x) eine N~iherung ~i (i = t ,  2 . . . . .  n). Wi r  
~ t z e n  der Einfachheit  halber zun~ichst voraus, dab die genannten Nntlstellen 
einfach sind und ftir alle i der Abstand der N~herung ~i yon  tier zugeh6rigen Null-  
stelle x i hinreichend klein ist im Vergleich zu den AbstAnden yon x i zu den 
anderen Nullstellen. 

I Das Verfahren wurde 1964 auf der Tagung fiber ,,Numerisehe Behandlung yon 
Problemen der linearen Algebra" im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach 
vorgetragen und ist in [7] als Manuskript zitiert. 
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Zur Absch/itzung der Fehler ~i - -  xi der gegebenen N~herungen berechnen wir 
zun/tchst die Defektgr613en F(~i) ftir i = t ,  2 . . . . .  n. Dann 1/iBt sich das Polynom 
F(x) mit Hilfe der Lagrange-Interpolationsformel durch diese Gr613en aus- 
driicken. Definieren wit 

o) (x) = l~I ( x - ~ i )  
i=1 

und 

so wird 

~ '  (8i) /7 (8i- ~,) 
v4=i 

Wit betrachten nun die spezielle Wurzel x i mit  der NSherung 8 i. Durch 
Multiplikation des Faktors x - - 8 i  in die Klammer entsteht 

v(. l  = _ _  (x + ( . _ e j /  I f  
i . j  i4:j 

Da tier erste Faktor  nahe x = ~j nicht verschwindet, muB xj Nullstelle des Aus- 
drucks in geschweiften Klammern sein. Unter  den fiber die Abst~inde der N~ihe- 
rungen yon den Nullstellen gemachten Voraussetzungen ist die Summe iiber i klein 
gegen t. Wit haben es daher mit einer fiir x nahe ~. nur schwach nichtlinearen 
Gleichung zu tun, so dab sieh xj leicht eingrenzen l~Bt. 

Wit  benutzen zur Eingrenzung den folgenden Satz, der eine Anwendung des 
wohlbekannten Satzes von Rouch~ tiber die Nullstellen einer analytischen Funk- 
tion ist, die yon einer Funktion mit  bekannten Nullstellen nut  wenig abweicht 
(s. etwa [8], S. tt6). 

Hilfssatz. Es sei B(x) eine in dem Kreis ~,={xcC] tx--8] <--_r} regul~re 
analytische Funktion der komplexen Ver/inderlichen x und ftir alle xE~, 

0) I~ (x) l _~(r) < 1. 

Ferner seien q ,  c, . . . . .  ck (k >= 1) komptexe Konstanten und ~ = ~ (r) die positive 
Wurzel der Gleichung 

k 

(2) t - 7 ( r )  = X I c~l e - ' ,  

k 
sofern ~, [ G[ > 0, sonst e = 0. Ist dann ffir ein gewisses r 

(3) q (r) < r, 

so ha t  die Gleichung 

(4) c~ + c k _ , ( x - ~ )  + ... + c l (x-*)~- l  + ( x - ~ ) k ( l  + n ( x ) )  = o  
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unter Berticksichtigung der Vielfachheit genau k Wurzeln in ~ ,  und diese sind 
die einzigen in ~r- Dies gilt auch noch ftir 0 (r) = r, sofern es ein e > 0 gibt, so dab 
ffir alle r' mit r < r' < r + e gilt: 

k 

(5) t - - ~ ( r ' )  > ~ Ic~[ r ' -* .  

Beweis.  Der triviale Fall, dab s~tmtliche c, versch~dnden, kann ausgeschlossen 
werden. Dann ist die rechte Seite yon (2) eine ftir O <  ~ <  oo monoton yon + oo 
nach 0 fallende Funktion, woraus Existenz und Eindeutigkeit von Q (r) folgt. 

Ferner zeigt man, dab die im Parameter  y, 0 ~ y  ~ t, stetige Schar 

k 
/~(~) = y ~(~-~)~-~ + (~-~)~ (~ +~(~)) 

analytischer Funktionen im Kreisring ~ < ]  x- -~]  =<r regul/ir und nullstellen- 
frei ist : 

k 

t/> (~) ( x - ~ ) - ~ l  --> ~ - ~ ( ~ )  - E  1~t I ~ - ~ 1  -~ 
(6) 

> l - ~ ( r ) - ~ ,  t~1 e -~--o" 

Die Anzahl der Nullstellen in ~0 ist also von y unabh~ngig, insbesondere haben 
[l(x) und [o(x) gleichviele Nullstellen in ~ .  Das letztgenannte Polynom hat aber 
seine s~mtlichen k Nullstellen in ~ ,  well ftir 7 = 0 (6) sogar ftir atle x mit  
t x - -  ~I > 0 gilt. Wendet man das bisher Bewiesene auf r' anstat t  r an, so folgt 
aus (5) ~ ( r ' ) < r ' .  Demnach liegen in ~r' genau k NuUstellen yon [l(x) und mit  
r ' -+r  folgt auch der letzte Tell des Hilfssatzes. 

Ftir den bier zun~ichst betrachteten Fall einfacher Nullstellen setzen wir 

~,  c(O 
k = l ,  q =c(i), ~ = ~ i ,  r~(x)= x- -~¢"  

i = I  
i4=j 

Geeignete Zahlen r und Q, welche die Voraussetzungen des Hilfssatzes erftiUen, 
lassen sich wie in Eli unter gewissen Bedingungen iterativ bestimmen. Doch ist unter 
Verwendung des letzten Teils des Hilfssatzes eine direkte Bestimmung des Kreis- 
radius m/Sglich. 

Wit  definieren 

, I c")l  ,~ : =  , ~ j . _  I c(i>i 
(7) a : =  a j  : =  ~'i I ~ i - ~ s l  ' m i n ' l ~ i - * j l  ' 

wobei der Strich ' andeutet, dab die Summe bzw. das Minimum tiber alle i yon 
I bis n mit Ausnahme yon j zu nehmen ist. 

Dann gilt der 

S a t z  1. Sofern 

(8) a i + ~ i <  min{l,  ½ (1 + (a i --  ~i )2) )  
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erffitlt ist, ist 

(9) r* : =  r* : =  Ic(J)l • I +  l _ a j _ ~ j + V ( l _ a i _ o i ) 2 _ 4 a ~  

der Radius eines Kreises u m a  = ~i, der genau eine Nullstelle von F(x) enth~ilt. 

Beweis. Setzt man r = r'/] clJl{, so wird 

(t0) ~(r') = < 1, 

solange t--T(5~>C~>0 ist; die Ungleichung (5) nimmt die Form I - - ~ ( r ' ) > z  -1 
an und reduziert sich auf 

(T-1)*-(1  - ~ - ~ ) ( . - t )  + ~ <  0. 

Durch (8) ist gesichert, dab es reelle T > 1 gibt, die diese Ungleichung erfiillen, 
und zwar rechts v o n d e r  durch die eckige Klammer in (9) gegebenen kleineren 
Wurzel r = T* der entsprechenden quadratischen Gleichung. Es gilt ¢ ( r*)= r*, 
und wegen 

(yl:* 
I - - r * ~ =  -- ........ > a  z*--t  

ist in einer rechten Halbumgebung von T* die Bedingung I ---c(~ > a tats~tchlich 
erfiillt. 

Im  Gegensatz zu der in [1] beschriebenen Methode kann man hier, sobald 
siimtliche c (0 bekannt sind, die Absch~ttzungen ftir die einzelnen Wurzeln x~ 
getrennt voneinander durchfiihren. Ein Versagen der Methode ftir einzelne 
Wurzeln infolge Verletzung yon (8) bedeutet also noch nicht unbedingt ein Ver- 
sagen ffir alle Wurzeln, wie man auch aus dem in Tabelle ! gegebenen Beispiel 
ersieht. 

Lassen sich bei der Defektberechnung Rundungsfehler nicht vermeiden, so 
muB man, wie in [ i ]  im einzelnen erl~utert wurde, diese Fehler absch~tzen und 
im weiteren obere Schranken fiir IF(~i) I anstelle von t F(~i) I benutzen. Rundungs- 
fehler im weiteren Verlauf der Rechnung sind im allgemeinen nicht bedeutsam, 
dutch geeignete einseitige Rundung oder Intervallari thmetik lassen sich jedoch 
auch v611ig strenge Fehlerschranken bestimmen. 

Verfeinerungen der hier beschriebenen Absch~ttzungen lassen sich sowohl 
dadurch erzielen, dab die Phasen der auftretenden komplexen Gr6Ben mit- 
berficksichtigt werden, als auch dadurch, dab man die bei der Defektberechnung 
gewonnene Information zur Verbesserung der Niiherungswurzeln ausnutzt, also 
etwa die Fehler der neuen Niiherungen 

(11) ~) =~i-d) 
oder 

~) =~j- c(i) 

i + ~ '  c(O 
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berechnet. Da die Rechnungen vSllig analog zu den entsprechenden in ~,~ ver- 
laufen, wird auf Einzelheiten nieht weiter eingegangen. Wie der Hilfssatz zu 
modifizieren ,st, liegt ebenfalls auf der Hand. 

Die iterative Verbesserung der Nullstellenniiherungen mittels (,1) ,st bereits 
yon WeierstraB [9~ zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra verwendet 
worden. DoPey [5] und Kerner [6] benutzen diese Iterationsvorschfift zur 
simultanen Berechnung sttmtlicher Nullstellen. Sie l~tl3t sich nach ~6] auffassen 
als Newtonsches Iterationsverfahren fiir ein Gleichungssystem. das die sym- 
metrischen Grundfunktionen der unbekannten Nullstellen vorschreibt. In tthn- 
licher Weise 1Al3t sich auch die Iterationsvorschrift (2.5) in ['1 ftir die einzelne 
Komponente als Newtonschritt ffir die skalare Funktion F(x)/H'(x-u3 an 
der Stelle x = ~i auffassen 2 $ 

Das dalnit bewirkte n/iherungsweise Ausdividieren s~mtlicher fibrigen 
Polynom-Nullstellen fiihrt zu einer nahe ~j in sehr guter Niiherung linearen Funk- 
tion, ftir die das Newton-Verfahren entsprechend gute Nttherungen liefert. Die 
Simultaniteration mit dieser Vorschrift ,st nach Ehrlich [4] und eigenen Er- 
fahrungen des Verfassers erstaunlich unempfindiich gegen die Wahl der Ausgangs- 
n~iherungen. Nach [3] ~ I t  das offenbar auch fi~r die durch einen geeigneten Faktor  
be, den Korrekturen modifizierte Vorschrift (,1). 

3. Mehrfache Wurzeln und Wurzelhaufen 

Die im Abschnitt 2 beschriebene Methode t~il3t sich auch auf mehrfache 
Wurzeln und Wurzelhaufen iibertragen. Dabei wollen wir eine mehrfache WurzeI 
als Spezialfall eines Wurzelhaufens ansehen, zumal be, Anwesenheit von StSrun- 
gen durch Rundungs- oder Datenfehler be,de Fiitle nicht unterscheidbar sin& 
Damit  das Verfahren funktioniert, miissen sich die Nullstellen des Polynoms so in 
m Haufen gruppieren lassen, dab die Haufendurchmesser klein sind im Vergleich 
zu denAbst~nden zwischen den Haufen. Wir setzen voraus, dal3 zu jedem Haufen 
die Anzahl ks der in ihm enthaltenen Nullstellen unter Berficksichtigung der Viel- 
fachheit und eine gemeinsame N~herungswurzel ~i (i ---- , .  2 . . . . .  m) gegeben ,st. 
Der Abstand der N~herungen von den zugehSrigen Wurzeln solt klein sein gegen- 
fiber den Abstfinden z~schen  den Haufen. 

Als Defektgr6Ben dienen die Werte des Polynoms und seiner ersten k ~ -  , -  
Ableitungen im Punkt  ~$ : F (~ (~i), /z = 0, t, . . . ,  k i - -  t ; i--~ 1, 2 . . . . .  m. Durch 
diese GrSBen liiBt sich F(x) mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Lagrange- 
Hermiteschen Interpolationsformel darstellen: 

(,2) F(x)=o~(x)I~ g'(x) ] 
W O  

o~(x) = / ~ / ( x  _~,)k, 
$=1 

und g$(x) ein Polynom in x vom Grade < k~ ,st, das man zweckmiiflig in der Form 

k, 

g$(x)= Y cL'l(.~-~$) ~'-~, i = , ,  2 . . . . .  m, 

2 Diesen Hinweis verdanke ich Herrn F. L. Bauer, Miinchen (s. auch [4]). 
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darstellt. Die Koeffizienten c[ ) lassen sich ermitteln mittels Division der Taylor- 
entwicklung yon F(x) bei x = ~ durch die Taylorentwicklung yon 

m 

¢,(~) = H (~ - ~)~" 
/*=1 
/*4=~ 

an der gleichen Stelle a. Dabei werden nur  die ersten k~ Koeffizienten der je- 
weiligen Entwicklung ben6tigt. 

Wir konzentrieren uns nun auf die Eingrenzung der Wurzeln des j-ten Haufens. 
Dazu  wird in (12) der Faktor  (x--8i )  k~ yon 02 (x) in die Klammer  hineinmultipli- 
ziert. Es entsteht  

F(~) = ¢;(~) ~ d ~ (~ -~j )~ , - -  + (~ -~j)~, ~ + v _  g,(~!. _]/ 

und wir schlieBen wie frfiher, dab die Nullstellen des/ '-ten Haufens Nullstellen der 
geschweiften Klammer  sein miissen. Auf diese l~iBt sich dann wieder der Hilfssatz 
des vorigen Abschnit ts  anwenden. 

Wir definieren 
k~ c~ ) 

a : =  a i . =  d : =  ~i : =  max '  - - -  R p  
[~ i -~ l  ~ ' ~ I&-~A 

wobei Rj die positive VCurzel von 

sofern nicht  alle r~ ), n = t . . . . .  kj, verschwinden, sonst Null ist und der Ein- 
grenzung 

w j : =  max ~]c~STaRiaZw j 
~=1,...,/~t 

gentigt, die sich wegen der Monotonie der rechten Seite yon  {t 3) leicht, e twa durch 
Bisektion, verschiirfen 1/iBt. Dann gilt der 

Satz 2. Sofern 
aj + a j <  min {~, -~- (I + (a; - -  a;)~)} 

erfiiltt ist, ist 
( ,°; ] 

der Radius eines Kreises um ~ = ~i, der g e n a u / 5  Nullstellen yon F(x) enth~ilt. 

Bewds. Der Beweis verliiuft v611ig analog zum Beweis des Satzes I. Mit 
~:=r']R i erhalten wir als obere Schranke ftir 

I'r/(X>[ =[ )Z~',~= ~1 c~) max' [i---x-~Ll]-/** .[t-max' ki[x-~:i[]-' 
3 Auch irgendeine der anderen in [t], Appendix B beschriebenen Methoden ist 

hier verwendbar. Zugleich sieht man, dab jede der Methoden auch ein Verfahren zur 
praktischen Ausfiihrung der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion mit 
mehrfachen Nennernullstellen darstellt. 
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den Ausdruck (10), solange l - - z S > a > 0  ist und Ix--~i] ~ r '  gilt. Die Un- 
gleichung (5) folgt aus a - -~( r ' )  > z -1, wobei der AnschluB an den friiheren Beweis 
hergestellt ist. 

4. Numerische Beispiele 

Numerische Experimente haben gezeigt, dab die in dieser Arbeit beschriebene 
Methode eine ~hnliche Genauigkeit besitzt wie die in Et] angegebene Methode. 
Im Einzelfall sind die Absch~tzungen teils besser, tells schlechter. An dem frt~her 
verwendeten Beispiel werden in den Tabellen I und 2 die mit beiden Methoden 
ermittelten Fehlerschranken einander gegentibergestellt. 

In Tabelle t sind aul3er Werten, die mit dem in Abschnitt 2 ausftihrlich 
beschriebenen Verfahren berechnet sind, das hier ats Variante At  bezeichnet 
wird, auch mit verschiedenen anderen Varianten berechnete Werte angegeben. 
Diese Varianten A t, A 2, B t,  B 2 und B 3 sind ganz analog zu denen in Et ] auf- 
gebaut und bezeichnet und werden daher bier nicht mehr im einzelnen be- 
schrieben: 

Im wesentlichen bedeutet A die Verwendung von Betr~tgen der komplexen 
Gr6Ben in der Absch~tzung, sobald es geht, B die Beriicksichtigung yon Phasen, 
solange es sich lohnt, w~hrend die Ziffern I, 2, 3 auf die benutzten Kreismittel- 
punkte ~1/=~i  ,~.2~, ~13) der Resultatbereiche hinweisen. Auch diese Varianten 
lassen sich so formulieren, dab sich der Radius des Kreises, in dem ~ (x) ab- 
gesch~ttzt wird, aus einer quadratischen Gleichung ergibt, eine iterative Vor- 
gehensweise also vermieden wird. 

Bemerkenswert ist vor allem, dal3 das neue Verfahren nicht ftir alle Wurzeln 
zusammenbricht, wenn nur bei einzelnen Wurzeln der Fehler der N~herung nicht 
mehr hinreichend klein gegen den Abstand zu anderen Wurzeln ist, wie man aus 
dem zweiten Teil der Tabelle I ersieht. Ferner beachte man, dab die Resultate 
im Fall einer Wurzel gr613erer Vielfachheit besser sind als frtiher. 

Ft~r die in Tabelle t u n d  2 gegebenen Zahlen spielen die Rundungsfehter bei 
der Defektberechnung praktisch keine Rolle, da zur Defektberechnung die Pro- 
duktdarstellung des Polynoms F(x) benutzt wurde. Bei der praktischen Anwen- 
dung des Verfahrens ist eine solche Vorgehensweise nattirlich nicht m6glich, weil 
die wahren Wurzeln unbekannt sind. Geht man in unserem Beispiel v o n d e r  
Potenzreihendarstellung des Polynoms aus, berechnet den Defekt mit einer 
Gleitkomma-Arithmetik von 8 Stellen, schAtzt den Effekt der dabei auftretenden 
Rundungsfehler ab und arbeitet dementsprechend mit oberen Schranken flit die 
Defektgr6Ben, so ~ndern sich die meisten der in Tabelle 2 angegebenen Werte um 
h6chstens 3 Einheiten der dritten Dezimale. Dagegen wachsen im Falle einer vier- 
fachen Wurzel Nr. 4 die Fehlerschranken der sechs Wurzeln auf 

0,t84; 0,202; 0,t37; t,08; 0,t64; 0,t30. 

Die Absch~tzung der Vierfachwurzel ist also besonders empfindlich gegen 
Rundungsfehler, wie ja auch Mehrfachwurzeln besonders empfindlich gegen 
Anderungen der Polynomkoeffizienten sind. Auch im Falle der Vielfachheit 2 und 3 
zeigt sich bei der Wurzel Nr. 4 bereits ein st~rkerer Rundungsfehlereffekt: Die 
entsprechenden Fehlerschranken wachsen auf 0,280 bzw. 0,50 an. 
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Tabetle 2. Fehlerschranken der NaherungswurzeM 
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VCur- Wahre N~herung 
zel Nr. "Wurzel ~i 

Vielfachheit der W'urzel Nr. 4 

I 2 3 4 

I 0,0+5,1i  0,0+5,0i  0,15t (0,t67) 0,158 (0,174) 0,165 (0,184) 0,175 (0,204) 
2 0,2+4,3i  0,1+4,3/ 0,166 (0,127) 0,173 (0,128) 0,181 (0,130) 0,191 (0,137) 
3 2,1 +2,3i  2,0+2,3i 0,t17 (0,1t4) 0,120 (0,115) 0,124 (0,1t8) 0,128 (0,133) 
4 4,7+3,8i  4,7+3,9i  0,115 (0,118) 0,276 (0,346) 0,44 (0,71) 0,62 (1,44) 
5 6,7+6,7i  6,7+6,6i  0,tl9 (0,120) 0,126 (0,129) 0,135 (0,t42) 0,145 (0,173) 
6 9,1+6,6i  9,0+6,6i  0,110 (0,t24) 0,114 (0,130) 0,119 (0,138) 0,124 (0,t50) 

Eingeklammerte Werte: Version A 1 der alten Methode. 

Nat i i r l ich  h/tngt die Auswirkung der  Rundungsfehler  entscheidend ab von der  
Kondi t ion  des Polynoms in bezug auf die Aufgabe  der  Nul ls te l lenbest immung.  
D a  in unserem Beispiel s~imtliche Wurzeln in einem Quadran ten  der  komplexen  
Zahlenebene liegen, ist  die Kondi t ion  des zugeh6rigen Polynoms entsprechend 
schlecht. Verschiebt  man  dagegen den Nul lpunk t  der  unabh/ingigen Ver/inder- 
lichen x in die NAhe des Schwerpunktes  der  Wurzelver te i lung,  so venl f inder t  sich 
der  RundungsfehlereinfluB um einige Zehnerpotenzen.  

Von Interesse ist  noch ein Vergleich der ftir Einzelwurzeln und  ftir Wurze l -  
haufen angegebenen Verfahren an ein und demselben Beispiel.  Zu diesem Zweck 
wurde  in dem oben behande l ten  Beispiel  die Wurze l  Nr. 4 du tch  ein Wurze lpaa r  
ersetzt .  Bei e inem A b s t a n d  der  Komponen ten  von weniger  als 0,05 und  einer 
Defek tberechnung mi t  acht  wesentl ichen Stel len versagt  die Methode fiir Einzel-  
wurzeln:  die Kolnponenten  sind voneinander  n icht  mehr  zu t rennen,  auch wenn 
als N~iherungswurzeln die exak ten  Wurze ln  selbst  angegeben werden. Behandel t  
man  dagegen die beiden Wurzeln  als Wurzelhaufen,  so lassen sich prakt i sch  
b rauchbare  Absch/ i tzungen erzielen, wie Tabelle 3 zeigt. Bemerkenswer t  ist  der  
vergleichsweise miil3ige EinfluB einer Beri icksicht igung der Rundungsfehler ,  
w/ihrend diese allein fiir das  Versagen der  Einzelwurzel-Methode verantwort l ich  
sind. 

Tabelle 3. Eingrenzung eines Wumdpaars. Wahre Wurzeln: 4,7 + 8,828i; 4,7 + 3,778i 

Gemeinsame Nitherung 4,7 + 3,8i 4,7 + 3,825i 4,675 + 3,8i 
Wahre Fehler 0,025 0,050 0,035 
Fehlerschranken: 

ohne Rundungsfehler 0,027 0,060 0,075 
mit Rundungsfehler 0,037 0,070 0,084 
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