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Einleitung

In dieser Arbeit werden die ersten und zweiten Randwertaufgaben der Po-
tentialgleichung im R, mit einer Integralgleichungsmethode gelost, fiir die auch
die numerische Auswertung untersucht wird. Bei Differenzenverfahren wichst die
Gleichungszahl im R; mit 42~3 (54 Maschenweite) ([3], S. 344), die Auflésung der
linearen Gleichungen ist im allgemeinen langwierig ([4], S. 283) und ihre numeri-
sche Stabilitdt nimmt fiir kleine 4 stark ab ([3], S. 332). Auch macht die An-
passung der Randvorgaben hiufig Miihe ([3], S. 325, [4], S.1991ff.). Dagegen
wichst die Zahl der durch die Diskretisierung der Integralgleichung entstehenden
Gleichungen nur wie 472, denn die dreidimensionalen Aufgaben werden hier auf
die Losung einer zweidimensionalen Integralgleichung auf der Randfliche zuriick-
gefiihrt. Dadurch gehen die Randwerte auch leicht in die Rechnung ein. Fiir die
Auflosung der Gleichungen werden Iterationsverfahren angegeben, deren Kon-
vergenzfaktoren von % unabhingig sind. Allerdings mull mit einer vollbesetzten
Koeffizientenmatrix gerechnet werden.

Wir werden die Randwertaufgaben fiir das Innere und AuBere eines einfach

. N .
zusammenhéingenden beschrinkten Gebietes G Ry mit einer Randfliche G = U1G’

y=

16sen, wobei G sich aus N < oo jeweils abgeschlossenen stetig gekriimmten Stiicken
G, mit stiickweise stetig gekriimmten Trennkanten zusammensetzt. Die im fol-
genden beschriebenen Ergebnisse lassen sich mithelos auf Ljapunoffsche Flachen-
stiicke G, iibertragen. AuBerdem bleiben sie auch dann richtig, wenn auf G noch
endlich viele Ecken liegen, in deren Umgebung sich G wie ein glattes Konoid
verhilt. Auf solchen Randflichen scheint die Integralgleichung fiir die Belegung
noch nicht untersucht worden zu sein ([16], S. 211). Allerdings darf der Rand G
bei CARLEMAN [2] eine geschlossene stetig gekriimmte Kante besitzen, und in [10]
verwendet LEIs zur Losung der Schwingungsgleichung eine entsprechende Inte-
gralgleichung, wobei G wiirfelartige Ecken besitzen darf.

NEUMANN [11] begriindete die Integralgleichungsmethode und loste mit ihr
die Randwertaufgaben fiir konvexe Gebiete, POINCARE [13] iibertrug sie auf
sternige aber stetig gekriimmte, PLEMEL] [12] auf beliebig stetig gekriimmte
Berandungen.

§1 zihlt die wichtigsten Begriffe und Voraussetzungen auf. In §2 werden wir
die den Randwertaufgaben zugeordnete Integralgleichung angeben und in §3 ihre

* Herrn Professor Dr. WorLFGaNG HaAcCk zum 65. Geburtstag gewidmet.
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Eigenschaften sowie die von Einfach- und Doppelschichtpotentialen untersuchen
(Satz 5 und 6). Dabei bedienen wir uns einiger Methoden von Rapon ([14, 15])
und konnen die zweite Randwertaufgabe fiir eine sehr allgemeine Klasse von
Randvorgaben losen (§4, 2. und 4.). In §4 zeigen wir eine gewisse Aquivalenz
von Integralgleichung und Randwertaufgaben (Satz 7). Die Losungen der Inte-
gralgleichung werden in §5 konstruiert {Satz 8).

Nachdem die Integralgleichungsmethode bereitgestellt wurde, kann in §6 ein
numerisches Auswertungsverfahren angegeben werden. Dabei werden Integrale
mit Hilfe des Mittelwertsatzes durch endliche Summen ersetzt; diese Diskreti-
sierung ist ein verallgemeinertes Galerkin-Verfahren. Nach [1] wird gezeigt, dall
die so entstandenen linearen Gleichungssysteme mit dem gleichen Iterationsver-
fahren wie die Integralgleichung in §5 gelost werden kénnen und daB mit feiner
werdender Diskretisierung die daraus berechneten Niherungspotentiale gleich-
miBig gegen die exakten Potentiale konvergieren. Die iterative Auflosung der
linearen Gleichungen ist numerisch stabil — ein Vorteil dieses Verfahrens. AuBer-
dem nehmen die Kanten und Ecken bei der numerischen Behandlung keine Aus-
nahmestellung ein. Das Verfahren wurde fiir einige Beispiele mit Hilfe der Rechen-
anlage S 2002 durchgefiihrt.

Die geometrischen Hilfssitze sind als Anhang in §7 zusammengestellt.

Ich erlaube mir, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. W. Haacxk fiir seine An-
regungen und wertvollen Hinweise zu danken.

§ 1. Die wichtigsten Begriffe und Voraussetzungen
Wir werden Potentiale von Einfachbelegungen @

dd
(1.1) VoW = | =y
neé
sowie von Doppelbelegungen u:
(1.2) Jroram = [ uo 3 d00)

VEG nEG

verwenden. (n(p) = duBere Normale an G, in p). Die Integrale (1.1, 2) sind
Stieltjes-Lebesgue-Integrale, und die Belegungen werden folgenden Banachschen
Funktionenrdumen entnommen:

C = {f(y) auf G stetig mit |f],= max |/},

={g(v) auf G Lebesgue-meBbar und f.i. (fast iiberall) beschrinkt mit
lell, = vraimax | )]},

L1 = {P(F) fir F {G absolut stetige Mengenfunktion mit
PE) =]y do und H‘Plll—flwl do < oo},

C* = { (F) ist fir F ¢ G vollstandig und absolut additive Mengenfunktion mit
[2)s —HWI < oo}.
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Offenbar sind C CL®, L1 C* und C* der zu C, sowie L® der zu 1! duale Raum.
Die in numerischen Beispielen hiufigsten Fille sind ueC, sowie @cC¥ mit dem
Unterraum

CY ={DcC*, VP(x) ist im Ry stetig}.

Wegen LY ( C}¥ fiir p>2 ist C} nicht leer ([17], 2.3.2).

Zur Formulierung der zweiten Randwertaufgaben erweist sich eine Verall-
gemeinerung der Normalableitung von (1.1) als zweckmiBig, die mit Hilfe der im

Anhang §7, Hilfssatz 6 definierten Flichenfolgen v,(G (bzw. f“,,( R, —G1) wie
folgt erklart wird:

Zu (1.1) existiert {. 1. auf p, die Normalableitung

aVQi_[ 5 ,
omiz, ) (8%1;,. T nl)d@ E&Yns
peG

mit deren Hilfe fiir f¢ C die Folge stetiger linearer Funktionale

(13) )= [16.0) [ tyr) i@ dor o

Ee‘/n Y)GG

erklart werden kann. (1.3) konvergiert (in C* schwach) gegen ein Grenzfunktional,
das eine Mengenfunktion N} 4¢C* durch

(14) BimA, ()= [fiNfe

&

definiert (Satz 3). Ni 4 heiBt innere Normalableitung von (1.1). Ganz entsprechend
erkldren wir mit Hilfe von I’,, die duBere Normalableitung Njgc C*.

Schon PLEMELJ wies in [12], §5 darauf hin, daB diese Verallgemeinerung
der Normalableitung auch physikalisch sinnvoll ist,

Hier sollen die folgenden vier Randwertaufgaben gelost werden: (u(r) ist das
jeweils gesuchte Potential)

1. Au=0in G, ue=feC,  ucB(G)n6°(G),?
2. Au=0in G, Ni=ZFeC¥mit [dE =0, ucC2(G)~E"(G),

e
3. Au=0 in R3~§,t}im |u(g)] =0, we=7fcC, ucC(R;—G)E°(R;—G),
r{—00
4. Au=0 in Rs——E,Eg%immju(g)]::O, Nf=EcC}, ucC2(Ry—G)nE* (R, —G).

Bei unseren Untersuchungen spielen die geometrischen Eigenschaften des
Randes eine wichtige Rolle. Deshalb sollen hier die spiter bendtigten geometri-
schen Voraussetzungen genannt werden.

Um jeden Punkt peG, kann G, in einem geeigneten Koordinatensystem durch
¢{=C({&, n) lokal beschrieben werden, wobei die [-Achse mit 1u(p) zusammenfillt.
Dann gibt es wegen der beschrinkten Kriimmung von G, zwei Konstanten C, d

1G6=G6uG.
2 Mit @7 (H) wird die Klasse der im Gebiet Hr mal stetig differenzierbaren und
mit €° (H) die Klasse der stetigen Funktionen bezeichnet.
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fiir alle G,, so daB fiir £2 Fpt=ri< a2 7;15 die Ungleichungen

(1.5) ICE R SCr |Gl |6, £Cr,
(1.6) [nG) —n(@)| <C|3—q| fur 3 q¢6,,
gelten.

Den Kegel aller von ¢ GnachG hineinragenden Richtungen bezeichnen wir mit
(1.7) Co) =13 = glog@g 1, v+ A(g—b)<G fur alle Amit 0= A1},
seinen auf der Einheitskugel liegenden Randteil mit

(18) o) ={| s€c), 5+ o}
und den Flicheninhalt von O(y) auf der Einheitskugel mit 2(y).

Voraussetzung V 1:

(1.9 supIi —
neEG

£2(y)

27

{=w<1.

Die lokalen Eigenschaften des Integraloperators K (2.8) werden mit Hilfe des
Oberflichenteiles

(1.10) Fp=Gr{ylo<|yp—p| =8

durch die Funktion

(1.11) mng{[w%@wumﬁw}
DEFsp)

beschrieben. Wir verlangen

Voraussetzung V 2:

(1.12) ﬁa(sup%(p))=w’<1.
30 " &

(1.12) fallt mit (1.9) zusammen und ist dann eine geometrische Entsprechung der
zweidimensionalen Ergebnisse [15], wenn an G noch die folgenden zusitzlichen
Forderungen V 3, 4 gestellt werden (Lemma 1):

Es sei Q, die endliche Menge der Eckpunkte und @ die Menge aller Kanten-
und Eckpunkte von G.

Voraussetzung V 3:
Alle Eckpunkte ¢cQ, seien ,konvex,,, das soll heiflen:

entweder Cle) ..
oder (Einheitskugel — C (e)) } set eine konvexe Punkimenge.

Fiir ¢ ¢ G, enden zwei Randkanten r, 1y2(s) € Q von G,ine

(r71/2 (0) =e) mit Tangenten t,;, = }11}(1) »} ('6,1,2 (s)y —e).
Voraussetzung V 4:
Der Winkel zwischen den beiden Randtangenten in e sei wicht Null:

(1'13) q(tvl;tv2)zy>0‘
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§ 2. Eine den Randwertaufgaben zugeordnete Integralgleichung

Wir nehmen zunéchst an, daB sich die Losungen der Randwertaufgaben 1. —4.
mit u|;, ueC folgendermaBen darstellen lassen (s. §4):

1. (24)  u()=[fudQ;, <G,
[
1 $ 1
2 22)  wl)=s VNI + s [#dQ,  1<6,

G

3. (23) “(Z)=%(fodH>VH(§)+fﬂde reRy—G,
G G

dabei ist He C%~ L1 die ,,natiirliche Belegung* von G (vgl. Satz 5, zweite Bemer-
kung) mit [dH =1;
G

1 1 —
4. (2.4) u(g):-HVN““(Z)_Efud.Qg, 1eR,—G.

In den Darstellungsformeln sind die Doppelbelegungen unbekannt. Diese sucht
man aus den Randvorgaben zu bestimmen und betrachtet deshalb lim von
(2.1—4). Dabei erhilt man auf Grund der GauBschen Formel =G

47 fiir reG,
(2.5) JdQ=10@) fir ge G,
G-t} 0 fir teRy—G

mit den Sprungrelationen ([17], 2.2.1)

(2.6) lim [gdfR,=2n(Kg4g) firgim
I—pEG G

Innengebiet G
AuBengebiet R, —G

fiir die gesuchte Doppelbelegung g in C die Integralgleichung

(2.7) g=AKg-+h
mit dem Operator
(2.8) Kgl(p) =~2’;{ [ed2,+ew- (znmfz(p))}-

G—{p}

Die gesuchte Funktion g, der Parameter 1 und die gegebene rechte Seite hcC
haben dabei die folgenden Bedeutungen:

'1g=‘u, A=_1’ hzmz_};f’
2 g=wg, A=+1. k=7 VN,
(2.9) 1
-g=u, A=A, "z—‘ia‘(f--fde),
é

1
4. g=ug, A=—1, hz-;; VN:C-;.
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§ 3. Die Integralgleichung, ihre Transponierte und die Potentiale

(2.8) kann als Stieltjes-Lebesgue-Integral auch fiir gc L* erklirt werden. Uber
die einfachsten Eigenschaften von K gibt Auskunft

Satz 1. 1. K in L® st linear und stetig, KL* CL™.
2. KCCC.
3. Fiir den 2u K transponierten Operator K’ in C* gilt K' L2 C L1,
Beweis. 1. Die Linearitdt folgt aus (2.8), die Stetigkeit aus der Beschrdnkt-
heit von W (p) nach Hilfssatz 4 wegen

. a
| K gl = vraimax|g| 1:122{ Wo(p) = £llw (3; +1),

2. DaB fiir geC die Funktion Kg(p) auf G stetig ist, folgt wegen K1 =1 nach
(2.5) aus der Ungleichung

[Kglp) —Kgpy)| <Ko ( max |g(y) —g(p)|+ max |g(ps) —g ()]

EFs(p) DEFslp)

+let) —gw) Hleh e [ 142 —d2,),
G—Fglpy)
deren rechte Seite fiir | p; —p,| =< 6* mit 6—0 gegen Null strebt.
3. Weil (27 —£(y)) auf G f.1. verschwindet, gilt fiir eIl

P(E)=[p () ([ ) do(v).

Wegen | K' V|, < |P|, K]l existiert das rechte Integral auch mit dem Integranden
|p(v)| |d82y], und der Satz von FuINI kann angewandt werden. Nach Ver-
tauschen der Integrationsreihenfolge existiert f.ii. das innere Integral von

2 = [ [HEE 0 o) do).
FoAG
woraus sich K'Wel? ergibt.

Unter Voraussetzung V2 konnen fiir (2.7) wegen w’'<<1 die Fredholmschen
Sitze verwendet werden, denn es gilt

Satz 2. Der Fredholmsche Radius p von K erfiillt

!
1

3.1)

IA
A

e

~|

1
o

Bemerkung. Dieser Satz gilt auch fiir den bei den entsprechenden Randwert-
aufgaben der Schwingungsgleichung auftretenden Operator

z?g=-§,;{‘ [ o (35 ) 5am =7 HiBlo—3D) do )+ £ (9) (zx—fz(p})},

G—{p}

(H} Hankel-Funktion erster Art der Ordnung 3), denn K unterscheidet sich von
K nur um einen schwach singuliren vollstetigen Integraloperator (JAGER [6],
Hilfssatz 4).
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Beweis. Zur beliebig gewdhlten Zahl £> 0 existiert §>>0, so daB

W) = o’ +e.
Zerlegt man mit dem durch
1
(3.2) Fg=—_" fgdf?p
G—Flp)
definierten Operator F
(3:3) K=H+F,

so gilt
AL, = max () < of +c,

und F ist in L® wegen des stiickweise stetigen Integralkerns vollstetig. Daraus
ergibt sich
> 1
e="y + &
fiir jedes >0, was g=1/w’ bedeutet.
Fiir w>> 0 gibt es zur beliebig gewidhiten Zahl £>> 0 einen Kantenpunkt qeQ mit
2(q) )“1

1
] <p +e, dg=(1—22

Die charakteristische Funktion y(,, ist unstetige Funktion der ersten Baireschen
Klasse und Eigenldsung von

(3.4) Xy = 2K iy
was nach Rapon ([14], S. 1121) nur auflerhalb des Fredholmschen Kreises mog-
lich ist: ]

e=|hl < +e.
Daraus folgt wegen der Beliebigkeit von ¢>0 die Behauptung. Haufig fillt Be-
dingung (1.12) mit der geometrisch einfacheren Bedingung (1.9) zusammen.

Lemma 1. Sind auf G zusitzlich die Voraussetzungen V3, V4 (1.13) erfiillt, so
gilt o =w'.

Beweis. >0 sei eine beliebig gewdhlte Zahl. Dann existiert nach Hilfssatz 3
eine Zahl ;(&)>0, so daB
N ) .
(3.5) N BT X E Sy e

HEFs, (M MGy

erfiillt ist. Die mit J, gebildete Funktion W (p) ist auf G nach Hilfssatz § stetig.
Deshalb gibt es zu ¢ und §; eine Zahl §,, 0<<8,=4,, so daB

(3.6) W5, (0) —Wo ()| 5 fir |p—q| 6

gilt. SchlieBlich existiert zu ¢ und d, nach Hilfssatz 2 eine Konstante §;, 0< 8, d,,
so daB3

3.7) W;:,(P)é% fir peG mit rqréiéllp—qlgda

erfiilt ist,
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Bei festem p wichst W;(p) in 6 monoton. Deshalb gilt fiir alle <4,
Wa(p) = We, (p) = Vo, () -

Beriicksichtigt man sowohl (3.6) als auch (3.7), so ergibt sich fiir alle peC

W (p) =W (p) = max W, (q) + %

2(q) 1<
é%%%—'mﬁ+zzz ]'W%W+%-

—1 .
v Fs,(a) NGy

Unter Verwendung von (3.5) und (1.9) wird daraus
o =wte

was wegen der beliebigen Wahl von >0 o’ <w bedingt. Andererseits ist wegen
(1.9—12) w=w’, so daB die behauptete Gleichheit bestehen muB.

Um etwas iiber die Eigenwerte von (2.7) fiir | 4| <p zu erfahren, untersuchen
wir neben Integralgleichung (2.7) die zu ihr transponierte Funktionalgleichung
in C*. Thren Zusammenhang mit Einfachschichtpotentialen zeigt der nun folgende
Satz. Er stellt auBerdem sicher, daBl unsere Definition (1.3, 4) der Normalableitung
sinnvoll ist.

Satz 33. Die Folge (1.3) von linearen Funktionalen A, konvergiert gegen ein
lineares Funktional NjgcC* bzw. NfgcC*. Die Normalableitungen erfiillen die
Funktionalgleichungen

- Nie=0 —K'O,
(3.8) )
o7 Mo=—@—K'®

in C*. Die vechten Seiten, also auch Nj g bzw. Nfg, sind von den Flichenfolgen v,
baw. I’n unabhingig.

Beweis. Wir konnen uns auf die Betrachtung der inneren Normalableitung
beschrinken, denn fiir die duBere Normalableitung verlduft der Beweis ganz
entsprechend mit Fn statt y,,.

Satz 3 ist richtig, wenn wir fiir jedes feC die Gleichung

(3.9) o limd, ()= [ fad — [ ta(K @)

T n—00
G

beweisen.

Bei festen # und fe¢ C kann auf Grund der absoluten Konvergenz der Integrale
nach dem Satz von FuBini die Integrationsreihenfolge in (1.3) vertauscht werden,
so dalBl wir

(340 mm=~f(fﬂ%£ﬁﬁﬁ@mmmmy@

DEG “pnEyn

erhalten.

3 Satz 3 und die Sitze 4 und 6 sind [17] unverdndert entnommen.
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Fir jeden Punkt z)eé und irgendeine fest gewidhlte Zahl 6>0 erfiillt das
innere Integral, das wir mit
S 1,4

rn

abkiirzen wollen, auf Grund der beschrinkten Drehung der p, (7.13) und wegen
SR =0 die Ungleichung
Vn
ff,.d_Q(n) (Kf () —£(v) !<2 max (m[f(t)) _—f(é)l(% +1)
(3.41) Y
T2 [ o) ey —agy).

3€6—Fstm)

wobei in dQ§ p,==aq,(s) einzusetzen ist (Hilfssatz 6). Fiir n— co verschwindet
der letzte Ausdruck bei festen f, § fur t)eG gleichmaBig.

Um das zu zeigen, zerlege man zu einer beliebig vorgegebenen Zahl £>0 G in
endlich viele von stiickweise glatten Kurven 3§, (s) berandete Teilflichen F,,» =1, ...,
M mit M Punkten 3,¢F, derart, dall

3EFy

max |f(,) — @ =75
“aa 1)

erfiillt ist. Dann gilt unabhingig von tj die Ungleichung

1

27

(3.12)

[ (16— 1) @2 — a2y

3€G—Fs (1) o
= 5w 2176) — /0]

QP —a0,)| + -

3EFp—Fsln)

Jedes der in der Summe auftretenden Integrale ist dabei die Differenz der Flichen-
& (s)—1 ACAC)

inhalte von auf der Einheitskugel durch | QTW——DT und Tam (3, (5)) =D

Bildern von F, —F; (). Wegen |3 —y| = 6> 0 sowie der gleichméBigen Konvergenz
|a, 3) —3| —0 fiir #—>co konvergieren die Bildkurven auf der Einheitskugel
gleichmiBig beziiglich 8, und y gegeneinander. Folglich gibt es einen von ) unab-
hingigen Index N(e, M), so daB fiir n= N die rechte Seite in (3.12) kleiner als
& wird.

Da also der letzte Ausdruck in (3.11) bei festen /, § in y gleichméBig fiir n — oo
verschwindet, gilt mit (3.10) die Beziehung

begrenzten

lim

n—>00

=2 Pl max |/6) —10) (5% +1).
nEG

o Ml — [t —Kf a0
G

Die linke Seite hiingt von § nicht ab, wihrend die rechte Seite wegen feC fiir
8 —0 verschwindet. Daraus folgt (3.9) sowie Satz 3.

Nun wollen wir uns den stetigen Einfachschichtpotentialen {1.1) zuwenden.
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Satz 4. Fiir Potentiale V @, V¥ 2u Belegungen @, WeC¥ existieren die Integrale

[(grad V@ -grad V¥)dz, [(gradV®-gradV¥)dr,
¢ Ry—G
und fiir sie gelten die Greenschen Integralsitze (dt = Volumenelement).

Beweis. Da VW stetig ist, konnen wir in (1.3) VW¥|;=f verwenden und er-
halten mit (3.8)

. 4 i
”grglo[VW(bn(g)) T, VP00 =.fV¥’dNVq,.
LE€vn G

Bezeichnen wir mit y, die von y,, begrenzten inneren Gebiete, dann folgt daraus
wegen der Stetigkeit von V¥ in G und der gleichmiBigen Konvergenz

Jim|b,(x) —x| =0
nach Verwendung des GauBlschen Integralsatzes die Beziehung

(3-13) lim [(grad V@ -grad V¥)dt=[VWANS,.
P> é

o
Ya
Die rechte Seite existiert nach Satz 3 und deshalb auch die linke.

Wenn man das Verhalten von ¥V @(r), V'¥P(z) fiir | ] — oo beriicksichtigt, kann
man im AuBenraum R, —G ganz entsprechend verfahren.

Lemma, 2. Fiir @cC gilt
(3.14) V(K ®)je=K(V D) -
Bewets. Tragt man die Identitit
1 1 1 1 " -
(3.15) Kn(—lb-:g‘l”)*’r——“ﬁln_gl‘—-‘ﬁ[ﬁ;—ﬁrdgg(p) fir reG, UQG

pEG
in V{K’ @) (1} ein, so erhidlt man

VE )= [ ( s 4% (p))d@—ww.
peé

nEé

Im zweifachen Integral diirfen wir wegen der absoluten Konvergenz die Inte-
grationsreihenfolge vertauschen, so daB

VE D) () =5 [V 90—V D)
G

fiir reG gilt. Da V @ stetig ist, Hefert daraus t—G mit Hilfe der Sprungrelation
Behauptung (3.14).

Satz 5. Die Losung der zu (2.7) transponierten Funktionalgleichung
(3.16) Y=AK'VP+ P
in C* besitzt fiir | A| <o folgende Eigenschaften:

1. Fiiy @l ¢st Vel

2. Filr @cC¥ ist PeC%.
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Die Eigenlosungen H, von (3.16) sind absolut stetig und erzeugen im Ry stetige
Potentiale: H,e L1~ C}.

1. Bemerkung. Mit Lemma 2 gilt:
(3-17) AK(VH,) =VH,,
so daB die Eigenrdume von (2.7) in C und (3.16) in C* durch
(3.18) 6, =VHj

eineindeutig aufeinander abgebildet werden. (3.18) ist deshalb eineindeutig, weil
fiir @cC¥ aus VO)3=0 zunidchst mit dem Maximum-Prinzip V@ =0 im R, und
daraus das Verschwinden von @ folgt ([17], S. 36).

2. Bemerkung. Da fiir eine reelle Konstante £ <=0
KE—=E
erfiillt ist, existiert die reelle ,natiirliche Belegung,, Hc L1~ C¥ von G

E=VH,
die man wegen
E-fdNgy=— [ (grad VH)2dv=—D, =+ 0
G R—G

durch E =D, normieren kann.

Beweis. 1. Wegen Satz 1, 3 gelten fiir | 1] <p die Fredholmschen Sitze fiir
die Funktionalgleichung (3.16) in L%, so da eI fir Pel? gilt.

2. In der Umgebung von A, kann die Resolvente von (2.7) bekanntlich durch

(2~ 25)i D;
0

(3-19) (I—2K)1=R,=-—
(A—40)

148

o -
» 2 (A=) 0
j=0

dargestellt werden (I Einheitsoperator). Der Nenner mit d,==0 ist in einer Um-
gebung von A, regulir. Bei der Entwicklung um einen reguldren Wert 4, ist »=0,
wihrend »=£0 ist, wenn um einen Eigenwert 1; entwickelt wird. Der Zihler ist
normkonvergent, wobei sich die Operatoren D, als normkonvergente Potenzreihen

(3-20) D; Zglo“fk K*

berechnen ([14], S. 1112—1114). Wie Rapox in [15], S. 1164 schlieffen wir nach
Anwendung von Lemma 2 aus der gleichmiBigen Konvergenz der Randwerte

k}_joaik (VK,k @)lé zkgoajk Kk (V @[(’;)
auf
(3.21) DV ®je) = (VD; D)jg.*

¢ Durch ’ wird der transponierte Operator in C* gekennzeichnet.
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Genauso folgt fiir PcC} aus der gleichmiBigen Konvergenz von Zihler und
Nenner in (3.19)

(3.22) Ry (V Dip) = (V R, D¢,
wenn R; (V @|¢) existiert.
Fiir die Eigenfunktionen Z,, k=1, ..., # zum Eigenwert 4, von (3.16) gilt

mit » linear unabhéngigen stetigen Funktionen [7,
(fﬂkdfb)uk-}:c D;®
k=1 i

tiir alle @eC* {[14], S. 1120, [15], S. 1166). Zu 11, gibt es # linear unabhangige
stetige Funktionen ¢; mit f I, ¢;do=9;,, mit denen wegen D,(F f @, doeC¥
aus (3.21) G

E:Z D¢k€CV

folgt. Zusammen mit {3.22) bedeutet das ¥ecC¥, falls @cC} vorgegeben wird.

Die Dimensionen der Eigenrdume zu A, von (2.7) seien #,in C, n, in L™ und
von (3.16) n, in L! sowie n, in C*. Wegen der Giiltigkeit der Fredholmschen
Sitze fiir (2.7) in C sowie (3.16) in L! gelten ny=mn, und n,=n, ([7], S. 404 und
427). AuBlerdem gilt

CCL®, IL'CC*,

so daB wegen n,<#_ =n;< 5, ==, die Dimensionen alle gleich sind und Z,cI
sein muf.

Satz 6. Die Eigenwerte 3, im Fredholmschen Kreis |A,| < von (2.7) sind alle
reell und erfiillen | A, >1 fiir A,==1. Ag=1 ist einfacher Eigenwert.

Beweis. Wegen Satz 4 diirfen fiir Potentiale V.= von Eigenlésungen = die
Greenschen Umformungen durchgefiihrt werden, so daB der von PLEMEL] ([12],
S. 52) fiir glatte Berandungen durchgefithrte Beweis giiltig bleibt.

§ 4. Die Aquivalenz von Integralgleichung und Randwertaufgaben
Satz 7. 1. Jede Lisung einer der Randwertaufgaben 1.—4. 1ifSt sich durch ein
entsprechendes Potential (2, 1—4.) darstellen, so daf die zugeovdneten Funktionen g
und h dey Integralgleichung (2.7) geniigen.
2, Jedes mit der (2.9) entsprechenden Losung von Integralgleichung (2.7) gebildete
Potential (2.1 —4) lost die gewiinschie Randwertaufgabe 1.—4.

Beweis fir die ersten Randwertaufgaben:
Behauptung 2. Wegen Voraussetzung V2, 1< 5 =0 und HeC§ stellen die

Fredholmschen Sitze zu gegebenem fcC die Ex1stenz einer Losung ge¢C von
Integralgleichung (2.7) sicher. Die mit y=g gebildeten Potentiale (2.1 bzw. 3)
besitzen auf Grund der Sprungrelationen (2.6) die Randwerte f und nehmen die-
selben auch stetig an ([17], 2.2.1.).

Behauptung 1. Die soeben bewiesene Behauptung 2 liefert zu den Randwerten
uj¢=feC des gegebenen Potentials u ein weiteres Potential v, das wegen der
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eindeutigen Losbarkeit der ersten Randwertaufgaben [9] mit # iibereinstimmt.
Da v durch (2.1. bzw. 3.) dargestellt wird, gilt das gleiche fiir u.

Beweis fir die zweiten Randwertaufgaben:

Behauptung 1. Wird » mit NicC§ bzw. NfcC# vorgegeben, so kénnen wir
wegen Satz 4 die Greensche Integralformel fiir # verwenden. Man erhilt auf
bekannte Weise die Darstellungsformeln (2.2) bzw. (2.4} ([5], S. 31), aus denen
die Sprungrelationen (2.6) Integralgleichung (2.7) liefern.

Behauptung 2. Wenn NjcC} bzw. NfcC} vorgegeben wird, so kénnen wir
einmal auf Grund der Fredholmschen Sitze Integralgleichung (2.7) 16sen und
mit #|; die Potentiale # nach (2.2) bzw. (2.4) berechnen, andererseits aber auch

(4.1) =K' ¢ +Nf bzw. @*=K' &*—N?

16sen, wobei nach Satz § die Potentiale ¥V @ bzw. V @* im R, stetig sind und wegen
(3.8) die innere bzw. duBere Randwertaufgabe l6sen. Mit Hilfe der Sprungrela-
tionen, (4.1} und Lemma 2 folgt dann fiir die stetigen Randwerte

(we —V ) =Kuje — V) bzw. (e —V &) = —Kluje —V D).
Satz 6 und das Maximum-Prinzip liefern daraus
u=V& fconst. inGbzw. u=V®P* in R,—G.

Demnach losen (2.2) bzw. (2.4) die gewiinschten Randwertaufgaben.

§ 5. Losungsverfahren fiir die Integralgleichung

Da wir die Randwertaufgaben numerisch l6sen wollen, benétigen wir ein
konstruktives Losungsverfahren fiir (2.7). Der folgende Satz liefert iterative Ver-
fahren:

Satz 8. Die Funktionenfolgen in C: g®=0
(54) V=™ K™ 1R fir A=—1,

(5.2) gt =Kgm _71(73 fg(’”)do +h fir A=-41, m=0,1,...
¢ ¢
konvergieren auf G gleichmdifig gegen eine Losung g von (2,7).
Die Konvergenz von (5.4) wurde fiir konvexe Gebiete schon von NEUMANN [11]
gezeigt.
Beweis. 1, sei einer der dem Betrage nichst gréBeren Eigenwerte als der
Eigenwert 1. Setzen wir » = min{] 4,|, ¢}, so hingt die Resolvente (3.19) im Kreis

1 7t 1 3741
|2+ 5 <5
. . 7 s . 7
von 2 analytisch ab. Transformiert man 4 () = ot 50 ist sie vony in|y| < g

analytisch abhingig. Thre Entwicklung nach Potenzen von % liefert die norm-

konvergente Reihe "

R, W:I«}«Kzin" (K —1y73,
P

deren Teilsummen fiir {4 = —1) = — } (5.1) ergeben ([8], S. 112, [1], §7).
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Fiir A=+1 ist ¢y==1 die Eigenfunktion von (2.7), so dal man nach WIELANDT
[19] diesen Eigenwert von (2.7) abspalten kann. Man tiberzeugt sich leicht, daB
die Integralgleichung

(5.3) g=MK—L)g+h, Lg:ﬁfgdo

G G

fiir die spezielle Lésung von (2.7) mit Lg=0 auler 1 =1 die gleichen Eigenwerte
wie (2.7} besitzt, wihrend 4 =1 reguldrer Wert von (5.3) ist. Folglich konvergiert
die Neumannsche Reihe zu (5.3) fiir || <7, deren Teilsummen durch (5.2) fiir
A =1<r dargestellt werden.

§ 6. Zur numerischen Behandlung der Randwertaufgaben

Bei der numerischen Durchfithrung des hier beschriebenen Verfahrens muB
die infinite Integralgleichung (2.7) durch eine mit endlich vielen arithmetischen
Operationen lésbare Aufgabe ersetzt werden. Solche Diskretisierungen sind auf
vielerlei Art moglich ([7], Kap. XIV). Wir wihlen wie in [18] eine méglichst
einfache, indem wir G in » Flichenstiicke £, ..., F, mit p,cF, zerlegen und (2.7)
durch das lineare Gleichungssystem

& .

(61) &)= 2, E{( f 22y, + (2 —2(p))) 5&.&)&@(?&) +Aalp), i=1...,n
k=1 Fr—{ps}

ersetzen . Die Koeffizienten kinnen dabei niherungsweise aus dem Flicheninhalt

des sphirischen Vierecks auf der Einheitskugel ermittelt werden, das durch die
vier Kreise durch

Yj—1~Pi D —pi Bit1—Pi | .
3 ; ; =2,4,6,8
(95193l {h; — il 19 41— il ! 4
7 e
Vs

entsteht (vgl. Bild), wobei p; die skizzierten zu F, gehorenden Ortsvektoren sind.
Wihlt man die Einteilung in die F, so, da8 Kanten und Ecken von G nur auf
Trennlinien der F, liegen, so braucht die Rechnung keine Riicksicht auf die
Kanten und Ecken zu nehmen [17].

Indem wir den Projektionsoperator

6.2 E, == lim do do\t .
(6.2) W) =fim ] fdo( T4 farale yeR,
in L* definieren (fiir f¢C, folgt die einfache Beziehung B, f(y) = f(p,) fiir alle
ye F,), konnen wir die Ndherungsgleichungen (6.1) auch als Funktionalgleichung
(6.3) g=EKg,+Eh

s Die F, sollen dabei paarweise punktfremd sein: F,nF=g fiir E N

28 MNumer. Math., Bd. 11
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in L*® schreiben. Lost man das lineare Gleichungssystem (6.1) bzw. (6.3) und
setzt die daraus errechnete Treppenfunktion in die jeweilige Formel (2.1 —4) ein,
so erhdlt man eine Potentialfunktion u,, von der man hofft, daB sie das gewtinschte
Potential # angenihert wiedergibt. Somit entstehen fiir das numerische Verfahren
die folgenden Fragen:

1. Wieviele Losungen besitzt das Naherungsproblem (6.1) bzw. (6.3)?
2. Konvergieren die Niherungsidsungen g, und u, ftir n— oo gegen die exakien
Lisungen g und w, falls

(6.4) lim ( max Durchmesser (F)) =0?

7B—>00 4=1,..,0

3. Kionnen Fehlerschranken angegeben werden?
4. Gibt es ein einfaches und numerisch stabiles Verfahven zur Aufiisung der
Niherungsgleichungen (6.4) bzw. (6.3)?

Da {6.3) offensichtlich fiir A==1 die Eigenldsung g,=1 besitzt, ersetzen wir
(6.1) nur fiir A=—1 durch (6.3):

(6.5) &=—hKg,+ 5k,
dagegen fir A=--1 gemiB (5.3) durch

Die spezielle Losung von (6.1) mit Lg, =0 erfiillt auch (6.6).

Um auf die vier Fragen antworten zu kénnen, miissen wir zunichst die Kon-
vergenz der Nidherungsoperatoren P, K untersuchen, B, K bildet in den endlich-
dimensionalen Raum der Treppenfunktionen ab und ist deshalb vollstetig. Fiir
>0 ist K nicht vollstetig (Satz 2), im allgemeinen ist deshalb keine Norm-
konvergenz von B, K gegen K zu erwarten ([7], S. 246).

Wir zerlegen K mit >0 gemi8 (3.3) so, daB mit

Ke=F-4-H
nach Voraussetzung V2 (1.12) gilt
(6.7) |H], < g<1.
Setzen wir

B=I+H, B,=I+PBH

mit + fiir {6.5), — fiir (6.6), so existieren wegen (6.7) die Inversen dieser Opera-
toren und erfiillen

(©38) 1B s 72y 1BMes 55
Bezeichnen wir auBerdem mit 4 bzw. 4, die Operatoren
4 _{I+K _{I+P,,K fiar (6.5)
T I—-K+L * [ I—-BK-+L {ir (6.6),

so gelten in unserem Fall die Konvergenzaussagen von
Lemma 3. Fiir jedes gcC konvergieren

Jm |Be—glo=0 wnd lim|Be —Bgl, =o0.
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Fiir alle fe L” mit ||f|,=1 konvergieren gleichmifig
”lingo |BFf—Ffl,=0 wund ”lirrgoﬂBglA,,f —B1Af|, =
(diese Operatorenfolgen sind normkonvergent).

Bewers. Wenn g stetig ist, folgt P,g—>g aus (6.2) und (6.4). Die zweite Be-
hauptung folgt dann aus
|Bi'e — B gl = | B3 (B, — ) H B g

wegen (6.8). Die beiden letzten Behauptungen ergeben sich aus der Kompaktheit
von Ff fiir |[f|,=1in C.

Lemma 3 reicht zum Beweis der Sitze in [1] bereits aus, die einige Antworten
auf unsere vier Fragen liefern:

1. Nach [1] Hilfssatz Sa gibt es einen Index »n, (eine geniigend feine Unter-
teilung von G), so daB die Inversen von (6.5) bzw. (6.6) in L™ existieren und
(6.9) |4 e=Cy firalle n=mn,
mit von # unabhingiger Konstante C; erfiillen. Fir n=n4 sind (6.5), (6.6) nach
g, also eindeutig auflosbar.

2. Nach [1] Satz 2 konvergieren wegen (6.9) die Treppenfunktioneng, zu (6.5)
bzw. (6.6) auf G gleichmiBig gegen g:

(6.10) lim |lg —g,[, = lim (sup lg —g4]) =0.

n—>00 n—>

Fiir die gemiB (2.1 —4) zu g und g, gebildeten Potentiale » und w, erhdlt man
mit Hilfe des Maximumprinzips und (7.13) die Abschitzung

(611) 1”’71(2) "‘“(E)] = 51 ”g "’gn”oo +c ”h _Pnh"m
mit
{ a fiir (2.'1, 3) {0 fiir (204)
¢y = und ¢,

- T";t— fiir (2.2, 4) b fir (2.2—4).

Also konvergieren wegen (6.10) die Naherungspotentiale u, iberall gleichmiBig
gegen u mit # > oo,

3. Fehlerabschitzungen liefert (6.11), wenn man [g—g,l, z.B. gemil [1]
Satz 3 abschétzt.

4. Satz 5 in [1] garantiert die Existenz einer Konstante C,, so daB fur alle
Diskretisierungen # =, die gemi8 (5.1) bzw. (5.2) zu B, K gebildeten Folgen g
gleichgradig wie eine geometrische Reihe gegen g, konvergieren:

(6.12) Hg(m) - gnuoo =Gy 1"; Hk”() fur alle n = n,
mit
LB fur (6.5)
r .
0= 14 , rgemil §5.
L fiir (6.6)

Als iteratives Verfahren ist dieses Aufldsungsverfahren von (6.5, 6) numerisch
stabil. AuBerdem ist die Anzahl von Iterationen, die man zum Erreichen einer

28%
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Genauigkeit g —g,|,, bendtigt, wegen (6.12) von der Feinheit (1) der Dis-
kretisierung wnabhdngig tir n=mn,.

Das beschriebene numerische Verfahren wurde an einigen Beispielen auf einer
Rechenanlage S 2002 erprobt und lieferte bei einer recht groben Diskretisierung

Fig. 1. Schnittlinien der Aquipotentialflichen u — const mit einer Ebene durch die
Achse der Rotationsfliche G bei dreidimensionaler schriger Anstromung

von G, z.B. mit # =300 und einer Kugelkalotte mit glatt aufgesetztem Kegel
als G (s. auch [17]) Fig. 1:
| —u,| <3-1072|ug,,
1825 — g, < 107%| Al (25 Iterationsschritte)
in folgenden Rechenzeiten:
6h  Berechnung der 300 X 300-Koeffizientenmatrix zu B,K, (B, K ist ja fir
alle Aufgaben zu einer Fliche G gleich),
2h  zur iterativen Losung (ca. 25 Schritte) eines Gleichungssystems (6.5)

bzw. (6.6),
2 min zur Auswertung eines der Integrale (2.1 —4), um #%(x) zu ermitteln.

§ 7. Anhang: Geometrische Hilfssédtze

Das lokale Verhalten des Operators K wird durch die Funktion Wj(p) be-
schrieben. In den Hilfssitzen 1 —5 werden deshalb einige Eigenschaften von W, (p)

untersucht. In Hilfssatz 6 wird die Existenz der Flichenscharen y, und I, sicher-
gestellt, denn mit p, und I, wurde die verallgemeinerte Normalableitung definiert.
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Hilfssatz 1. Bei fest gewdhltem 6>0 sei peG etn Punkt, der nicht zu nahe an
den Ecken liegt:

(4)  minjp—e[ 28, minlp—ol=|p—il. GGGy

Dann existiert ein nur von & abhingiger Radius §>0, so dap fiir jeden Punkt
pe G mit (7.1) das Flichenstiick F (p) nur auf G uG liegt:

Filp) o G,:ﬂ fir v==i, v,

Auf die Darstellung des ei.nfachen Beweises soll hier verzichtet werden. Er
beruht darauf, daB |q—1Y| in G X G stetig ist, verschiedene Flichenstiicke G;, Gi
sich nur in Kanten und Ecken und verschiedene Kanten sich nur in Eckpunkten
treffen.

Hilfssatz 2. Bes fest vorgegebenem >0 gilt gleschmdpig fiiv alle Punkie peC wmit

—ql =
min |p—q| z ¢

(7.2) lim W (p) =

d—>0

Beweis. Wegen | p —q| = ¢ liegt p auf genau einem Flachenstiick G, (p). AuBer-
dem gibt es nach Hilfssatz 1 eine nur von & abhingende Konstante 8>0, so
daB E(p) <G, fiir alle & <8 erfiillt ist. Die Behauptung folgt dann aus der schwa-
chen Singularitit des Integranden von W, {p) in F; (p), welche durch die Ljapunofi-
schen Abschitzungen ([5] S.6 (1 7)) sichergestellt wird.

Hilfssatz 3. Se: pe@,,. Dann gilt beziiglich p gleichmifig
(7.3) lim [ |42, (v)| =o.

80 yers Gy
Auch (7.3) folgt aus der schwachen Singularitit des Integranden in G,~E(p)
mit Hilfe der Ljapunoffschen Abschitzungen ([5] S. 6 (17)).
Hilfssatz 4. Bei festem 8>>0 ist die Funktion Wy (p) in G —Q, stetig. Wy(p) ist
mn G —Q, beziiglich p und 0 gleichmdfig beschrinkt.

Beweis., Zunichst zeigen wir die Beschrinktheit. W,(p) ist in é monoton
wachsend bei festgehaltenem Punkt p. Aus Hilfssatz 6, den wir unabhiingig von
den Hilfssitzen 1—5 beweisen werden, folgt fiir #— oo die Ungleichung

[1d2,(9)|<a firalle Ry,
é

so daB sich aus

(o) STh) = 57 [ 142, +15 55 +1

¢
(D=Durchmesser von G) die gleichmiBige Beschrdnktheit ergibt.

Die Stetigkeit von Wj(p) zeigen wir bei beliebig gewdhltem festen £>0 im
abgeschlossenen Teilgebiet G, =G — U E (¢), indem wir eine in G, gegen W (p)
gleichméBig konvergente Folge stetlger Funktionen W® (p) konstruieren. Dazu
definieren wir fiir peG, und qeQ mit

ib—qi=§glv—q'l
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die Funktionenfolge

s 1
0 fiir P <|p—q]

7.4 e™(p—q)={2—2ntp—q| fir S <|p—q|< 5

1
= 2nt’

1 fuar [p—ql =

Fiir geniigend groBes # und | p —q| < 1/n%ist q auf Grund der stetigen Kriimmung
der Kanten von p stetig abhiingig, so daB fiir diese o™ stetige Funktion von »
ist. Fiar geniigend groBes » liegt auBerdem nach Hilfssatz 1 F,(p) auf GG,
und falls | g —p| =1/n, gilt 4€Gy~G,. Fir qeFy, (p) fithren wir um q auf G, beziig-
lich der Tangentialebene lokale Koordinaten &, 7, { (&, ) mit den Achsen f=n (Q)IG.
und j parallel zur Tangente an G, G, in q so ein, daB i in das Innere der Fliche G,

zeigt. Ferner bezeichnen wir mit H={£, n|§= 0} und mit
E,={&q|q+Ei+ni+LE nte Ky, ()}
die Menge von ¢, 7n-Werten, iber die in F,(p) integriert wird. Mit Hilfe des
rdumlichen Winkels, unter dem die Halbebene {q+& i+ni| (& n)eH} von p aus
erscheint, definieren wir
1
o) == [ a2,0)
PEF s (9)—Fynlp)

_len—Q(p)I fr peing,
[E-la—p)ldcdn 1 - (a—p)|dédn .

27 f Etni+a—pF T 2a ¢ (*’)H [ Eitaita—pp 0 PeG—0.

1’" & n

Fir|q—p| = 2n4 haben die beiden letzten Summanden zusammen den Wert des
rdumlichen Winkels, unter dem H von p aus erscheint, ndmlich

(1 ! arccos(t 13’-“0[)} mit 0Zarccosa=<um.

Auf Grund der stetigen Krummung von (?1 und Voraussetzung (1.9) gilt
L2

(7.5) l'l— arccos( .-.Iq_.

lv q =2C[p—al,

woraus die Stetigkeit von W® (p) in Ge fiir geniigend groBe # ersichtlich wird.
Zum Nachweis der gleichméBigen Konvergenz von W™ gegen W ersetzen wir
das letzte Integral der rechten Seite von

W) W =55 [ 142+ 55 [ 4%

Fymp) Gy Fynia)
tanldian [ o)
P

{t:(a—p)l dédn P
[Ei+ni+@—p)* ' 2z [&i+ni+(@—p)® .
Fim Fam(p)N Gy

) 1
+Q()

un
durch den davor stehenden rdumlichen Winkel, unter dem der Teil Fy, der
Tangentialebene in q von p aus erscheint. Dazu benétigen wir Abschitzungen
des Nenners nach unten. Diese ergeben sich aus der Ungleichung

— <=

"lq nl
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fir die sich die Existenz einer Konstanten f>—1 mit (7.5) aus der Voraus-
setzung (1.9) zeigen laBt. Mit a = ]ﬁ%? liefert sie in F,;, (p) G, fiir n>6C3 1
mit 72=£24-9? die Ungleichungen

ly—pl*= (1 —2C) [Ei+ni+ @ -3
(7.6) (@) -O—pl =t @—p+Criv— piw},

g —plset|ét it @ —-p)P=
Unter Benutzung von (H —F),) ({5 Blr= —} fiar | p— q] < - errechnet man

aus (7.4) und (7.6) die Abschitzung

1 1 64
<o [ lao+ 4 [lag)+ 2

Fyn ()G, Fynla)

| W (p) — W (p)|

Fiir #—> co strebt wegen Hilfssatz 3 die rechte Seite in peG, gleichmiBig gegen
Null.

Hilfssatz 5. Die Ecken von G seien ,konvex' und sollen Voraussetzung (1.13)
erfiillen. Dann ist bei festem 8>>0 die Funktion W;(p) auf G stetig®.

Bewers. Wegen Hilfssatz 4 mul3 die Stetigkeit von W;(p) nur noch in einem
der endlich vielen Eckpunkte ec(, gezeigt werden. e liegt als Eckpunkt auf end-
lich vielen Flichenstiicken G,, von denen jedes zwei in ¢ endende Randkanten
ty2(s) (tys(0) =e¢) mit Randtangentenvektoren t,, = il-f»no.} (rya(s) —e) besitzt.
Wir werden wieder die Integrale durch Raumwinkel geeigneter Teile von Tan-
gentialebenen an G, ersetzen.

Dazu zerlegen wir é, zunichst mit Hilfe neuer ,, Kanten,, in endlich viele

Teilstiicke, so daBl ¢ schlieflich auf N Flichenstiicken Cﬂ liegt, deren Rand-

tangenten t,,,, jeweils Winkel
4

(7.7) 0<yo= <):(;41: u2)§ g
miteinander einschlieBen, wobei die Existenz von y,>>0 durch (1.13) sichergestellt
wird. Die beiden zu G benachbarten Flachenstiicke werden wir mit G, und die
zu G nicht benachba,rten Flichenstiicke mit G bezeichnen. (G und G, besitzen
gemeinsame Randkanten durche.)

Fir pef;y —Q und jedes positive 4<C§ ist die Ungleichung

lWe)—M(p)I:;»z—‘;{ [ e~ [ 1aed+ [ 12

(7.8) Fa(p)~Falp) Fa(e)~Fafe) Falp) Gy
+ [lag)+|S [ 1ae)+ 3 [ 1agy—|2a - .Q(e)l}
Fale) ¥ Falp)Gy X FalpiGy

¢ Dieser Hilfssatz gilt ebenfalls fiir isolierte konvexe Ecken, in deren Umgebung
sich die Fliche wie ein glattes Konoid verhilt.
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giiltig. Um g, werden wie in Hilfssatz 4 lokale Koordinaten fiir C, eingefiihrt.
Fiir die nicht benachbarten Flichenstiicke Cx werden die lokalen Koordinaten
mit f,=n, (n, = Grenzwert von n|;_ in e) um e eingefiihrt. Zur Abschitzung der
Nenner nach unten beachten wir zundchst, daB man aus Voraussetzung (1.9)
und der ,,Konvexitit,, der Ecke e die Existenz einer Konstanten §,>—1 folgern
kann, so daB fir die Grenzwerte der Normalen benachbarter Gebiete G, und G,,
in e die Ungleichungen
- n,‘ % [31 >—1

giiltig sind. Zu den wicht benachbarten Flichenstiicken Cx existiert ein positiver
Winkel ;> 0, so daBl irgendzwei Halbtangenten

t = Lm 2%

—¢e
lim H—e
B Gap—e [D—el’

x Gyon—re [h—e|

einen Winkel
(7.9) St t)=n>0, ye=y1,

miteinander einschlieBen. Wir setzen f= % (min{f;, —cosy;} —1) und finden
wegen der stetlgen Kriimmung von G eine Zahl d1>0 so dafB3 die lokalen Ko-
ordinaten der zu G benachbarten Flachenstucke G, die Ungleichung

Qv—
”M—N
fir |p —e| <4, erfiillen. Diese Ungleichung fiir die benachbarten und (7.9) fiir
die nicht benachbarten Flidchenstiicke haben die Ungleichung (7.6) fiir alle lokalen
Koordinatensysteme der C,-, fe=u, 1=1,..., N mit neuen Konstanten a, f und
4d%a? statt 4a2/n? in Fy(p) fiir |p —e| <4 zur Folge, wobei in (7.6) q durch g,
bzw. e zu ersetzen ist.

Nun kénnen wir vermoége (7.6) die letzten Summen in (7.8) durch rdumliche
Winkel iiber Tangentialebenenstiicke ersetzen, bendtigen dazu aber noch die
Berandungen dieser Tangentialebenenstiicke. Die Integrationsgebiete in (7.8) fiir
die lokalen Koordinaten werden mit

Z,={&n|q,+&i, +1i, + L5, E ) eFalp) ~ G}

i,- =p>—1

und )
Z,={&nle+Et i, 55 E n) eFap) n G}

bezeichnet. Als Ersatzgebiet fiir ein nicht benachbartes Stiick Cx legen wir
Z;¢={§"’7‘ € +§ix +77ix =¢ +A‘1txl+ﬂ'2t;¢2) zlgo; 12_2_.0}

fest, wihrend wir fiir benachbarte Stiicke G, das Ersatzgebiet mit Hilfe der weiter
unten erklirten Hilfspunkte e, und g, als

Z,={n|q,+&, +ni,=e,+ Ao, —e) + A (0 —e), 4, =0, 4,=0}

wihlen. Dabei wird e, mit einer Minimalstelle #, von

min IQv+"7iv""el=|qv+"]oiv'~el als e;=qv+7ioiv

—ooL <0

und g, mit einer Minimalstelle 7, von

min |q, +£@) L +nj, —pl =10, +EM L +mi, —p| als =0, +Em)i, +mi,
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erklirt, wobei &(r) (und =((£(r), 7)) im abgeschlossenen Intervall 157 die g,
nicht enthaltende Randkante von G in F;(p) beschreiben soll.

Zwischen dem riumlichen Winkel, unter dem Z, von p aus erscheint und dem
entsprechenden Summanden in (7.8) erhalten wir fiir d<1/8Ca?® die Beziechung

C Gy ¥
! f Iqul~ |f” (q”. p)|d§d7l <<(1—+—462a2da) —1)
7z

25 . &t +ni-Hom—m® | T\ 1—4Ca2a)t
Fa(p) NGy y
o0 | | 202Cd d2a Cdgrar
v vdy vdy
o [ st g [ e
r=dj4 ar P=0 r= b
4aCd 2da p
(prdr
—qu p'f [ %
o203 g

wobei die drei rechten Integrale wegen {&, n|72=d/4} > (Z, —Z,) die Integrations-
gebiete (Z, —Z,) und (Z,UZ,) —(Z,~Z,) beriicksichtigen. Verlangen wir |e —p| <d?,
so ist wegen | g, —p| = |e —p| =< 42 die rechte Seite dieser Ungleichung kleiner als

_ £+4czmzd2)i
R() "( (1—4Casd)}

Ganz entsprechend zeigt man fiir die nicht benachbarten Gx die Abschitzung

~1)+d(4a3+ Zcw).

A _ [ It (e—p)dédny
27 fldgl 151x+mx e—pp | = %@
Fa(p)NGy
so daf (7.8) in
5(e) — ¥ xsze<d>zv+—{ ja2,] -
Fs(p)—Falp) Fsle)—Fale)

Vdéd
10y + | ld“QvHf|d9|+‘zflsx,+n1v+l ol

F d(P)f'\Gu Fale)

Die Integrale iiber Z; sind rdumliche Winkel der ebenen von Geraden begrenz-
ten halbunendlichen Winkelbereiche Z; und deshalb Flicheninhalte spharischer
Dreiecke. Diese kénnen fiir Z, durch lineare Funktionen von Winkeln zwischen
den Einheitsvektoren

p——el b — | Q=P {ao—er) X (as—p)]

To—el> YT |q,—p|><lv}’ P = Thlas—en) < (as— 0]’

n,, 1,4 dargestellt werden. Um den Grenziibergang fiir p—e zu charakterisieren,

fithren wir zum Vektor | g ::I den ihm auf dem Tangentialebenenzwickel von G u

- (e—v)| dE
+%f 6 i e— i 127~ 20

tibergeht.

b1:

zundchst gelegenen Einheitsvektor

€0S Agtuy+sin Aoty
jcos Aoty +sin gty |

7 [- % -] bezeichnet das vektorielle Produkt.

t=
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mit einer Minimalstelle 4, von

—e €08 Aty -+ sin Aty

min — €08 Aty +5in Agtu,
osizn2| [p—e| | cos Aty + sin A1,,|

_l |p——e| €OS Agty; -+ sin Agty,

ein. Auf Grund der stetigen Krilmmung der Flichenstiicke, §>—1, (7.7) und
{7.9) kann man die Existenz zweier Zahlen C’ und d,>>0 zeigen, mit denen die
Ungleichungen

|0, —t], [0y, —m,],
gelten, sobald |e —p| =d, erfiillt ist. Damit und mit (1.13) ergibt sich dann die

Existenz einer weiteren Konstanten C”, so daB fiir den Inhalt des Z, entspre-
chenden sphérischen Dreiecks

‘33 ¥ TES

[t X tog] gC’]e_p]S

N p)|dédn
B, (t,0,,0,)= f;gt,+n1,+(qy —p)}?

die Ungleichung

{:txfy 1
Em(fwbzwbav) —‘E,‘u(ﬂ,,,ﬂ”, Iitxt,,:]]i gc le “pl

und entsprechend fiir die anderen sphérischen Dreiecke

Ny (e—p)dédy
F” 01t by -/ [ +nix+e—p)®

die Ungleichung
| B (o tas te) — Bt ba, fo)| £ C7 e — 1]

erfiillt wird. Andererseits ist wegen der ,,Konvexitit,, der Ecke | 2x —£(e)| die
Summe der Betrige der riumlichen Winkel, unter denen die Gebiete lim Z, und
Z, von e+t aus erscheinen, falls t=t,,, ist. Fiir t==1,, gilt also pe

_ [t xty]
(741) |2 — Q0] = X Eu(n o i )‘*‘Z (b1 ty0)-
Fiir t =t,, gilt mit dem entsprechenden Index » die Beziehung

E, (n,,1,,m) = lim |27 — ()],

so daB {7.11) auch fiir {t=t,,, giiltig bleibt. Die Ungleichung (7.10) geht also
unter Verwendung von (7.11) in die Ungleichung

Wa(e) =W (o)l = 5 |42 —

Fs{p)—Falp) Fale}—Fale}

3 [ 192+ N R@) + 55N Cas

Fale)

t5e [ 149,

Fap)G,

(7.42)

iiber, wobei fiir CQ alle Flichenstiicke mit ipe(';e zu nehmen sind, und behilt
auch fiir Kantenpunkte pcQ ihre Giiltigkeit.

8 ObdA nehmen wir an, daB {,;=t,, Tangente der Randkante C;,mG” ist.
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Wird ¢>0 vorgegeben, so kann man mit Hilfe von Hilfssatz 3 eine Zahl

0<d=<min {6, ﬁ} derart finden, daf die letzten vier Glieder in (7.12) kleiner
als ¢/2 werden und sodann zu diesem festen d>0 eine weitere Zahl d,>0 so
bestimmen, daB auch der erste Ausdruck der rechten Seite kleiner als &/2 wird
fiir alle p € G mit |p —e| = min{d?, 4;, d,, dg}.

Hilfssatz 6. Zu G existieren zwei Flichenfolgen I',C Ry —G baw. 3, CG, die mit
beschrinkier Drehung von auflen bzw. innen gleichmdpig gegen G konvergieren; das
heifit:

1

(7.143) J 42, ) Sa< oo, J |4, v)| < a firalle te Ry
DEIn—i1} BEya—ig} und alle n.

2. Die Punkte peG und pneli (baw. y,) kénnen eineindeutig und sietig auf-
einander abgebildet werden derart, daff mit dieser Abbildung p,=a,(p), a;}(p,)=
b, (v,) =p zu jeder Zahl e>0 ein Index N(g) existiert, so daf 0<<|p—a,(p)| s
fiir alle peG und n=N(z) erfiillt wird.

Beweis. Man kann zunichst jedes Flichenstiick G, zu einer stetig gekriimmten
geschlossenen Fliche E, erginzen (A. Korw [9] Abh. 1, Abschn. V). Das Vektor-
feld m, (p) ist auf F, stetig. Auf Grund des WeierstraBschen Approximationssatzes
gibt es dann ein auf F, zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld

fil,(p)) mit m,(p)2=1 und @,(p) n,(p)=c>0,

wobei ¢ weder von » noch p abhingt. Dieses Vektorfeld kann man dann auf
einfache Weise in der Umgebung der Kanten und Ecken zweimal stetig differen-
zierbar in ein Vektorfeld m, (p) derart abindern, daf3 die Vektorfelder m, und m,
auf Trennkanten G, CM und in @, iibereinstimmen, also das auf G durch m(p)=
m, (p) fiir peG, erklirte Vektorfeld mit m2(p) =1,

mp) - m,(p)=c>0 fiir peG,

auf G stetig ist. Dann ist m(p) auf jedem Flichenstiick G, zweimal stetig differen-
zierbar.

Nun definieren wir I', (bzw. ,) durch

(7.14) Po=0,(p) i=pHymip) (-~ fiiry,)

fiir gentigend groBe #. Auf Grund der stetigen Kriimmung von F, und der zwei-
maligen stetigen Differenzierbarkeit von m, (p} sind die Flichen

Bu={y=v5mb)lpch)

fiir geniigend groBe » gleichgradig stetig gekriimmt, so dafl mit Hilfe der Ljapunoff-
schen Abschitzungen (z.B. [5], S. 6—22) die Ungleichungen

. [ ]dQ ) =C,
Fyn—{r}
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unabhingig von # und g¢ R, gefolgert werden konnen. Sie ermoglichen wegen

. N,
I ¢ L_JlEm die behauptete Abschitzung

N N
[ la%I=2 [ |42 S3C=a< .

BE Fn— {1} v=1 Fyn—{z

Die eineindeutige Abbildung wird fiir geniigend groBe # durch (7.14) beschrieben.
Die gleichmiBige Konvergenz folgt aus |p —p,| =1/x.
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