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Einleitung 

In dieser Arbeit werden die ersten und zweiten Randwertaufgaben der Po- 
tentialgleichung im R 3 mit einer Integralgleichungsmethode gel6st, fiir die auch 
die numerische Auswertung untersucht wird. Bei Differenzenverfahren w~ichst die 
Gleichungszahl im R a mit h -3 (h Maschenweite) ([3], S. 344), die Aufl6sung der 
linearen Gleichungen ist im allgemeinen langwierig ([41, S. 283) und ihre numeri- 
sche Stabilit~t nimmt ftir kleine h stark ab ([3], S. 332). Auch macht die An- 
passung der Randvorgaben h/iufig Mtihe ([3], S. 325, E4], S. t99ff.). Dagegen 
w/ichst die Zahl der durch die Diskretisierung der Integralgleichung entstehenden 
Gleichungen nur wie h -S, denn die dreidimensionalen Aufgaben werden hier auf 
die L6sung einer zweidimensionalen Integralgleichung auf der Randfl/iche zurtick- 
gefiihrt. Dadurch gehen die Randwerte auch leicht in die Rechnung ein. Fiir die 
Aufl6sung der Gleichungen werden Iterationsverfahren angegeben, deren Kon- 
vergenzfaktoren von h unabh/ingig sin& Allerdings muB mit einer vollbesetzten 
Koeffizientenmatrix gerechnet werden. 

Wir werden die Randwertaufgaben ftir das Innere und J~ul3ere eines einfach 
N 

zusammenh/ingenden beschr~nkten Gebietes G <R 3 mit einer Randfl/iche G ---- U G~ 
v=l 

16sen, wobei G sich aus N <  c~ jeweils abgeschlossenen stetig gekrtimmten Stticken 
G, mit sttickweise stetig gekrtimmten Trennkanten zusammensetzt. Die im fol- 
genden beschriebenen Ergebnisse lassen sich miihelos auf Ljapunoffsche F1Achen- 
stticke G~ tibertragen. Au0erdem bleiben sie auch dann richtig, wenn auf G noch 
endlich viele Ecken liegen, in deren Umgebung sich G wie ein glattes Konoid 
verh/ilt. Auf solchen Randfl/ichen scheint die Integralgleichung ftir die Belegung 
noch nicht untersucht worden zu sein ([16], S. 211). AUerdings darf der Rand 
bei CARLEMAN [2] eine geschlossene stetig gekriimmte Kante besitzen, und in [t01 
verwendet LEIS zur L6sung der Schwingungsgleichung eine entsprechende Inte- 
gralgleichung, wobei G wiirfelartige Ecken besitzen darf. 

NEUMANN [tt] begriindete die Integralgleichungsmethode und 16ste mit ihr 
die Randwertaufgaben ftir konvexe Gebiete, POINCAR~ [t3] iibertrug sie auf 
sternige aber stetig gekri~mmte, PLEMELJ [12] auf beliebig stetig gekriimmte 
Berandungen. 

§ t zAhlt die wichtigsten Begriffe und Voraussetzungen auf. In § 2 werden wir 
die den Randwertaufgaben zugeordnete Integralgleichung angeben und in § 3 ihre 

* Herrn Professor Dr. WOLFGANG HAACK g u m  65. Geburtstag gewidmet. 
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Eigenschaften sowie die von Einfach- und Doppelschichtpotentialen untersuchen 
(Satz 5 und 6). Dabei bedienen wir uns einiger Methoden yon RADON ([t4, t 5]) 
und k6nnen die zweite Randwertaufgabe ftir eine sehr allgemeine Klasse yon 
Randvorgaben 16sen (§t, 2. und 4.). In §4 zeigen wir eine gewisse Aquivalenz 
yon Integralgleichung und Randwertaufgaben (Satz 7). Die L6sungen der Inte- 
gralgleichung werden in § 5 konstruiert (Satz 8). 

Nachdem die Integralgleichungsmethode bereitgestellt wurde, kann in §6 ein 
numerisches Auswertungsverfahren angegeben werden. Dabei werden Integrale 
mit Hilfe des Mittelwertsatzes durctl endliche Summen ersetzt; diese Diskreti- 
sierung ist ein verallgemeinertes Galerkin-Verfahren. Nach [t ] wird gezeigt, dab 
die so entstandenen linearen Gleichungssysteme mit dem gleichen Iterationsver- 
fahren wie die Integralgleichung in § 5 gel6st werden k6nnen und dab mit feiner 
werdender Diskretisierung die daraus berechneten Niiherungspotentiale gleich- 
m~tBig gegen die exakten Potentiale konvergieren. Die iterative Aufl6sung der 
linearen Gleichungen ist numefisch stabil -- ein Vorteil dieses Verfahrens. Aul3er- 
dem nehmen die Kanten und Ecken bei der numerischen Behandlung keine Aus- 
nahmestellung ein. Das Verfahren wurde fiir einige Beispiele mit Hilfe der Rechen- 
anlage S 2002 durchgeftihrt. 

Die geometrischen Hilfssatze sind als Anhang in § 7 zusammengestellt. 
Ich eflaube mir, an dieser Stelle Herrn Professor Dr. V¢. HAACK fiir seine An- 

regungen und wertvollen Hinweise zu danken. 

§ 1. Die wichtigsten Begriffe und Voraussetzungen 
Wir werden Potentiale von Einfachbelegungen q) 

f (1.t) ' 

sowie yon Doppelbelegungen/z: 

do( / 

verwenden. (n(t))=/iuBere Normale an G, in t)). Die Integrale (t.1, 2) sind 
Stieltjes-Lebesgue-Integrale, nnd die Belegungen werden folgenden Banachschen 
Funktionenr/iumen entnommen: 

C = {/(t)) auf d stetig mit Iltllo-- max I1(,)1}, 
G 

L~°= {g(t)) auf G Lebesgue-mel3bar und f.ii. (fast tiberall) beschr/inkt mit 
IlglL = vrai max I g(,)l}, 

G 

L 1 = {•(F) far F ~ G absolut stetige Mengenfunktion mit 
kUCF) = f ~o do und I1~111 = f I wl do < 

e d 

C* = {~(F) ist ffir/7 __( d vollst~indig und absolut additive Mengenfunktion mit 

II ll, = f l a i l  < oo}. 
G 
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Offenbar sind C ( L  c~, LI (C * und C* der zu C, sowie L °°der zu L 1 duale Raum. 
Die in numerischen Beispielen h~ufigsten F~tlle sind #E C, sowie q~C* mit dem 
Unterraum 

C~ = {q~E C*, V qS(~) ist im R,~ stetig}. 

Wegen LPCC~ ftir p > 2  ist C~. nicht leer ([t7t, 2.3.2). 
Zur Formulierung der zweiten Randwertaufgaben erweist sich eine Veratl- 

gemeinerung der Normalableitung yon (1 .t) als zweckmiiBig, die mit Hilfe der im 
Anhang § 7, Hitfssatz 6 definierten F1/ichenfolgen ~)~(G (bzw. fi,, ( R 3 -- G 1) wie 
folgt erkl~irt wird: 

Zu (1.1) existiert f. ti. auf )~ die Normalableitung 

mit deren Hilfe fiir ]EC die Folge stetiger linearer Funktionale 

(1.3) a,,(/)-= f dGpd°;''(~) 
~E~'n ~EG 

erkl~irt werden kann. (t .3) konvergiert (in C* schwach) gegen ein Grenzfunktional, 
das eine Mengenfunktion N#,EC* durch 

(1.4) lira A~ (/) = f / d N~, 

definiert (Satz 3)- N~, heil3t inhere Normalableitung von (1.t). Ganz entsprechend 
erkl/iren wir mit Hilfe von/~ die AuBere Normalableitung N~cC*. 

Schon PLEMELJ wies in [121, §5 darauf bin, dab diese Verallgemeinerung 
der Normalableitung auch physikalisch sinnvoll ist. 

Hier sollen die folgenden vier Randwertaufgaben gel6st werden: (u (~) ist das 
jeweils gesuchte Potential) 

t. Au=O in G, uI~=/EC, uc~2(G)~°(G), ~ 
2. Au = 0  in G, Nui=~EC * mit f dS=O, u~2(G)~°(-C), 

3. Au=O in Ra--G, lim lu(g) ]=0,  uid=JEC, uE~(R~---G)~°(R~--G), 

4. Au=O in Ra--G,  lim tu(~)l = 0 ,  N,~=~EC~, u~*(Ra---G)~g°(R~--G). M~oo 

Bei unseren Untersuchungen spielen die geometrischen Eigenschaften des 
Randes eine wichtige Rolle. Deshalb soUen bier die sp~iter ben6tigten geometri- 
schen Voraussetzungen genannt werden. 

Um ]eden Punkt p ~ G, kann G, in einem geeigneten Koordinatensystem durch 
~=~(~, ~) lokal beschrieben werden, wobei die ~-Achse mit ,t(p) zusammenf~illt. 
Dann gibt es wegen der beschr~inkten Krtimmung yon G, zwei Konstanten C, d 

Mit ~¢(H) wird die Klasse der im Gebie~ Hr real stetig differenzierbaren und 
mit ~ (H) die Klasse der stetigen Funktionen bezeichnet. 
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fiir alle G~, so dab fiir ~ + ~ : r ~ d  ~. 1 4-C die Ungleichungen 

(1.5) 1¢(~,,7)I <::CRY', 1~,1, l¢,,i _<_c,, 

(t.6) Itt(~) --n(q)l <::Cl~--q[ fiir ~, qEd:,,, 
gelten. 

Den Kegel aller von t) E G nach G hineinragenden Richtungen bezeichnen wir mit 

(t.7) C ( t ) ) : { ~ =  ~--t} l =<O~<t' t )+2(~-- t ) )EG f t i r a l l e i tmi t  0_<it--<1} 
l ~ - r ~ i  q o _ , 

seinen auf der Einheitskugel liegenden Randteil mit 

/ / (t.8) o (,) = I ~ 1  ~ ~ c( , ) ,  ~ 4: o 

und den Fl~cheninhalt von 0 (t)) auf der Einheitskugel mit ~2(t)). 

Voraussetzung V 1: 
(1.9) sup / -  f2(t)) 

Die lokalen Eigenschaften des Integraloperators K (2.8) werden mit Hilfe des 
Oberfl~ichenteiles 

(t.lo) &(~,) = d  ~, {t~ I o <  It) -~'1 <,~} 
durch die Funktion 

' I t  } (t.tl) w~(~) - -  ~ td~(~)l +12~ - -~ (~ )1  

beschrieben. Wir verlangen 

Voraussetzung V 2." 
(t.t2) iim (sup W 0 (p)) = a)' < I. 

0--~0 G 

(t A2) f~llt mit (t.9) zusammen und ist dann eine geometrische Entsprechung der 
zweidimensionalen Ergebnisse [t 5~, wenn an G noch die folgenden zus~tzlichen 
Forderungen V 3, 4 gestellt werden (Lemma t) : 

Es sei Qe die endliche Menge der Eckpunkte und 0 die Menge aller Kanten- 
und Eckpunkte yon G. 

Voraussetzung V 3: 
Alle Eckpunkte eEQ~ seien ,,konvex,,, das soll heiflen: 

entweder C(e) } 
oder (Einheitskugel -- C(e)) sei eine konvexe Punktmenge. 

Ftir e E G, enden zwei Randkanten r, 1/2 (s) E Q von G, in e 

(r,~/, (o )=  e) mit Tangenten t,1/, = lim ~ (r,~/, (s) --e).  
s*-~0 S 

Voraussetzung V 4: 
Der Winkel zwischen den beiden Randtangenten in e sei nicht Null: 

(t.t3) ~ (t,~, t,~) > ), > o .  
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§ 2. Eine den Randwertaufgaben zugeordnete Integralgleichung 

Wir nehmen zun~chst an, dab sich die L6sungen der Randwertaufgaben i . --4.  
mit u[~, IzEC folgendermaBen darstellen lassen (s. §4): 

t. (2.t) u (D=/~d~ ,  ~co, 
G 

' ' f 2. (2.2) u (~) = 4~- ~ u dQ~, ~ E G, 

dabei ist Pt E C~n L i die ,,nattirliohe Belegxlng" yon G (vgl. Satz 5, zweite Bemer- 
kung) mi t  f d bt = t ; 

VN.:(~)-- ~ f 4. (2.4) u ( ~ ) =  4~ ~ d u d ~ ,  ~ER3--G. 

In den Darstellungsformeln sind die Doppelbelegungen unbekannt. Diese sucht 
man aus den Randvorgaben zu bestimmen und betrachtet deshalb lim von 
(2.t--4). Dabei erh/ilt man auf Grund der Gauflschen Formel ~-.b 

/ 4~ fiir ~EG, 
(2.5) fdf2~= Q(~) fiir ~EG, 

~-{~) t 0 Iiir ~ER3--G 

mit den Sprungrelationen ([17], 2.2.t) 
~Innengebiet G 

(2.6) ~-~ps~lim" d f g  dD~ = 2~(Kg ~g) fgr ~ im [AuBengebiet Rs --G 

fitr die gesuchte Doppelbelegung g in C die Integralgleichung 

(2.7) g = ~Kg + h 
mff dem Operator 

(2.s) ~g(~)-- ~ g a ~ + g @ ) "  ( 2 ~ - ~ ( ~ ) )  . 

Die gesuchte Funktion g, der Parameter ~L und die gegebene rechte Seite hEC 
haben dabei die folgenden Bedeutungen: 

(2.9) 

t 
l. g = / ~ ,  4 = - t ,  h = - ~ - / ,  

t i .  
2. g-=ul~, ,~----+1, h = - - ~  V lV~I~, 

3. g = # ,  ; t = + l ,  h = - - - ~ -  - -  d H  , 

G 
t 

= -- , . . . .  V N ~ .  4. g = u l ~ ,  ,~ t h 2n  ut 
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§ 3. Die Integralgleichung, ihre Transponierte und die Potentiale 

(2.8) kann als Stieltjes-Lebesgue-Integral auch fiir gEL °~ erkl~rt werden. ~3ber 
die einfachsten Eigenschaften yon K gibt Auskunft 

Satz 1. t. K in L °° ist linear und stetig, KL  °~ (=L°% 
2. KC<_C. 
3. Fiir den zu K transponierten Operator K' in C* gilt K" Ll(= D. 

Beweis. t. Die Linearititt folgt aus (2.8), die Stetigkeit aus der Beschr~inkt- 
h e r  yon W D (p) nach Hilfssatz 4 wegen 

]lKgl] <vraimaxlglmaxWD(p)<l]gl[~o ( a ) = _ ~ + t  . 

p E G  

2. DaB fiir gE C die Funktion Kg(p) auf G stetig ist, folgt wegen Kt  = i nach 
(2.5) aus der Ungleichung 

IKg(pl)--Kg(p2)l~llKilo( max ]m(t))--g(pl)]+ max Ig(p,)--g(t))] 
"I )EF~(pI)  ' --  DEF,~(Pl) 

+ ]g(Pa) -g(P~)I)+[Iglto ~,4" f ld'C2,,--d"r2~,,[ ' 

deren rechte Seite ftir ]Pl--Pz] ~ (~4 mit ~-+0 gegen Null strebt. 

3. Weil (2~--Q(0)) auf G f.ii. verschwindet, gilt ftir WED 

G 

Wegen IlK' TII~--< IITlll I[KII. existiert das rechte Integral auch mit dem Integranden 
IV(t))] [df2,l, und der Satz yon FUBINI kann angewandt werden. Nach Ver- 
tauschen der Integrationsreihenfolge existiert f.ii. das innere Integral yon 

K'~(F) : /  ( /  n(~) " (~-~) ) ~U-~T ~( , )do( , )  do(p), 

woraus sich K '  ~vE L 1 ergibt. 
Unter Voraussetzung V2 k6nnen fiir (2.7) wegen co'< t die Fredholmschen 

S~itze verwendet werden, denn es gilt 

Satz 2. Der Fredholmsche Radius Q yon K er/iillt 

t 1 
(3.t) ~ _--- q _-< --.~, 

Bemerkung. Dieser Satz gilt auch fiir den bei den entsprechenden Randwert- 
aufgaben der Schwingungsgleichung auftretenden Operator 

2~I,~-~,1 n~(kl~ --~1)) d°(~)+g('p) (2~--...'9(~)) , 
-8-{~,} 

(H~ Hankel-Funktion erster Art der Ordnung ~), denn K unterscheidet sich von 
K nur um einen schwach singul~iren vollstetigen Integraloperator (J)~GER [6], 
Hilfssatz 4). 



386 W. WENDLAND : 

Beweis. Zur beliebig gew~ihlten Zahl e > 0 existiert (~ ~> 0, so dab 

Zerlegt man mit dem durch 

(3.2) 

definierten Operator F 

(3.3) 
so gilt 

W~ (p) < o)' + , .  

F g - -  t f 2 ~ g dD~ 

K = H + F ,  

IIHL = max w 0 (p) ~ (o' + e, 
d 

und F i s t  in L ~° wegen des sttickweise stetigen Integralkerns vollstetig. Daraus 
ergibt sich 

1 

7 >  ' ftir jedes e > 0 ,  was ~= t / ro  bedeutet. 

Fiir co > 0 gibt es zur beliebig gew~thlten Zahi ~ > 0 einen Kantenpunkt  q cQ mit 

i~ol<J +*, 4o--(t- 
~o 2 ~  ] " 

Die charakteristische Funktion Z(q/ist unstetige Funktion der ersten Baireschen 
Klasse und Eigenl6sung von 

(3.4) Z~q~ = 2oKZ(,I,  

was nach RADON ([t41, S. t121) nur aul3erhalb des Fredholmschen Kreises m6g- 
lich ist : 

I + c .  

Daraus folgt wegen der Beliebigkeit von e >  0 die Behauptung. ttAufig ffillt Be- 
dingung (1.t2) mit der geometrisch einfacheren Bedingung (1.9) zusammen. 

Lemma 1. Sind au[ G zusgtzlich die Voraussetzungen V3, V4 (1.t3) er/iillt, so 
gilt co = ~o '. 

Beweis. e >  0 sen eine beliebig gew~ihlte Zahl. Dann existiert nach Hilfssatz 3 
eine Zahl ~1 (~) > 0, so dab 

(3.5) 2:~ . ldDq(t?)l -~ 2 ffir qccd~ 

erfiillt iNt. Die mit dl gebildete Funktion W0~ (p) ist auf G naeh Hilfssatz 5 stetig. 
Deshalb gibt es zu ~ und (~1 eine Zahl (~, 0 <  ~2=~(~1, so dab 

8 (3.6) _--<-2- ftir [p--ql-<c~, 

gilt. SchlieBlich existiert zu e und a2 nach Hilfssatz 2 eine Konstante da, 0 <  (~a<-- a2, 
so dab 

(3.7) VV~.(O)~  ~ Itir p ~ d  mit m~,~ ]p - -q l_~d~ 

erftiltt int. 
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Bei festem p w~ichst W~ (p) in ~ monoton. Deshalb gilt ftir alle ~_< 63 

(~) __< w~. (~) =< ~ (~). 

Berticksichtigt man sowohl (3.6) als auch (3.7), so ergibt sich ft~r alle ~ G  

w~ (~) __< w~,(~) _< m~x w~, (q) + 

/ / ,/ _<max 1 - -  + [d~o +-2-" 

Unter Verwendung yon (3.5) und (1.9) wird daraus 

was wegen der beliebigen Wahl von s > 0 ~o'~ ~o bedingt. Andererseits ist wegen 
(1.9--t2) ~o_<~o', so dab die behauptete Gleichheit bestehen mul3. 

Um etwas tiber die Eigenwerte von (2.7) ftir ],~[ < Q zu erfahren, untersuchen 
wir neben Integralgleichung (2.7) die zu ihr transponierte Funktionalgleichung 
in C*. Ihren Zusammenhang mit  Einfachschichtpotentialen zeigt der nun folgende 
Satz. Er  stellt auBerdem sicher, dab unsere Definition (1.3, 4) der Normalableitung 
sinnvoll ist. 

Satz 3 8. Die Folge (1.3) yon linearen Funktionalen An konvergiert gegen ein 
lineares Funktional N#,EC* bzw. N#ocC*. Die Normalableitungen er]i~llen die 
Funktionalgleichungen 

I N ~ =  qb- -K'~ ,  
27¢ 

(3.8) 
2~ N ~ . ~ = - - ~ - - K ' ~  

,n C*. Die rechten Seiten, also auch N~, bzw. N~o, sind yon den Fliichen]olgen ~ 

bzw. I~, unabh~ngig. 

Beweis. Wir k6nnen uns auf die Betrachtung der inneren Normalableitung 
beschr~nken, denn ftir die AuBere Normalableitung verl~uft der Beweis ganz 

entsprechend mit /~ .  s ta t t  #~. 

Satz 3 ist richtig, wenn wir ftir j edes / c  C die Gleichung 

' l imA~(l)=f/do--  f[d(K'q~) (3.9) 2~ . . . .  

beweisen. 

Bei festen n u n d / ~  C kann auf Grund der absoluten Konvergenz der Integrale 
nach dem Satz von FUBINI die Integrationsreihenfolge in (1.3) vertauscht werden, 
so dab wir 

• . ~ 2 - ~  / ( L ( ~ / ) d o ( ~ . )  d ~  
~EG pnE ~'n 

erhalten. 

3 Satz 3 und die S~.tze 4 und 6 sind [17] unver/indert entnommen. 
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Ftir jeden Punkt  o~G und irgendeine lest gew~ihlte Zahl ~ > 0  erftillt das 
innere Integral, das wir mit 

f /o  a ~ )  
Ya 

abkiirzen wollen, auf Grund der beschr~nkten Drehung der ~, (7A3) und wegen 
.f d~2~ ~1 = 0 die Ungleichung 
Yn 

f ~°do;.,- (K/(,)-/(,))[ g ~ m~ ,o,l/(,) -- *(a)l ( ~  +~) 
• ~EF  + 1 

(3.tl) ~ -  

+ ~  f (/(s)-/(~,))(dO~°'-d~o) i, 
wobei in dD~ *) p~= n.(3) einzusetzen ist (Hilfssatz 6). Fiir n--~ ~ verschwindet 
der letzte Ausdruck bei fes ten/ ,  8 fiir 0 ~ G gleichm~iBig. 

Um das zu zeigen, zerlege man zu einer beliebig vorgegebenen Zahl ~ > 0 G in 
endlich vide yon sttickweise glatten Kurven ~ (s) berandete Teilfl~ehen ~ ,  v = t . . . . .  
M rnit M Punkten ~, ~ F, derart, dab 

~ Z  I t(~,) - t(~)i < 4(-~-= +,) 
erftillt ist. Dann gilt unabh~ingig von t) die Ungleichung 

(3.t2) 

1 

2~z 

M 

' f d&) g ~ X t1(~,) - I(~11 (a~(~") - + 5 -  
v = l  3 E F v _ / ~  (O) 

Jedes der in der Summe auftretenden Integrale ist dabei die Differenz der Ft/ichen- 

inhalte yon auf der Einheitskugel dutch e~ (s)-tt und an(~'(s))--O begrenzten I~,(s)-~l la.%(s))-,t 
Bildern yon F~ - - ~  (t)). Wegen ]3 -- t)[ ~ 8 >  0 sowie der gleichm/il3igen Konvergenz 
Jan (~) -- $ I -+ 0 ftir n -+  oo konvergieren die Bildkurven auf der Einheitskugel 
gleichm~iBig bezfiglich ~, und t) gegeneinander. Folglich gibt es einen von t) unab- 
h/ingigen Index N(e, M), so dab ftir n>=N die rechte Seite in (3.12) kleiner als 
s wird. 

Da also der letzte Ausdruck in (3A 1) bei festen/,  8 in t) gleichm~tBig ffir n--~ oo 
verschwindet, gilt mit (3AO) die Beziehung 

lim,, 2-~- A,, (/) - - f  ( / -  ~Z/)a~[  _~ 2,~1, ] ,¢F,m,]max/(~)-/(t))] (-2~+a t ) .  

Die linke Seite h/tngt von ~ nicht ab, w~hrend die rechte Seite wegen/E C ftir 
-+0 verschwindet. Daraus folgt (3.9) sowie Satz 3. 

Nun wollen wir uns den stetigen Einfachschichtpotentialen (1.t) zuwenden. 
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Satz 4. Fiir Potentiale V ~, V ~ zu BeIegungen ~, ~E C* existieren die Integrale 

f (grad V # -  grad V ~)  dz,  f (grad V # -  grad V ~g) d z, 
G R~ --G 

und liar sie gelten die Greenschen Integrals;itze (d T = Volumenelement). 
Beweis. Da V7  t stetig ist, k6nnen wir in (1.3) V~[~=/  verwenden und er- 

halten mit (3.8) 

f o V ao( )=fvvdN o 2Lm V~(~.(~/) ~-I~ 

Bezeichnen wir mit ? ,  die von ~,, begrenzten inneren Gebiete, dann folgt daraus 
wegen der Stetigkeit yon V ~ in G und der gleichm/iBigen Konvergenz 

nach Verwendung des GauBschen Integralsatzes die Beziehung 

(3.t3) lira f (grad V ~ .  grad VV) dT = / V~'dN~,~. 

Die rechte Seite existiert nach Satz 3 und deshalb auch die linke. 
Wenn man das Verhalten von V fi~(~), V~(~) ftir [~! --~ oo berticksichtigt, kann 

man im Aul3enraum R a - -G ganz entsprechend verfahren. 

Lemma 2. Fi~r #E C~ gilt 

(3.t4) V(K' #)l~= K(V #[~). 

Beweis. Tr~igt man die Identit/it 

( , f  , (3.15) K~ T~--?] t 
oE~ 

in V(K' ~) (~) ein, so erh~tlt man 

V(K' ~) (~) = ~ . .  
r~E G 

Im zweifachen Integral dtirfen wir wegen der absoluten Konvergenz die Inte- 
grationsreihenfolge vertauschen, so dab 

O~(~) 

far gcG gilt. Da V ~ stetig ist, liefert daraus g--~d mit Hilfe der Sprungrelation 
Behauptung (3.t4). 

Satz 5. Die Lgsung der zu (2.7) transponierten Yunktionalgleichung 

(3.t6) k g = 2 K ' ~ +  fib 

in C* besitzt /iir [21 < 0/olgende Eigenscha/ten: 
t. Far #~L  x ist ~ L  ~. 
2. Fi~r q~6 C~ ist ~E C*~. 
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Die EigenlSsungen H, yon (3.16) sind absolut stetig und erzeugen im R a stetige 
Potentiale: H~ E L 1 ~ C*.  

1. Bemerkung.  Mit Lemma 2 gilt: 

(3A7) 2K(V H,I~) ---- VH,I~, 

so daB die Eigenrfiume yon (2.7) in C und (3.16) in C* durch 

(3.t8) e, = VH,I~  

eineindeutig aufeinander abgebildet werden. (3.t8) ist deshalb eineindeutig, weil 
ftir Oc Cv* aus V O ] ~ :  0 zun/~chst mit dem Maximum-Prinzip VO --~ 0 im R a und 
daraus das Verschwinden yon 6) folgt ([17], S. 36). 

2. Bemerkung.  Da ftir eine reelle Konstante E ~: 0 

K E  : E  

erfiillt ist, existiert die reelle ,,nattirliche Belegung,, H ~LI~ C~ von 

E =VHI~, 
die man wegen 

E"  f dN•H = - -  f (grad VH)*d-c = - - D  a 4 : 0  
R,--'g 

durch E : - - / ~ a  normieren kann. 

Beweis. 1. Wegen Satz t, 3 gelten ftir 12] < e die Fredholmschen S~tze ftir 
die Funktionalgleichung (3.16) in D,  so daB WcL 1 ftir q~EL 1 gilt. 

2. In der Umgebung von 2o kann die Resolvente von (2.7) bekanntlich durch 

oo 

Z ('~-- "~o) i Di 
(3.t9) ( I - -  2K) -1 : R~ --  j=o 

oo 

(~- ~0)' X (~- ~0); ~/ 
i=o 

dargestellt werden (I Einheitsoperator). Der Nenner mit 8o ~ 0 ist in einer Um- 
gebung yon 2o regular. Bei der Entwicklung um einen regulfiren Wert  2 o ist v :  0, 
w~thrend ~ 4= 0 ist, wenn um einen Eigenwert 2 o entwickelt wird. Der Z~hler ist 
normkonvergent, wobei sich die Operatoren D/als  normkonvergente Potenzreihen 

(3.20) D/: ~ a i ~ K  k 
k = 0  

berechnen ([14J, S. t 112- - t t t 4 ) .  Wie RADON in [t5], S. t164 schlieBen wir nach 
Anwendung von Lemma 2 aus der gleichmRBigen Konvergenz der Randwerte 

( vK'  = K ( V  
k = 0  k = 0  

auf 

(3.2t) D/(V~I~) = ' . 4  (VD/~)I~. 
Durch ' wird der transponierte Operator in C* gekennzeichnet. 
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Genauso folgt ftir #EC* aus der gleichmABigen Konvergenz von ZAhler und 
Nenner in (3.19) 

(3.22) Ra (V ~/~]~) = (V R i ~)I~, 
wenn R a (V q~]6) existiert. 

Ftir die Eigenfunktionen 3~, k =1  . . . . .  n zum Eigenwert 20 von (3A6) gilt 
mit n linear unabhAngigen stetigen Funktionen/ /k  

n v t 

ffir alle q~cC* ([t4], S. 1120, [t5], S. tt66). Z u / / k  gibt es n linear unabh~ngige 
stetige Funktionen q~i mit f II~ q~ido= Oik, mit denen wegen # i ( F ) =  fq~floEC* 
aus (3.21) ~ F 

~k-- cjDj~k~Cv 
/=1 

folgt. Zusammen mit (3.22) bedeutet das 7rECk, falls q~EC* vorgegeben wird. 

Die Dimensionen der EigenrAume zu ~o yon (2.7) seien n o in C, noo in L ~° und 
von (3.16) nl in L x sowie n .  in C*. Wegen der Gi~ltigkeit der Fredholmschen 
S~tze ftir (2.7) in C sowie (3.16) in D gelten n 0 = n  , und n~=n¢o (~7], S. 404 und 
427). AuBerdem gilt 

C C L °°, DC C*, 

so dab wegen no<=noo=n1<=n.=no die Dimensionen alle gleich sind und SkEL 1 
sein mug. 

Satz 6. Die Eigenwerte 2~ im Fredholmschen Kreis ] 2~] < 0 yon (2.7) sind alle 
reell und er/i~llen [ 2, ] > 1 /i~r 2~ ~ 1.2 o = t i s t  ein/acher Eigenwert. 

Beweis. Wegen Satz 4 dtirfen fiir Potentiale V 3  von EigenlSsungen S die 
Greenschen Umformungen durchgeffihrt werden, so dab der von PLEMELJ ([t2], 
S. 52) ftir glatte Berandungen durchgeftihrte Beweis gfiltig bleibt. 

§ 4. Die Aquivalenz yon Integralgleichung und Randwertaufgaben 
Satz 7. 1. Jede L6sung einer der Randwertau/gaben 1.--4. l~ft sich durch ein 

entsprechendes Potential (2, t --4.) darstellen, so daft die zugeordneten Funktionen g 
und h der Integralgleichung (2.7) geniigen. 

2. Jedes mit der (2.9) entsprechenden L6sung yon Integralgleichung (2.7).gebildete 
Potential (2.1--4) 16st die gewi~nschte Randwertau[gabe 1.--4. 

Beweis /i2r die ersten Randwertau/gaben : 

t < 0  und HEC~. stellen die Behauptung 2. Wegen Voraussetzung V2, 1 < - ~ - ; =  

Fredholmschen S~tze zu gegebenem /EC die Existenz einer L6sung gEC von 
Integralgleichung (2.7) sicher. Die m i t / , = g  gebildeten Potentiale (2.1 bzw. 3) 
besitzen auf Grund der Sprungrelationen (2.6) die Randwerte / und nehmen die- 
selben auch stetig an (Et7], 2.2A.). 

Behauptung 1. Die soeben bewiesene Behauptung 2 Iiefert zu den Randwerten 
u[~=/EC des gegebenen Potentials u ein weiteres Potential v, das wegen der 
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eindeutigen L6sbarkeit der ersten Randwertaufgaben E9] mit u iibereinstimmt. 
Da v durch (2.1. bzw. 3.) dargestellt wird, gilt das gleiche fiir u. 

Beweis ]i~r die zweiten Randwertau[gaben: 
N~'c Cv bzw. ~ ~ ~v Behau23tung1. Wird u mit ~ * N a ' r *  vorgegeben, so k6nnen wir 

wegen Satz 4 die Greensche Integralformel ftir u verwenden. Man erh~tlt auf 
bekannte Weise die Darstellungsformeln (2.2) bzw. (2.4) ([5], S. 31), aus denen 
die Sprungrelationen (2.6) Integralgleichung (2.7) liefern. 

N a ,- g ~ *  Behauptung g. Wenn N~6C~ bzw. ~ ~ ~v vorgegeben wird, so k6nnen wir 
einmal auf Grund der Fredholmschen S~tze Integralgleichung (2.7) 16sen und 
mit  ul~ die Potentiale u nach (2.2) bzw. (2.4) berechnen, andererseits aber auch 

(4.1) ~i----K'qbi+N~ bzw. q ~ = K ' # - - N ~  

16sen, wobei nach Satz 5 die Potentiale V ~b ~ bzw. V # i m  R3 stetig sind und wegen 
(3.8) die innere bzw. ~tul3ere Randwertaufgabe 16sen. Mit Hilfe der Sprungrela- 
tionen, (4.1) und Lemma 2 fotgt dann fiir die stetigen Randwerte 

(u]6 --  VqS~t~ ) =K(uib -- Vqb~l~ ) bzw. (ul~ --  Vq~a]~) = --K(ul5 -- V#~i~). 

Satz 6 und das Maximum-Prinzip liefern daraus 

u = V q S ~ + c o n s t ,  i n G b z w ,  u = V q ~  in R 3 - G .  

Demnach 16sen (2.2) bzw. (2.4) die gewtinschten Randwertaufgaben. 

§ 5. L6sungsverfahren fiir die Integralgleichung 

Da wir die Randwertaufgaben numerisch 16sen wollen, ben6tigen wir ein 
konstruktives L6sungsverfahren ffir (2.7). Der folgende Satz liefert iterative Ver- 
fahren : 

Sat2 8. Die Funktionen/olgen in C: g(O)=0 

(5.1) g¢'~+ll=~(gI'~l--KgI~'l+h) liar 2 , = - - t ,  

, f  (5.2) g(,~+x) = K g¢,n) f do g¢,n) do + h /iir A -~ + t ,  m = O, 1 . . . .  

konvergieren au/ ~ gleichmiiflig gegen eine L6sung g yon (2,7). 

Die Konvergenz von (5.t) wurde ftir konvexe Gebiete schon von NEOMANN [ l t  1 
gezeigt. 

Beweis. 21 sei einer der dem Betrage n•chst gr6Beren Eigenwerte als der 
Eigenwert 1. Setzen wir r---- min{[ 211, e}, so h~ingt die Resotvente (3.t9) im Kreis 

~t t r + l  I 1 3 r + I  
+ 2 2r+1 < 2 2 r + I  

- -  ~ so ist sie von ~/in [ ~ [ < l +~  yon ~ analytisch ab. Transformiert man ~ (~/) -- ~ +7 ' 

analytisch abh~ingig. Ihre Entwicklung nach Potenzen von ~/ liefert die norm- 
konvergente Reihe oo 

R~ (n) = I + K ~ 7" (K --  I) "-1, 

deren Teilsummen fiir ~/(~= - - t )  = - -  ~ (5.t) ergeben ([8], S. t t2 ,  [t], §7). 
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Fiir ; t=  + t i s t  e o ~ t die Eigenfunktion von (2.7), so dal3 man nach WIELANDT 
[19] diesen Eigenwert von (2.7) abspalten kann. Man tiberzeugt sich leicht, dab 
die Integralgleichung 

, f  (5.3) g=2t (K--L)g+h,  Lg =  / d o .  gdo 
G G 

fiir die spezielle L6sung yon (2.7) mit  Lg= 0 auBer 2 = t die gleichen Eigenwerte 
wie (2.7) besitzt, w~ihrend 2 = t reguliirer Wert von (5.3) ist. Folgtich konvergiert 
die Neumannsche Reihe zu (5.3) ftir 12l < r ,  deren Teilsummen durch (5.2) ftir 

= t < r dargestellt werden. 

§ 6. Zur numerischen Behandlung der Randwertaufgaben 

Bei der numerischen Durchftihrung des bier beschriebenen Veffahrens muB 
die infinite Integralgleichung (2.7) durch eine mit endlich vielen arithmetischen 
Operationen 16sbare Aufgabe ersetzt werden. Solche Diskretisierungen sind auf 
vielerlei Art m6glich ([7"], Kap. XIV). Wir w~thlen wie in [t8] eine m6glichst 
einfache, indem wir G in n Fl~ichenstiicke F 1 . . . . .  F,, mit 10i~Fi zerlegen und (2.7) 
durch das lineare Gleichungssystem 

(6. i) g.  (~3 = 2 / /  
k =  1 xF,~_ {p,t} 

ersetzen 5. Die Koeffizienten k6nnen dabei niiherungsweise aus dem Fl~cheninhalt 
des sph~irischen Vierecks auf der Einheitskugel ermittelt werden, das durch die 
vier Kreise durch 

t~i-1- ~ . t~i- 10s . t~i+l-lJi . 
I t ) i - , Z ~ i ~ -  ' ltli -- ~Oil ' It)i+,-pd ' i == 2, 4, 6, 8 

~7 ~6 

entsteht (vgl. Bild), wobei t)i die skizzierten zu F~ geh6renden Ortsvektoren sin& 
W~ihlt man die Einteilung in die F~ so, dab Kanten und Ecken yon G nur auf 
Trennlinien der F~ liegen, so braucht die Rechnung keine Riicksicht auf die 
Kanten und Ecken zu nehmen [t 7]. 

Indem wir den Projektionsoperator 

(6.2) P , / ( t ? ) = l i m  f / d o (  fdol-1 ftiralle t)~F~ 

in L ~ definieren (fOr /EC, folgt die einfache Beziehung P~l(t?)=/(Pk) fiir alle 
t?E Fk), k6nnen wir die N~therungsgleichungen (6.t) auch als Funktionalgleichung 

(6.3) g, =P~Kg,+P~h 

5 Die F~ sollen dabei paarweise punktfremd sein: F~c~/~= ~ fiir i 4~j. 

28 Numer. Math., Bd. l I 
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in L ~° schreiben. L6st man das lineare Gleichungssystem (6.t) bzw. (6.3) und 
setzt die daraus errechnete Treppenfunktion in die jeweilige Formel (2.t--4) ein, 
so erh~lt man eine Potential[unktion un, vonder  man hofft, dab sie das gewtinschte 
Potential u angen~hert wiedergibt. Somit entstehen ftir das numerische Verfahren 
die folgenden Fragen: 

1. Wieviele Lfsungen besitzt das Ndherungsproblem (6.t) bzw. (6.3)? 
2. Konvergieren die Niiherungsl6sungen g, und u~ ]i~r n-+ oo gegen die exakten 

L6sungen g und u, [alls 

(6.4) lim ( max Durchmesser (Fi)) = 0? 

3. K6nnen Fehlerschranken angegeben werden? 

4. Gibt es ein ein]aches und numerisch stabiles Ver/ahren zur Aufl6sung der 
N~herungsgleichungen (6.1) bzw. (6.3)? 

Da (6.3) offensichtlich ffir ~ = t die EigenI6sung gn ~ t besitzt, ersetzen wir 
(6.t) nur fiir ~L=-- 1 dutch (6.3) : 

(6.5) g , ~ = - - P . K g . + P . h ,  

dagegen fiir ~.= + t gem~fl (5.3) dutch 

(6.6) g , = P ~ K g , - - L g ,  + Pnh. 

Die spezielle L6sung yon (6.1) mit Lg,~=O erffillt auch (6.6). 
Um auf die vier Fragen antworten zu k6nnen, mtissen wir zunttchst die Kon- 

vergenz der Nitherungsoperatoren PnK untersuchen. P,~K bildet in den endlich- 
dimensionalen Raum der Treppenfunktionen ab und ist deshalb vollstetig. Ftir 
¢o>0 ist K nicht vollstetig (Satz 2), im allgemeinen ist deshalb keine Norm- 
konvergenz von _P,K gegen K zu erwarten ([7], S. 246). 

Wir zeflegen K mit 8 > 0  gemltB (3.3) so, dab mit 

K = F + H  

nach Voraussetzung V2 (1.12) gilt 

(6.7) ]lH[]oo ~ q < 1. 
Setzen wit 

B -~ I =j:: H , B,,= I =I:: P, H 

mit + ftir (6.5), -- fiir (6.6), so existieren wegen (6.7) die Inversen dieser Opera- 
toren und erfiillen 

1 t 
(6.8) llB-XH~ < l----q" [[B2[[® N t - q  

Bezeiehnen wit auflerdem mit A bzw. A .  die Operatoren 

A = [I + K . ~ _ [ I  + P~K ftir (6.5) 
- - K + L  A ' - - - - - [ I - - P . K + L  fiir (6.6), 

so gelten in unserem Fall die Konvergenzaussagen yon 

Lemma 3. Fi~r #des gE C konvergieren 

lilno~llP.g--g[]® = 0  und 2imi[B2g-- B-Igti ~ = 0 .  
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Fiir alle /EL  °~ mit tI/IL~ ko***,~g¢~,, gleichmgflig 

lim liP~F / - -  F /II~ = 0  und lira IIB~ A ~ /  - -  B-~ A /llo~ = O, 

(diese Operatoren/olgen sind normkonvergent). 

Beweis. Wenn g stetig ist, folgt P~g--~g aus (6.2) und (6.4). Die zweite Be- 
hauptung folgt dann aus 

UBT) g --  B-X glto~ < IIB;~L If(P,, - i)HB-lgl[oo 

wegen (6.8). Die beiden letzten Behauptungen ergeben sich aus der Kompaktheit  
y o n  F / f a r  II/IL < ~ in  C. 

Lemma 3 reicht zum Beweis der S/ttze in [t] bereits aus, die einige Antworten 
auf unsere vier Fragen liefern: 

t .  Nach [t] Hilfssatz 5a gibt es einen Index no (eine genagend feine Unter- 
teilung von d), so dab die Inversen von (6.5) bzw. (6.6) in L °° existieren und 

(6.9) I I / ~ l l L < q  fiiralle n ~ n  0 

Init von n unabhiingiger Konstante C 1 erfiillen. Ftir n>=n o sind (6.5), (6.6) nach 
g,, also eindeutig aufi6sbar. 

2. Nach [t ] Satz 2 konvergieren wegen (6.9) die Treppenfunktionen g~ zu (6.5) 
bzw. (6.6) auf G gleichmitBig gegen g: 

(6. t 0) lim [[g -- g~ [[~ = lim (sup ] g -- g~ [) = O. 
n - + o o  n - + o o  

Fiir die gem/iB (2.1--4) zu g und g~ gebildeten Potentiale u und u,, erh~ilt man 
mit Hilfe des Maximumprinzips und (7.13) die Abschittzung 

(6.t ~) t ~. (~) - ~ (~)1 --<. ~ Ilg - g,,l[~ + q II h - P~ all 
mit 

(6A2) 

mit 

C 1 

a a ffir (2.t, 3) {0 fiir (2.t) 

7 7  ffir (2.2, 4) und c~.= ½ far (2.2--4). 

Also konvergieren wegen (6.t0) die N/iherungspotentiale u.  tiberall gleichm/iBig 
gegen u mit n -+  oo. 

3- Fehlerabsch~ttzungen liefert (6.tt),  wenn man tlg-g,& z.B. gem/ig [t] 
Satz 3 absch~itzt. 

4. Satz 5 in [1] garantiert die Existenz einer Konstante Cz, so dab far alle 
Diskretisierungen n >--n o die gem/ig (5.1) bzw. (5.2) zu P~ K gebildeten Folgen g(~'~) 
gleichgradig wie eine geometrische Reihe gegen g~ konvergieren: 

dm+ 
ltg~ ~' - g~lL ~ c , - ( z  a - t N o  f~r alle n > n o 

[ 1 +3r  
- - ~ ) -  far (6.5) 

r gem~13 § 5. 
= t + r  far(6.6) 

2r  

Als iteratives Verfahren ist dieses Aufl6sungsverfahren von (6.5, 6) numerisch 
stabil. AuBerdem ist die Anzahl yon Iterationen, die man zum Erreichen einer 

28* 
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Genauigkeit Ilg£ "~-g.ll. ben6tigt, wegen (6A2) v o n d e r  Feinheit (n) der Dis- 
kretisierung unabhtingig f i i rn  >= n o. 

Das beschriebene numerische Verfahren wurde an einigen Beispielen auf einer 
Rechenanlage S 2002 erprobt und lieferte bei einer recht groben Diskretisierung 

Fig. t. Schnittlinien der /~quipotentialflAchen u = const mit einer Ebene durch die 
Achse der Rotationsfl/iche G bei dreidimensionaler schr/iger Anstr6mung 

yon G, z.B. mit n =300 und einer Kugelkalotte mit glatt aufgesetztem Kegel 
als G (s. auch [t7]) Fig. 1: 

I~ - u . l  -~ 3 • ~o-~ II~I~IIo, 
I I # ' - ~ I l o o  ~ io-~ llhllo (25 Iteratio~chritte) 

in folgenden Rechenzeiten: 
6 h Berechnung der 300X300-Koeffizientenmatrix zu P~K, (P,K ist ja ftir 

alle Aufgaben zu einer Fl~iche G gleich), 
2 h  zur iterativen LSsung (ca. 25 Schfitte) eines Gleichungssystems (6.5) 

bzw. (6.6), 
2 min zur Auswertung eines der Integrale (2.t --4), um u (~) zu ermitteln. 

§ 7. Anhang: Geometrische Hilfssiitze 

Das lokale Verhalten des Operators K wird durch die Funktion W~ (p) be- 
schrieben. In den Hilfsstitzen 1 --5 werden deshalb einige Eigenschaften yon W~ (p) 

untersucht. In Hilfssatz 6 wird die Existenz der Flttchenscharen ~. und/~, sicher- 

gestellt, denn rnit #.  und f ' .  wurde die verallgemeinerte Normalableitung definiert. 
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Hilfssatz 1. Bei /est gew~hltem 6 > 0 sei p E G ein Punkt, der nicht zu nahe an 
den Ecken liegt: 

(7.t) m i n l p - - e [ ~ 8 ,  minlp--ql=lp-~[,  ~E~;,,~Gj. 
eEQe qEQ 

Dann existiert d n  nur von ~ abMingiger Radius ~ > 0 ,  so daft ]i~r ieden Punkt 
p E G mit (7.t) das Fl~chensti~ck F~ (p) nur au[ Gi~G i liegt: 

F ~ ( p ) ~ G , = 9  fiir v:4:i, v4 : i .  

Auf die Darstellung des einfachen Beweises soll hier verzichtet werden. Er 
beruht darauf, dab [ q -- t)] in G × G stetig ist, verschiedene F1/ichenstiicke G~, Gi 
sich nur in Kanten und Ecken und verschiedene Kanten sich nur in Eckpunkten 
treffen. 

Hilfssatz 2. Bei /est vorgegebenem e > 0 gilt gleichm~flig /iir alle Punkte p E G mit 
minlp-ql__>e 
qEQ 

(7.2) lim W~ (p) = 0. 
~5.-+ 0 

Beweis. Wegen [ p -- q [ ~ e liegt p auf genau einem Fl~chenstfick G, (p). AuBer- 
dem gibt es nach Hilfssatz t eine nur yon ~ abh/ingende Konstante ~ >  0, so 
dat] F~ (p)(G,  ffir alle ~ $  erftillt ist. Die Behauptung folgt dann aus der schwa- 
chen SingularitAt des Integranden yon W 0 (p) in F~ (p), welche durch die Ljapunoff- 
schen Absch/itzungen ([5] S. 6 (17)) sichergestellt wird. 

Hilfssatz 3. Sei p E G,. Dann gilt beziiglich p gleichm~flig 

(7-3) lira f [d~2p (~)[ = 0. 
,~-->-0 0EF~ (p) n 6:v 

Auch (7.3) folgt ausde r  schwachen Singularit/it des Integranden in ~;,~ (p) 
mit Hilfe tier Ljapunoffschen Absch/itzungen (~5] S. 6 (17)). 

Hilfssatz 4. Bei [estem ~ > 0 ist die Funktion W~ (p) in G ~ Q ,  stetig. ~ (p) ist 
in G --Q, bezi~glich p und ¢5 gleichm~flig beschriinkt. 

Beweis. Zun~tchst zeigen ~dr die Beschr/tnktheit. W~(p) ist in 8 monoton 
wachsend bei festgehaltenem Punkt p. Aus Hilfssatz 6, den wir unabh/ingig von 
den Hilfss~tzen ~ -  ~ beweisen werden, folgt ftir n--> oo die Ungleichung 

f[dt2,(9)[ ~ a  ftir alle ~ERa, 
6: 

so dab sich aus 

W~(~) ZW~0, ) _~ ~ . j  ,dO,,, +~  

(D = Durchmesser von G) die gleichm~Bige Beschriinktheit ergibt. 
Die Stetigkeit von W~ (p) zeigen wir bei beliebig gew~hltem festen e >  0 im 

abgeschlossenen Teilgebiet G~-=--G- O ~ (e), indem wir eine in G~ gegen W 0 (p) 
Qo 

gleichmiiBig konvergente Folge stetiger Funktionen W C~ (p) konstruieren. Dazu 
definieren wir fiir pEG~ und qEQ mit 

q'EQ 
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die Funktionenfolge 

l i  for L - < ] ~ - q l  
(7.4) Q~'(Ip-ql)= - 2 ~ ' I v - ~ l  ftir 1 < I p - q l  < 2n-~i- = = ~i- 

fiir i~ - -q l  < I 
2 n  4 • 

Ftir gentigend groBes n und i P -- q i ~ I/n 4 ist q auf Grund der stetigen Krtimmung 
der Kanten yon p stetig abh~ingig, so dab for diese n ~(~) stetige Funktion yon p 
ist. FOr gentigend groBes n liegt auBerdem nach Hilfssatz I F~l~(p ) auf GImGz 
una falls t q - P t  -= t in ,  gilt qcdl~G=. Far  qEFII~ (p) fiihren wir um q auf G, beztig- 
lich der Tangentialebene lokale Koordinaten ~, 7, ~ (~:, *7) mit den Achsen ~= n (q)[&, 
und J parallel zur Tangente an GlnG, in q so ein, dab i in das Innere der F1/tche G= 
zeigt. Ferner bezeichnen wir mit H =  {~, 7[ ~ 0} und mit 

die Menge von ~, ~-Werten, tiber die in Fz/.(p) integriert wird. Mit Hilfe des 
r/iumlichen Winkels, unter dem die Halbebene {q+~ i+~ i [  (~, ~/)EH} von p aus 
erscheint, definieren wir 

, f w~"~ (~) - 2~  I ~ &  (~)I 
~EF6 (p)-F~t.(~) 

[-2~- 12=-o(p)l fiir pE &.c~Q, 

12~ 3 l~i+ni+(q-~) l  ~ ~ l~i+ni+(q-~)] ~ for P~G~-Q" 
~1/" H --Fl ir t  

FOr [ q -- p [ _____ ~ haben die beiden letzten Summanden zusammen den Weft des 

r/iumlichen Winkels, unter dem H von p aus erscheint, n/imlich 

Auf Grund der stetigen Krt~mmung yon G1 und Voraussetzung (1.9) gilt 

~ - ~  ~ 2 c I ~ -  qi (7.5) 2~ I I -  
woraus die Stetigkeit yon W (') (p) in G~ fOr geniigend groBe n ersichtlich wird. 

Zum Naehweis der gleichm~iBigen Konvergenz yon W ('0 gegen W~ ersetzen wir 
das letzte Integral der rechten Seite von 

' f ' f ld&l I w~-~ (~) - w~ (~)I --< 2 ~  . I ~ & l  + ~ . 

s 't s t 1~-~-~7--~71-, + 7-~- t~+,~i+(,~-~,)l' . ld&l  
FI - - F l l  ~ ,l" i Fi l i i ( la  ) ~ G, I 

durch den davor stehenden r/iumlichen Winkel, unter dem der Teil F~, der 
Tangentialebene in q yon p aus erscheint. Dazu ben6tigen wir Absch/~tzungen 
des Nenners nach unten. Diese ergeben sich aus der Ungleichung 

- I < ~ _ ~  q -~  ' 
l -~=_~; ' l ,  
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fiir die sich die Existenz einer Konstanten f l > - - t  mit (7.5) aus der Voraus- 

1 liefert sie in FI/. (p) ~ G~ ftir n > 6 C a + t setzung (1.9) zeigen l~iBt. Mit e -  Vi + fl 

mit r ~ = ~ + ~* die Ungleichungen 

[I t) _p l2  => (1 -- 2 C ~ r ) I  ~i + ~ i  + (q _ p)[2, 

(7.6) ,11"(')" ( , -p) l  =< I~" (q-p)l + C , { l , - p l  +r}, 
[ r ' + [ q - - p l Z = < e ~ i ¢ i + ~ i + ( q - - p ) l z =  < ~ !  • 

' { ' }  , Unter Benutzung yon (H --F/I,) < ~. ~1 r > 4n far ]t~ - ql =< ~ errechnet man 

aus (7.4) und (7.6) die Absch~tzung 

f f 64 Id~ql + - -  1 IdQpl + 2~ 
F~/n (p):', G~ F~I,~(cl) 

Ftir n-~ oo strebt wegen Hilfssatz 3 die rechte Seite in p 6 (;~ gleichm~tBig gegen 
Null. 

Hilfssatz 5. Die Ecken von G seien ,,konvex" und sollen Voraussetzung (t.13) 
erJiUlen. Dann ist bei /estem ~ > 0 die Funktion W~ (p) au[ G stetig 6. 

Beweis. Wegen Hilfssatz 4 mug die Stetigkeit von W 0 (p) nut noch in einem 
der endlich vielen Eckpunkte ecQe gezeigt werden, e liegt als Eckpunkt auf end- 
lich vielen Fl~ichenstticken G,, von denen jedes zwei in e endende Randkanten 

rl/z (s) (h/~ (0) = e) mit Randtangentenvektoren t~/2 = lim 1 (hm (s) -- e) besitzt. 
s--~ s 

Wir werden wieder die Integrale durch Raumwinkel geeigneter Teile von Tan- 
gentialebenen an G, ersetzen. 

Dazu zerlegen wir G~ zun~ichst mit Hilfe neuer ,,Kanten,, in endlich viele 
Teilstilcke, so dab e schlieBlich auf N Fl~ichenstticken G~ liegt, deren Rand- 
tangenten t,l:~ jeweils Winkel 

(7.7) 0 < ~0 =< 42 (t~. t,~) ~ -g- 

miteinander einschlieBen, wobei die Existenz von ~'0 > 0 durch (t.t3) sichergestetlt 
wird. Die beiden zu G, benachbarten Fl~ichenstiicke werden wir mit G, und die 
zu G, nicht benachbarten Fl~ichenstticke mit d z bezeichnen. (G, und G, besitzen 
gemeinsame Randkanten durch e.) 

Ffir p~G,--Q und jedes positive d <  ~ ist die Ungleichung 

'{I f ,d":l- f f 
(7.8) 

+. :  + I , + t} 
Dieser Hilfssatz  gil t  ebenfalls file isolierte konvexe  Ecken,  in deren Umgebung  

sich die Flgche wie ein glattes Konoid verhglt. 
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gttltig. Um q, werden wie in Hilfssatz 4 lokale Koordinaten fiir G, eingefiihrt. 
Ftir die nicht benachbarten Fl~tchenstiicke Gz werden die lokalen Koordinaten 
mit tz=nz (n z = Grenzwert von rtld * in e) um e eingeffihrt. Zur Abschiitzung der 
Nenner nach unten beachten wit zun/tchst, dab man aus Voraussetzung (t.9) 
und der ,,Konvexitiit,, der Ecke e die Existenz einer Konstanten/51> -- t folgern 
kann, so dab ffir die Grenzwerte der Normalen benachbarter Gebiete G, und G, 
in e die Ungleichungen 

n , .  1t. ~ / 5 1  > - -  1 

gfiltig sind. Zu den nicht benachbarten F1/ichenstiieken Gz existiert ein positiver 
Winkel Yl> 0, so dab irgendzwei Halbtangenten 

t ~ = . l i m  10-e lira tl--e 
~ - * e  I~-el 

einen Winkel 

(7.9) g (t/~, ix) =~_ 71 > O, Yo ~ Yl, 

miteinander einschlieBen. Wir setzen /5 = }(min{~ x, - -cosy1}- - t )  und finden 
wegen der stetigen Kriimmung yon Gi eine Zahl dl>O, so dab die lokalen Ko- 
ordinaten der zu G, benachbarten Fl~ichenstficke G, die Ungleichung 

i,. q'-~ > / ~ > - 1  Iq,-~l = 
fiir [p - - e l <  dl erfiillen. Diese Ungleichung fiir die benachbarten und (7.9) ffir 
die nicht benachbarten F1/iehenstficke haben die Ungleichung (7.6) fiir alle lokalen 
Koordinatensysteme der Gi, /" +/z, i = t . . . . .  N mit neuen Konstanten e,/5 und 
4d2e 2 statt  40~2]n ~ in ~(p)  ffir ] P - e l  ~ d  zur Folge, wobei in (7.6) q durch q, 
bzw. e zu ersetzen ist. 

Nun k6nnen wir verm6ge (7.6) die letzten Summen in (7.8) durch r~iumliche 
Winkel fiber Tangentialebenenstficke ersetzen, ben6tigen dazu aber noch die 
Berandungen dieser Tangentialebenenstficke. Die Integrationsgebiete in (7.8) ffir 
die lokalen Koordinaten werden mit 

Z, = {¢, 71 q, + ¢ i ,  + ~ i ,  + L¢, (~, 7) c F ,  (p) ~ G,} 
und 

bezeichnet. Als Ersatzgebiet fiir ein nicht benachbartes Stiick Gz legen wir 

Z~={~ ,wle+~ i~+~i~ - - - - e+Al /z ,+A,  tz2, ~1>o,  Xz>o} 

fest, w~ihrend wir ftir benachbarte Stficke G, das Ersatzgebiet mit HiKe der welter 
unten erklArten Hilfspunkte e', und q', als 

Z; = {¢,~1 q, + ¢ i ,  + h i ,  = e; + ~l(q, --  e;) + ~(q;  -- e;), 21 > O, 2~ >_-- O} 

w/ihlen. Dabei wird e; mit einer Minimalstelle ~/0 yon 

_ m < i n < ~ l q , + ~ L - - e I = [ q , + ~ o i , - - e  I als e ; = q , + ~ o  L 

und q" mit einer Minimalstelle ~h yon 

min I q, +~(~) i ,  + ~ i , - - p [  = I q, +~(~/1) i, + ~ h i , - -  p[ ms q" = q, + ~ (71) i, + ~ d ,  
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erkl~irt, wobei ~ (~/) (und ~ = ~  (~ (~/), ~/)) im abgeschlossenen Intervall  I ~ ~ die q, 
nicht enthal tende Randkante  von G, in F a (p) beschreiben soll. 

Zwischen dem r~iumlichen Winkel,  unter  dem Z'v von p aus erscheint und  dem 
entsprechenden Summanden in (7.8) erhalten wir fiir d ~  t /8  Ca  3 die Beziehung 

~ v~(pf~[d~ql_ f lr,'(Q.--~)ld*dn [ ((1+4C2°#d2)] ) 
z; 

co 2o~2Cd d2c¢ 

f f  ,=a/4 (r2+ [q,-pl,)'~ + / [ q "  --  ~O[~v=o r = O  ( r2+ lq,--W l~) ~ 
4o~Cd 2d¢~ 

~3, f f  dg~d F 

+ ~ - [ q . - P ]  _ ,  ( ~ * + l q ; - ~ l ~ )  ~ , ~=0 r=O 

wobei die drei rechten Integrale wegen {~, ~1] r~>= d/4} )(Z~--Z~) die Integrations- 
gebiete (Z', --Z,) und (Z', ~Z,) -- (Z',~Z,) berticksichtigen. Verlangen wir [e - -  P l --<---d*, 
so ist wegen [ q, - -  ~] ----< [e --  p [ --< d 2 die rechte Seite dieser Ungleichung kleiner als 

(1--4C c~3d)~ = • 

Ganz entsprechend zeigt man fiir die nicht benachbar ten  Gz die Absch/itzung 

"l Fd(~)ff~: f ],z (e-0)] d dn 
z~ 

so dab (7.8) in 

J I IW~(e)-w~(~) I ~_R(a)~+~ l a ~ l  -- l a ~ l  
tl  Fo(~)--Fa(,) ~,(e) --Fd(e) 

Fd(p)('~G~ Fa(e) 

+ , 1 8 i z + n i ~ + ( e - ~ ) l  ~ - [ 2 ~ - ~ ( e ) l  

tibergeht. 

Die Integrale fiber Z~ sind r iuml iche  Winkel  der ebenen yon Geraden begrenz- 
ten halbunendlichen Winkelbereiche Z~ und  deshalb Fl~icheninhalte sph~irischer 
Dreiecke. Diese k6nnen ffir Z~ durch lineare Funkt ionen  yon Winkeln  zwischen 
den Einhei tsvektoren 

~ - e  [ q '--P X ' t  [ (q ; - e ; )× (q ; -p ) ]  7 
u~= I~o-el'  t ~ , , , , = [~2~ l  !t,,j, t~3,,= I[(q;,-e;)×(q,,-l~)]l '  

rtz, tz~12 dargestellt  werden. Um den Grenztibergang fiir p -+e  zu charakterisieren, 
p--e 

ftihren wir zum Vektor  ~ den ihm auf dem Tangentialebenenzwickel  yon Go 

zun/ichst gelegenen Einhei tsvektor  

i - -  cos ~otm+sin ~ot~, 
I cos Ao tv 1 + sin ~o t~, [ 

[- × .] bezeichnet das vektorielle Produkt. 
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mit einer Minimalstelle 2o von 

min I l~--e cos 2tin+sin 2tt, z [ p--e _ cos 2otto+sin 2otu~ 
oza_~/z I~-el [cosZt~t+sinZt~,l = /)-S-el- cos&t~+sin~ota2 

ein. Auf Grund der stetigen Krfimmung der Fl~tchenstficke, f l > - - 1 ,  (7.7) und 
(7.9) kann man die Existenz zweier Zahlen C' und d2>0 zeigen, mit denen die 
Ungleichungen 

I ~ - t l ,  I ' , . -"~1, D~, --L×t'~tx,., -~C'le-01 ~ 

gelten, sobald l e - P l  < 4  erfiiltt ist. Damit und mit (t.13) ergibt sich dann die 
Existenz einer weiteren Konstanten C", so dab far den Inhalt des Z" entspre- 
chenden spNirischen Dreiecks 

F,,,, (L, ~,,,,, t,a,) It,,. (,~,,-~)1 d~ d,7 
z,; 

die Ungleichung 

F~, (L. ~,.. ,~.) - F~ (,.. u,. lit x*,,,] l) < C " i e - o l  
It Xi,2] 

und entsprechend fiir die anderen sph~irischen Dreiecke 

, u z" (e--p) d~dr] 
Fz, (~, fzl, tx~) I ~iz+,iz+(e-10)p 

zl 
die Ungleichung 

IG,(ol ,  t~,,, ~,~) - * • G,( i ,  i , , ,  t~,)l _~C'tl ~ -~1  

erffillt wird. Andererseits ist wegen der ,,Konvexit~it,, der Ecke ]2~--Q(e)I die 
Summe der Betriige der r~iumlichen Winkel, unter denen die Gebiete lim Z', und 

t Z z von e + t aus erscheinen, falls t =~ t~:/~ ist. Ffir t 4 = t~l gilt also ~--+e 

(7.tl) 12a-~2(e)l = y, F . . ( . . , . . ,  [tx~.,? tE, E * 
Fx~ (t, ix,, tzi) • 

v I¢ 

Ffir t = t,l gilt mit dem entsprechenden Index v die Beziehung 

F,u (n , ,  n~ ,  It,) = lim 12a -Q(q,)I, 
qv--+e 

so dab (7.tl) auch ftir t=t,x/2 gtiltig bleibt. Die Ungleichung (7.t0) geht also 
unter Verwendung von (7.1t) in die Ungleichung 

(7.t2) 

t f I d&l f l ao.I f .  l d 0r I w~(e) -w~(p) l -  2~ 
F6(p)--Fa(p) F6(e) --Fa(e) Fd(p) c"~p 

+ flao, l+- RIm ' ^ + -~-~nN C"d* 
I~d(e) 

fiber, wobei ffir GQ alle Fl~tchenstficke mit p EGQ zu nehmen sind, und beh~lt 
auch ffir Kantenpunkte pEQ ihre Gffitigkeit. 

s ObdA nehmen wir an, dab t,1=tva Tangente der Randkante G,c~G/, ist. 
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Wird e > 0  vorgegeben, so kann man mit Hilfe von Hilfssatz 3 eine Zahl 
{ '} 0 <  d ~ m i n  8, ~ derart finden, dab die letzten vier Glieder in (7.t2) kleiner 

als e/2 werden und sodann zu diesem festen d > 0  eine weitere Zahl d3>0 so 
bestimmen, dab auch der erste Ausdruck der rechten Seite kleiner als e/2 wird 
ftir alle p E (; mit ] p -  el_---< min {d ~, d 1, d~, d3}. 

Hilfssatz 6. Zu G existieren zwei Flgchen[olgen fin ( Ra ---G bzw. 7), ( G, die mit 
beschriinkter Drehung yon auflen bzw. innen gleichmtiflig gegen G konvergieren ; das 
heil3t : 

1. 
(7.13) f ld f2~( t ) ) l~a<oo ,  . f  tdf2~(t))t<=a /i~ralle ~ER 3 

~c~-{~} ~c~-{~} und alle n. 

2. Die Punkte pEG und p~E14, (bzw. 7),) k6nnen eineindeutig und stetig aul- 
einander abgebildet werden derart, daft mit dieser Abbildung p , =  a,(p), aT, l (p , )=  
b~(p,) =p zu ~eder Zahl e>O ein Index N(e) existiert, so daft 0<1 ~--a,(p)l  =< e 
[iir alle pEG und n>=N(e) erJiillt wird. 

Beweis. Man kann zunitchst jedes Fl~ichensti~ck G, zu einer stetig gekrtimmten 
geschlossenen Fl~tche/~, erg~inzen (A. KORN [91 Abh. t, Abschn. V). Das Vektor- 
feld rt~ (p) ist auf/6 stetig. Auf Grund des WeierstraBschen Approximationssatzes 
gibt es dann ein auf/~, zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld 

~,(p) mit m , ( p ) ~ : t  und ~ , ( p ) . l t , ( p ) > c > 0 ,  

wobei c weder yon v noch p abh/ingt. Dieses Vektorfeld kann man dann auf 
einfache Weise in der Umgebung der Kanten und Ecken zweimal stetig differen- 
zierbar in ein Vektorfeld m, (p) derart abfindern, dab die Vektorfelder m, und m v 
auf Trennkanten G,~ Gv und in Q¢ tibereinstimmen, also das auf G durch m ( p ) :  
m~ (p) ftir p E G~ erkl~irte Vektorfeld m i t m  ~ (p) = t, 

m(~).n,(~)~_c>0 f~r ~ ,  
au/G stetig ist. Dann ist m (9) auf jedem Fl~tchensttick G, zweimal stetig differen- 
zierbar. 

Nun definieren w i t / 4  (bzw. 7),) durch 

+ t 
(7.t4) p : a ~ ( 9 ) : =  p(_)-n re(p) (-- fiir 7)~) 

far geni~gend groBe n. Auf Grund der stetigen Kriimmung von F, und der zwei- 
maligen stetigen Differenzierbarkeit yon m, (p) sind die Fl~ichen 

fiir gentigend groBe n gleichgradig stetig gekrtimmt, so dab mit Hilfe der Ljapunoff- 
schen Absch~itzungen (z.B. [5], S. 6--22) die Ungleichungen 
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unabh~ingig von n und  ~c R 3 gefolgert werden kSnnen.  Sie ermSglichen wegen 
N • 

UF,,~ die behaupte te  Absch~itzung 

N N 

t}E Fn--{~} ~= I F~n--{~} v=1 

Die eineindeutige Abbfldung wird fiir geniigend groBe n durch (7.t4) beschrieben. 
Die gleichm~il3ige Konvergenz folgt aus I P - -  P,~ I = t /n .  
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