
Die ~quivalenz konstanter und verschwindender 
Christoffelklammern zweiter Art 

Von 

M. Pinl, KSln 

Erwin K r u p p a  zum 75. G e b u r t s t a g  

(Eingegangen am 15. Juni 1960) 

]m Riemannsehen Raum gilt der Satz: der metrische Zusammenhang 

g~p(Xl,..., x~) bestimmt eindeutig den affinen Zusammenhang aft " 
Dabei wird der metrisehe Zusammenhang regular vorausgesetzt: 
g = I~/~ol~ O. Dann gilt ffir die Christoffelklammern erster Art 
[~, ~r = [~,~ ~]: 

[e, a f l ] = ~  • ~x,~ axQ/' a, fl, e = l ,  2 , . . . , n  (1) 

und umgekehrt 

~g~ 
--[a, fle]+[fl, ae], a, fl, e = 1, 2, . . . , n .  (2) ~x~ 

Aus (1) entstehen durch ~berschieben mit den l~ontravarianten 
Komponenten g~e der Riemannschen Mal~bestimmung ga~ die Definitions- 

gleiehllngen fiir die Christoffelkla,mInern zw(~iter nrg {:~} = {r 

Umgekehrt sind wiederum die Christoffelklammern erster Art Linear- 
kombinationen der Christoffelklammern zweiter Art: 

[Q, a f l ] : { : f l }  g~, a, f l , ~ t ,~= l ,  2, . . . , n .  (4) 

z Es gilt gaa ga~ = ~ {~: a = ~ ~ber doppelt vorkommende Indizes eines 
und desselbea Terms ist nach den l~egeln des Tensorkalkiils zu summieren. 



260 M. Pinl 

 om ooon on do. 
k r )  

gemisehten Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensors die Werte 

a 

a, fl, y, 4, ~ ---- 1, 2, . . . ,  n. 

Mit koustanten nicht insgesam~ verschwindenden {:fl}----= c~ erh~tlt 

man f/it die KomponenLen R~r zun~ehs~ die Werte 

, 1  _ _  C e C,1 R~ r = c~, cop ,~ o,, a, fl, ?, A, e == 1, 2, . . . ,  n. (5) 

Ebenso gilt, wenn F~p die Komponenten einer beliebigen linearen 
), . Ubertragung bezeichnen, fiir den zugehSrigen Kriimmungstensor K,~ r. 

K~z, = C:r Coz~ - -  C~z C;~r, a, fi, ?, ~., 9 = 1,2, . . . , n ,  

wofern ,nan von konstanten Komponenten I ~  = C~ ausgeht. Da die 
Wahl der Konstanten I ~  = C~ freisteht, kann man offensiehtlieh 
erreiehen, dag nieht alle Kriimmungskomponenten K~Zp, versehwinden. 
Lineare 1Jbertragungen mit konstanten verschwindenden Komponenten 
F2p = 0 und solche mig konstanten nieht insgesamt verschwindenden 
Komponenten F ~  = C2r fiihren also im allgemeinen auf geometriseh 
versehiedene Raumklassen. 

Anders im Falle einer dutch die Christoffelklammern (1), (3) ge- 
gebenen Riemannschen fJbertragung, deren Komponenten dutch Diffe- 
rentiation aus dem metrisehen Feld der g~(x l  . . . . .  %)  entspringen 
und somit nieht vSllig frei gewghlt werden kSnnen. Aus (4) und (2) 
folgt zun~tehsg: 

xo = g~  4- g~  , a, fl, 4, q = 1, 2 . . . . .  n 

und daher fiir konstante {r { 2 }  

2 0 go~ _ c~ gao 4- % g~, a, fl, )., O == 1, 2, . . . ,  n. (6) 
0 9~ o 

Ffir das partielle Differentialsystem erster Ordnung (6) bestehen die 
Integrabilitatsbedingungen 

~2 g~r 0~ g~r 
a, fl, e, a - -  1, 2, . . . ,  n (7) 

ax~  ~ x , , -  ~ x , , 0 % '  
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und die beliebig vorgesehriebenen Anf~ngsbedingungen 

go~(~, . . . .  , ~.) I~,=~,~ ..... ~=~,,-- r ~, ~ = 1, 2, . . . ,  ~.. (8) 

Aus den Integrabilitiitsbedingungen (7) folgt mit Rficksicht auf (6) 
t t  ,t g.o(go c~o - g~ ~ )  + z~.(% ~o~ + % e;o) + 

e~) = 0, (9) 

a, fl, ~, #, ~, a----l, 2 , . . . ,n .  

I)a g~, = g~, reduzieren sich die linken Seiten der Gleichungen (9) auf 
den ersten und dritten Term. Sodann gilt (5) und (8), also 

g~), R ~ ,  + g ~  R:,~ = O, a, fi, F, ~, ~ = l,  2, . . ., n 

und daher notwendig 

R ~  = 0, a, fl, y , ~ =  l, 2, . . . , n ,  

da die a (~ und ,(o) beliebig vorgesehrieben werden kSnnen. Die Annahme o ,ua Y #fl  

nicht insgesamt verschwindender konstanter Christoffelklammern 

{ : f l} -"  c~p f i i h r t  ~lso auf denselben Krfimmungstensor wie die An- 

nahme versehwindender Christoffelklammern {a2fl} = 0. 

(I) Bin  Riemannscher Raum mit konstanten Christo]]elklammern zweiter 
Art  ist stets ein euklidischer Raum. 
Liegt umgekehrt ein euklidischer Raum vor, so gilt in diesem in 

geeigneten Koordinaten ~ : / ~ = 0 .  Geht man yon solchen verschwin- 

denden Christoffelklammern aus, so reduzieren sieh die fiir die Chri- 
stoffelklammern zweiter Art geltenden Transformationsgleichungen auf 
das System 

~ o ~ -  ~-U' ~ ' ~ ' ~ ' ~ =  ~'~' ' "  
oder 

~ x  i _ _  a x  i 
ax .  ax# - -  c:~ a x e '  a, fl, i , s = l ,  2 , . . . , n ,  (10) 

wenn wit in den neuen Koordinaten xl, . . .  , x~ konstante nicht ins- 

gesamt verschwindende Christoffelklammern~:/3/=d~z verlangen. 

Die Integrabilitatsbedingungen 

~a x~ ~3 x~ 

a ~ o a ~ a ~  a ~ o ~ '  i , ~ , ~ , ~ = ~ , 2  . . . . .  n 
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des Systems (10) sind effiillt, da der bei ihrer Bereelmung entstehende 

Krfimmungstensor (des euklidisehen Raumes) sowohl ffi~ {:fl} = 0 wie 

s ~ identisch verschwindet. Daher gilt aueh umgekehrt: auch ffir ik ~ c~k 

(II) In ]edem euklid~schen Raum l~nn man konstante Christo]]el- 
klammern zweiter Art ein/i~hren. 

Als Beispiel betraehten wir einen Riemannschen Raum mit der 
niehtkonstanten Mai~bestimmung 

ga~ =:- e'ZX", Ya~ ~ O, g ~ e 2(x''~" "'4"xn), gaa ~ -  e-~Z., g~ __ O; 

a, f l - ~ l ,  2 . . . .  ,n ,  a # f l .  (11) 

Zur Mal]bestimmung (11) geh6ren die konstanten nieht insgesamt 
versehwindenden Christoffelklammern zweiter Art 

{o}_-1,oo __o, 

Transformieren wir gem~il~ 

0(Xl, , * , ,  X.) 1 

xa : l g ( ~  + 1), 0(~,  . . . ,  x~) --  ( ~ + 1 )  . . .  (xn+l)  :4: 0, 

a = 1, 2, . . . , n ,  

so entsteht aus (11) die konstante Metrik 

1, i----k 
gik:O~k~-- O, i2vl~, i , k : l ,  2 . . . . .  n. 

Der Riemannsche Raum mit der Metrik (11) ist also ein euklidiseher 
Raum. 

Als Gegenbeispiel betraehten wir einen drei- oder mehrdimen- 
sionalen Riemannsehen Raum mit der konstanten jedoch nicht ver- 
schwindenden Riemannschen Kriimmung Ko. Naeh einem Satz von 
F. Schur 2 gilt in diesem Fall 

Ra,~-~(~gar- -~arg~)go,  a, f l , ~ , 2 =  1,2 . . . . .  n 

und naeh Verjfingung fiber ~ ~- 

R.~ = (1 - -  n) ga~ K,  a, f l = l ,  2, . . . , n .  

Mit 

2 Vgl. z. B. L. P]. Eisenhart, Riemannian Geometry, Chapter II, w 26; Prin- 
ceton University Press 1949. 
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Voraussetzung eine Konstante ist, mfil~ten die Komponenten ga~ eben- 
falls konstant ausfallen (n ~> 3). Das ist ein Widerspruch. 

Der im Vorhergehenden verwendete Tensorkalkiil ist wie iiblich 
fiber der Gruppe aller stetigen Punkttransformationen 

~(/:, . . . ,  s  
x,, = ],,(xl", . . . ,  x , / ) ,  ~(Xl,, . . - ,  x:) ~ O, a = 1, 2, . . . ,  n 

mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante aufgebaut. Be- 
schriinl(en wir uns auf die Transformationsgruppe 

~ = l , ( X l ' ,  . . . ,  ~'~), x ~ + ~  = ~ + ~  ~'~+o~+,, 
a ( x , . . . ,  x~) 
3(x~ . . . .  , xn) + 0, A : m q - 1 ,  . . . ,  n, (12) 

X m .~- l m ( X l  t ,  . . . .  Xtm), X n : CnA X tA  -Jr_ Cn, 

{ i } und Krfimmungstensoren so lassen sieh Christoffelklammern rs 

R~ z im m-~iren Gebiet der Ver~nderlichen xl ,  . . . ,  x m definieren, indem 

man {:B} = 0, setzt, wenn einer der Indizes 2, a, f l > m .  Auf diese 
k I - 1  

Weise kann man die Untersuchung konstanter Christoffelklammern 
zweiter Art auch auf singulare Riemannsche R/~ume ausdehnen, deren 
Komponenten g,~ in geeigneten ,,reduzierenden" Koordinaten die 
Matrix 

g11, �9 �9 glm, 0 . . . . .  0 

gml, -.-,gram, 0, . . . , 0  
0, . . . ,0 ,  0 , . . . , 0  

() . . . .  ,0,  0 , . . . , 0  

, [ ~ x  =0 ,  r, s= l ,  2 , . . . , ,~ ;  A = ~ + I ,  . . . , n  

(13) 

vom Rang m bilden. Man spricht in diesem Falle yon reduzibel-singu- 
l~ren Riemannschen Riiumen ~ vom Rang m. Die kanonische Gestalt (13) 
der Metrik reduzibel-singul~rer Riemannscher Riiume bleibt bei Koor- 
dinatentransformationen der Gruppe (12) erhalten. Daher gilt: 

(III) E i n  reduzibel-singuli irer R iemannscher  Raura  vom Rang  m mi t  

kons tanten  Chris to] /e lk lammern 

a Vgl. M. Pinl,  l~ber lineare l~bertragungen mit fallweise konstanter Torsion, 
Journal fiir reine und angewandte Mathematik 204/I/4, (1960), S. 108--115. 
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i }  i i , r , s  1,2, m 

und verschwindenden Christo/]elklammern 

{:fl} = O, (mindestens einer der lndizes a, fl, ~ > m) 

ist stets ein (n -- m)-/ach singul~irer euklidischer Raum 4. 

Fiigen wit noeh ein Ergebnis fiber Christoffelsche Klammern erster Art 
an! Nach (1) und (2) gilt: 

(IV) Die Christo]]elklammern erster Art eines Riemannsehen Raumes 
lassen sich genau dann au[ konstante nicht insgesamt verschwindende 
Werte trans[ormieren, wenn bei dieser Trans[ormation die metrischen 
Komponenten g~ in lineare und (nicht insgesamt) konstante Funk- 
tionen i~bergehen. 

Im Gegensatz zum VerMlten yon Riemannschen R~umen mit kon- 
stanten Christoffelklammern zweiter Art sind Riemannsche R~ume mit 
konstanten Christoffetklammern erster Art im allgemeinen keine eukli- 
dischen R~ume. Dies zeigt etwa das Beispiel: 

g n  = X2, g12 : 0, g22 : Xl, g : Xl X2, gl l  ~___ X~-I, g12 ~-~ 0, g22 ~___ Xll, 
1 1 1 1 

[1,11]=0, [1, 12]=2-,  [1,22] : -  ~-, [ 2 , 1 1 ] = - ~ ,  [2,12]=2,[2,22]=0, 

= 0 ,  - - 2  z 2' 2 x 2 2 x 1 12 2 x 1 

0 

1 

4 Vgl. M. Pinl, Die Hauptgruppen singul/irer konform-euklidischer R~ume, 
Journal fiir reine und angewandte Mathematik 293/1/2 (1960), 40--46. 


