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Im Riemannschen Raum gilt der Satz: der metrische Zusammenhang
9up(Ts5 - - -» @) bestimmt eindeutig den affinen Zusammenhang {a%}'

Dabei wird der metrische Zusammenhang regulir vorausgesetzt:
9=|9s| 0. Dann gilt fiir die Christoffelklammern erster Art
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Aus (1) entstehen durch Uberschieben mit den kontravarianten
Komponenten g* der Riemannschen MaBbestimmung 9ap die Definitions-

gleichungen fiir die Christoffelklammern zweiter Art {033}: { Za}:

{;}}} = "o, 2 f] = {ﬁﬂa} B ho=12 ..., 0l 3)

Umgekehrt sind wiederum die Christoffelklammern erster Art Linea-
kombinationen der Christoffelklammern zweiter Art:

[@’ aﬂ] = {Cf‘ﬁ} gle’ @, ﬂs j'5 Q= 1: 25 EERPR (2 (4)

1 Es gilt gao gof = aﬁ = {(1):2 f ﬁﬂ . Uber doppelt vorkommende Indizes eines
und desselben Terms ist nach den Regeln des Tensorkalkiils zu summieren,
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Mit konstanten a}' = 0 erhéllt man fiir die Komponenten R2, des

gemischten Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensors die Werte

Ro= )~ 7 et +15) {@‘ﬁ} el lot =0
a, by, ho=12, ...,

Mit konstanten nicht insgesamt verschwindenden {a);S} = ¢}, erhilt

man fiir die Komponenten Raﬁ? zunéchst die Werte

Raﬁy &, cgﬂ g C@r’ a, By, ho=12 ..., n (5)

Ebenso gilt, wenn I%; die Komponenten einer beliebigen linearen
Ubertragung bezeichnen, fiir den zugehérigen Kriimmungstensor K2

aﬂy—(] 0 CﬂﬂOw, o, by, bo=1,2,...,n,

ay*

wofern man von konstanten Komponenten I'%; = C%; ausgeht. Da die
Wahl der Konstanten I, = Ck; freisteht, kann man offensichtlich
erreichen, daf nicht alle Kriimmungskomponenten K7, verschwinden.
Lineare Ubertragungen mit konstanten verschwindenden Komponenten
I'’; =0 und solche mit konstanten nicht insgesamt verschwindenden
Komponenten I7,, = C%, fiihren also im allgemeinen auf geometrisch-
verschiedene Raumklassen.

Anders im Falle einer durch die Christoffelklammern (1), (3) ge-
gebenen Riemannschen Ubertragung, deren Komponenten durch Diffe-
rentiation aus dem metrischen Feld der g.(z;, ..., ®,) entspringen
und somit nicht vollig frei gewahlt werden konnen. Aus (4) und (2)
folgt zunéchst:

%9 _ { }+ } B ho=12,
ax i ﬂ@ 9 laQ s Os 0y Ay 0 =

und daher fiir konstante { A }, { 2}
BoS \ee

agaﬂ
dx = ChoGaaF Colipp WP Ao=12...,m (6)
, .

Fiir das partielle Differentialsystem erster Ordnung (6) bestehen die
Integrabilitétsbedingungen

azgaﬁ - azguﬁ
dw,0x, du,dam,

a,f,0,0=12,...,n 7)
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und die beliebig vorgeschriebenen Anfangsbedingungen
gaﬁ(xl’ tety wn) l:q:z‘", ...,xn=zn": gEzO/?’ a, ﬂ - 1’ 25 PR (8)
Aus den Integrabilitdtsbedingungen (7) folgt mit Riicksicht auf (6)
gua(cge Chs — Cga 079) + 9,1,4(0;@ Cho T cge Cgv) -+
gyﬁ(cgg cgu - Cga cl;,g) - gﬁ,u(c;tx cgg + Ctizlc cgg) = O’ (9)
a, B, A 1, 0,0=1,2,....n.

Da ¢,, = g, reduzieren sich die linken Seiten der Gleichungen (9) auf
den ersten und dritten Term. Sodann gilt (5) und (8), also
gnggcg —{—g%RﬁUQ =0, a0, mp0,06=12,...,0
und daher notwendig
Rl =0, a,f,v,A=1,2,...,n,

afly
(0)

da die g¢) und ¢} beliebig vorgeschrieben werden kénnen. Die Annahme
nicht insgesamt verschwindender konstanter Christoffelklammern
{a}b} = cﬁﬁ fiihrt also auf denselben Kriimmungstensor wie die An-
nahme verschwindender Christoffelklammern {05;3} =0.

(I) Ein Riemannscher Rawm mit konstanten Christoffelklammern zweiter
Art ist stets esn euklidischer Raum.
Liegt umgekehrt ein euklidischer Raum vor, so gilt in diesem in

geeigneten Koordinaten {“}k} == 0. Geht man von solchen verschwin-

denden Christoffelklammern aus, so reduzieren sich die fiir die Chri-
stoffelklammern zweiter Art geltenden Transformationsgleichungen auf
das System

&z s 0% .
——={ } a,B,i,s=12...,n

37,02, 8] 94,
oder
6* w, — 3w )
Trdn = gah e Bis=L2n (0
wenn wir in den neuen Koordinaten z,, ..., z, konstante nicht ins-

gesamt verschwindende Christoffelklammern {asﬂ} :c_i; verlangen.
Die Integrabilititsbedingungen
P, B,

9z, 0a,08, 5,03, 05,

wafy=112 ...,n
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des Systems (10) sind erfiillt, da der bei ihrer Berechnung entstehende

Kriimmungstensor (des euklidischen Raumes) sowoh] fiix {alﬂ} = 0 wie

auch fiir {:k = c—fk identisch verschwindet. Daher gilt auch umgekehrt:

() In jedem euklidischen Rauwm kann wman konstante Christoffel-
Klammern zweiter Art einfiihren.

Als Beispiel betrachten wir einen Riemannschen Raum mit der
nichtkonstanten MafBbestimmung

Gaa = €770, 0o = 0, g = O ), g% — =% g% == 0;
a,f=12...,n a3d=f (11)

Zur MafBbestimmung (11) gehoren die konstanten nicht insgesamt
verschwindenden Christoffelklammern zweiter Art

{a(fz}z 1, {gy} =0, o,8,y=1,2..,n; a=p, a9
Transformieren wir geméil
Tyy oeny &, 1
(_1 _n) [ _ :*: O,
(wl.’ e xn) (w1+1) te (wﬁ.+]‘)

e=1,2,...,n,

_ d
7, =g (@, + 1),

so entsteht aus (11) die konstante Metrik

G = 0y — {é:;’g k=12, ..., 0
Der Riemannsche Raum mit der Metrik (11) ist also ein euklidischer
Raum.

Als Gegenbeispiel betrachten wir einen drei- oder mehrdimen-
sionalen Riemannschen Raum mit der konstanten jedoch nicht ver-
schwindenden Riemannschen Kriimmung K, Nach einem Satz von
F. Schur? gilt in diesem Fall

Rﬁﬁ)’:(aégay_(s::gaﬂ)Kﬂ’ a,ﬂ,y,Z,:l, 2, ...,’n
und nach Verjiingung itber 4 ==y
Ry=(1—n)gys K, e,f=12,...,n

Mit {‘3;3} = ¢}y sind Rl und R, konstant. Da auch K, 0 nach

afy

2 Vgl. z. B. L. Pf. Eisenhart, Riemannian Geometry, Chapter 11, § 26; Prin-
ceton University Press 1949.
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Voraussetzung eine Konstante ist, miifiten die Komponenten g,, eben-
falls konstant ausfallen (% > 3). Das ist ein Widerspruch.

Der im Vorhergehenden verwendete Tensorkalkil ist wie tiblich
iiber der Gruppe aller stetigen Punkttransformationen

Hfys - -5 1)
=iz, ...z’ M0, e=1,2, ...,
Zq fa(wl ? > Ty )’ 3(331', ey xn) :{‘: a n
mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante aufgebaut. Be-
schrinken wir uns auf die Transformationsgruppe

’

oy = fi(2, .. ), Tmy1 = Cmy14 x,A‘{‘cmH,
oz, ..., 1,)
oay,. . ., 2,)

’
Ty = fm(xl’, LS mm)’ Tp = Cpa a4 + Cns

+0, A=m+1, ...,n, (12)

80 lassen sich Christoffelklammern {:s} und Kriimmungstensoren
R}, im m-éiren Gebiet der Verinderlichen z,, ..., «,, definieren, indem
man {“}k = 0, setzt, wenn einer der Indizes 4, @, § > m. Auf diese

Weise kann man die Untersuchung konstanter Christoffelklammern
zweiter Art auch auf singuldre Riemannsche Réume ausdehnen, deren
Komponenten g,; in geeigneten ,reduzierenden” Koordinaten die
Matrix

J1> - o> Gime 0,...,0

> -« -5 Gy 02 “‘JO (agrs

0, ...,O, O,...,O axA:0’7‘58:1’2,--‘:m;A=m+1:-'-;n)

0, ...,0, 0,...,0 (13)

vom Rang m bilden. Man spricht in diesem Falle von reduzibel-singu-

liren Riemannschen Réumen3 vom Rang m. Die kanonische Gestalt (13)

der Metrik reduzibel-singuldrer Riemannscher Réume bleibt bei Koor-

dinatentransformationen der Gruppe (12) erhalten. Daher gilt:

(II1) Ein reduzibel-singulirer Riemannscher Rauwm vom Rang m mit
konstanten Christoffelklammern

3 Vgl. M. Pinl, Uber lineare Ubertragungen mit fallweise konstanter Torsion,
Journal fiir reine und angewandte Mathematik 204/1/4, (1960), S, 108—115.
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{%}:Cf-sy i,?,8:1,2,,..,m
78
und verschwindenden Christoffelklammern

{oﬁﬁ} = 0, (mindestens einer der Indizes ¢, §, 1 > m)
ist stets exn (n — m)-Jach singulirer euklidischer Raum?.

Fiigen wir noch ein Ergebnis tiber Christoffelsche Klammern erster Arg

an! Nach (1) und (2) gilt:

(IV) Die Christoffelklammern erster Art eimes Riemannschen Rawmes
lassen sich genau dann auf konstante wicht insgesamt verschwindende
Werte transformieren, wenn bei dieser Transformation die metrischen
Komponenten g,5 in lineare und (nicht insgesamt) konstante Funk-
tionen tibergehen.

Im Gegensatz zum Verhalten von Riemannschen Réumen mit kon-
stanten Christoffelklammern zweiter Art sind Riemannsche Riume mit
konstanten Christoffelklammern erster Art im allgemeinen keine eukli-
dischen Réume. Dies zeigt etwa das Beispiel:

— —_ — — 1 . ,.—1 12 22 . p—1
Jiu =T 12=0, Goo =Ty, g =T, &y, g =15, ¢ =0, g =11,

1 1 1 1

— S B _— —2.99]=
[L,11]=0, [1,12] =5, [L22]=-5, [211]=- 7, [2,12]=,[2,22]=0,
ot oy ey oy b
110 7 1127 2427 122] 2x2’ 11 251;1’ 12 —2971’
2
{oz}=o.

9 f2 9 (2 1) /2 2) {2

2 -
B =5, {12} ey {12}+{11} {12}*{11} {22} —

4 Vgl. M. Pinl, Die Hauptgruppen singulirer konform-euklidischer Réume,
Journal fiir reine und angewandte Mathematik 203/1/2 (1960), 40—46.



