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Einleitung

In zahlreichen Untersuchungen der Funktionentheorie mehrerer Verén-
derlichen spielt der Begriff des holomorphen Faserbiindels eine wichtige Rolle.
Insbesondere interessiert man sich fiir die Existenz von holomorphen Schnitten
in solchen Biindeln. Das Okasche Prinzip legt in diesem Zusammenhang zwei
Fragen nahe: LaBt sich jeder stetige Schnitt in einen holomorphen Schnitt
deformieren? Sind zwei holomorphe Schnitte, die man stetig ineinander de-
formieren kann, auch iiber lauter holomorphe Schnitte ineinander deformier-
bar?

Beide Fragen sind in wichtigen Spezialfillen zu bejahen. GRAUERT [12]
hat Biindel untersucht, deren Basis ein holomorph-vollstindiger komplexer
Raum ist und deren Faser eine komplexe Liesche Gruppe ist, auf der die
Strukturgruppe des Biindels automorph wirkt. Ein Sonderfall fiir die Dimension
eins ist mit vdllig anderen Methoden von HEILBRONN [/6] bewiesen worden
(vgl. auch [19]). Die Resultate von FRENKEL [I0] beziehen sich auf Biindel,
deren Faser und Strukturgruppe auflésbare komplexe Liesche Gruppen sind;
dafiir sind als Basis gewisse komplexe Mannigfaltigkeiten zugelassen, die nicht
mehr holomorph-volistindig zu sein brauchen. In beiden Fillen ist die kanoni-
sche Abbildung der Menge der Homotopieklassen holomorpher Schnitte in
dic Menge der Homotopieklassen stetiger Schnitte bijektiv.

In der vorliegenden Note wird bewiesen, dafl diese Aussage richtig bleibt
fiir Schnitte in holomorphen Biindeln, auf deren Faser die Strukturgruppe
holomorph und transitiv wirkt. Die Biindelbasis ist dabei ein holomorph-
vollstandiger komplexer Raum. Der Beweis des Hauptsatzes stiitzt sich u.a.
auf die entsprechenden Aussagen von GRAUERT bzw. auf die verschirfte Form
dieser Aussagen, wie sie CARTAN [7] angegeben hat. Spezialfille wurden bereits
in [20] mitgeteilt. Eine Approximationsaussage, die ebenfalls zu diesem Pro-
blemkreis gehdrt, wurde in [74] mit dholichen Mitteln bewiesen.

Das Hauptergebnis gestattet zahlreiche Anwendungen. Einige davon wer-
den in den folgenden Abschnitten angegeben. So wird ein Fortsetzungssatz
fiir ~tupel von holomorphen Funktionen, die keine gemeinsamen Nullstellen
haben, bewiesen (Satz 3). Ferner werden einige Aussagen iiber holomorphe
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nirgends singulire Matrizen hergeleitet. Ein spezielles Problem in diesem Zu-
sammenhang, das bereits von CARTAN in [4] untersucht wurde (die entspre-
chende Fragestellung ist auch im algebraischen Fall von Interesse, vgl. [22]),
148t sich wie folgt beschreiben: Kann man ein r-tupel von holomorphen
Funktionen, die auf einem komplexen Raum X erklirt sind und nirgends
gleichzeitig verschwinden, mit einer auf X holomorphen und holomorph
invertierbaren Matrix in ein vorgegebenes r-tupel der gleichen Art transfor-
mieren? Ist X eine n-dimensionale holomorph-vollstindige Mannigfaltigkeit,
so ist die Frage zu bejahen, wenn r<2 oder 2(r—1)=n ist (Satz 7 und Folge-
rung). Beispicle zeigen, daB dieser Satz scharf ist.

1. Homotopiesiitze

1. Ein komplexer Raum X (im Sinne von SERRE [21, 15]) heiBit holomorph-
vollstindig, wenn er holomorph-separabel, holomorph-konvex und Vereini-
gung von abzihibar vielen kompakten Teilmengen ist. Er heifit holomorph-
separabel, wenn es zu jedem Punktepaar x; #x, aus X eine auf X holomorphe
Funktion f gibt mit f(x;)+f(x,); er heibt holomorph-konvex, wenn es zu
jeder Punktfolge x;, x,, ... ohne Haufungspunkt auf X eine auf X holomorphe
Funktion f gibt mit lim sup | f(x,)|=c0.

Eine abgeschlossene Teilmenge Y eines komplexen Raumes X heiflt ana-
Iytische Menge in X, wenn jeder Punkt aus Y eine offene Umgebung U in X
besitzt, so daB Yn U die genaue gemeinsame Nullstellenmenge von endlich
vielen in U holomorphen Funktionen ist. ¥ kann in natiirlicher Weise als
komplexer Raum aufgefalBt werden. Ist X holomorph-vollstdndig, so auch ¥.

Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, G eine komplexe Liesche Gruppe
und (g, y)—>g -y eine holomorphe Abbildung von Gx M in M. G wirkt
(vermdge dieser Abbildung) auf M, wenn fiir alle gy, g,€G, yeM gilt:
(g182)-y=g1(g,-y), e-y=y; dabei ist ¢ das Einselement in G. G wirkt transi-
tiv auf M, wenn es zu je zwei Punkten y,, y,eM ein geG gibt mit g-y,=y,.
Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daBl G abzihlbare Topologie hat.

Der komplexe Raum E sei zusammen mit der surjektiven holomorphen
Abbildung p: E— X ein holomorphes Faserbiindel iiber X mit M als Faser
und G als Strukturgruppe [13, 17, 23]. f, sei ein stetiger Schnitt von E iiber
X und Y eine analytische Menge in X. Das Einheitsintervall [0, 1] der reellen
Achse wird mit 7 bezeichnet. Eine stetige Abbildung F: X xI— F mit den
Eigenschaften

(@) p(F(x,t))=x fiir alle xeX, tel,
(b) F(x,t)=f,(x) fir alle xe¥, tel,
(©) F(x,0)=f,(x) fiir alle xeX

heiit eine Homotopie von f, relativ ¥, Durch f,(x):=F(x,t) wird fiir jedes
tel ein Schnitt £, von E iiber X definiert. f; und f; heilen homotop relativ Y.
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Man sagt auch, f, 14Bt sich relativ Y in f; deformieren. Ist f, fiir jedes rel
ein holomorpher Schnitt von E, so heilen f, und f; holomorph homotop
relativ ¥. Homotope Schnitte werden gelegentlich auch stetig homotop ge-
nannt, um den Unterschied zur holomorphen Homotopie zu betonen. Ist ¥
die leere Menge, so fillt der Zusatz ,relativ Y weg.

2. Es sei f: Y — E ein holomorpher Schnitt von E ilber ¥. Die Menge der
stetigen bzw. holomorphen Schnitte von E iiber X, die auf ¥ mit f iiberein-
stimmen, wird durch die stetige bzw. holomorphe Homotopiebezichung in
Aquivalenzklassen eingeteilt. Die Menge der ,,stetigen Homotopieklassen® sei
mit n(f), die der ,,holomorphen Homotopieklassen* mit =,(f) bezeichnet.
Im nachfolgenden Hauptsatz dieser Arbeit wird gezeigt, daBl die kanonische
Abbildung =#,,(f) »=(f) bijektiv ist, falls X holomorph-vollstindig ist und
die Strukturgruppe G transitiv auf der Faser M wirkt.

Satz. Es sei X ein holomorph-volistindiger komplexer Raum, Y eine ana-
Iytische Menge in X und E ein holomorphes Faserbiindel iiber X, dessen Struk-
turgruppe G transitiv auf der Faser M wirkt. Dann gilt:

(T) Ist s ein stetiger Schnitt von E iiber X, dessen Beschrdnkung auf Y holo-
morph ist, so gibt es einen holomorphen Schnitt f von E iiber X, der zu s homotop
relativ Y ist.

(IY) Zwei holomorphe Schnitte fo und f{ von E iiber X, die stetig homotop
relativ Y sind, sind auch holomorph homotop relativ Y.

X und X’ seien komplexe Riume. Eine Abbildung F: X xI— X’ heiBt
holomorph, wenn es eine offene Umgebung U von 7 in der komplexen Ebene
und eine holomorphe Abbildung X x U—X" gibt, deren Beschrinkung auf
X x I mit der Abbildung F tibereinstimmt. Es gilt der

Zusatz zu (10). Es ldpt sich eine f, und f, verbindende Homotopie F finden,
die eine holomorphe Abbildung von X x I in E darstellt.

Es ist klar, daB die Aussagen (I) und (I) richtig bleiben, wenn die Struktur-
gruppe G selbst nicht transitiv auf der Faser M wirkt, sondern nur Unter-
gruppe einer auf M transitiv wirkenden komplexen Lieschen Gruppe L ist;
dabei ist vorausgesetzt, dal G durch Einschrinkung der Operation von L
wirkt. Insbesondere gilt der Satz fiir Schnitte im Produktbiindel X x M, d.h.
fur Abbildungen eines holomorph-vollstindigen komplexen Raumes X in eine
komplexe Mannigfaltigkeit M, auf der eine komplexe Liesche Gruppe L tran-
sitiv wirkt.

3. Zum Beweis des Satzes wird ausgenutzt, daB die komplexe Mannig-
faltigkeit M Quotient der komplexen Lieschen Gruppe G nach einer geeigneten
Untergruppe ist. Es sei y,e M fest gewihlt. Durch n(g):=g-y, wird eine
surjektive holomorphe Abbildung n: G — M definiert. Gy:={geG: g-yo=yo}
ist eine abgeschlossene komplexe Untergruppe von G. Der Raum G/G, der
Linksnebenklassen (Quotiententopologie) 148t sich mit der Struktur einer
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komplexen Mannigfaltigkeit versechen, so daB die kanonische Abbildung =':
G —G|Gy holomorph und die durch = induzierte Abbildung #: G/G,—M
biholomorph ist. Es ist n(g)=7%(n'(g)) fir alle geG. Zu jedem Punkt yeM
gibt es eine offene Umgebung ¥, und eine holomorphe Abbildung p,: V, =G
mit 7(p,(y))=y" fur alle y'eV, ([17], Satz 3.4.3).

Zum Biindel E gehdren die folgenden Bestimmungsstiicke: Eine offene
Uberdeckung (U});.; von X, die holomorphen Koordinatenfunktionen &;:
U;x M —»p~'(U,), die holomorphen Koordinatentransformationen g;;: U;n
U;—G. Es sei @; ;: M—p~'(x) definiert durch &; .(»):=®;(x, ), xeU,,
yeM. Ist be E und p(b)=xeU;, so sei pj(b):=d5j",,1¢(b). Dann ist p; eine holo-
morphe Abbildung von p~(U)) in M und &;(x, p;(b))=b.

4. Beweis von Aussage (I). Der stetige Schnitts: X —F ist vorgegeben;
s| Y ist holomorph. Man kann die Uberdeckung (U) ey von X so fein wihlen,
daB p;(s(U))) in einer offenen Menge V; von M enthalten ist, in der eine
holomorphe Abbildung p;: ¥;—G existiert mit n(p;(y))=y fiir alle yeV,.
Die Abbildung s;:=p;op;os von U; in G ist stetig, ihre Beschrinkung auf
U;NY ist holomorph. Es ist mos;=p;os und &;(x,7(s;(x)))=s(x) fiir xe U;.
Wir diirfen auflerdem annehmen, da3 die U; holomorph-konvex sind.

Es sei s;;(x):=(5;(x))"'g;;(x) 5;(x) fiir xeU;nU;. Bs ist n(s;(x))=
8i;(x)-n(s;(x0)=7n(g;;(x) 5;(x)) fiir xeU;n U;. Folglich ist s;; eine stetige
Abbildung von U;nU; in Gy; die Beschrinkung s;;|U;nU;nY ist holo-
morph. Es gilt s;;(x) 5;;,(x)=5;;(x) fir xeU;nU;n Uy. Im nachfolgenden
Hilfssatz wird bewiesen, dal3 es stetige Abbildungen r;: U;— G, gibt, so daB
rpin UynY und h;j:=r; sy rj‘l in U;nU; holomorph sind. Interpretiert man
h;; als holomorphe Abbildung U;nU; -G, so gilt h;;=r; 57 g;;(r;s7 )™
Nach [/2], Satz 11a, gibt es holomorphe Abbildungen 4;: U;—G, so dafl
hyj=h;g;; by " ist.

Esists; r *h;=g;;s;r; "h; g;;in U;n U;. Es sei Q das holomorphe Faser-
biindel iiber X, das aus den cartesischen Produkten U;x G entsteht, indem
man fiir xeU;nU; die Paare (x,2)eU;xG und (x, g;;(x) g g;:(x))eU;x G
identifiziert. g: O - X sei die holomorphe Biindelabbildung. Die Familie
(s; 77 1h;);; definiert einen stetigen Schnitt r: X —(, dessen Beschrinkung
auf Y holomorph ist. Nach [7], Théoréme 1 bis, gibt es einen holomorphen
Schnitt 4: X —»Q, der vermdge einer stetigen Abbildung H: X xI—>Q zu r
homotop relativ Y ist: g(H(x,7))=x fiir xeX, tel, H(x,0)=r(x), H(x,1)=
h(x) fir xeX, H(x,t)=r(x) fir xe¥, tel. Die Homotopie H definiert fiir
jedes jeJ eine stetige Abbildung c;: U;xI— G, deren Beschrinkung auf
(U;nY) x I holomorph ist und fiir die gilt: ¢;(x,1)=g;;(x) ¢;(x,?) g;;(x) fiir
xeU,nU,, tel, ¢;(x,0)=s;(x)(r;(x))™ h;(x) fir xeU;, ¢;(x,1)=c;(x,0) fiir
xeU;nY, tel

Da h;;(x) in G, liegt fiir xeU;n U, ist

(%))~ =n(g: ;) (h;(x) ™).
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Folglich ist
ci(x, 1) - ﬂ((hi(x))_ 1) =g;;(x) ¢;(x, 1) g;;(x) - n(gij(x) (h;(x))" 1) ,

also

m(ci(x, £) (hy(x))~ 1) =g;;(x)- n(c;(x, 1) (h;(x))” 1)

fiir xe U;n U;, tel. Die n(c;(x,)(h;(x)) 1), jeJ, definieren daher eine stetige
Abbildung S: X x I'— E mit p(S(x,t))=x fiir xeX, tel. Esist S(x,)=5(x,0)
fir xe ¥, tel. Fiir xeU; gilt:

S(x, 0)=9;(x, n(c;(x, 0) (h;(x) ™)) =;(x, = (s;(x) (r;x) ™))
=@ ,(x, n(s;(x)))=5(x).

Da c;(x,1) holomorph von x abhéingt, wird durch f(x):=S(x,1) ein holo-
morpher Schnitt f: X — E definiert; f und s sind homotop relativ Y.

5. Zum volistindigen Beweis von Aussage () fehlt noch der Nachweis der
Existenz der Abbildungen r;: U; - G, mit den benutzten Eigenschaften.

Hilfssatz. Es sei X ein holomorph-vollstindiger komplexer Raum, Y eine
analytische Menge in X und L eine komplexe Liesche Gruppe. (U));.; sei eine
offene Uberdeckung von X mit holomorph-konvexen U;. In allen Durchschnitten
U;nU; seien stetige Abbildungen s;;: U;nU;— L gegeben mit 5;;(x) 5;,(x)=
s;p(x) fir xeU;nU;nUy. Die Beschrinkung von s;; auyf U;nU;nY sei
holomorph. Dann gibt es stetige Abbildungen r;: U;~L, jeJ,sodafir;in U;nY
und r;5;; 17" in U, U; holomorph sind.

Beweis. Jedenfalls gibt es nach [12], Satz 12, stetige Abbildungen c;:
U;—L, so daB f;;:=¢;5;;¢;' in U;nU; holomorph ist. Es ist s;; f;;=
¢i 'fijc; fii- Es sei Q das holomorphe Faserbiindel iiber X, das durch Ver-
kleben der cartesischen Produkte U; x L vermége der Vorschrift U; X La(x,]) —
(x, f:;(x) 1 f;:(x))eU;x L, xeU;nU;, leL, entsteht. g: Q—X sei die holo-
morphe Biindelabbildung, ¥,: U xL-q~Y(U,), jeJ, seien die Koordinaten-
funktionen. Durch ¢;(x):=¥;(x,c;(x)) wird ein Schnitt ¢; von Q iiber U;
definiert. Ist &; mit &;(x)=¥;(x,&;(x)) ein weiterer Schnitt von Q iiber U;,
so wird das Produkt ¢; &; durch o;(x) &;(x):=¥;(x,c;(x) &(x)) erkldrt. Ferner
sei (0;(x) ™ =P, (x,(c;(x))"1). Es gilt fiir xeU;n U;:

(Gi(x))—l o;(x)= q’i(xa (ci(x))—lfij(x) ¢;(x) fji(x))
= ¥;(x, 5 ;(x) fji(x))==0ij(x) .

6;; ist Schnitt von Q iiber U;n U;. Im Durchschnitt U;n U;n Uy gilt 6,5 0
=0ig-

Es liegt also folgende Situation vor: In allen Durchschnitten U;n U; sind
Schnitte o;; von Q gegeben mit folgenden Eigenschaften: (a) o;;(x) 0;,(x)=
o (%) fir xeU;nU;n Uy, (b) 0;;1U;nU; Y ist holomorph, (c) 6;;=0;'g;
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mit stetigen Schnitten ¢; von @ iiber U;. Gesucht sind stetige Schnltte p;
von Q iiber U;, so daB gﬂt (@) p;|U;nY ist holomorph, (e) o;;=p; p;.
Ist diese Aufgabe geldst, so ist der H]lfssatz sofort bewiesen. Denn die Schnitte
p; schreiben sich in der Form ¥;(x, r;(x)) mit stetigen Abbildungen r;: U; ~L,
deren Beschrankung auf U;n Y holomorph ist. Wegen (e) ist r; lf, it fj,
S fi dohorysg;ry ! und ;| U;n Y sind holomorph.

Die Schnitte p; mit den Eigenschaften (d) und (e) gewinnt man wie folgt:
Nach [12], Satz 11, glbt es holomorphe Schnitte y; Von 0 uber U;nY mit
derElgenschaftau—u, pinU;nU;nY. Esista; p; —a uy LinU;n U,nY.
Durch ¢(x):=0;(x){g;(x))"* fiir er NY ist ein stetlger Schnitt g Y—-»Q
definiert. Nach [/2], Satz 6, gibt es ﬁber Y einen holomorphen Schnitt ¢
von @, der zu ¢ homotop ist. Es sei e das Einselement von L; es ist ¥, (x, e)=
V;(x,e) fir xeU; m U;. Der so definierte holomorphe Schnitt von Q sei mit
7 bezelchnet Qo lst zuylY homotop Es bleibt zu zeigen, daB ein Schnitt A
von Q iiber X existiert mit 1| Y=¢ ¢~ 1. Dann geniigen die Schnitte p,: =4 0;
den Forderungen (d) und (¢): p;|U;nY=9 o 'o;=0 y; o;lo;=0 u; ist
holomorph und p;'p;=0;10;=0;;.

Die Existenz von A ergibt sich so: Es sei @: Y xI—Q eine Homotopie
von 7Y mit O(x,0)=5(x), O(x,)=@(x)(c(x))”" fiir xe¥. Dann gilt: @
kann zu einer Homotopie 4: X x I—Q von # erweitert werden, A (x,0)=#(x),
A(x):=A(x,1). Zum Nachweis dieser Behauptung wird X durch eine Folge
analytischer Polyeder P, ausgeschopft,

v—lcﬁv: X=UP,.

v

P o

Jedes Polyeder P, gestattet eine endliche simpliziale Zerlegung, so daB P,_,u
(P,nY) Triger eines Unterkomplexes ist. Dies 1aBt sich mit Hilfe eines
Triangulationssatzes von KooPMAN-BROWN [18] zeigen (vgl. hierzu [/7] und
[24], p.359). Aus Theorem 34.9 (Extension of a homotopy) in [23] folgt dann
die Behauptung. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Satz 1. Es sei X ein holomorph-vollstindiger komplexer Raum, Y eine
analytische Menge in X und E ein holomorphes Faserbiindel ilber X, dessen
Strukturgruppe transitiv auf der Faser wirkt. f sei ein holomorpher Schnitt
von E iiber Y. Ist ein s stetiger Schnitt von E ilber X, dessen Beschrdnkung
auf Y zu f homotop ist, so ldfit sich f zu einem holomorphen Schnitt von E
iiber X fortsetzen,

Beweis. Zunichst folgt nach dem gleichen Verfahren wie am Ende des
Beweises des Hilfssatzes — Fortsetzung einer Homotopie — daB sich f zu
einem stetigen Schnitt von E iiber X erweitern 146t. Aussage (I) garantiert
dann, daB sich f auch zu einem holomorphen Schnitt von F iiber X fortsetzen
14Bt.

6. Beweis von Aussage (I1). Es sei D:={zeC: |z—1|<1}. Nach Voraus-
setzung gibt es eine stetige Abbildung S’; X xI—E mit folgenden Eigen-
schaften: p(S'(x,#))=x fiir xeX, tel, S'(x,0)=/,(x), $'(x,1)=7f1(x) fiir xeX,
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S'(x,t)=f,(x) fur xeY, tel. Das Intervall I ist Retrakt von D, r: D —1 sei
eine retrahierende Abbildung. Durch S(x,z):=S8'(x,r(2)) wird eine stetige
Abbildung S: X x D —E erklart. Es ist p(S(x,z))=x fiir xeX, zeD und
S(x,z)=fy(x) fir xe¥, zeD.

Die durch q(b,z):=(p(b),z), beE, ze D, definierte holomorphe Abbildung
g: ExD—-XxD macht ExD zu cinem holomorphen Faserbiindel iiber
X x D mit M als Faser und G als Strukturgruppe. Der Basisraum X x D ist
holomorph-volisténdig. Z sei die in X x D analytische Menge (X x{0})u
(X x{1}) u(Y x D).Essei S (x,2): =(S(x,2),2), dann ist ¢(S(x,2)) = (p(S(x, 2)), z)
=(x,z) fiir (x,2)eX x D. Also ist §: X x D—E x D ein stetiger Schnitt von
E x D. Seine Beschrinkung auf Z ist holomorph.

Nach Aussage (I) gibt es einen holomorphen Schnitt F: XxD—-ExD
der zu S homotop relativ Z ist. Es sei a: E x D — E die Projektion a(b,z)=b
und F:=ooF. Wegen q(F(x 2))=(x,2) und q(b,2)=(p(b),2) ist F(x,z)=
(F(x,2),2) und p(F(x,z))=x fiir xeX, zeD. Also ist F: X x D — E fiir jedes
ze D ein holomorpher Schuitt von E iiber X. Es ist F|Z=S5|Z, also F(x,0)=
Sx,0)=S8"(x,r(0)=S"(x,00=1o(x), F(x,1)=f1(x) fir xeX und F(x,z)=
S(x,z)=fo(x) fur xe¥, zeD. Aussage (I) und der Zusatz sind damit be-
wiesen.

7. Gelegentlich ist die Frage von Interesse, ob man eine Abbildung in den
Basisraum eines Faserbiindels zu einer Abbildung in den Biindelraum liften
kann. Fiir holomorphe Faserbiindel der hier betrachteten Art beweisen wir
den folgenden

Satz2. Es sei X ein komplexer Raum und E ein holomorphes Faserbindel
iber X, dessen Strukturgruppe transitiv auf der Faser wirkt. p: E— X sei die
holomorphe Biindelabbildung. Ferner sei X' ein holomorph-vollstindiger kom-
plexer Raum und f: X'— X eine holomorphe Abbildung. Dann gilt:

(a) Zu jeder stetigen Abbildung s: X' — E mit f=pos gibt es eine homotope
holomorphe Abbildung h: X' — E mit f =poh.

(b) Ist F: X'xI—-X eine holomorphe Abbildung mit f(x)=F(x,0) fiir
xeX' und existiert eine holomorphe Abbildung h: X'~ E mit f=poh, so gibt
es auch eine holomorphe Abbildung H: X' x I — Emit H(x,0)=h(x) und F(x,t)=
p(H(x,1)) fir xeX', tel.

Beweis. (a) Die Abbildung f induziert ein holomorphes Faserbiindel E’
iiber X’ mit derselben Faser und Strukturgruppe wie E. Man bekommt E’
bekanntlich auf die folgende Weise: p': X' x E-»X’ und g: X’ X E—E seien die
kanonischen Projektionen des Produktraumes X’ x E. Dann ist E':={(x, b)e
X' x E: f(x)=p(b)}. E’ ist das Urbild der Diagonalen in X x X vermdge der
holomorphen Abbildung fx p: X’ x E~X x X, folglich eine analytische Menge
in X’ x E. Bs ist p(g(b))=f(p'(b")) fiir b’ E’. Es sei jetzt s: X' —E eine stetige
Abbildung mit f=pos. Durch o(x):=(x, s(x)) wird ein stetiger Schnitt
o: X'—E’ definiert. Nach Aussage (I) gibt es einen zu ¢ homotopen holo-
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morphen Schnitt ¢ von E’ {iber X’. h:=go ¢ ist eine holomorphe Abbildung
X'—E. Es ist poh=pogo@=fop’o@=f. Ferner sind 4 und s homotop.

(b) Es gibt in der komplexen Ebene ein Rechteck R:={zeC:—e<Re(z)<
1+e¢, —0<Im(z)<d}, &, 6>0, so daB die Abbildung F in X’ x R erkldrt und
holomorph ist. E sei das durch F und F induzierte Faserbiindel iiber X’ x R.
Die holomorphe Abbildung / definiert einen holomorphen Schnitt A von E iiber
der analytischen Menge X’ x {0}. Nach bekannten Sitzen iiber Faserbiindel
(z.B. [23], § 11) gibt es ein offenes Rechteck R’ mit /< R’ < R und einen stetigen
Schnitt von E iiber X' x R’, der auf X’ x {0} mit A iibereinstimmt. X x R’ ist
holomorph-vollstindig. Also gibt es nach Satz 1 einen holomorphen Schnitt 4
von E iiber X' x R’ mit A(x, 0)=21(x, 0) fiir xe X’. A definiert eine holomorphe
Abbildung H: X' x R’ —E mit F(x, t)=p(H(x, t)), H(x, 0)=h(x) fiir xeX’,
tel

2. Anwendungen und Beispiele

1. Gegeben seien eine n-dimensionale holomorph-vollstdndige Mannigfaltig-
keit X, eine m-dimensionale singularitdtenfreie analytische Menge ¥ in X und r
auf Y holomorphe Funktionen f,, ...,f, ohne gemeinsame Nullstellen. Be-
kanntlich [6] 148t sich jede Funktion f, zu einer in X holomorphen Funktion
fortsetzen. Wann ist diese Erweiterung so moglich, daB die fortgesetzten Funk-
tionen auch in X keine gemeinsamen Nullstellen haben ?

Es sei C¥ der komplexe Zahlenraum C" ohne den Nullpunkt. Die r holomor-
phen Funktionen f,, ..., f, vermitteln eine holomorphe Abbildung /: ¥ - CF.
Die komplexe Liesche Gruppe GL(r, C) wirkt transitiv auf C*. Aus Satz 1
folgt, daB eine gewiinschte holomorphe Fortsetzung h: X —CF sicher dann
existiert, wenn es eine stetige Fortsetzung s: X — C¥ der Abbildung f gibt.

Wir diirfen annehmen, daf die analytische Menge Y Triger eines abge-
schlossenen Unterkomplexes einer simplizialen Zerlegung von X ist ([1/], Satz4).
Die Homotopiegruppen 7;(C¥) bestehen firr 0<i<2r—~1 nur aus dem Null-
element. Nach bekannten Sitzen der Hindernistheorie (z.B. [5], Exp. 3,
Théoréme 1) ist die Abbildung f sicher dann stetig nach X fortsetzbar, wenn
die relativen Cohomologiegruppen H**!(X, ¥; n;(C¥))=0 sind fiir i=2r—1.

Ist X eine holomorph-vollstindige Mannigfaltigkeit der komplexen Dimen-
sion » und A4 eine beliebige abelsche Gruppe, so gilt fiir die Cohomologie-
gruppen H'(X, A) nach [2], Theorem 1, Corollary:

() H(X,4)=0 fir i>n.

Aus dieser Tatsache und aus der exakten Cohomologiesequenz des Paares
(X, Y) folgt, daB H** (X, Y; n;(C¥))=0 ist fiir i=2r—1, falls nur 2r=n+1
ist. Damit ist die folgende Aussage bewiesen:

Satz 3. Es sei X eine holomorph-volistindige Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension n und Y eine m-dimensionale singularititenfreie analytische Menge
in X. Auf Y seien r holomorphe Funktionenf, ...,f, ohne gemeinsame Nullstellen
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gegeben. Ist dann r =1+ [n)2], so gibt es r in X holomorphe Funktionen h,, ..., h,
ohne gemeinsame Nullstellen, so dafl f, mit der Beschréinkung von h, auf Y iiber-
einstimmt, p=1, ..., r.

Dabei bezeichnet [#/2] die grofte ganze Zahl <n/2. Ist etwa X=C" so
geniigt fiir Satz 3 die eventuell schwichere Voraussetzung

m+1
>
r=1+[ 5 ]

2. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, C) wird mit L, bezeichnet. L, , sei
diejenige Untergruppe von L,, die die ersten r Einheitsvektoren (1, O, ..., 0), ...,
©,...,0,1,0, ...,0) des C" festlaBt, L} ,:={leL, ,: I; ' ll,eL, , fiir alle [,eL,}
ist der groBte in L, , enthaltene Normalteiler von L,. Die komplexe Liesche
Gruppe L,/L¥ , wirkt durch Linkstranslation effektiv und transitiv auf der kom-
plexen Mannigfaltigkeit L,/L, , der Linksnebenklassen l,L, ,, [oeL,.

Es sei X cine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Ein r-tupel von
stetigen (holomorphen) Feldern von kontravarianten Tangentialvektoren auf X,
die in jedem Punkt von X komplex linear unabhiingig sind, wird stetiges
(holomorphes) r-Feld genannt. Es 1406t sich auffassen als stetiger (holomorpher)
Schnitt in einem holomorphen Faserbiindel E iiber X, das L,/L, , als Faser und
L,/L¥, als Strukturgruppe hat. GRAUERT hat in [I3] bewiesen: Existiert auf
einer holomorph-vollstindigen Mannigfaltigkeit X ein stetiges r-Feld, so gibt
es auf X auch ein holomorphes r-Feld. Diese Aussage 148t sich verschéirfen,
es gilt

Satz 4. Es sei X eine holomorph-volistindige Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension n. Dann lift sich jedes stetige r-Feld auf X iiber lauter stetige r-Felder
in ein holomorphes r-Feld deformieren. Ist

n+1
<
r=[ 2 ],

so gibt es stetige r-Felder auf X.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Aussage (I) des Haupt-
satzes. Weiter ergibt sich aus der Hindernistheorie, daB E einen stetigen Schnitt
hat, falls H'(X, n;_;(L,/L, ))=0 ist fir i=1,...,2n. Das ist richtig fiir
i<2n~2r+2, weil n;(L,/L, ,)=0 ist fir i<2n—2r+1. Es gilt wegen (*) fiir
alle i1, falls noch 2rn—2r+2>n, also

n+1
<
ist.

3. Es sei X ein komplexer Raum. ¢ sei eine holomorphe Matrix auf X
(d.h. die Elemente von g sind auf X holomorphe Funktionen) mit k Spalten
und r Zeilen, k<r. Hat 2 in jedem Punkt von X den Rang %, so heif3t a eine
holomorphe nirgends singulire (v x k)-Matrix. Es sei k <r und m eine natiirliche
Zahl mit k<m=Zr. Gibt es dann auf X eine holomorphe nirgends singulire
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(r x m)-Matrix, deren erste k Spalten von der Matrix a gebildet werden, so
sagen wir, & ist zu einer holomorphen nirgends singuldren (r x m)-Matrix
erginzbar. Ist etwa k=r—1 und m=r, so ist die holomorphe Erginzbarkeit
stets moglich, falls X holomorph-vollstindig ist. Das folgt z.B. daraus, daB es
zu r auf X holomorphen Funktionen f;, ...,f, ohne gemeinsame Nullstellen
stets weitere auf X holomorphe Funktionen g, ..., 2, gibt mit fg,+-+

+frg=1.

Die analoge Frage fiir den Fall, dall X ein Quader im R” und « eine stetige
nirgends singuldre (r x k)-Matrix ist (die Elemente von a sind stetige Funk-
tionen auf X), wurde 1935 von Wazewskl [25] behandelt und in bejahendem
Sinn beantwortet. ECKMANN [8] 16ste das Problem fiir den Fall, daB X ein
zasammenziehbarer simplizialer Komplex ist. Die Losung ist eine einfache Fol-
gerung aus Sitzen iiber Faserbiindel (vgl. auch [9]).

Die oben formulierte holomorphe Fragestellung wurde 1940 von CARTAN [4]
fiir den Spezialfall k=1, m=r behandelt. CARTAN bewies die Aussage, daB es
zu r holomorphen Funktionen f,, ...,f,, die auf einem Zylindergebiet mit
lauter einfach zusammenhingenden Projektionen erklirt sind und dort keine
gemeinsamen Nullstellen haben, stets eine holomorphe nirgends singulire (r X r)-
Matrix gibt, die den Vektor (fy, ..., f,) in den Vektor (1, 0, ..., 0) transformiert.

4. Wir werden dieses Resultat etwas verallgemeinern. Es sei W, die kom-
plexe Stiefelsche Mannigfaltigkeit der komplexen Matrizen mit k& Spalten,
r Zeilen (k=r) und dem Rang k. Ferner sei wieder L,=GL(r, C) und L, , die-
jenige Untergruppe von L,, die die ersten k Einheitsvektoren des C" einzeln
festliBt. Es ist W,,=L, und W,,=C¥. LBt man in jeder (r x i)-Matrix die
letzten i—j Spalten weg, 1 <j<i<r, so bekommt man eine holomorphe Ab-
bildung p; ;: W, ;— W, ;. Bekanntlich ist W, ; zusammen mit p; ; ein holomorphes
Faserbiindel iiber W, ;, seine Faser ist L, ;/L, ;, die Strukturgruppe ist L, ;/L;;
mit L} :={leL, ;: I;'ll,eL, ; fiir alle l,eL, ;}. Sie wirkt durch Linkstransla-
tion effektiv und transitiv auf der Faser.

Eine holomorphe nirgends singuldre (r x k)-Matrix a auf X 146t sich als
holomorphe Abbildung a: X' — W,, auffassen und umgekehrt. Die Matrix a
4Bt sich genau dann zu einer holomorphen nirgends singulidren (# x m)-Matrix b,
k<m, erginzen, wenn es eine holomorphe Abbildung b: X — W,,, gibt mit
a=p...ob. Aus Satz 2a folgt

Satz 5. Es sei X ein holomorph-vollstindiger komplexer Raum. Die auf X
holomorphe nmirgends singuldre (rx k)-Matrix a sei zu einer stetigen nirgends
singuldren (r x m)-Matrix b, ergdnzbar. Dann ist a auch zu einer holomorphen
nirgends singuliren (r x m)y-Matrix b ergdnzbar. Eine solche holomorphe Abbil-
dung b: X—->W,, lift sich in der Homotopieklasse der stetigen Abbildung
b,: X—>W,, finden.

Beispiele. (1) Ist r gerade, so 148t sich jede holomorphe nirgends singulire
(r x 1)-Matrix a zu einer holomorphen nirgends singuldren (r x 2)-Matrix b er-
géinzen.
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Ist ndmlich r=2q und a=(f;, ..., f2,), so hat die stetige Matrix

bF(flfz o Faamt fag )
—fofi-e _ququ—l
in jedem Punkt xe X den Rang 2.

(2) Ist der holomorph-vollstindige Raum X stetig auf einen Punkt zusam-
menziehbar, so 140t sich jede holomorphe nirgends singulire (v x k)-Matrix
auf X zu einer holomorphen nirgends singuléren (r x r)-Matrix ergénzen.

Eine weitere einfache Folgerung aus Aussage (II) und Satz 2b ist der

Satz 6. Es sei X ein holomorph-vollstindiger komplexer Raum. Die auf X
holomorphe nirgends singulire (r x k)-Matrix a sei zu einer holomorphen nirgends
singuldren (r x m)-Matrix b ergdnzbar. Dann ist auch jede auf X holomorphe
nirgends singuldre (r x k)-Matrix o', die zu a homotop ist (d.h. die Abbildungen
a, a': X = W, sind homotop ), zu einer holomorphen nirgends singuldren (r x m)-
Matrix b’ ergdnzbar. Man kann eine Matrix b’ derart finden, daf die holomor-
phen Abbildungen b, b': X — W,,, holomorph homotop sind.

Insbesondere 146t sich also jede holomorphe Matrix a: X — W,,, die zu
einer konstanten (r x k)-Matrix vom Rang k& homotop ist, zu einer holomorphen
Matrix b: X — W,, erginzen. Darauf stiitzt sich die folgende Aussage.

Satz 7. Es sei X eine holomorph-volistindige Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension n. Dann ist jede auf X holomorphe nirgends singuldre (r x k)-Matrix a
zu einer holomorphen nirgends singuliren (r x r)-Matrix b ergénzbar, falls ent-
weder i

r—k=1 oder r—kg[n—;-—:l oder n<4
ist.

Beweis. Der Fall k=r—1 ist bereits frither erwihnt. Ist n<4, so ist stets
eine der beiden anderen Bedingungen erfiillt. Ist

n+1
—k>
-]

also 2r—2k=n, so ist wegen (x) sicher H'(X, n,(W,))=H* (X, n,(W,;))=0
fir iz2r—2k+1. Ferner ist n,(W,,)=0 fiir i<2r—2k+1. Nach bekannten
Aussagen der Hindernistheorie (z.B. [5], Exp. 3, Théoréme 2) ist daher jede
stetige Abbildung X' — W,, zu einer konstanten Abbildung homotop.

Folgerung. Es sei X eine holomorph-volistindige Mannigfaltigkeit der kom-
plexen Dimension n. f=(f,, ...,f,) und g=(gy, ..., &) Seien zwei holomorphe
Abbildungen X ~ C¥. Ist dann

n+1
>
o]

so gibt es eine holomorphe Matrix a: X —~GL(r, C), die den Vektor f in den
Vektor g transformiert. Die Aussage ist fiir r=1 oder 2 immer richtig. Daraus
folgt, daf sie fir n<4 und jedes r=1 richtig ist.
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5. Beispiele. (1) Die Bedingung _
n+1
2

rz1+

in der Folgerung 1458t sich im allgemeinen nicht verbessern, genauer: Zu jedem
Paar (n, r) ganzer Zahlen mit
n+1

3zr
L 2

fIA

gibt es eine holomorph-vollstindige Mannigfaltigkeit X der komplexen Dimen-
sion n — fiir n=2r sogar ein Holomorphiegebiet im C* — und r auf X holo-
morphe Funktionen £, ...,f, ohne gemeinsame Nullstellen, so dall die holo-
morphe (r x 1)-Matrix f=(f, ..., f,) nicht zu einer holomorphen nirgends sin-
guliren (r x F)-Matrix b ergénzbar ist.

Es geniigt, die Falle n=2r—1 und n=2r zu betrachten (sonst multipliziere
man mit einem geeigneten C?). Man wihle X:={(zy, ..., z,,)€C?": z}+--
422, =1}, falls n=2r—listund X:={(zy, ..., 2,,) €C*": [z} + - + 22, — 1| <1},
falls n=2r ist. Beide Mannigfaltigkeiten sind holomorph-vollstindig, die letzte
ist sogar ein Holomorphiegebiet im C". Die (r x 1)-Matrix f=(f1, ..., f,) mit
folZ1s s 22,)1=25 p 1 +izy, TliT (24, ..., 25,)€X, p=1, ..., r, 1dBt sich nicht
in der gewiinschten Weise ergénzen.

Esseiz,:=x,+iy,, p=1,...,2r. f stellt eine holomorphe Abbildung von X
in C¥ dar; ihre Beschrinkung auf die in X enthaltene (2r—1)-Sphiire

{zys v 2, )EC* x4+ x5, =1, yy =+ =y,,=0}
bildet diese homGomorph auf die (27~ 1)-Sphire
Sypo1i={(Wy, .., w)EC": W Wi+ +w,W,=1}

ab. Die unitdre Gruppe U(r) ist zusammen mit der Projektionsabbildung
pr=p,,| U(r) ein Biindel iiber S,,_,.

Konnte man f=(f, ..., f,) zu einer holomorphen Matrix b: X >GL(r, C)
erginzen, so lieBe sich aus der Abbildung 5 in naheliegender Weise ein stetiger
Schnitt im Biindel p: U(r)—> §,,_, konstruieren. Ein solcher existiert aber
nicht, falls »=3 ist (vgl. z.B. 1], [3]).

(2) Andrerseits gibt es natiirlich holomorphe Abbildungen f: X - Cy, die
sich nicht auf eine konstante Abbildung deformieren lassen, die man aber doch
zu einer holomorphen Abbildung b: X — GL(r, C) liften kann, f=p,, 0b. Ein
einfaches Beispiel ist das folgende. X:= GL(r, C) ist Holomorphiegebict im C™.
Die Funktion f, ordne dem Punkt xeX das Element in der ersten Spalte und
p-ten Zeile der Matrix x zu, p=1, ..., r. f=(f¢, ..., f») ist eine holomorphe
Abbildung von X in C¥. Sie ist identisch mit der Biindelabbildung p, ;: GL(r, C)
— CF. f14abBt sich zur identischen Abbildung von X liften, ist aber nicht zu einer
konstanten Abbildung homotop.

Math. Z., Bd. 89 17
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