Ceber die sogenannte Nicht-Fuklidische Geometrie,*)
Von Ferix Kremx in Goérvinces.

Die nachstehenden Erorterungen beziehen sich auf die sogenanute
Nicht-Euklidische Geometrie von Gauss, Lobatschefsky, Bolyail
und die verwandten Betrachtungen, welche Riemann und Helm-
koltz tiber die Grundlagen unserer geometrischen Vorstellangen an-
gestellt haben. Sie sollen indess nicht etwa die philosophischen Specu-
lationen weiter verfolgen, welche zu den genannten Arbeiten hingeleitet
haben, vielmehr ist ihr Zweck, die mathematischen Resultate dieser
Arbeiten, seweit sie sich awf Parallelentheorie bezichen, i einer neuen
anschavlichen Werse darzulegen und einene allgemeinen deutlichen Ver-
stiimdnisse sugdnglich zu macken.

Der Weg hierszu fithrt durch die projectivische Geometrie. Man
kann nimlich, nach dem Vorgange van Cayley *¥), eine projectivische
Massbestimnung im Raume construiren, welche eine beliebig anzu-
nehmende Fliche 2tr Grades als sogenannte fundamentale Fliche be-
nutzt. Je nach der Art der von ihr benutzien Fliche @0 Grades ist
nun diese Massbestimmung ein Bild fiir die verschiedenen in den vor-
genannten Arbeiten aufgestellten Parallelentheoricen. Aber sie ist
nicht nur ein Bild fiir dieselben, sie deckt geradezn, wie sich zeigen
wird, deren inueres Wesen auf.

Ich beginue damit, die in Rede stehenden Parallelentheorieen kure
auseinander zu setzen (§ 1.). Sodann wende jch mich der Cayley'-
schen Masshestimmung zu, die ich im Zusammenhange entwickele, so
zwar, dass fortwihrend anf die verschiedenartigen Parallelentheorieen
Bezug genommen wird. Ich bin dabei um so lieber in ausfibrlichere
Frorterungen eingegangen, als die bez. Cayley’schen Untersuchungen
nicht hinlinglich bekannt geworden zu sein scheinen, dann aber auch

#) Vergl. eine unter demselben Titel mitgotheilte Note in den G Nach-
richten. 1871. Nr. 17,

#%} Im Sixth Memoir upon Quantics. Phil Transactions. t. 149, 1869. Vergl
die Fiedler'sche Uebersetzung vou Salmon’s Kegelschuitten, 2. Aufl. (leipzig
1666}, oder auch Fiedler: Die Elemente der neucren Geometrie und der Algehra
der binZren Formen ‘Leipyg 1862).
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bei ihnen der leitende Gesichispunkt ein anderer ist, als der hier vor-
liegende. Bel Cayley handelt es sich darum, nachzuweisen, dass die
gewbhnliche (Euklidische) Massgeometrie als ein besonderer Theil der
projectivischen Geometrie aufgefasst werden kann. Zu diesem Zwecke
stellt er die allgemeine projectivische Massbestimmung auf und zeigt
sodann, dass aus ihren Formeln die Formeln der gewGhnlichen Mass-
geometrie hervorgehen, wenn die fundamentale Fliche in einen be-
stimmten Kegelschnitt, den unendlich fernen imaginiren Kreis, dege-
nerirt. Hier dagegen handelt es sich davum, den geometrischen Inhalt
der allgemeinen Cayley’schen Masshestimmung moglichst deutlich
darzulegen und zu evkennen, picht nur, wie sie durch eine geeiguete
Particularisation die Evklidische Massgeometrie ergiebt, sondern wesent-
lich, dass sie in ganz derselben Beziehung zu den verschiedenen Mass-
geometrieen steht, die sich den genannten Parallelentheoricen an-
schliessen,

Bei diesen Auseinandersetzungen ergeben sich einige neune Be-
trachtungen. Ich rechne dakin, abgesehen von den Detailausfiibrungen,
namentlich die Art und Weise, wie dic Cayley'sche Massbestimmung
durch Betrachtung wiederholter riumlicher Transformationen begriindet
wird. Sodann hebe ich noch die Form hervor, unter welcher in § 7.
und § 14. der Begriff des Kriimmungsmasses aaftritt.

Es ist ibrigens die Definition, welche ich fiir die projectivische
Masshestimmung aufstelle, etwas allgemeiner, als die von Cayley
selbst gegebene, Um die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen,
denke ich mir dieselben durch eine gerade Linie verbunden. Dieselbe
schueidet die Fundamentalfiiche in 2 weiteren Punkten, welche mit
den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverhiltniss besitzen. Den
mit einer willkirlichen, aber fest gewéhlten Constante ¢ multiplicirien
Logarithmus dieses Doppelverhiilinisses bezeichne ich als die Enifernung
der beiden Punkte. Um den Winkel zweier Ebenen zu bestimmen,
lege ich durch deren Durchschnittslinie die beiden Tangentialebenen
an die Fundamentalfiiche. Dieselben bilden mit den beiden gegebenen
Ebenen ein gewisses Doppelverhiltniss. Als Winkel der beiden ge-
gebenen Ebenen bezeichne ich sodann den mit emer anderen willki-
lichen, aber fest gewiililten Constanten ¢ multiplicirten Logarithmus dieses
Doppelverhiilinisses. Die hiermit aufgestellten geometrischen Defini-
tionen stimmen mit den analytischen, von Cayley gegebenen iiberein,
sobald man noch ¢ und ¢ particulire Werthe ertheilt, nimlich beide

¥—1

gleich "= setzt.*) Es ist aber fir das Folgende wesentlich, die

*) Gelegentlich bezeichnet Cayley anch den ,Quadranten® als Einheit. Dies
eu nekmen.

komumt darauf hinaus, ¢ und ¢ gleich }_7; !



Teber die Nicht- Eukhdische Geometra, 575

Constanten ¢ und ¢ beizubehalten, da z B. ¢ gerade der in der Nicht~
Euklidischen Geometrie vorkommenden charakteristischen Constanten
entspricht (veral. auch § 4.).

§1
b -
Die verschiedenen Parallelentheorieen.

Das 1t Axiom des Kuklides ist, wie bekannt, mit dem Sadze
¢leichbedeutend, dass die Summe der Winkel im Dreiecke gleich zwei
Rechten it. Nun gelang es Legendre, zp beweisen®), dass die
Winkelsumine im Dreiecke nicht grisser sein kauu, als 2 Rechte; er
zeigte ferner, dass, wenn in einem Dreiecke die Winkelsumme 2 Rechte
betriigt, dass dann ein Gleiches bei jedem Dreiecke der Fall ist. Aber
er vermochte nicht zn zeigen, dass die Winkelsumme nicht miglicher-
weise kleiner ist, als 2 Rechte.

Eine shnliche Ueberlegung scheint dep Ausgangspunkt von Gauss’
Untersuchungen iber diesen Gegenstand gebildet zu haben. Gauss
war der Auffassung, dass es in der That unmdglich sei, den Satz von
der Gleichheit der Winkelsumme mit 2 Rechten zu bewelsen, dass man
vielmehr auf Grund der vorangehenden Axiome eine in sich consequente
Geometrie construiven kénne, bei der die Winkelsumme kleiner aunsfillt.
(G auss bezeichnete diese Geomeirie als Nicht-Euklidische *); er bat
sich mit ihr viel beschiftigt, leider aber, von einigen Andeutungen ab-
gesehen, nichts Gber dieselbe veriifentlicht, In dieser Nicht-Euklidischen
(ieometrie kommt eine gewisse, fiir die riumliche Massbestimmuny charak-
teristische Constante vor. Ertheilt man derselben einen unendlichen
Werth, so erhilt man die gewOhnliche Euklidische Geometrie. Hat
aber die Constante einen endlichen Werth, so hat man eine abweichende
Geometrie, fir welche unter Anderem folgende Gesetze gelten:

Die Winkelsumme im Drelecke st kleiner, als 2 Rechte, und zwar
um so mehr, je yrosser dip Fliche des Dreiecks ist. Fir ein Dreleck,
dessen Ecken unendlich weit entfernt sind, ist die Winkeloumme gleich
Nuoll. — Durck einen Puukt ausserhalb einer Geraden kann man 2
Paralicle zu der Geraden zichen, d. h. Linien, welchg die Gerade auf der
einen oder anderen Seite in einem unendlich fernen Punkte schneiden.
Die durch den Punkt gebenden Geraden, welche awischen den beiden
Paraliclen verlaufen, schneiden die gegebene Gerade gar nicht.

#) Dieser Beweis, sowie der sich aul den uimhchen Gegenstand bezichende
Deweis von Lobatschefsky setzst die usendiiche Linge der Geraden vormus,
Lisst man diese Annahme fallen {vergl. den weiteren Text), so fallen auch die
Beweise, wie man daraus dentlickh Gberseben mag, dass dieselben soust in gleicher
Weise fiir die Geometrie auf der Kugel gelten missten.

#%) Vergl. Sartorius v. Waltershaunsen, Gauns zuts Gedichioiss, p. 81,
Sodann einige Briefe in dem Priefwechsel von Gagse wud Sehumacher.
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Auf eben diese Nicht-Euklidische Geometrie ist Lobatchefsky¥),
Professor der Mathematik an der Universitit zu Kasan, und, einige
Jahre spiter, der ungarische Mathematiker J. Bolyai™®) gefihrt
worden, und haben dieselben den Gegenstand in ausfithrlichen Ver
offentlichungen behandelt. Indess blieben diese Arbeiten ziemlich up-
bekannt, bis man durch die Herausgabe des Briefwechsels zwischen
Ganss and Schumacher, die 1862 erfolgte, anf dieselben aufmerk-
sam gemacht wurde. Seitdem verbreitete sich die Auffassung, dass
nunmehr die Parallelentbeorie in ihrer realen Unbestimmtheit er-
kannt sel.

Aber diese Auffassung muss wobl einer wesentlichen Modification
unterliegen, seit im Jahre 1867 nach Riemann’s Tode dessen Habili-
tationsvorlesung: ,,Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grande liegen* erschienen ist und bald darauf Helmholiz in den
Gottinger Nachrichten (1868. Nr. 6.) seine Untersuchungen: ,,Ueber
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen®, veroffentlichte.

. In Riemann’s Schrift ist darauf hingewiesen, wie die Unbegrinat-
heit des Raumes nicht auch nothwendig dessen Unendlichkeit mit sich
fithrt. Es wire vielmehr denkbar und wiirde unserer Anschanung, die
sich immer nur auf einen endlichen Theil des Raumes bezieht, nicht
widersprechen, dass der Raum endlich wiire und in sich zuriickkehrte:
die Geometrie unseres Raumes wiirde sich dann gestalten, wie die
Geometrie auf einer in einer Mannigfaltigheit von 4 Dimensionen ge-
legenen Kugel von 3 Dimensionen. — Diese Vorstellung, die sich auch
bei Helmholtz findet, wiirde mit sich bringen, dass die Winkelsumme
im Dreiecke (wie beim gewthunlichen sphirischen Dreiecke) grosser™¥)
ist, als 2 Rechte, und zwar in dem Masse grisser, als das Dreieck
einen grosseren Inbalt hat. Die gerade Linie wiirde alsdann keine
unendlich fernen Punkte haben, und man kdnnte durch einen gege-
benen Punkt zu einer gegebenen Geraden fiberhaupt keine Parallele
ziehen.

Eine auf diese Vorstellungen gegriindete Geometrie wiirde sich in
ganz gleicher Weise neben die gewbhnliche Huklidische Geometrie

¥) Im Kasan'schen Boten 1829, — Schriften der Universitit Kasan, 1836—38.
— Crelle’s Journal, t. XVIL. 1837, (Géométrie imaginaire.) — Geometrische Unter-
suchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840. — Pangéométrie. Kasan
1855, (Die Pangéoméirie findet sich in italienischer Uebersetzang im t V. ded
Giornale di Matematiche. 1867.)

*#) In einem Appendix zu W, Bolyai's Werke: Tentamen juventutem ....
Maros Vasarhely. 1832. Cf eine italienische Uebersetzung desselben im t. V1. des
Giornale di Matematiche. 1868,

¥+ Die entgegenstebenden Deweise von Legendre und Lobatchefsky
setzen, wie bereits bemerkt, die Unendlichkeit des Raumes voraus.
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stellen, wie die soeben erwihnte Geometrie von Ganss, Lobatchefsky,
Bolyai. Wihrend letatere der Geraden 2 unendlich ferne Punkte er-
theilt, giebt diese der Geraden dberhaupt keine (d. h. 2 imaginire)
unendlich ferne Punkte. Zwischen beiden steht die Euklidische Geo-
metrie als Uebergangsfall; sie legt der Geraden 2 zusammenfallende
unendlich ferne Punkte bei.

Einem in der neueren Geometrie gewdhnlichen Sprachgebrauche®)
folgend, sollen diese 3 Geometrieen beziiglich als lhyperbolische, als
elliptische vnd als parelolische Geometrie im Nachstebenden bezeichnet
werden, je nachdem die beiden unendlich fernen Punkte der Geraden
reell oder imagiuir sind oder zusammenfallen.

Diese dreierlei Geometricen werden sich nun im Folgenden uls
besondere Fille der allgemetnen Cayley’schen Massbestimmung cr-
weisen. Zu der parabolischen (der gewdhulichen) Geometrie wird
man gefithrt, weun man die Fundamentalfiiche der Cayley 'schien Mass-
bestimmung in einen imaginiren Kegelschnitt degeneriren lisst. Nimmt
man fiir die Fundamentalfiiche eine cigentliche Fliche 2% Grades,
die aber imaginir ist, so erhilt man die elliptische Geometrie. Die
hyperbolische Geometrie endlich erhilt wan, wenn man fir die Fon-
damentalfiiche eine reelle, aber nicht geradlinige Fliche 2** Grades
nimmt und auf die Punkte in deren Innerem achtet.

Ich wende mich jetzt zu der Aufstellung der allgemeinen Cayley'-
schen Massbestimmung, zunichst fir die Grundgebilde erster Stufe.
Dabei erortere ich jedesmal, wie sich unter die projactivischen Vor-
stellungen dic Vorstellungen der elliptischen und hyperbolischen (eo-
metrie subsamiren.

Es mag hier iibrigens noch des Zusammenhangs geduacht werden,
in welchem sich die in Rede stehenden geometrischen Dinge mit den
Betrachtungen befinden, die sich auf Massbestimmung in beliebig aus-
gedehnten analytischen Mannigfaltigkeiten bezichen.

Herr Beltrami hat zuerst gezeigt®*), wie der planimetrische
Theil der hyperbolischen (Nicht-Euklidischen) Geometrie seine Inter-
pretation in der gewdhnlichen Metrik der Flachen mil coustantem
negativem Krimmungsmasse findet. In der hyperbolischen Geometrie
ist also die Ebene wie eine Mannigfaltigeit von 2 Dimensionen mit
constantem mnegativem Kriimmungsmasse, Als durauf die bez. Rie-

¥ Man bezeichuet z. B. die Punkte e¢iner Flicke sls hyperbolische o‘.lcr cllip-
tische oder parabolische, j¢ nachdem die Haupttangenten reell oder imagm;r {oind
oder zngammenfallen. Steiner nennt die Involutionen hyperbolisch eder e'lhptuch
oder parabolisch, je nachdem die Doppelelemente reell oder imaginir sind oder
zasammenfallen u. s. f - .

*¢) Saggio di interpretazione dells Geometria pon-cuclidea. Giornale di Ma-
tematiche. 1868,
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mann’sche Arbeit erschien, in der zum ersten Male der Begriff des
Krimmungsmasses auch fiir hohere Mannigfaltigkeiten aufgestelly wurde,
dehnte Beltrami seine Untersuchungen auf Riume mit beliebig vielen
Dimensionen aus.*) Insbesondere zeigte er, dass bei der hyperbolischen
Geometrie dem gewthnlichen Raume (von 3 Dimensionen) auch wieder
ein constantes negatives Kriimmungsmass beigelegt wird, dass geradezu
die Annahme eines eonstanten negativen Kriimmungsmasses sich mit
der Annahme der hyperbolischen Geometrie deckt. Die elliptische
Geometrie dagegen, oder, wie er sie bezeichnet, die sphirische *¥)
(denn die gewshnliche sphirische Geometrie gehtrt hierher), wiirde
dem Raume ein constantes positives Kriimmungsmass beilegen, Bei
der parabolischen Geometrie endlich wiirde das Kriimmungsmass auch
constant, aber gleich Null sein.

Da pun, wie hm Folgenden gezeigt werden soll, die allgemeine
Cayley’sche Masshestimmung im Raume von 3 Dimensionen gerade
die hyperbolische, elliptische und parabolische Geometrie umfasst, sich
also mit der Annahme eines constanten Kriimmungsmasses deckt, so
wird man zu der Vermuthuny geleitet, dass auch bei beliebig vielen
Dimensionen die allgemeine Cayley’sche Massbhestimmung und die
Annahme eines constanten Kriimmungsmasses iiberein kommen. Dieses
ist, wie indess nicht weiter gezeigt werden soll, in der That der Fall.’
Man wird also fir Riume mit constantem Krimmungsmasse obne
Weiteres die Formeln benutzen kénnen, die im Folgenden unter An-
nabme von 2 wnd 3 Dimensionen aufgestellt werden. Es schliesst dies
ein, dass in solchen Riumen die kiirzesten Linien wie gerade Linien
durch lineare Gleichungen dargestellt werden kSnnen *#*); dass die
unendlich fernen Elemente eine Fliche 2t Grades bilden u. s. w. Es
sind dies Resultate, welche bereits Beltrami, von anderen Betrach-
tungen ausgehend, nachgewiesen hat); auch ist, um von den For-
meln von Beltrami zu denen von Cayley zu gelaugen, kaum noch
ein Schritt zo thun.

Zugleich mag hiermit der Zusammenbang angedeutet sein, der
zwischen dem Nachstehenden und den allgemeinen Untersuchungen

*) Teoria fundamentale degli spazii di curvatura costante. Aannali di Mate-
matica. Serie 1 t. ¥I. 1868/69.

%) Dem gegeniiber bezeichvet er die hyperbolische Geometrie als ,,pseudo-
sphirische .

*¥¥) Tusbesondere also wird fir Riume mit constanter Erimmung die projec
tivische Geometrie gelten. Vergl. § 17. des Textes.

1) Zunichst fir Flichen von constantem Kriimmungsmasse in einem Auf:
satze: Risolutione del problema di riportaret punti di una superficie e, Annali
di Matematica. Serie I t. VIL_ 1366. Sodann allgemein in der gepannten Ab-
Landluug: Teoria generale etc.
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der Herren Christoffel®) und Lipschit2®) dber Diferential
ausdriicke besteht.

§2
Allgemeines fiber rinmliche Masshestimmung.

Alle riumlichen Massbestimmungen lassen sich bekanntlich auf
2 fundamentale Aufgaben zurtickfihren: apf die Bestimmung der Ent-
fernung zweier Punlkte und anf die Bestimmung der Newung sweier
sich schmeidender Geraden; wie denn die Instrumente, mit denen der
praktische Geometer arbeitet, im Allgemeinen Strecken oder Winkel
messen; alle dbrigen zu bestimmenden Dinge konnen aus diesen be-
rechnet werden.

Im Sinne der projectivischen Geometric wird man diese beiden
Grundaufgaben als das Problem der Masshestimmung auf den Grynd-
gebilden erster Stufe bezeichnen kbnnen. Das Messen der Entfernung
zweier Punkte entspricht der Masshestimmung auf der geraden Punkt-
reibe; das Messen der Neigung zweier sich schneidender Geraden der
Massbestimmung fm ebenent Strahlbiischel. Die Massbestimmung im
Ebenenbiischel endlich ist von der im ebenen Strahlbiischel nicht ver-
schieden, da als Neigung zweier Ebenen die Neigung soleher zwei
sich schneidender Linien anzusehen ist, in welchen die beiden Ebenen
durch eipe auf ihrer Durchschuitislinie senkrechte Ebene geschaitten
werden. Es bleiben somach nor zu betrachten die Massbestimmung
auf der geraden Punktreihe und die Massbestimmung im gbenen Strahl-
biischel, und von ihnen soll hier zuniichst gehandelt werden,

Sofern man die gerade Punktreihe und das ebene Strahlbiischel
als in der Ebene gelegen betrachtet, sind sie durch das Princip der
Dualitit verkniipft. Nicht so die fiir dieselben geltenden Massbestim-
mungen, die im Gegentheil wesentlich verschieden sind, z. B.:

Die Entfernung zweler Punkte ist eine algebraische, der Winkel
zweier Geraden eine iransscendente (cyclometrische) Function der Coor-
dinaten.

Die Lange einer unbegrinzten geraden Punktreihe ist unendlich
gross; dagegen ist die Summe der Winkel im Strahlbiischel endlich.

Eine Strecke ist (bis aufs Vorzeichen) cindeutig bestimmt, ein
Winkel nur bis auf Multipla einer Periode. Entsprechend kann die
Strecke aunf einfache Weise in eine beliebige Anzabl gleicher Theile
getheilt werden; nicht so der Winkel, bei dem im Allgemeinen nur
die Zweitheilung gelingt ete.

*) Borchardt’s Journal. & 70. p. 46.
*) Borchardt's Joursal. £ 76. p. 915 £ 72. p. L
Mathematische' Aznglen IV, 38
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Trotz dieser Unterschiede haben beide Arfen von Magsbestimmpn.
gen ctwas Gemeinsames, und dieser Unistand wird gestatten, beide als
besondere Fille unter eine allgemeinere Massbestimmung zu subsn-
miren. Dieses Gemeinsame ist zweierlel Art.

Erstens gilt fiir beide Massbestimmungen das Gesetz, dass sich
die Massunterschiede addiren *), d. h. dass der Massunterschied 12,
vermehrt um den Massunterschied 23, gleich ist dem Massnnterschiede
13, in Zeichen 12423 =13. Diese Addirbarkeit der Massunterschiede
ist ein allgemeines Gesetz, welches bei allen Massbestimmungen in
Mannigfaltigkeiten einer Dimension von vorn herein gegeben ist.**)
Dasselbe hat fiir die Bestimmung derjenigen Function der Coordinaten,
welche den Massunterschied darstellen soll, den Werth einer Fune-
tionalgleichung. — Mit dieser Addirbarkeit der Massunterschiede kon-
nen wir gleich die weitere Eigenschaft verkniipfen, die ebenfalls bei
allen Massbestimmungen in Mannigfaltigkeiten einer Dimension hervor-
tritt, nimlich die, dass die Entferung eines Elementes von sich selbst

gleich Null ist: 11 == 0. Hieraus und aus der eben genannten Eigen-

schaft folgt noch insbesondere: 12 — — 21.

Znweitens haben die hier zu betrachtenden Masshestimmungen noch
eine zweite Bigenschaft, welche sie eben geeignet macht, zur Messung
im Raume angewandt zu werden. Diese Eigensehaft ist die, durch
eine Bewegung im Rawme nicht geiindeyt zu werden. Der Winkel zweier
Geraden eines Biischels findert sich inbesondere nicht, wenn man das
Biischel in seiner Ebene um seinen Mittelpunkt eine Kotation ans-
fiihren lisst;.ebenso wenig die Entfernung zweier Punkte einer Ge-
raden, wenn man die Gerade in sich verschiebt.

Die genannten beiden Eigenschaften reichen hin, um beide Mass-
bestimmungen zu charakterisiren; sie treten auch in deutlichster Weise
hervor bei der Art, wie wirkliche Messungen ausgefiihrt werden, Man
bedient sich dazu, sowohl beim Winkel- als beim Streckenmessen,
ciner Scala dquidistanter Elemente, die man beliebig an den zn mes-
senden Gegenstand anlegt.***) Die Zahl der Scalentheile, welche

*) Bei der Winkelmessung gilt dies natiirlich wur so weit, als man nicht,
was man blamer kann, den Winkeln I2 ete. unabhingig von einander Muitipls
von 2@ zufiigh,

**) Dasselbe gilt z. B., wenn wir die Zeit oder Gewichte oder Intensititen
messen. ]

**¥) Beim Streckenmessen bedient man sich, in Uebereinstimmung mit dem im
Texte Gesagten, einer Scala iquidistanter, auf einer Geraden gelegener Punkte,
eines Massstabs. Dagegen wendet man beim Winkelmessen nicht eine Winkel-
scala, sondern einen getheilten Kreis an, der eine Winkelscala verkritt. Tm Texte
soll aber an der Vorstellong einer Winkelseala festgehalten werden, weil ein Kreis
nicht im Sinne der projectivischen Geometrie ein Grundgebilde ist.
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zwischen den beiden Elementen liegen, deren Massunterschied zu be-
stimmen ist, ergiebt geradezu den gesuchten Massunterschied. Dabei
soll nicht weiter discptirt werden, wie die Zahl dieser Scalentheile im
Allgemeinen keipe ganze und picht einmal eine rationale ist, wie man
damit zusammenhiingend auch den Massunterschied zweier Elemeute
nie genau, sondern nur innerhalb gewisser Fehlergrinzen wird be-
stimmen kénnen. — Dagegen mdgen wir des Niheren betrachten, wie
die genannten beiden Eigenschaften der Masshestimmung in dey hier
mit geschilderten Operation des Messens zu Tage treten. Die erste
Eigenschaft, die Addirbarkeit der Massunterschiede, ist unmittelbar
darin ansgesprochen, dass wir als Massunterschied zweier Elemente
schlechthin die Zahl der zwischen ihaen befindlichen Scalentheile
iehmen. Die zweite Eigehscha.ft tritt nameptlich darin hervor, dass
wir fir den Massunterschied dieselbe Zahl finden, unabhiingig von dey
Art ond Weise, wie wir die Scala an das zu Messende anlegen. Zu
diesem Zwecke muss die Scala die Eigenschaft haben, sich selbst zu
decken, wenn man sie an sich selbst beliebig anlegt. Oder, wit an-
deren Worten: Uebt man auf die Scala eine Bewegung aus, bel dey
die gerade Punktreihe bez. das Strahlbiischel, welche ikre Triger sind,
unverindert bleiben, bei der ferner ein Scalentheil in den nidchstfol-
genden {ibergeht, so geht jeder Scalentheil in den niichstfolgenden fther.

Diese letztere Eigenschaft der Scala gestattet es, dicselbe durch
eine wiederholte Bewegung anzufertigen.

Insbesondere, urp eine Scala auf der geraden Punktreihe zu con-
stroiren, nehme raan zwei Punkte (1) und (2) als Griinzpunkte eines
ersten Scalentheils au. Sodann verschiche man die Gerade in sich,
bis (1) in (2) fillt. So ist (2) in einen Punkt (3) geriickt, welcher
der dritte Scalentheilpunkt sein soll. Verschiebt man noch einmal um
ein gleiches Stiick, so riickt wieder (1) in (2), (2) in (3), endlich (3)
in eisen neuen Scalentheilpunkt (4) u. 2. w.

Ebenso, will man eine Scala auf dem e¢benen Strahlbiischel con-
struiren, so nehme man zuvirderst 2 Strahlen (1) und (2} an als
Griinzstrablen eines ersten Scalentheils*). Eine Drehung des Blischels
in seiner Ebene um seinen Mittelpunkt bringe (1) in di¢ Lage von
(2), so hat (2) eine Lage (3) angenommen, welches der dritte Theil-
strah] ist u. s f

Verschiebung einer Punktreihe oder Drebung eines Strahlbiischels
in sich fallen nun beide vom Standpunkte der projectivischen Geometrie
aus unter den allgemeineren Begriff ciner Uncaren Transformation,

*) In praxi wird man fir den Scalentheil einen solchen Wiskel nehmen, dass
der rechte Winkel durch eine ganze Anzabl Healentheile ansgedriickt wird, wius

bier nicht in Befracht kommt. .
38+
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welche das betreffende Grundgebilde in sich ibevfithrt. Hiernach wird
man sofort eine allgemeinere Construction eimer Scala fir die gerade
Punktreihe oder das Strahlbiischel und damit eine allgemeinere Mass-
bestimmunyg aunf diesen Grundgebilden eoncipiren, die dann die wirklich
angewandten Constructionen und Massbestimmungen als besondere
Falle umfasst. Man wird sich nimlich dadurch, sei es fiir die Punkt-
rethe oder fiir das Strahlbiischel, eine Scala construiren, dass man auf
ein Element des betreffenden Gebildes eine beliebig anzunehmende
lineare Transformation, durch welche das Gebilde in sich ibergeht,
wiederholt anwendet. Das anfinglich gewihlte FElement erzeugt
dabei eine Elementenrcihe, welche eben die Scala ist. Als Massunter-
schied zweier Elemente gilt die Zabl der zwischen den beiden Elemen-
ten befindlichen Scalentheile.®) Ist hiernach zuniichst nur der Mass-
unterschied solcher Elemente definirt, welche gerade um eine ganze
Anzahl von Scalentheilen von einander abstehen, so wird man durch
fortgesetztes Unterabtheilen der Scalentheile (vergl. den folgenden Para-
graphen) auch den Massunterschied zweier Elemente festlegen kbnnen,
die um eine rationale Zahl von Secalentheilen unterschieden sind; man
wird endlich, indem man den Begriff der irrationalen Grinze aufuimmt,
von einem Massunterschiede zweler beliebiger Elemente reden kdnnen.

Diese allgemeinere Art der Massbestimmung anf den Grundgebilden
erster Stufe soll in dem folgenden Paragraphen niher untersucht werden.
Man wird dabel so viele wesentlich verschiedene Massbestimmungen
erhalten, als es wesentlich verschiedene lineare Transformationen im
Grundgebilde erster Stufe giebt. Nun giebt es aber solcher Trans-
formationen nur zweierlei Arten:

1) Solche, bei denen zwel (reelie oder imaginire) Elemente des
Grundgebildes fest bleiben, (Allgemeiner Fall)

2) Solche, bei denen nur ein (doppeltzihlendes) Element des Grund-
gebildes ungedundert bleibt. (Specieller Fall)

Entsprechend wird es auch nur zwel wesentlich verschiedene Arten
projectivischer Massbestimmung auf den Grundgebilden erster Stufe
geben: eine allgemeine, welche Transformationen erster Art, eine spe-
cielle, welche Transformationen zweiter Art benutat, .

Die gewdhnliche Massbestimmung im Strahlbiischel ist von der
ersten Art. Denn bei einer Rotation des Biischels um seinen Mittel-
punkt in seiner Ebene bletben zwei geirennte Strahlen desselben, die-

*) Hierdurch wird die Art der zu benutzenden linearen Transformation be
schrinkt. In erster Linie muss die lineare Transformation eine reelle sein, welche
cin reelles erstes Element in ein reelles zweites {iberfibrt. Sodann ist auch noch
erforderlich, dass die Scalentheilelemente in der Reihenfolge ihver Entstebang
aufeinander folgen, und nicht etwa das erste und zweite Element durch das dritte
und vierte getrennt werden. Vergl. den weiteren Text.
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jenigen, welche nach den unendlich fernen imaginiren Kreispunkten
hingehen, ungeindert.

Dagegen ist die gewdhnliche Massbhestimmung auf der Geraden
von der zweiten Art. Denu bei einer Verschiebupg einer Geraden in
sich selbst bleibt vach der Aunahme der gewbhunlichen parabolischen
Geometrie nur ein Punkt derselben, der unendlich ferne Punkt, un-
geindert. —

Hiermit ist denu bereits angedeutet, wie nach der Anvahme der
hyperbolischen bez. der elliptischep Geometrie die Massbestimmung
anf der Geraden den speciellen Charakler verliert, den ihr die para-
bolische Geometrie beilegt. Die hyperbolische Geometrie ertheilt der
Geraden zwet reelle, die elliptische zwel imaginire ynendlich ferne
Punkte. Sie hat dementsprechend cing Verschiebuug einer Geruden
in sich als eine allgemeine linewre Trausformation aufeufassen, welche
zwei getrennte Punkte, die beiden unendlich fernen Punkte, ungein-
dert Lisst. Es wird dies im Folgenden noch niher erdrtert werden.

§ 3.
Die allgemeine projectivische Massbestimmung auf den
Grundgebjlden erster Stufe.

Wir wollen hier zuuiichst nur den allgemeinen Full der chen auf-
gestellten projectivischen Masshestimmupg iys Auge fassen, dass uiim-
lich zwei getrennte Elemente bei der die Scala grzeugenden lipearen
Transformation vorhanden sind. Dieselhen mbgen als die heiden Fun-
damentaleloment: bezeichnet werden, In sie verlegen wir die beiden
Grundelemente einer Coordinatcubestimmung, welehe jedes weitere
Element durch das Verhiltniss zweier homogener Verinderlichen 2, : 2,
fostlegt, Den Werth dieses Verhiltnisses mogon wir kurz durch &
bezeichnen, sodass also 7 =0 und 7 ==0o0 dic beiden Fundamental-
elemente vorstellt, Alsdann ist die lineare Transformatiou, von der
wir bei der Construetion der Secala ausgehen wollen, durch eine Glei-
chung von der folgenden Form gegeben:

7=z,
wo 4 eine die Transformation bestimmende Constante ist.*) — Wenden

#) Dieses 1 darf nach einer ¢bon gemachten Bemerkung pickt gane beliebig
sein, weil wir bei der Comstruction der Seala pur reclic Elemente des Grond
gobildes ins Auge fassen. Es muss 3 zunichst der Beschriinkung genfigen, dass
durch die Transformation 2'== iz yeelle Elemonte in reclle Gibergehen (un:fbhangig
davon, ob die beiden Fundamentalclemente 7e=(, 2= reell oder imagindr
sind). Sodann muoss 4 {vergl. den weiteren Text) Ll reclien Fundawentulelemen.

ten positiv sein.
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wir nun diese Transformation wiederholt auf ein willkiirlich angenom-
menes Element z = 2, an, so erhalten wir eine Elementenreihe:

2y, Az, Az, Mg, ...
und diese Elementenreihe ist unsere Scala. Dieselbe geht, wie a priori
ersichtlich, durch die erzeugende Transformation in sich fiber.

Bezeichnen wir nun den Scalentheil als Einheit der Ewtfernung,
so wird die Entfernung der Elemente 2, 15, 1%z, 432, ... von dem
Elemente 2, bez. gleich 0, 1, 2, 3,

Jetzt werden wir, um auch -die Entfernung anderer Elemente von
dem Elemente z, messen zu kbnnen, die Secalentheile unterabtheilen,
etwa zunichst in % (gleiche) Theile. Man erreicht dies, indem wman
auf das eine Grinzelement eines Scalentheils diejenige lineare Trans-
formation (n — 1) mal anwendet, welche nach »maliger Wiederholung
die Transformation #’== 1z ergiebt, d. h. also die Transformation:

1
F=A".2.
Dabei wird man die #*® Wurzel des Niheren so wihlen¥), dass das
1
Element A" z zwischen die Elemente 2 und iz zu hegen kommt.

Ist diese Unterabtheilung ausgefithrt, so kapn man nunmebr die
Eutfernung aller Elemente von 2, anaeben , deren Coordinate z sich
anf die folgende Form bringen lasst:

a-{-—-é
Z{zl Z;,

wo @, § ganze Zahlen sind. Diese Entfernung wird geradezu gleich
dem Exponenten o -} %

Indem man sich nun die Untertheilung der Scala unbegrinut fort-
gesetzt denkt, ist ersichtlich, dass itberhaupt als Entfernung eines
Elementes z von dem Elemente z, derjenige Exponent « anzusehen
ist, zu welchem 4 erboben werden muss, damit 19z, ==z ist. Ks ist
dabei & irgend eine rationale oder irragionale Zahl.

*) Waram gerade diese Bestimmmung, Gibersieht man am besten an dem Bei-
spiele der Kreistheilung. Soll bei einem Kreise ein Scalentheil, otwa ein Grad,
untergetheilt werden, so ist das zunidehst noch eine unbestimmte Aufgabe, weil
der gegebene Scalentheil nor bis anf Multipla der Periode 2 » gegeben ist. Diese
Unbestimmtheit wird durch die Festsetzung im Texte aufgehoben, — Bei reellen

1

Fundamentalelementen gentigt es, 1™ einfach als die reelle n* Wurzel von 2 zu
defiviren. Damit ¢s aber eine solche giebt, muss 1 positiv sein, was schon obev
angegeben wurde. Bei negativem i wiirde man fir die Scala eine Elementen-

reibe erhalten, deren E!emenw nicht in der Reihenfolge ihrer Enistehung aufein-
ander folgten,
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Wir konnen dies, da offenbar & = log >
-1

:log 4 ist, auch so aus-
sprechen:

Die Entfernung eines Elementes 2 von dem Elemente =, ist gleich dem
Logarithmus des Quotienten —f— , dwidirt durch dic Constante log 4.

~1

Das Element 2, ist dabei uur zufillig als Anfangselemeut der
Scala gewshlt, aber nicht weiter ausgezeichnet gewesen; man kanu
dasselbe durch eine lineare Traunsformation, welche die beiden Funda-
mentalelemente und also die gaunze Massbestimmung nicht iindert,
itberall hinbringen. Man bat also:

Dic Entferrang zweier belicbiger Elomentc 7 wnd 2 ot gleick
log : :log 2, wie man noch verificiren mag, indem wau die Entfer-

Soulog A

<

nungen der beiden Elemente z und &’ von z,, nindich log
und log = :log 4 vou einander subtrahirt.
“e
1 I . )
Statt der Coustanten |— wollen wir jetet kiirzer ¢ schreihen ),
fd

¢ine Bezeichnung, die im Folgenden immer angewendel werden »oll.
Dann ist also dic Endfernung zweicr blichiger Elewente & ol =

. z
gleich ¢ - log -

An diesem Ausdrucke fiir den Massunterschicd zweier Elemunte
verificirt man leicht dus Vorhandensein derjenigen Eigenschaften, durch
deren Forderung wir ibn construirt haben. Zuniichst findet die Addir-
barkeit der Massuuterschiede statt:

¢ log ; == ¢ log : + clog :
Es ist ferner die Entfernung cires Elementes von sich selbst gleich Null:
¢. log j =),
Endlich bleibt die Entfernung sweier Elemente:
¢ log f
nngeindert, wenn man auf 7 and ¢ gleichzeitiy cine lincare Trave-

formation anwendet, bei der die beiden Fundansentalelemente:
=0, t=Xx

*) Entsprechend den Beschrinkuugen, die der Constanten 4 aufzelegt waren,
wird man Beschrinkungen fir die Constaute ¢ crhalten, Dicselben gehon dabun,
dase ¢ reell oder rein imaginir scin muss, je nachdem dic Fumdzmcutaiciqmcnm
reell oder imaginir sind. Wiklte man ¢ anders, -0 wirde man qwh immer
dea hier gewonnenen analytischen Ausdruck als Maconnterschicd bezeicknen kin-
nep, aber der Massunterschied zweier copsccativer rceller Elemente wire dann

imaginir.
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ungeindert bleiben, also eine Transformation, welche 2 und 2 gleich-
zeitig in Multipla ibrer selbst @iberfiihrt, —
Der hiermit fiir die Massbestimmung gewonnene aunalytische Aus-

druck lasst sich einfach geometrisch interpretiven. Der Quotient f

hat, wie bekannt, die Bedeutung des Doppelverhiltnisses der Elemente
z, # zu den beiden Fundamentalelementen 2 = 0, 7z = oo.

Es wird also bei unserer Massbestimmung die Entfernung sweier
Elemente des Grundgebildes gleich dem mit einer gewissen Constanden
multiplicirten Logarithmus des von denselben mit den beiden Funda-
mentaldementen gebildeten Doppelverhiiltnisses. ‘

Die fragliche Constante ¢ ist dabel unbestimmt und willkiirlich
anzunehmen,

§ 4
Uebergang zu complexen Elementen. Verallgemeinerung der
Coordinatenbestimmung.

Wir haben bei der Construction der Scala und also bei der Defi-
pition des Massunterschiedes zweier Rlemente seither nur reelle Ble-
mente des (rundgebildes betrachtet. Nun wir aber den analytischen
Ausdruck fiir den Massunterschied zweier Elemente gewonnen haben:

Z
clog -,

so kdunen wir auch unmittelbar von einem Massunterschiede zweier
complexen Elemente des Grundgebildes sprechen. Dabel iritt danp in
Allgemeinheit eine Erscheinung auf, die wir beim Winkel kennen und
die, wie im nichsten Paragraphen weiter exbrtert werden soll, hei
reellen Elementen immer dann in Evidenz trith, wenn die Fundamental-
elemente imagindr sind. Es ist dies, dass der Massunterschied mocier
Elewente Leine eindeutiq bestimmie, vielmehy eine unendlich vielwerthige
Function mit einem Periodicititsmodul ist.

Dieser Periodicititsmodul betriigt, da die Funetion des Logarithmus
die Periode 2z¢ hat, 2 cxi.

Da ferner der Logarithmus unendlich gross wird, wenn sein Ar-
gument O oder oo betriigt, so sind offenbar soleche Elemente unendlich

weit von einander eutfernt, fiir welche = =0 oder ==oo wird. Dies

tritt dann und nur dann ein, wenn eines der beiden Elemente mit
einem der beiden Fundamentalelemente (2 =0, z== o) zusammen-
falt.  Also:

Bei unserer Masshestimmung erhéilt das Grundgebilde zwei (reelle
oder imagingre) wnendlich ferne Elemente: die beiden Fundamental-
elemente.
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Die Entfernung dieser Elemente von einem beliehigen anderen ist
in derselben Weise unendlich gross, wie log 0 oder log . '
Die beiden Fundamentolelemepde sind logarithmisch uncndlich weit,
Wir mogen nun auch die beschrilnkende Anushme fallen lassen,
welche wir seither hinsichtlich der Coordinatenbestimmupg gemacht
hatten. Die beiden Fundamentalelemente modgen micht mehr mit den
Grundelementen der Coordinatenhestimmung zusammenfallen, sondern
sollen durch eine allgemeine Gleichung 2 Grades gegeben sein:
Qo st 4202+ ¢c=0,
oder, homogen geschrieben:
az? + 2bz 2, 4 ¢2,° = 0.
Um den Massunterschied zweier Elemente mit den homogenen Cour-
dinaten z,, z, und y;, J, anzugeben, hat man pur dus Doppelverhilt-
niss derselben zu den beiden Elemeuten @ == 0 zp bilden. Dieses
letztere wird aber nach bekannten Regelu:

Wwo Quz, Qy, @, die folgenden Ausdriicke bedeuten. Bs st Qe
Q,, dasjenige, was aus Q entsteht, wenn wan statt der Variabeln
bez. ,, x, uud y,, ¥, einsetzt, also:
Q.= ax?+ 2z, 4, 4 ¢ty Ry =0y’ + by + e’
Sodann Q., hedeutet den Ausdruck:
Q. =azy, -+ Uz + 0y F ¥

Bei Auwendung dieser Bezeichnung wird jetat der Mussunterschied
zweier Elemente gleich:

Yoo Q..+ VQ?w —2,.9,
“ o
sz e V’Q?cy -2 Q_v/y
und dies ist der allgemeine analytische Ausdrudk fiy den Massunbersclued.
Gelegentlich werden wir statt des Logarithmus einen Avcus Co-
sinus einfithren. Es jst bekauntlich:
cloga-—=2ic‘arccos-“§—]»‘*;; .

Also auch unger Massunterschied:
== 210 . arc cos »ff:’:::
, z " Q?V

Dies ist dicjenige Form des analytischen Adsdrucks, welche bei Cayley
vorkommt; Cayley hat nur, wie bereits erwihnt, der Constunten ¢
den particuliren Werth — - beigelegt, sodass bei ihm der Massupter-
schied geradezu gleich wird dem betreffenden Arcus Cosinus.
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§ 5.
Besondere Betrachtang der reellen Elemente des Grundgebildes.

Wir wollen nunmehr betrachten, wie sich die in den vorigen
heiden Paragraphen entwickelte Ma.ssbestxmmung auf den Grnnd"ebxl-
den erster Stufe des Niheren fiir die reellen Elemente des Gebﬂdes
gestalteb. Dabei werden die beiden Fille zu unterscheiden sein, dass
die Fundamentalelemente reell oder dass sie imaginfr sind. Der be-
stimmteren Vorstellung wegen wollen wir dabei insbesondere die Mass-
bestimmung auf der geraden Punktreihe ins Auge fassen; fiir das
Strahlbiischel gelten selbstverstindlich die nimlichen Dinge,

Es migen erstens auf der Geraden zwei reelle Fundamentalpunhie
0, O gegeben seim.

Sind dann # und y reelle Punkte der Geraden, so haben z, ¥ zu
o, 0 ein negatives oder positives Doppelverhiliniss, je nachdem die
Strecke zy von der Strecke oo  getrennt wird oder nicht. Im ersten
Falle ist also der Logarithmus des Doppelverhiiltnisses rein imagingr,
im zweiten (bis anf imaginiire Perioden) reell. Stellen wir also die
Forderung, dass die Entfernung zweier aufeinander folgender Punkte
der Geraden reell sei, so miissen wir die den Logarithmus multipli-
cirende Constante ¢ ebenfalls reell nehmen. Dann gilt der Satz:

Die Entfernung zweier Punlite x, y ist eine imagindre oder eine
reelle Grisse, je nachdem die Strecke xy von der Strecke o0 gefrennt
wird oder wicht.

Man konnte natiirlich ¢ (wie dies bei Cayley geschieht) einen
rein imagindren Werth beilegen; dann wiirden sich in dem vorstehen-
den Satze die Worte reell und imagindr vertanschen. Von vornherein
ist dies gerade so zulissig, wie die andere Annabme. Nur wiirde da-
durch die Massbestimmung einen ganz anderen Charakter fiir reelle
Pankte bekommen, als die von uns gewodhnlich angewandte ist. Woll-
ten wir z. B. eine Scala solcher Punkfe construiren, 1, 2, 3 ..., die
jedesmal um die Einheit der Entfernung von einander abstehen,
wiirde 2 von 1 und 3 durch 00 getrennt sein und die Entfermm«
13 nur insofern gleich zwei Emhelten sein, als man von 1 zuerst zu 2
vou 2 sodann zu 3 geht, wihrend 13 unmittelbar gemessen einen ima-
einiren Werth ergz‘ebt w. s. f.  Desshalb soll die Azmahme eipes ima-
giniren ¢ hier ausgeschlossen sein.

Bei reellem ¢ haben wir zunichst den eben angegebenen Satz.
Wir werden uns dementsprechend auf die Betrachinng der einen der
beiden Strecken beschrinken, in welche die Gerade durch die beiden
Fundamentalpunkte zerlegt wird. Jede dieser beiden Strecken ist uu-
endlich-lang, insofern ihre beiden Grinzpuukte, die Fundamentalpunkte,
von allen anderen Punkten unendlich ferp sind,
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Man stelle sich nun vor, dass man in einen Punkt der Strecke
00, die wir gerade betrachten, gesetzt wire und dass man sich nicht
anders auf der Geraden fortbewegen konne, als vermoge solcher linearer
Transformationen, welche die Punkte o0, ¢" und also die Massbestim-
mubg ungeindert lassen. Wir wollen dann auch von einer Geschwin-
digkeit der Bewegung sprechen, indem wir darunter das Verhiltniss
des durchlaufenen Raumes (gemesser in unserer Massbestimmung) zu
der gebranchten Zeit verstehen. Wenn man sich danu wmit constanter
Geschwindigkeit in dem eiuen oder dem anderen Sinne auf der Ge-
raden bewegt, so wird may sich dem Punkte o oder ¢ bestindig
uihern, man wird ithn aber, da er unendlich fern ist, nie erreichen.
In die sweite Strecke o' o aber, auf der man sich gerade nicht befindd,
wird man nie gelangen, sodass map sich von direm Vorhandensein nicht
werd diberzeugen Lirnen.

Dies ist nun gerade diejenige Vorstellung, welche man sich in
der hyperbolischen Geometrie von dem Messen auf der geraden Linie
bildet. Die hyperbolische Geometrie ertheilt der Geraden ywei unend~
lich ferne Punkte. Ob jenseits der beiden unepdlich fernen Punkte
noch ein Stiick der Geraden existirt, welches das im Endlichen ge-
legene Stiick zu einer geschlossenen Curve ergiingt, ist nicht zu sugen,
da uns unsere Bewegungen nie an die unendlich fernen Pynkte hinan,
geschweige denn itber dieselben hinaystihren. Jedenfalls wird man
aber ein solches Stiick als ein gedachtes, ideales der geraden Linie
hinzufligen konnen.

Wir wollen nun sweitens annehmen, die beiden der Massbestim-
mung auf der Geraden zu Grunde zu legenden Fundamentalpunkte
seien (conjugirt) imagindr. Dann ist das Doppelverhiliniss der beiden
Fundamentalpunkte zu zwei beliebigen reellen Punkien «, y negativ,
der Logarithmus also rein imagisir. Wir milssen also ¢ cinen rein
imaginiren Werth ¢,¢ ertheilen, damit die Eutfernung reeller Punkte
reell sein kann. Dann aber ist zugleich die gegenseitige Entfernung
aller reeller Punkte reell. Unendlich ferne reelle Punkte giebt es nicht.
Die Linie kehrt wie eine geschlossene Curve in sich zurilck. Die reelle
Entfernung zweier Punkte ist nicht vollstindig bestimmt, sondern nur
bis auf Multipla einer reellen Periode, welche die Gesammilinge der
Geraden vorstellt. Dieselbe betrigt 2izc = — 2x¢,. Die Mass-
bestimmung auf der Geraden ist dann gauz 30, wie die gewdbuliche
Massbestimmang auf einem Kreise mit dem Radius ¢,

Die hiermit geschilderte Massbestimmung auf der Geraden ist
gerade diejenige, welche die clliptische Geometrie angunehmen bat. ~

Was wir jetzt fiir die gerade Punktreihe ausgefithrt haben, kin-
nen wir genau in derselben Weise fiir das Straldbiischel aussprechem.

Sind die beiden der Massbestimmung im Strahlbiischel zu Grunde
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liegenden Fundamentalstrahlen reell, so hat der Biischel zwei reelle
Strahlen, welche einen unendlich grossen Winkel mit allen iibrigen
einschliessen. Eine Rotation eines Strahles im Biischel — entsprechend
definirt, wie eben die Bewegung eines Punktes anf der Geraden —
filhrt den Strahl nie an diese beiden Grinzstrahlen hinan oder gar
tiber dieselben hinaus. Eine solche Massbestimmung liegt unserer ge-
wohnlichen Winkelbestimmung gewiss nicht zu Grunde, da eine fori-
gesetzte Rotation eines Strahles um einen auf ihm gelegenen Punkt
den Strahl nach endlicher Zeit in seine Anfangslage zuriickfihrt,
Vielmehr verlangt diese Thatsache imaginire Fundamentalstrahlen.
Und in der That erkannten wir bereits in § 2., dass die gewOhnliche
Winkelbestimmung zwei imaginire Fundamentalstrahlen benutzt, nim-
lich digjenigen beiden Strahlen des Biischels, welche durch die unend-
lich fernen imaginiren Kreispunkte durchgehen. Bei der hyperbolischen
und elliptischen Geometrie bleibt die Winkelbestimmung im Strahl-
biischel ganz die gewdlnliche; die beiden Fundamentalstrablen werden
nur nicht mehr als diejenigen beiden Strahlen definirt, welche durch
die Kreispunkte hindurchgehen, sondern als diejenigen, welche einen
bestimnmten Kegelschnitt, dem in diesen Geometricen vorkommenden
nnendlieh fernen Kreis (vergl. § 8.) beriihren.

Die in der allgemeinen Formel des § 4. unbestimmt bleibende
Constante ¢ ist, damit dieselbe fiir die gewohnliche Winkelbestimmung

gilt, gleich j:; —1

9
bei der geraden Punktreihe ausgefithrten Betrachtungen, rein imaginir
= + ¢ ¢ sein. Alsdann wird die Summe der Winkel im Strahlbiischel
gleich 2x¢,, und da dieselbe bei der gewdhnlichen Bestimmung gleich

zu setzen. Zunichst muss sie, nach den vorstehend

B . 1 .
z gesetzt wird®), so ist ¢, = 5 zu nehmen. Unter dieser Annahme

ergiebt die Formel des § 4. in der That die gewbhulich bei der
Winkelbestimmung benutzte Formel. Seien 2z und y rechtwinklige
Coordinaten in der Ebene. Der Mittelpunkt des Strahlbiischels, wel-
ches wir betrachten, soll in den Coordinatenanfangspunkt fallen. So
sind die beiden nach den Kreispunkten gehenden Strahlen:
22yt =0.

Mogen sodann zwei Strahlen durch die homogenen Coordinaten z, ¥
und ', y festgelegt sein. So wird, nach der Formel des § 4., indem

wir noch ¢ = —% setzen, ihr Winkel

*) Unter der Summe der Winkel im Strahibischel ist hier derjenige Winkel
zu verstchen, den ein sich um einen seiner Punkte drehender Strahl durchlaufen
muss, um zum ersten Male wieder mit seiner anfinglichen Lage zusammen 2
fallen, Es ist dies die Halfte desjenigen Winkels, den ein Puukt auf der Per-
pherie eines Kreises durchlaufen muss, um zur Anfangslage zuriick zu gelangen.
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z2' + yy'

Vet 2 Ve + 2

und dieses ist ersichtlich die gewdhnliche Winkelbestimmung.
Der Winkel zweler Geraden ist also im Sinne der projectivischen

== arc €os

=1 wultiplicirte Logarithmus des-

Geometrie zu definiren, als der mit

jenigen Doppelverhiilinisses, welches die beiden Geraden mit den von
threm Schnittpunkte pach den beiden unendlich fernen imagindren Kreis-.
punkten gehenden Lunien bilden.

Gerade Linien bilden mit einander insbesgndere einen rechten
Winkel, wenn dieses Doppclverhiiltniss ein harmonisches ist. Die Be-
zeichnung eines soichen Winkels (oder anch einer entsprechenden
Strecke) als eines Rechten werden wir in der Folge gelegentlich auch
bei der allgemeinen Massbestimmung anwenden.

§ 6.

Die specielle Masshestimmung bei zasammenfallenden
Grundelementen,

Bisher hatten wir den besonderen Fall noch nicht in Betracht
gezogen, der bei dem Zusammenfallen der beiden Fundamentalelemente
der Massbestimmung eintritt. Unsere allgemeine Formel

2i¢ arc cos %y
V/szgyy
ergiebt dann, unabhingig von den Werthen, die man x und y bei-
legen mag, als Entfernung der beiden Elemente Null. Aber eipe
Massbestimmung bleibt nach wie vor moglich, da die Art, wie die
Entfernungen verschiedencr Klemente beim Zusammenfallen der Fuu-

damentalelemente Null werden, eine ganz bestimmte ist. Es ist offenbar:
Qy . Qy — Qy = (2,4, — no) . 8,

wo A die Discriminante (ac — 5% der guadratischen Form Q ist.

Deshalb kbnnen wir die allgemeine Formel fir die Massbestimmung

auch so schreiben: .
2jc . are sin ﬁﬁgz—:%éfﬁ*_.

zx . *yy

Fallen jetzt die beiden Fundamentalelemente zusammen, so0 wird Q
ein vollstindiges Quadrat eines lipearen Ausdruckes p, 2, - p, 2, = s
and A verschwindet. Wir konnen desbalb zundchst den arc sin dem
sinus selbst gleich setzen, also die Entfernung schreiben:

2ien . Dl
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oder, wenn wir fiir Q.,, Qyy noch bez. p2 und p? einfihren:

- &1 Y2 — Y12 N
210D G T pom) (Bith F 5299

Den verschwindenden Factor A vereinigen wir mit dem 24¢, dem wir
einen beliebig grossen Werth beilegen kdunen, zu einer nenen Con-
stanten k. So erhalten wir denn fir den Massunterschied die Formel*):

7 - ZyY2 — Y%

(Py25 I Posta) (B1Y1 F+ P29’

wo p = O das doppeltzihlende Fundamentalelement vorstellt.

Dass dieser Ausdruck, den wir durch einen Grinziibergang ge-
funden haben, in der That den Forderungen geniigt, die wir nach
§ 2. an ihn zo stellen haben, ist leicht zu verificiren.

Wir wollen ihn za dem Zwecke in der etwas anderen Form
schreiben :

Gt Bt Gyt G
R N AT S 2N
wo g,, ¢, im Uebrigen beliebige Grossen sind, welche die Bedingung
befriedigen:
Doy — Py =k.
An dieser Form tritt zuvbrderst die Addirbarkeit der Massunterschiede
ohne Weiteres in Evidenz.

Sodann aber auch die Unverinderlichkeit derselben durch die-
jenigen speciellen linearen Transformationen, welche das Fundamental-
element p =0 doppeltzithlend ungeindert lassen. Diese Transforma-
tionen filhren p in ein Multiplum seiner selbst liber; jeden anderen
linearen Ausdruck, also auch ¢, in dasselbe Multiplum seiner selbst,
vermehrt um ein Vielfaches von p:

p=ep

¢=90q+6p.
Der Quotient % indert sich dabei also um die Constante ¢, und der
Massunterschied zweier Elemente, der die Differenz zweier solcher Quo-

tienien ist, bleibt villig ungeindert, w. z. b,
Geometrisch definirt sich die hiermit gefundene Massbestimmung

folgendermassen. Der Quotient —1;)—" stellt, wie bekannt, das Doppel-

verhiltniss des Punktes # und desjenigen Puuktes, fiir welchen % den

Werth 1 annimmt, zn den beiden Punkten p =0, g=0 dar, also
zu .dem gegebenen doppelizihlenden Fundamentalelemente und einem
beliebig gewsblten hinzutretenden Elemente. Die Differenz der Werthe

*) Cayley leitet diese Formel in ganz dhnlicher Weise ab.
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dieses Doppelverhitltnisses, gelildet fir pwei Elemente, stellt den Mass-
unterschied der beiden Elemente dar.

Diese Masshestimmung, die sich als ein Grinzfall der aligemeinen
ergab, soll der letzteren gegeuiiber furtan als speciclle Musshestimmung
hezeichnet werden. Dieselbe besitzt im Gegensatze zy der allgemeinen
besonders die folgenden beiden Eigenschaften:

Sie ist nicht mebr mehrdeutig, sondern eindeutig definirt,

Sie besitat nicht zwei logarithmisch unendlich ferne Elemente,
sondern nur ein algebraisch unendlich weites (das doppeltzihlende
fundamentalelement).

Unter diese specielle Massbestimmung subsumirt sich insbeson-
dere, wie bereits in § 2. angedentet, die gewihnliche (Euklidische,
parabolische) Masshestimmung auf der geraden Linic. Desshalb hat
die Gerade bei der gewdhnlichen Anschauupg auch aur cinen unend-
lich fernen Punkt. Diesem Punkte kann man sich auf der einen oder
der anderen Seite nnausgesctzt nihers, ohne ihn allerdings zo er-
reichen. Die gerade Linie ist bei der parabolischen Geometrie, im
Gegensatze zu der elliptischen, unendlich lang. Aber ein ideales
Stiick, wie bei der hyperbolischen Geometrie, besitet sic nicht mebr;
sie hiingt im Unendlichen zusammen.

g
Specielle Massbestimmung, welche eine allgemeine in einem
Elemente beriibrt. HKrimmung der letzteren.

Wir wollen uns jetst auf einem Grundgebilde erster Stufe awel
Massbestimmungen denken, eine allgemeine und eine specielle. Die-
selben sollen in einer besouderen gegenseitigen Besiehung stehen, die
als Berikrung der beiden Massbestimmungen in einem Elonente be
zeichnet werden wird. Welcher Art diese Beziehung ist, wird man
am besten an einem Beispicle erkennen.

Auf eiger geraden Linie sei eine gewdhuliche Massbestimmung
gegeben, die den unendlich fernen Punki der Geraden als Doppel-
olement benutzt. Die Punkte der Geraden seien durch eine mnicht
homogene Coordinate z vorgestellt, wo z geradezu den Abstand vom
Coordinatenanfangspunkte bedeuten mag.

Sodann construire man auf der Geraden in der folgenden Weise
eine allgemeine Massbestimmung. In dem Abstande 1 vou der gege-
benen Geraden und anf der im Coordinatenanfangspunkte errichteten
senkrechten sei der Mittelpankt eines Strahlbiischels gelegen. Fiir
dieses Strahlbiischel sei wiederum die gewohnliche Massbestimmung,
d. h. jetzt die fir das Strahlbischel gewdhaliche Winkelbestimmung,
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gegeben. Diese Massbestimmung kann man auf die gegebene Gerade
iibertragen, indem man als Massunterschied zwejer Punkte der Geraden
den Winkel definirt, den die durch sie hindurchgehenden Strahlen des
Biischels bilden. Sei 7 die Coordinate eines der Punkte, so ist der
Winkel, den der hindurchgehende Strahl des Biischels mit dem durch
den Coordinatenanfangspunkt gehenden bildet, gleich are tang z;
iiberhaupt wird also bei dieser Massbestimmung der Massunterschied
zweier Elemente 2z und 2":
= arc tang # — arc tang 2.

Die Fundamentalelemente dieser Massbestimmung sind imaginir und
des Niheren bestimmt durch z = 4 4.

Zwigchen der angenommenen speciellen Masshestimmung und der
jetzt hinzutretenden allgemeinen besteht nun die Beziehung, dass sie
fiir Werthe von 2, die sehr wenig von 2z = 0 abweichen, nahezu tiber-
einstimmen, da ja fiir sehr kleine Winkel der Unterschied zwischen
Winkel und trigonometrischer Tangente verschwindet.

Am deutlichsten tritt dies hervor, wenn wir fiir den arc tang 2

e . . 23 z9 .
seine Reihenentwickelung setzen: = ¢ — — 4 = — 4 -.- DBeide

Mussbestimmungen sind also in der Nihe von 2 = 0 bis auf Grissen
hiherer Ordnung identisch. Diese Beziehung der beiden Masshestim-
mungen ist es, welche als Beriikrung derselben bezeichnet sein soll.

Wenn sich, wie im Vorstehenden, eine allgemeine und eine spe-
cielle Massbestimmung beriihren, so ist augenscheinlich der Beriihrungs-
punkt der vierte harmonische Punkt zu den beiden Fundamentalpunkten
der allgemeinen und dem doppeltzihlenden Fundamentalpunkte der
speciellen Massbestimmung. Will man also, wenn auf einem Grund-
gebilde eine allgemeine ’\L[assbestxmmuncr gegeben ist, eine specielle
Massbestlmmunvf construiren, welche d1e gegebene in einem bestimm-
ten Elemente beriihrt, so suche man zuerst zu diesem und zu den
beiden Fundamentalelementen der allgemeinen Massbestimmung das
vierte harmonische. Dieses ist als Doppelelement der gesuchten Mass-
bestimmung zu benutzen. Es sind dann nur noeh die absoluten
Werthe der in der letzteren vorkommenden Constanten so zu bestim-
men, dass in der Nihe des gegebenen Elementes zwischen beiden
Massbestimmungen Uebereinstimmung  stattfindet. Diese Ueherein-
stimmung ist dann wegen der besonderen Lage des doppeltzihlenden
Fundamentalelementes sofort eine innigere, eine Berithrung.

Nun findet ein charakteristischer Unterschied statt zwischen der
allgemeinen Masshestimmung mit imaginiren und der allgemeinen
Massbestimmung mit reellen Fundamentalelementen.

" Sind die beiden Fundamentalelemente imaginir, so eilt die in
emem Punlkte beriihrende specielle Massbestimmung der allgemeinen
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voran. Das heisst, fiir das eben gebrauchte Beispiel, der Abstand
eines Punktes z vom Nullpunkte, gemessen in der tangirenden spe-
ciellen Massbestimmung, ist Immer grésser, als der Abstand derselben
beiden Elemente, gemessen in der gegebenen allgemeinen Massbe-
stimmung. Man iibersieht dies deutlich, wenn man bedenkt, dass die
ganze Linie, gemessen in der speciellen Massbestimmung, eine unend-
liche Linge hat, wihrend sie in der gegebenen allgemeinen Massbe-
stimmung von endlicher Lange ist. Nur fiir Punkte, die unendlich
nahe an dem Beriihrungspunkte (z = 0) gelegen sind, stimmen beide
Massbestimmungen tberein.

Sind dagegen die beiden Fundamentalelemente der gegebenen all-
gemeinen Massbestimmung reell, so bleibt umgekehrt die in einem
Punkte beriihrende specielle Massbestimmung hinter der gegebenen
zuriick. In der That, die von den beiden Fundamentalelementen be-
grenzte Strecke ist in der gegebenen allgemeinen Massbestimmung
bereits unendlich gross, withrend sie fiiv die berlihrende Massbestimmung
noch endlich ist.

Dieses Zuriickbleiben resp. Voraneilen der allgemeinen Masshe-
stimmung, gegeniiber der speciellen tangirenden, bezeichne ich als die
Kriimmung der allgemeinen Massbestimmung, zundchst im Berithrungs-
elemente. Die Kriimmung soll positiv heissen, wenn die Fundamenta}-
clemente imaginir, negativ, wenn sie veell sind. Als Mass der Kriim-
mung bezeichne ich, schlechthin ausgesprochen, die Grisse des
Zurtickbleibens resp. Voraneilens. Dieses Krimmungsmass erhalt, wie
ich jetzt zeigen will, fiir alle Elemente des Gebildes denselben Werth.
Fiir denselben kann — ZLc? genommen werden, wo ¢ die charpkteri-
stische Constante der allgemeinen Massbestimmung ist.

Die beiden Fundamentalelemente der allgemeinen Massbestimmung
mbgen, wie oben ip dem Beispiele, harmonisch zu 2z = 0 und sm
7 == oo gelegen sein, und zwar seien sie darch:

F==a
bestimmt. Ist dann ¢, wie immer, die charakteristische Constante der
Massbestimmung, s¢ findet man fiir den Abstand eines Elementes 2
vom Coordinatenanfangselemente:
. 2
2¢i arc tg - 7z

oder, in eine Reibe entwickelt:

2ei 2ei g 20 o g ..

AR I AL
Die im Elemente z = O tangirende specielle Massbestimmung ist die-
jenige, welche als Entfernung des Elementes z vom Elemente 2 == (
das erste Glied der Reihenentwicklung, also den Ausdruck:

Mathemasische Annalen IV. 39
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2¢t

Va
benutzt. Als Abweichung der allgemeinen Massbestimmung von der
tangirenden speciellen, oder als Krimmungsmass der ersteren, kann
man dann definiren: das negativ genommene zweite Glied der Reihen-
entwicklung, dividirt durch die dritte Potenz des ersten Gliedes. Dies

aber ergiebt den eben angegebenen Ausdruck — 62

Dieser Ausdruck fiir das Kriimmungsmass hat auch das oben fest-
gesetzte Vorzeichen. Bei reellen Fundamenialelementen muss man
(§ 4.) ¢ ein positives Vorzeichen ertheilen, das Kriimmungsmass wird
also negativ; bei imaginiren Fundamentalelementen dagegen ist ¢ rein
imaginir zu nehmen, somit das Kriimmungsmass positiv. Das Kriim-
mungsmass einer speciellen Massbestimmung wird Null. Demn wir
mussten im vorigen Paragraphen, um durch einen Grenziibergang zu
der speciellen Massbest:mmuncr zu gelangen, ¢ einen unendheh grossen
Werth ertheilen.

Endlich ist anch die Kriimmung in allen Elementen dieselbe, in-
sofern ¢ fiir alle Elemente dieselbe Bedeutung hat.

Das hiermit aufgestellte Kriimmungsmass einer allgemeinen Mass-
bestimmung kann noch in der folgenden Weise definirt werden.

In § 5. wurde gezeigt, dass die Linge der ganzen Linie bei
imaginiren Fundamentalelementen und der Constanten ¢4 gleich 2¢,%
wird. Der mit #® multiplicirte reciproke Werth des Quadrats dieses
Ausdruckes ist aber das Kriimmungsmass. Das Kriimmungsmass ist
gleich der Fliche eines Kreises, der einen Radius gleich dem reciproken .
Werthe der scheinbaren Linge der ganzen Geraden hat.

Bei reellen Fundamentalelementen kann man folgende Betrach-
tung machen. Der gegenseitizge Abstand der bexden Fundamental-

elemente £ = -+ }/«, gemessen in der tangirenden speciellen Massbe-
stimmung, ist gleich 4¢. Das Krum.mungsmass wird also gleich dem
mit — 4 multlphexrten reciproken Quadrate des in der tangirenden
speciellen Massbestimmung gemessenen Abstandes der belden Fun-
damentalelemente.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass die dreierlei Massbeslimmungen,
welche die elliptische, die hyperbolische und die parabolische Geometrie
auf der geraden Linie annehmen, zu einander in dem Verhiltnisse der
Beruhrung stehen. Die Berihrung findet jedesmal in demjenigen
Punkte Statt, den wir gerade ins Auge fassen, von dem aus wir im
Sinne der hyperbolxschen oder der elliptischen oder der parabohschen
Geometrie messen. Die Masshestimmung der parabolischen Geometrie
ist die specielle Massbestimmung, welche die allgemeine Masshestimmung
der elliptischen bez. der hyperbolischen Geometrie tangirt. Sie kann
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desswegen die letzieren fir alle Punkie ersetzen, welche von dem
Punkte, den wir gerade betrachien, wenig entfernt sind.

§ 8
Die allgemeine projectivische Masshestimmung in der Ebene.

Nachdem nunmehr die projectivische Massbestimmung auf den
Grundgebilden erster Stufe auseinandergesetzt worden ist, kénnen wir,
fast unmitielbar, zu den projectivischen Massbestimmungen auf den
Grundgebilden zweiter und sodann beliebiger Dimension #bergehen.
Wir finden sodann eine allgemeinere Massbestimmung, welche die von
uns bei diesen Grupdgebilden gewdhnlich in Anwendung gebrachten
Massbestimmungen, andererseits aber auch die Massbestimmungen,
welche die elliptische und die hyperbolische Geometrie fiir die be-
treffenden Gebilde aufstellt, als specielle Fille umfasst. Es soll die-
selbe hier zuniichst fiir die Ebene auseipandergesetzt werden. Fir den
Punkt (als Strahlen- und Ebepenbiinde] im Raume) gestaltet sich die-
selbe ganz in gleicher Weise, wie in § 10. noch piher erdrtert werden
soll,

So wie man bei der projectivischen Masshestimmung auf den Grund-
aebilden erster Stufe zwei Elemente derselben als Fundamentalelemente
benutzt, so legt man der projectivischen Massbestimmung in der Ebene
einen Kegelschnitt zn Grunde, welcher der fundameniale Kegelschnift
heissen soll (bei Cayley ,,the absolute). An diesen fundamentalen
Kegelschnitt kuiipft sich zunschst die Massbestimmung auf allen Grund-
gebilden erster Stafe, welche der Ebene angehoren, d. b. die Mass-
bestimmuug auf den Geraden und in den Strahlbiischeln der Ebene.
Jede gerade Linie schneidet den fundamentalen Kegelschnitt in zwei
(reellen oder imaginiiren oder zusammenfallenden) Punkten. Diese
sollen die Fundamentalpynkte fir die auf ihr zu treffende Masshestim-
mung sein. Unter den Linien jedes Biischels finden gich gwel (reelle
oder imaginire oder zusammenfallende) Tangenten des Kegelschnitts.
Dieselben sollen als Fundameatalstrahlen fiir die Masgbestimmung im
Strahlbiischel genommen werden. — Sodann wollen wir noch eine

_ Festsetzung hinsichtlich der Constanten ¢ machen, die in Anwendung
z bringen sind. Zur Massbestimmung auf allen geraden Punktreihen
wollen wir dieselbe, iibrigens willkiirlich gewihlte Constante ¢ be-
nutzen; ebenso zur Masshestimmung in allen Strahlbiischeln ein und
dieselbe, iibrigens beliebig angenommene Constante ¢

Fiir die hiermit ‘eingefihrte Massbestimmung wollen wir nunmehr
den analytischen Ausdruck aufstellen.

Die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in Punkicoordinaten

mag sein: Q=0.
S0
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Sodann seten durch:
Qx5 Ly
digjenigen Ausdriicke bezeichnet, welche entstehen, wenn man in Q
die Coordinaten z,, x,, #, eines Punktes (r), resp. die Coordinaten
Y, Ya, ¥y eines Punktes (y) einsetzt. Endlich bedeute:
Qry

‘das Resultat der Einsetzung der Coordinaten y in die Polare von (z),
oder, was dasselbe ist, der Coordinaten z in die Polare von (y). Dann
ist das Doppelverhiiliniss der beiden Punkte (#) und (y) zu den beiden
Schuittpunkten ihrer Verbindungsgeraden mit dem fundamentalen
Kegelschnitt durch den Quotienten der Wurzeln der folgenden in 4
quadratischen Gleichung gegeben:

Ay + 242, + Q,, = 0.
Das Doppelverhéiliniss ist also gleich:

Doy + ¥V Py — R 2
=Y By — R Qyy ’

und die Entfernung der beiden Puwkte wz'ﬁﬁd-
Q’-’? + z -’3-" S/ .'7’

== ¢ log
;/sz -9,
oder auch, was dasselbe ist:
Q
== 2{¢ . are cos 2y

V%a @y
Es sind dies also, bel der hier gebra.uchten Bezeichnung, genau die-
selben Ausdrucke welche bei den Grundgebilden erster Stafe auftraten.

Auf ganz gleiche Weise ergiebt sich der Winkel zweier Geraden
mit den Coordinaten wu,, u,, u; und v, »,, v,, Wenn:

=90

die Gleichung des fundamentalen Kegelschnittes in Liniencoordinaten
ist, durch die folgende Formel. Der Winkel der beiden Geraden wt:

@, 4+ Y, =, B,
e, —y¥,,—, o,

== C’ 10(1‘

oder , was dasselbe ist:

U

., ®
== 2¢¢ are cos ———— -
)

Uu v

¥s entsteht nun zunichst die Frage: Wo liegen diejenigen Punkte
(%), welche von einem Punkte (z) gleich weit abstehen? Da die Ent-

fernong zy nur von:

Dy

V% V'
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abbingt, so erhalten wir die Gleichung des geometrischen Ories fir
(y), indem wir diesen Ausdruck gleich einer Coustanten %, oder, was
dasselbe ist, wenn wir:
ngy = kﬁQg; ny

setzen. Dies ist aber ein Kegelschnitt, welcher den fundamentaleu
Kegelschnitt Q,, = 0 in den beiden Durchschnittspunkten mit Q,, == 0,
der Polare von (¥) in Bezug auf den fundamentslen Kegelschuitt,
beriihrt.

Von dem Punkte (x) stehen alle digjenigen Punlte gleich weit ab,
die demselben Kegelschwifte angehdren, wdcher dew Fundamentalkegd-
schmitt in den beiden Durchschnitten wit der Polare des Punites (z)
berihrt.

Diese Kegelschnitte also sind es, die wir, gewdhnlichem Sprach-
gebrauche folgend, bei unserer Massbestimmung als Kreise za be-
zeichnen haben. Der Punkt () ist das gemeinsame Cenfrum der
Kreise. Unter dem Radius des Kreises haben wir die Eunifernung
eines beliebigen seiner Punkte (y) vom Mittelpunkte (r), das heisst
den Ausdruck:

2i¢ arc cos
zu verstehen.

Unter diesen um das Centrum (z) beschricbenen Kreisen findet
sich insbesondere, k==0 und also einem Radius gleich zic entsprechend,
die Polare des Punktes (z). Es findet sich fermer unter ibpeu (fiir
J; =1) ein Kreis mit dem Radius Null. Derselbe besteht aus dem
Paare der von () an den Fundamentalkegelschuitt gelegten Tungenten.
Der Abstand zweier auf einer solchen Tangeunte gelegenen Punkte ist
in der That immey Null, weil sie mit den Durchschnittspunkten ihrer
Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegelochnitt das Doppelverhilt-
niss + 1 bilden. Man misste denn der Constanten ¢ einen unendlich
grossen Werth ertheilen, was hier nicht angeht, da sonst die Ent-
fernung aller nicht auyf einer Tangeute des Kegelschnitts ge)eganur
Punkte unendlich gross wiirde. Es bleibt natiirlich uunhepommen,
zur Massbestiomung anf den Tangenten des Kege]schnitte; dem ¢ elnen
besonderen unendlich grossen Werth beizulegen. Diese Masshestimmung
ist dann aber nicht mehr mit der allgemeinen vergleichbar. — Es
giebt endlich unter den in Rede stehenden concentrisechen Kreisen,
L == oo entsprechend, einen mit uneadlich grossem Radius. Dies ist
der fundamentale Kegelschuitt selbst; wie denn auf jeder durch ()
hindurchgehenden Geraden die beiden Durchschnittspunkte mit dem
fundamentalen Kegelschnitte die beiden unendlich fernen Punkte sind:
Der Fundamentalkegelschnilt ist der Ort devjenigen Punkte, welche von
cinem belichigen Punlde unendlich ubstchen.

Ganz entsprechende Betrachtungen, wie vorstehend fiir die Punkte
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der Ebene, kann man ohne Weiteres fiir die Geraden derselben an-
stellen:

Disjenigen Geraden, welche mit einer festen Geraden (w) den nim-
lichen Winkel einschliessen, umbiillen Kegelschnitte, welche den Fun-
damentolkegelschnitt in den beiden Durchschnitispunkten mit (w) beriihren,
unter denen sich also insbesondere der Pol von (w) (als Strahlbiischel
gedacht) befmdet. — Diejewigen Geraden, welche durch einen der Durch-
schuitispunkte des Fundamentallegelschnitts mit (w) hindurchgehen, schilies-
sen mit () einen Winkel Null ein. — Die Tangenten des fundamentalen
Kegelschwitts bilden mit (1) einen unendlich grossen Winkel.

Diejenigen Kegelschnitte also, welche den Fundamentalkegelschnitt
zweimal berihren, sind gleichzeitiz Ort derjenigen Punkte, welche vou
¢inem festen Punkte, dem Pole der Berithrungssehne, gleich weit ab-
stehen, und werden umhiillt von denjenigen Geraden, welche eine feste
Gerade, die Berilhrungssehne, unter coustantem Winkel schneiden,
Man bemerke ferner noch dies. Als parallele Linien wird man solche
Linien bezeichnen, die sich unendlich weit, d. h. aof dem Fundamental-
kegelschnitte schoeiden. Der Winkel zweier paralleler Linien ist gleich
Null. Aber es steht nichts im Wege, fiir ein Biischel paralleler Linien,
indem man ¢ einen unendlich grossen Werth beilegt, eine specielle
Masshestimmung einzufithren. Auf die Einfiihrung einersolchen speciellen
Massbestimmung kommt es hinaus, wenn wir in der gewdShnlichen,
parabolischen Geometrie von einem Abstande*) zweier Parallelen
reden.

§ 9.

Ueher diejenigen linearen Transformationen der Ebene, welche
an Stelle der Bewegungen treten.

Ein Kegelschnitt hat die Eigenschaft, durch dreifach unendlich
viele lineare Transformationen der Ebene in sich iibersugehen. Denn
es giebt achtfach unendlich viele lineare Transformationen in der Ebene
und nur fiinffach unendlich viele Kegelschnitte, so dass jeder Kegel-
schnitt in jeden anderen, und also auch in sich selbst, dureh dreifach
unendlich viele lineare Transformationen iibergefithrt werden kann.

Bei einer solchen linearen Transformation der Ebene vertauschen
sich die Punkte des Kegelschnittes unter sich, gerade so, wie bei
einer linearen Transformation eines Grundgebildes erster Stufe, dessen
Elemente unter einander vertauscht werden. Man wird hieraus schliessen,
dass bei jeder solchen linearen Transformation zwei Punkte des Kegel-

¥) Es ist dabei eine Besonderheit der parabolischen Geometrie, wenn der Ab-
stand zweier Parallelen gleich ist dem Minimalabstande zweier auf ihnen beweg-
licher Punkte.
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schniits ungedndert bleiben. In der That, man betrachie die beiden
Strahlbiischel o(p,, Py, ps,.-.) wd o(p), ps, py...), welche von
einem festen Punkte o des Kegelschnitts nach beliebig gegebenen
Punkten p,, p,, p; . . . desselben und nach denjenigen Punkten ., p,,
p;. . . hingehen, die ans letzteren vermoge einer linearen Tramsfor-
mation der Ebene, die den Kegelschnitt ungefindert lisst, entspringen.
Die beiden Biischel sind projectivisch, dern o(p,, g, ps, - - -} ist pro-
jectivischk mit o'(p, p,% P35 - . .), wo ¢ den Punki bezeichnet, in
welchen o bei der Transformation iibergeht. Dieser Punkt o ist aber,
wie 0, ein Puunki des gegebenen Kegelschnittes, also ist o(p,, ),
Py, - - +) projectivisch zu o(p,, py, Py, ...) und also letzteres auch zu
o(Pys Pas Psy---); W. % b. Sind aber die beiden Bischel o(p,, 3,
Py, -+ ) und o{p,s s Py, - ) projectivisch, so haben sie awei Strahlen
om, und o, entsprechend gemein, mithin giebt es zwei Punkte z,, x,
des Kegelschnittes, welche bei der Transformation ungeindert bleiben.

Bleiben aber zwei Punkte des Fundamentalkegelschnitts ungeindert,
so auch deren Verbindungslinie, die Tangenten in ihnen und deren
Durchschnitt, iberhaupt also das von der Verbindungslinie und den
Tangenten gebildete Dreieck. Unter Zugrundelegung dieses Dreiecks
als Coordinatendreieck ist die Gleichung des Kegelschuittes von der

Form:
Zy Ty - £ =0,

Die lineare Transformation, durch welche er in sich selbst Gbergeht,
muss, da sie das Dreieck ungefindert lisst, von der Form sein:
Ly ==Yy, L=y Wy O

Als Bedingung dafir, dass durch sie der Kegelschniti wageindert
bleibt, kommi:
und da dies nur eine Bedingung fiir die drei homogenen « ist, 0 giebt
‘es einfach unendlich viele lineare Transformationen, die das Dreieck
und den Kegelschnitt ungeindert lassen.

Dureh diese Pransformationen bleibt der Quotient x;? unabhiingig
von seinem Werthe uxge:‘imiert. Es gehen alsp duych die nimlichen
Transformationen alle Kegelschnitte von der Form:

Ty Xy -~ bt =0

Gy by — 332""—':0)

in sich iber®). , ’
Die biermit niiher bestimmien linearen Trapsformationen der
Ebene, die den Kegelschnitt in sich iiberfiibren, zerfallen nun, sofern

# Beilaufig bemerkt, sicht man hieraus: Nicht jede lineare Trznsfsrfnatian
£5hrt einen Kegelschnitt in sich selbst dber; wteht aber die Tm_nsfomauon zu
einem Kegelachaitte in dieser Bezichung, o gleich zu unendlich vielen.
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sie reell sind, in zwei Gruppen. Die Transformationen der ersten
Gruppe kinmen durch Wiederholung einer rveellen, unendlich kleinen
Transformation derselben Art erzeugt werden, die der zweiten wichi.

Ist beispielsweise der Fundamentalkegelschnitt reell, ebenso die
beiden festbleibenden auf ibm befindlichen Punkte =, und =,, so hat
man eine Transformation der ersten oder zweiten Gruppe, jenachdem
o« = V@, & oder uy = — Ve, w,, Im letatéren Falle wird die Strecke
m, %, von je zwei entsprechenden Punkten des Kegelschnitts getrennt,
im ersteren nicht. . =

Die Transformationen der ersten Gruppe, durch die der Funda
mentalkegelschnitt ungeindert bleibt, sind es nun, welche als Be-
wegungen der Ebene bezeichuet sein sollen. Dieselben gehen nimlich
in den Cyclus der wirklichen Bewegungen der Ebene iiber, wenn wir
den Fundamentalkegelschnitt in der Art passend particularisiven, dass
die aof ihn gegriindete Massbestimmung in die wirklich angewandte
ithergeht *).

Bei dieser Definition kbnnen wir den eben bewiesenen Satz, dass
durch jede lineare Transformation, durch die der gegebene Kegel-
schnitt in sich fibergeht, unendliche wiele Kegelschnifte ungefindert
bleiben, so aussprechen:

Bei ciner Bewegung dev Bbene geht wicht nwur der Fundamental-
Fegelschnitt , sondern jeder Kegelschwift (jeder Kreis) in sich iber, welcher
thn in den beiden fest blechenden Punkien beriihyt.

Unter diesen Kegelschnitten findet sich namentlich auch der Punkt
2, =0, z, = 0, der gemeinsames Centrum der Kreise ist. Wir wollen
die Bewegung als eine Rotation der Ebene uwm dieses Centrum be-
zeichnen.

Dann haben wir den Satz:

Jede Bewegung der Ebene besteht in einer Rotation um einen Punkt.
Alle anderen Punkte beschreiben um diesen Punlit als Centrum herwm-
gelegte Kreise.

Es brancht kaum hervorgehoben zu werden, dass bei der Bewe-
gung die Polare des Rotationscentrums dualistisch dieselbe Rolle spielt,
wie das Centrum, dass also bei unserer Massbestimmung Bewegung
ein sich selbst dualistischer Begriff ist. Diese Dualitat wird erst aof-
gehoben, wenn wir, um zur parabolischen Geometrie zn gelangen,
den fundamentalen Kegelschnitt undualistisch particularisiren.

™) Die andere Classe vou Transformationen des Kegelschuittes in sich selbst
liefert bei diesem Uebergange diejenigen Transformationen der Ebene, welche aus
ebenen Figuren beliebig gelegene, invers congruente machen”
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Unter den Bewegungen der Ebene giebt ey noch einen ausgezeich-
neten Fall, der dann eintritt, wenn das Centrum der Rotation unend-
lich weit, d. h. auf den Fundamentalkegelschnitt riickt.

Die Kreise, welche von den einzelnen Punkten der Ebene be-
schrieben werden, sind dann Kegelschnitte, die den fundamentalen
Kegelschnitt im Centrum vierpunktig beriihren. Diejenige Art der
Bewegung, welche dieser Annahme bei der gewdhnlichen Massbestim-
mung entspricht, bezeichnet man als Translation*).

Es ist nun ersichtlich, dass, wenn man Bewegungen der Ebene
so definirt, wie vorstehend geschehen, dann der Satz gilt:

Bei den Bewegungen der Ebene bleiben dic Massverhiltnisse un-
gedndert.

Denn da bei einer Bewegung der Fundamentalkegelschnitt in sich
iibergeht, so wird bei derselben das Doppelverhiltniss zweier Punkte
zu den beiden Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit dem Fun-
damentalkegelschnitte erhalten. Also auch der mit einer Constanten
multiplicirte Logarithmus des Doppelverhiltnisses, d. h. die Entfernung
der beiden Punkte. Aehnlich ist es mit dem Winkel zweier Geraden.

Es gilt dies nicht nur fiir die Bewegungen der Ebene, sondern
auch, und aus demselben Grunde, bei den Transformationen zweiter
Art, die den Fundamentalkegelschnitt in sich {iberfiibren.

Es gilt ferner etwas Achnliches bei denjenigen reciproken {dua-
listischen) Transformationen, die den Fundamentalkegelschnitt in sich
iiberfithren, namentlich fiir die durch denselben begriindete Polar-
Reciprocitit. Denu zwei Punkten und den Durchschnittspunkten ihrer

. Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegelschnitt, die ein gewisses
Doppelverbiltuniss besitzen, entsprechen bel diesen Transformationen
zwei Linien und die beiden von deren Durchschnittspunkte an den
Fundamentalkegelschnitt gehenden Tangenten, welche dayselbe Doppel-
verhiltniss mit einander bilden. Nehmen wir also die beiden Con-
stanten ¢ und ¢ (§ 8.) der beiden Massbestimmungen gleich, so haben
wir den Satz:

Dic Entfernung sweier Punkte ist gleich dem Winkel der ikmen
entsprechenden Geraden, und wngekehrt;
insbesondere:

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Wikl ikrer Polaren.

#) Eine durck die Particnlarisaljon des Fuﬂdamntalkegeha!znim herbaeige—
fithrte Besonderheit ist er, wenn bei der parabolischen Geometric die Tran&lf;twwn
ein geschlossenes System bilden und je zwei Translationen vertauschhar sind.
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Wir werden hier diese Sitze nicht weiter benutzen, and nur noch
im folgenden Paragraphen auf den letzien derselben zuriickkommen,
Unter ihn subsumirt sich nimlich der Satz aus der Geometrie der
Kugel: dass sich die Seiten und Winkel eines sphiirischen Dreiecks
beim Uebergange zum Polardreiecke vertauschen®).

§ 10.

Die allzemeine projectivische Masshestimmung im Strahlen- und
Ebenenbiischel.

In ganz ihnlicher Weise, wie in den beiden vorigen Paragraphen
eine allgemeine projectivische Massbestimmung fiir die Ebene aufge-
stellt wurde, wird man eine solche fiir das andere Grundgebilde zweiter
Stufe, den Punkt (anfgefasst als Ebenen- und Strahlenbiindel), auf-
stellen knnen. Bel derselben wird man statt des fundamentalen Kegel-
schnittes einen fundamentalen Kegel szweiten Grades benutzen. Als
Winkel zweier Geraden, die sich im Mittelpunkte des Kegels schneiden,
ist der mit einer Coustanten ¢ multiplicirte Logarithmus desjenigen
Doppelverhaltnisses anzusehen, welches die beiden Geraden mit den
beiden Erzeugenden des Kegels bilden, die mit ihnen in einer Ebene
liegen; als Winkel zweiler durch den Mittelpunkt gehenden Ebenen
der mit einer (anderen) Constanten ¢ muliiplicirte Logarithmus des
Doppelverhiltnisses der beiden Ebenen zu denjenigen beiden Tangenten-
ebenen des fundamentalen Kegels, welche durch ihren Durchschnitt
gehen. .

Der analytische Ausdruck dieser Massbestimmung ist genau der-
selbe, wie derjenige, der oben fiir die Massbestimmung in der Ebene
aufgestellt wurde. Man hat nur den Coordinaten (x), (y) bez. (u),
(¥) in der Ebene die Bedeutung von Strahlen- und Ebenencoordinaten
im Punkte zu geben. Auch alle anderen fiir die Ebene ausgefithrten
Entwickelungen lassen sich ohne Weiteres anf den Punkt iibertragen,
welche Andeutung hier geniigen soll.

Es ist nun leicht zu sehen, dass sich die gewdhnliche Massbe-
stimmung im Punkte**), d. h. die gewOhnliche Art und Weise, Winkel
von Geraden oder Ebenen, die durch einen Punkt gehen, zu messen,
als specieller Fall unter diese allgemeine Massbestimmung subsumirt.
Dieselbe benutat als fundamentalen Kegel zweiten Grades den Kegel,

¥) Vergl. Cayley, L ¢
*¥) Man spricht gewShnlich nicht von der Massbestimmung im Punkte, son-
dern von der Masshestimmung aof einer um ibn als Centram herumgelegten Kugel
(vom Radius 1). Im Texte ist die erstere Ansdrucksweise vorzuziehen, da dex Punkt
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der vom Punkte sich nach dem unendlich weit enlfernten imagindren
Kreise®) erstreckt; sie setzt iberdies die beiden Constanten ¢ und ¢ gleick
V—1 **)

2
Denn auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, ist der

Kegel, welcher von dem Punkte nach dem unendlieh fernen imaginiiren
Kreise hingeht, dargestellt durch:

Bt g+ 22 =0,
oder in Ebenencoordinaten durch:
ut + 0 w? =0,

Fiie den Winkel, den zwei gerade Linien wit den Coordinaten (z, y,
z)', (', o, #) bez. zwei Ebenen (u, v, w), («, ¢, w') mit einander
bilden, erhalten wir also nach den Formeln des § 8., indem wir noch

’ "—l
¢ = ¢ = "~ setzen, bez.
ALC 60§ + e ST YV £
sz_i_yz_*_zt. th_,}_yz_*_z:
und: . , ,
are cos - uu + o0 + ww

Vir + ot wt . Put o't + w0t

und dies ist die gewdhuliche Winkelbestimmung. — Die Polare einer
durch den Punkt gehenden Ebene mit Bezng auf den fundamentalen
Kegel ist deren Senkrechte. Der letzte Satz des vorigen § geht also
jetzt in den Satz iiber: Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem
Winkel ihrer Normalen. Auf diesem Satze berubt das in der sphi-
rischen Geometrie apgewandte Prineip, nach welchem in einem sphi-
rischen Dreiecke und seinem Polardreiecke die Massverhaltnisse dua-
listisch dieselben sind, d. h. dieselben sind, wenn man die Seiten mit
den Winkeln vertauscht.

das einfache Grundgebilde ist, mit dem die projectivische Geometrio operirt.
Dabei ist ein Unterschied nicht zu iibersehen, der auch schon auftritt, wenn man
statt von der Massbestimmung im Strahlbischel von der Massbestimmuug auf dem
Kreise spricht. Jeder durch den Punkt hindurchgehenden Geraden (jedem Strakle
des Biischels) entsprechen zwei Punkte der Kugel {des Kreises). Dadurch wird
fir die Massbestimmung auf der Kugel (dem Kreise) noch ein Unterschicd ge-
schaffen, der hier nur unndthigerweise compliciven wiirde.

#) Bei der elliptischen und byperbolischen Geometrie moss statt dessen go-
setzt werden: den Tangentenkegel, der sich von dem Punkte nach der onendlich
ferpen Fliche zweiten Grades erstreckt.

%) Dies ist diejenige Annahme der Constanten, welche Cayley immer in

Anwendung bringt.
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§ 11

Die Massbestimmung in der Ebene bei imaginirem Fundamental-
kegelschnitte. Die elliptische Geometrie.

Die gewthnliche Masshestimmung im Punkte ist ein Bild dafir,
wie sich iiberhaupt die projectivische Massbestimmung in Punkt wnd
Bhene stellt, wenn der fundamentale Kegel, resp. der fundamentale
Kegelschnitt imaginiir ist. Die einzige bei der gewdhnlichen Massbe-
stimmung im Punkte hinzutretende Particularisation ist, dass die beiden
V=1
P
gemeiner gleich ¢, J— 1 und ¢," p/— 1 gesetzt, so wiirden die Mass-
unterschiede nur um Factoren 2¢,, 2¢,” gewachsen sein:

z& +yy + 27
Ve F 942 . Vet y?+ 27

w4 0o - ww
Ve F ot VuT o7 we’
Ausdriicke, an welche man ohne Weiteres dieselben Entwickelungen
ankniipfen kann, wie an die urspriinglichen.

Ist also in der Ebene ein imaginirer Fundamentalkegelschnitt ge-
geben, so ist die Linge jeder reellen Linie endlich, ebenso die Summe
der Winkel im Strahlbiischel. Behalten wir die Bezeichnung ¢, und _
¢, filr die durch i dividirten Constanten ¢ und ¢ bei¥®), so st die
Linge der geraden Linie gleich 2¢#, die Summe der Winkel im
Biischel gleich 2¢,'x.

Es giebt weder reelle unendlich ferne Punkte, noch reelle Linien,
welche mit anderen unendlich grosse Winkel bilden. Sodann werden
sich auch alle Relationen zwischen den Winkeln von Linien und von
Ebepen, die durch einen Punkt gehen, auf die Abstéinde von Punkien
und die Winkel von Geraden in der Ebene itbertragen, wenn man
nur vorher die Abstinde durch 2¢,, die Winkel durch 2¢, dividirt.
Die chene Trigonometrie unter Zugrundelegung dieser Massbestimmung
wird also sein wie die sphiirische Trigonometrie, nur mit dem Unter-
schiede, dass man statt der Seiten der Dreiecke und ihrer Winkel die
durch 2¢, dividirten Seiten und die durch 2¢,” dividirten Winkel in
die Formeln einzufithren hat.

Constanten ¢ und £ gleich gesetzt werden. Hitten wir sie all-

2¢, . are cos

und

2¢,. are cos

*c und ¢ sind in der That rein imaginir zu nehmen, ans demselben
Grunde, avs dem in § 5. die Constante ¢ bel imaginiren Fundamentalelementen
imagindr gesetzt wurde.
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Die hiermit geschilderte Massbestimmung in der Ebene ist nun
gerade diejenige, welche die elliptische Geowetrie anzunehmen hat.
Man wird bei thr noch insbesondere, damit die Winkelsumme im
Biischel gleich = sind, die Constante ¢, wie bei der 'gewdhnlichen
Massbestimmung im Punkte, gleich } setzen. Die Winkelsumme im
ebenen Dreiecke ist dayn, wie beim sphirischen Drejecke , grdsser als
2z, und wird nur gleich 2z beim unendlich kleinen Dreiecke u. s. f.

Man hat hiernach ein Bild fiir den planimetrischen Theil der ellip-
tischen Geometrie, wenn man sich in der Ebene einen imaginiren
Kegelschnitt willkiirlich gegeben denkt uud auf ihn eine projectivische
Massbestimmung griindet. Beispielsweise wihle man fir den Kegel-
schnitt denjenigen, in welchem die Ebene von dem Kegel geschnitten
wird, der von einem bestimmten Punkte des Raumes nach dem un-
endlich fernen imaginiren Kreise hingeht. Sodann setze man ¢ und ¢
gleich Vgl- So ist die Entfernung zweier Punkte oder der Winkel
zweier Geraden der Ebene gleich dem Winkel, unter welchem die
beiden Punkte, bez. die beiden (feraden von dem gewihlten Punkte
aus erscheinen. — Andererseits: ist die uns thatsichlich gegebene Mass-
geometrie die elliptische, so bilden die unendlich fernen Punkte der
Ebene einen imaginiren Kegelschnitt, und die elliptische Geometrie
fallt mit der auf diesen Kegelschnitt gegriindeten projectivischen Mags-
bestimmung zusammen.

§ 12.

Die Massbestimmung in der Ebene bei reellem Fundamental-
kegelschnitt. Die hyperbolische Geometrie.

Wir wollen uns jetzt in der Ebene cinen reellen Fandamental-
kegelschnitt gegeben denken. Ks wird dies zu einer Masshestimmung
fithren, die fiir die Punkte innerhalb des Fundamentalkegelschnittes
mit den Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie fibereinkommt.

Ist der fundamentale Kegelschnitt reell, so zerfallen die reellen
Punkte und Geraden der Ebene, jede fir sich, in uwei Classen. Es
gieht Punkte, von denen aus sich zwei reelle, und solche, von denen
wus sich keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt legen lassen.
Die ersteren bezeichnet man als die Punkte ausserbalb, die. letzteren
als die Punkte innerhalb des Kegelschnittes. Analog zerfallen die
Geraden in zwei Gruppen, in solche, welche den Kegelschnitt in zwes
reellen, und in solche, welche ihn in zwei imagingren Punkten schneiden.

Des Zusammenhangs mit der hyperbolischen Geometrie wegen
wollen wir uns auf die Betrachtung der Punkte innerhalb des Kegel-
schnittes und der durch sie hindurchgehenden Geraden beschranken.
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Keins der Strahlbiischel, deren Mittelpunkte in den von uns he-
trachteten Ranm fallen, hat reelle unendlich ferne Elemente. Dess-
wegen soll die Constante ¢ rein imagindr, — ¢,'¢, genommen werden.
Die Winkelsumme in einem beliebigen Biischel, dessen Mittelpunkit
innerhalb des fundamentalen Kegelschnittes liegt, ist dann 2¢, .

Dagegen bat jede Gerade, welche das von uns betrachtete Gebiet
durchsetzt, awei reelle (logarithmiseh) unendlich ferne Punkte: ihre
Durchschnittspunkte mit dem Fundamentalkegelschnitt, Desshalb werden
wir der Constanten ¢ einen reellen Werth beilegen.

Bei dieser Festsetzung der Constanten ¢ und ¢ haben alle Punkte,
welche innerhalb des Kegelschnitfes liegen, einen reellen Abstand;
ebepso bilden alle Geraden, die sich innerhalb des Kegelschunittes
schneiden, mit einander einen reellen Winkel. Aber der Abstand
zwejer Punkte, die durch den Fundamentalkegelschnitt getrennt werden,
ist imagingr. Der Fundamentalkegelschnitt ist der Ort der unendlich
fernen Punkte. Zwei Gerade, die dnrch das Innere des Kegelschnittes
verlaufen, aber sich ausserhalb desselben schneiden, bilden einen
imaginiren Winkel. Zwischen ihnen und den Geraden, die sich inner-
halb schneiden, bilden diejenigen den Uebergang, deren Schanittpunkt
auf den fundamentalen Kegelschnitt, also unendlich weit fillt, d. h
diejenigen Linien, welche parallel (§ 8.) sind. Thr Winkel ist gleich
Nuli,

Wir wollen uus jetzt deuken, dass wir uns an irgend einer Stelle
im Inneren des Fundamentalkegelschnittes befinden und dass wir uns
anf der Ebene nur vermdge derjenigen linearen Transformationen be-
wegen konnten, die den fundamentalen Kegelschnitt ungeéindert lassen,
(vergl. § 5., § 9.). Wir werden uns dann, wie bei unserer gewGhn-
lichen Massbestimmung, um uns selbst drehen konnen und nach end-
licher Drehung in die Anfangslage zurlickkommen, wir werden eben-
falls, wie bei der gewdhnlichen Massbestimmung, auf der geraden
Linie nach der einen oder anderen Seite unaunsgesetzt fortschreiten
konnen. Aber wir werden nie den fundamentalen Kegelschnitt erreichen,
geschweige denn Wherschreiten. Wir sind also in das Innere des Kegel-
schnittes festgebannt; der Kegelschnitt begrenzt fiir uns die Ebene;
ob jenseits desselben noch ein Stiick der Ebene vorhanden ist oder
nicht, wiirden wir nicht sagen kdnnen. Ein Beobachter, der, mit
der gewbhnlichen Masshestimmung ausgeriistet, uns auf den funda-
mentalen Kegelschnitt zuschreiten sihe, wihrend wir die Bewegung
gemiiss der neuen Masshestimmung mit constanter Geschwindigkeit
ausfithren, wiirde bemerken, wie wir (von einer gewissen Stelle an)
zusehens immer langsamer vorwirts kimen und die uns gegebene
Grenze, den Fundamentalkegelschnitt, nie erreichten.

Die hiermit geschilderte Massgeometrie endspricht nun durchaus
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dern. Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie, wenn wir noch die
einstweilen unbestimmt gebliebene Constante ¢,” gleich | setzen, damit
die Winkelsumme im Strahlbiischel gleich = wird. Betrachten wir,
um uns davon zu iiberzeugen, einige der Propositionen der hyperbo-
lischen Geometrie etwas naher (dieselben sollen in Anfithrungszeichen
aufgefithrt werden).

,,Dureh einen Punkt der Ebene giebt es un einer gegebenen Ge-
raden zwei Parallele, d. h. Linien, welche die gegebene Gerade in
unendlich fernen Punkten schneiden. Es sind dies die beiden Ver-
bindungslinien des Punktes mit den beiden Schnittpunkten der ge-
gebenen Geraden und des Fundamentalkegelschnittes.

,,Die Neigung der bejden Parallelen, die durch einen Punkt zu
einer Geraden gerogen werden konnen, nimmt bei zunchmender Ent-
fernung des Punktes von der Geraden zu, Riickt der Pupkt unendlich
weit, so wird dieselbe gleich z, d. h. in anderem Sinpe gerechnet,
die beiden Parallelen bilden einen Winkel gleich Null“. In der That,
wenn der Punkt anf den Fundamentalkegelschnitt riickt, so schliessen
die beiden Parallelen, wie iiberhaupt zwei Gerade, die sich auf dem
Fundamentalkegelschnitt schneiden, einen Winkel gleich Null ein.
Daher auch der Satz: ,,Der Winkel gwischen einer Geraden und jeder
ihrer Parallelen ist gleich Null¥, — Dass auch filr nicht unendlich
ferne Punkte der ,Winkel des Parallelismus,” den die hyperbolische
Geometrie aufstellt, sich bei unserer projectivischen Massbestimmung
wiederfindet, mag man daraus ersehen, dass, wie gleich gezeigh werden
soll, iiberhaupt die trigonometrischen Formeln in beiden Fallen tber-
einstimmen,

,,Die Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner als 2z; fir ein Dreieck
mit unendlich fernen Ecken ist die Winkelsumme gleich Null.“  Das
letztere folgt daraus, dass diese Ecken des Dreiecks nothwendig auf
dem Fundamentalkegelschnitt liegen, und je zwei Linien, die sich in
einem Punkte des Fundamentalkegelschnittes schneiden, einen Winkel
gleich Null einschliessen. Die allgemeine Giltigkeit des ersteren Satues,
der dadurch wahrscheinlich gemacht wird, dass fiir unendlich grosse
Dreiecke die Winkelsumme 0, fiir unendlich kleine gleich 2z ist,
folgt aus den noch nidher anzugebenden trigonometrischen ¥ormein.

,,Zwei Perpendikel, auf einer Geraden errichtet, schneiden sich
nicht.: Bei uns schneiden sie sich allerdings, namlich in dem Pole
der Geraden. Aber dieser liegt in dem Raume ansserhalb des K(legeL
schnittes, von dessen Existenz wir durch unsere Bewegungen nichts
wissen konnen. Kinen solcben Raum kinnen wir uns a\_)er — and
das geschieht auch in der hyperbolischen Geometrie — als einen idealens
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Ratm #) adjungiren; ganz in demselben Sinne, wie man in der para-
bolischen Geometrie den wirklich vorhandenen Elementen der Ebene
eine (uneigentliche) unendlich ferne Gerade hinzufiigt. Ueber die
Existenz des idealen Raumstiickes wird damit gar nichts ausgesagt;
wir gebrauchen den Ansdruck nur als einen in sich nicht wider-
sprechenden und bequemen Terminus.

,,Bin Kreis mit unendlich grossem Radius ist von einer Geraden
verschieden.” Ein Kreis mit unendlich grossem Radius bedeutet bei
uns einen Kegelschnitt, der den Fundamentalkegelschnitt vierpunktig
berfihrt. Dagegen wiirde die Gerade, d. h. eine Gerade, die durch
das von uns betrachtete Innere des Kegelschnittes geht, ein Kreis sein,
dessen Centrum (der Pol der Geraden) in das ideale Gebiet der Ebene
fallt, und dessen Radius einen imaginiren Werth hat. —

Wir wollen uns noch eine Vorstellung davon machen, wie sich
die Ebene in sich transformirt, wenn sie um einen unendlich fernen
oder einen idealen Drehpunkt rotirt (§ 9.). Im ersteren Falle be-
schreiben alle Punkte Kegelschnitte, die sich in unendlicher Entfer-
nung vierpunktig berithred. Im zweiten Falle beschreiben sie Kegel-
schnitte, welche den fundamentalen Kegelschnitt in zwei reellen Punk-
ten berithren. Unter ihnen befindet sich eine im Endlichen gelegene
Gerade, die Polare des idealen Drehpunktes. Diese Gerade verschiebt
sich in sich; aber die iibrigen Punkte beschreiben nicht etwa, ent-
sprechend den Vorstellungen der parabolischen Geometrie, parallele
Gerade, sondern (in der Nihe der Geraden flachgesireckte) Kegel-
schnitte, die den Fundamentalkegelschnitt in den beiden Durchschnitts-
punkten mit der ausaezemhneten Geraden bertihren.

Was nun endhch die trigonometrischen Formeln angeht, die be1
unserer jetzigen Massbestimmung gelten, so erhilt man dleselben
unmittelbar durch die folgende Ueberlegung. In § 11. haben
wir gesehen, dass, bei Zugrundelegung eines imaginiren Kegel-
schnittes in der Ebene und bei der Annahme der Constanten ¢ =¢;%

: V=1 e o . . N
¢=1¢i =~ fir die Ebene eine Trigonometrie gilt, deren For-

meln sich aus den Kormeln der sphirischen Trigonometrie ergeben,
wenn man statt der Seiten die Seiten, dividirt durch 2¢,, einfihrt.
Ein Gleiches wird nun auch gelten, wenn ein reeller Kegelschnitt zu
Grunde gelegt wird. Denn die Geltung der Formeln der sphirischen
Trigonometrie beruht doch auf analytischen Identititen, die unabhingig
sind von der Frage nach der Art des zu Grande gelegten fundamen-
talen Kegelschnittes. Der eimzige Unterschied, der nun, gegeniiber

*} Man vergl. hierzu namentlich die Auseinandersetzﬁngen, welche Herr
Battaglini gegeben hat: Sulla geometria smaginaria & Lobatchefsky. Gior-
nale di Matematiche. t. V. 1867.
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dem frilheren Falle, eintritt, ist, dass ¢, = < nunmehr imaginir ge-
worden ist. '

Die trigonometrischen Formeln, welche bel unserer jetzigen Mass-
bestimmung gelten, ergeben sich aus den Formeln der sphirischen Tri-
gonometrie, wenn man statt der Seiten die Seiten, dividict durch < |
einfiihrt. \

Das ist aber dieselbe Regel, nach welcher man iy der hyper-
bolischen Geometrie die trigonometrischen Formeln aufstellt. Die Con-
stante ¢ ist die in der hyperbolischen Geometrie vorkommende chargk-
teristische Constante. Man kann sagen, dass die Planimetrie sich nach
der Annahme der hyperbolischen Geometrie so gestaltet, wie die Geo-
Retrie auf einer Kngel mit dem imaginiren Radius f

Fiir die Vorstellungen der hyperbulischen Geometrie erhalten wir
nach dem Vorstehenden sofort ein Bild, weun wir einen beliebigen
reellen Kegelschnitt hinzeichnen und auf ihp eine projectivische Mass-
bestimmung griinden. Umgekebrt: ist die uns thatsichlich gegebene
Massbestimmung von der Art, wie sie sich die hyperbolische Geometrie
vorstellt, so bilden die unendlich fernen Pupkte der Ebene einen reel-
len uns umschliessenden Kegelschnitt, und ist die hyperbolische Geo-
metrie nichts Anderes, als die auf diesen Kegelschnitt gegriindete pro-
jectivische Massbestimmung.

§ 13

Die specielle Masshestimmung in der Ebene, Die parabolisehe
Geometrie,

Die Massbestimmung der parabolischen Geometrie ist unter den
bis jetzt betrachteten nicht mit enthalten, da sie keipen eigentlichen
Kegelschnitt als fundamentales Gebilde benutat. Vielmehr subsumirt
sie sich unter einen Grenzfall der seither betrachteten allgemeinen
Massbestimmung, der dann entsteht, wenn der fundamentale Kegel-
schnitt sich in ein Punktepaar auflost. Dieses fundamentale Punkte-
paar ist bei der parabolischen Geopetrie imaginir; es sind dic bedden
unendlich fernen imagindren Kreispunkte.

Fin imaginires Punkiepaar kann, wie hier beilin‘\ﬁg ausei_nandcr»
gesetzt werden mag, al> Uebergang eines reellexf Kegelschnittes zu
einem imaginiren angesehen werden, und stelit mclh desswegen anch
die parabolische Geonetrie als Uebergangsfall zwischen die byper-
bolische und die elliptische. Set beispielsweise eine Hyperbel gegebex},
deren (imaginire) Nebenaxe einen festen Werth' hat, wibrend die
Hauptaxe von einer gegebenen Grisse an allmihlich gegen Null ab-

Mathematische Annalen. IV. 0
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nimmé und dann imaginir wird. An der Grenze Null fallen die beiden
Aeste der Hyperbel in eine doppeltzihlende Gerade, die Nebenaxe,
zusammen. Diese Linie vertritt den Kegelschnitt, insofern er durch
Punkte erzeugt war. Aber sofern er von Linien umhiillt war, ist er
in zwei conjugirt imagindre Punkte ausgeartet, welche im Abstande
der constant gebliebenen Nebenaxe anf der doppelt zihlenden Geraden
liegen. Alle Tangenten des Kegelschuittes sind beim Grenziibergange
imaginiir geworden bis auf die eine Gerade, die jetzt den ganzen Kegel-
schnitt reprisentirt und die als Doppeltangente desselben anfzufassen ist.
Wird sodann auch die Hauptaze imaginir, so enthilt der Kegel-
schnitt {iberhaupt keine reellen Elemente mehr.

Doch wir wollen zuniichst allgemein eine solche Masshestimmung
in der Ebene betrachten, die statt eines fundamentalen Kegelschnittes
ein Punktepaar benutzt. Eine solche Massbestimmung soll eine specielle
Massbestimmung heissen, im Gegensatze zu der bis jetzt betrachteten
allgemeinen. Es versteht sich von selbst, dass man statt der Aus-
artung des Kegelschnittes in ein Punktepaar anch die Ausartung des-
selben in ein Linienpaar betrachten konnte; wenn wir uns hier auf die
erste beschriinken und ihr einen besonderen Namen geben, so geschieht
dies, weil sie es ist, die unter sich die parabolische Geometrie begreift.

Wenn der fundamentale Kegelschnitt in ein Punktepaar ausartet,
so bleibt die Bestimmung des Winkels #hnlich wie im allgemeinen
Falle. Jedes Strahlbiischel, dessen Mittelpunkt nicht gerade auf der
Verbindungsgeraden der beiden Fundamentalpunkte, d. h. auf den fun-
damentalen Kegelschnitt fillt, hat zwei getrennte Fundamentalstrahlen,
diejenigen beiden, welche durch die Fundamentalpunkte durchgehen.
Dagegen wird die Bestimmung des Abstandes zweier Punkte jetzt
wesentlich anders als in dem allgemeinen Falle. Da der Fundamental-
kegelschnitt jetzt aus einer doppeltzihlenden Geraden besteht, so
schneiden ihn alle Geraden in zusammenfallenden Punktepaaren. Die
auf ihnen zu messende Distanz wird also,.so lange die Constante ¢
nicht einen unendlichen Werth bekommt, Null. Wir miissen, damit
die Distanz endlich werde, ¢ einen unendlich grossen Werth ertheilen.
Dann wird die Distanz gleichzeitiz eine algebraische Function der
Coordinaten. Aber die Vergleichbarkeit von Strecken und Winkeln,
die bisher bestanden hatte, fillt fort; richtiger ausgesprochen: die
Strecken sind nur noch unendlich kleinen Winkeln vergleichbar. Auch
wenn wir ¢ einen unendlich grossen Werth ertheilen, bleibt die Ent-
fernung soleher Punkte, deren Verbindungsgerade durch einen Funda-
mentalpunkt dorchgeht, gleich Null. Denn diese Linien entsprechen
den Tangenten des fritheren Kegelschnittes. Einen Winkel gleich
Null bilden solche Geraden, welche sich in einem Punkte der Verbin-
dungsgeraden der beiden Fundamentalpunkte schneiden.
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Als Kreise wird man diejenigen Kegelschuitte bezeichnen, welche
durch die Fundamentalpunkte gehen; concentrische Kreise sind solche,
die sich in den beiden Pundamentalpunkten berfihren. Unter jedem
Systeme concentrischer Kreise findet sich einer mit dewy Radius oo,
Er ist in die doppeltzihlende Verbindungsgerade der bejden Funda-
mentalpunkte ausgeartet. Die unendlich fernen Punkte bilden also jelat
eine doppeltzithlende Gergde. Die Kreise haben njcht mebr, wie frither,
eine sich selbst dualistische Bedeutung. Diejenigen Linjen, welche
eine gegebene Linie unter constantem Winkel schneiden, umkillen
picht mehr einen ejgentlichen Kreis, sondern einen unendlich fern lig~
gendenden Punkt. Die Kreise mit unendlich fernem Centrum, welche
den Fundamentalkegelschnitt im Centrum vierpunktig beriibrten, sind
jetzt in die unendlich ferne Gerade und eine weijtere Gerade zerfallen
u. s. f. Alles das sind Dinge, die sich ans dem friker Aufgestellten
durch Grenziibergang ohpe Weiteres ergeben.

So wie wir nun unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes eine
dreifach unendliche Schaar linearer Transformnationen der Ebene als
Bewegungen bezeichnen honaten, so auch hier. Nur geniigt es nicht
mehr, die Bewegungen als diejenigen linearen Transformationen (oder
vielmehr als die eine Classe derselbén) zu definiren, welche das funda-
mentale Gebilde ungeiindert lassen. Deun ein Punktepaar geht nicht
nur durch dreifach unendlich viele, sondern durch vierfach unendlich
viele lineare Transformationen der Ebeune in sich iiber. Unter ihuen
aber sind dreifach ynendlich viele dadurch unsgeseichnet, dass jede
sinzelne unter ibpen die Kreise eives comcenirischen Bischels unge-
andert lisst. Diese selbst zerfallen wieder in zwei dreifach unendliche
Gruppen. Die eine Gruppe umfasst die Bewegungen, die andere die-
jenigen Transformationen der Ebene, welche ebene Figuren in invers
congruente iberfiikren. Die beiden Gruppen sind einfach dadarch zu
trennen, dass die Bewegungen jeden einzelneu der beiden Fundamental-
punkte ungeiindert lassen, wibrend die anderen Trausformationen die
beiden Fundamentalpunkte unter einander vertauschen. Jede Bewe-
gung der Ebenc besteht in einer Rotation um einen Ponkt. Wird die
Bewegung eine Translatiop, d. h. riickt das Rotationscentrum ’unen&-
lich weit, so beschreiben alle Punkte der Ebene parallele Gerade,
d. h. Gerade, welche sich in demselben unendlich fernen Punkte
schpeiden. Es existict jetst der Begriff der Ricktuny; pamlle:l{; (?cradc
haben gleiche Richtuny. Die Beweguny hat den sich selbst dmhetsg,chen
Charakter verloren, den sie im allgemeiven Fulle besessen hatte. —
Neben die Verwandtschaft der Congruenz, welglie durch jede der drex-
fach unendlich vielen Bewegungen, und der dicerscn Congruens, wellche
durch die dreifach unmendlich vielen Transformationen der zwetlen

Gruppe entstand, stellt sich jetzt, dem vierfach anendlichen Cyclus
w‘
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linearer Transformationen entsprechend, welche das Fundamental-
gebilde zuliisst, die Verwandischaft der directen wnd der inversen Aeln-
lichkeit. Direct ist die Aehnlichkeit, wenn beide Fundamentalpunkte
ungeindert bleiben, invers, wenn sich die beiden Punkte vertauschen.
Bei der Aehnlichkeit bleiben alle Winkel ungeindert, wihrend die
Entfernungen in Multipla iibergehen. Bei noch bemerkt, dass wir
nunmehr durch die Bewegangen zu allen Punkten der Ebene hinge-
langen konnen, bis auf die Punkte der unendlich fernen Geraden.
Ein ideales Gebiet, wie im Falle eines reellen Fundamentalkegelschnit-
tes, giebt es nicht mehr, oder, wenn man will, es hat sich auf seine
desswegen doppeltzihlende Begrenzung zusammengezogeq.

Die analytische Formel, welche jetzt die Entfernung zweier Punkte
darstellt — und auf diese wollen wir uns beschriinken — nimmt fol-
gende Gestalt an. Sei p, = p %, + p,2, + py2; = 0 die Gleichung
der unendlich fernen Geraden, sei feruer FP,, = 0 die Bedingung,
unter welcher die Verbindungslinie von (x) und*(y) durch einen der
beiden Fundamentalpunkte geht. So wird die Entfernung der beiden
Puankte .

CYPey
T oppy
Die Enifernung zweier Punkte wird also eine algebraische Funclion
ihrer Coordinaten.

In der That wird man durch Grenziibergang von dem allgemeinen
Ausdrucke der Entfernung zu dieser Formel geleitet. Der allgemeine
Ausdruck ldsst sich so sehreiben:

2ie are sin

Zerfillt nun Q = O in ein Punktepaar, so wird @i, — Q.. Q,, iden-
tisch Null, doch in der Art, dass es einen verschwindenden constanten
Factor (die Discriminante) erhilt. Sondert man diesen ab, so bleibt
vou QF, — Q.,Q,, gerade noch P,, stehen, d. h. der "Ausdruck, der,
gleich Null gesetzt, die Bedingung ausdriickt, dass die Verbindungs-
gerade von () und (y) eine Tangente nunmehr des ausgearteten Kegel-
schnittes sel. Aber wegen des verschwindenden Factors kommen wir
den Arcus Sinus dem Sinus selbst gleich setzen, und indem wir so-
dann den verschwindenden Factor mit 24¢¢ zu einer neuen Constante
C vereinigen, endlich noch statt Q.., Q,, bez. p° und b 24 schreiben
(da p* = 0 die Gleichung des ausgearteten Kegelschnittes in Punki-
coordinaten ist), so kommt der vorstehend angegebene Ausdruck.
Aus ihm ergiebt sich der in der parabolischen Geometrie gewthn-
liche Ausdruck der Entfernung zweier Punkte ohue Weiteres, wenn
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man die beiden Fundamentalpunkte so bezeichnet, wie maun gewdha-
lich die beiden Kreispunkte darstellt. Die vnendlich ferne Gerade hat
bei der gewdhnlichen Bezeichnung die (leichung: Cpustante ==0; es
ist also p, = p, gleich einer Constanlen % Die Kreispunkte auf thr
stellt man in rechtwinkligey Coordinaten als ihre Darchschnitte wmit
dem Linienpaare
gt =0

dar. Die Bedingung, dass uwel Punkte (i, y) und {&, y) so liegen,
dass ihre Verbindupgsgerade durch einen Kreispunkt geht, ist danp:

(& —2P+y—yyP=90.
Folglich wird die Entfernung der beiden Pnnkte

=L Y=y =yr

Werden schliesslich statt dey z und y solche Multipla derselben ge-
setat, dass die Entfernung zweier Punkte auf der z-Axe bes. der y-
Axe geradezu durch die Differenz der betr. Coordinaten vorgestellt ist,
50 kommt: L

Vie—aP+ =),
der gewbhnliche Ausdruck fiir die Eutfernung in rechtwinkligen Coor-
dinaten.

Wir wollen hier nicht weiter erbrtern, wie sich die Vorstellungen
der parabolischen Geometrie mit ibren imaginiren Grundpuvkten in
die vorhergegangenen allgemeinen Betrachtungen einorduen.®y Wir
wollen nur hervorheben, dass bei jmaginiren Fundamentalpunkten die
trigonometrischen Formeln in die betr. Formeln der parabolischea Geo-
metrie tibergehen, dass also die Winkelsumme im Dreiecke genau gleickh
27 wird, wihrend sie bei reellem Fundamentalkegelschnitt kleiner,
bel imagindrem grisser war.

¢ 14.
Specielle Masshestimmung in der Ebene, welehe eine allgemeine
in cinem Punkte beriihrt. Krimmung der letzteren.

Qo wie wir in § 7. eine specielle Massbestimmang anf der Ge-
raden angeben konnten, welche mit einer gegebenen aligemeinen Mass.
bestimmung in einem Punkte uud in dessen Nihe ibereiustimmte,
welche, wie wir uns ausdriickten, die gegebene Massbestimmuong
dem Punkte beriithrte, so werden wir auch in der Ebene von einer
speciellen Masshestimmung reden koonen, welche eine allgemeine ge-

*#) Vergl. Cayley, L ¢
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gebene in einem Puunkte berithrt. Dieselbe wird (§ 7.) als unendlich
ferne Gerade die Polare des gegebenen Punktes mit Bezug auf den
Fundamentalkegelschnitt der allgemeinen Massbestimmung benutzen,
als Fundamentalpunkte die beiden Beriihrungspunkte der an den Fuu-
damentalkegelschnitt gelegten Tangenten. Dann stimmt fiir beide
Massbestimmungen bei gehbriger Bestimmung der Constanten die
Winkelbestimmung in dem gegebenen Punkte vollkommen iiberein, so
wie, bis auf Grossen hoherer Ordnung, die Bestimmung des gegen
seitigen Abstandes aller von ihm unendlich wenig verschiedenen Punkte,
Kreise, welche um den gegebenen Berithrungspunkt in der allgemeinen
Massbestimmung herumgelegt sind, d. h. also Kegelschnitte, welche
den Fundamentalkegelschnitt in den beiden Fundamentalpunkten der
tangirenden speciellen Massbestimmung beriihren, sind aunch Kreise
mit Bezug auf letztere. Insbesondere wird der Fundamentalkegelschnitt
selbst, der fiir die allgemeine Massbestimmung der Kreis mit unendlich
grossem Radius ist, fiir die tangirende specielle Massbestimmung ein
Kreis sein, aber ein Kreis mit endlichem Radius. Fiir die Grosse dieses
Radius findet man die Constante-2¢. Denn auf jeder durch den ge-
gebenen Berithrungspunkt hindurchgehenden Geraden bestimmen die
gegebene allgemeine und die tangirende specielle Massbestimmung zwei
eben solche Massbestimmungen, die auch in dem Verhiltnisse der Be-
rithrang stehen. Die Fundamentalpunkte der auf der Geraden ge-
troffenen allgemeinen Masshestimmung sind aber die Durchschnitte
der Geraden mit dem Fundamentalkegelschnitt. Deren Abstand, ge-
messen in der tangirenden speciellen Masshestimmung (§ 7.), ist aber
gleich 4 ¢; deshalb der gesuchte Radius gleich 2¢.

Wir wollen nun insbesondere diejenigen beiden Fille der allge-
meinen Massbestimmung ins Auge fassen, die in § 11. und § 12. be-
trachtet wurden und die Bilder fiir die elliptische und hyperbolische
Geometrie ergeben, dass nimlich entweder der Fundamentalkegelschnitt
imaginir ist oder dass er reell ist und uns umschliesst.

Die in einem Punkte bertihrende specielle Massbestimmung hat
in beiden Fillen imaginire Fundamentalpunkte, da die Polare des Be-
rihrungspunktes den Fundamentalkegelschnitt nicht in reellen Punkten
schneiden wird. Aber es findet dabel zwischen den beiden Arten all-
gemeiner Massbestimmung ein Unterschied statt, analog demjenigen,
der in § 7. bei den betreffenden Massbestimmungen auf der geraden
Linie eintrat. Ist der Fundawmentalkegelschnitt imaginir, so eilt die
specielle Massbestimmung der allgemeinen voran, d. h. die Entfernung
eines Punktes vom Berithrungspunkte, gemessen in der speciellen Mass-
bestimmung, ist immer grosser als die Entfernung, gemessen in der
gegebenen allgemeinen. Umgekehrt ist es” bei reellem Fundamental-
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kegelschnitt *): die specielle Massbestimmung bleibt hinter der allge-
meinen zuriick. Dieses Vorapeilen, resp. Lumd\,blexben der apeaeilen
Massbestimmung scll als Krémmung der allgemeinen Mussbestimmung
bezeichnet werden, und zwar soll die Kriimmung im ersten Falle einz
posztwe , im zweiten eine negative genannt werden. Als Mgss dgr
Kriimmung soll derselbe Ausdruck betrachfzet werden, der nuach §

die Kriimmung der allgemeinen Mussbestimmupg auf einer durch duu

gegebenen Bemhruno’»punkt laufenden Geraden angicbt, nimlich — : .

Dieser Ausdruck ist unabhingig von dem Beriihrungspunkte, den man
urspriinglich gewiihlt hat, und von der Geraden, die man durch ihn
hindurchgelegt hat. Wir haben also den Satz:

Das Kmmmuﬂyamma der allgemeinen Massbestimmung st o allen

1
i’

Dasselle ist positio bei imaginiren Fundamentallegelschnilt (also
bei der elliptischen Geometrie), ¢s st negativ bei reellem Fundamental-
kegelschwitt (also bei der hyperbolischen Geometric).

Fiir den Ucbergangsfall, dass der Fundamentalkegelschnitt in ein
imaginires Punktepaar ausartet (insonderheit fir die parabolische Geo-
metne), wird das Kriimmungsmass Null,

Es soll nun jetzt gegeigt werden, dass die hier aufgestellte Defi-
nition des Kriimmungsmasses einer ebenen Massbestimmung mit t der-
jenigen iibereinstimmt, welche Gauss fiir das hrummun«vsmabs Zwel-
fach ausgedebnter Mannigfaltigkeiten aufgestellt hat. s findet nur
der Lnterschled zwischen dem Beﬂnffc dea Krimmungsmasses, wie er
hier und wie er bei Gauss auftntt statt, dass bel Gaunss das Kriim-
mungsmass eine bleibende ngenschaft des betreffenden geﬂmetrbchcn
Gebﬂdes ist, wihrend es hier nur eine Eigenschaft der in dem gege-
benen Gebﬂde , der Ebene, zufillig gewihlton Massbestimmung ist.

Das Gauss’sche Kriimmungsmass berechnet sich bekanntlich aus
dem Ausdrucke fir das Quadrat des Bogenelemeuntes:

dst = Edu® + 2 Fdu dv + Gdo°.
Der betreffende Ausdruck ist bier zunichst aufzustellen. Sei Qe=0,
wie immer, der Fundamentalkegelschniit. . habe die frihere Be-
deutung. Q. iz, Quz, ax sollen die Ausdr ucke bczelchnen, die aus Q,, ,
und Q,, durch Einfiibrung von Differentialien, dx an Stelle der y ent-
stehen. Nun war die Entfernong zweler Pupk’w {z) und (¥)

Punliten dasselbe, nindich_gleich —

== 24¢arc sin

Pupkte inperhall des Fondamentalkegelschnities;

#) Dies gilt pur fiir die
i ein Voraneilen als ein Zurfickbleiben «tatt,

fiir die Punkte ausserhalb findet sowo
je nach der Bichtung, in der man gich bewegt.
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Setzt man y, = z, -+ dz,, so wird dies unter Vernachliissigung von
Grossen hdberer Ordnung:

Qs Rz, a2 — Qi, dz

% ’
oder, indem wir statt des Arcus Sinus des kleinen Argumentes den
Sinus selbst setzen:

== 2 ¢¢ arc sin

2
ie I/sz de, dx Qz, dz

=23
%,
Das Quadrat des Bogenelementes wird also:
st g Btz % B ae
2,

Wir wollen diesen Ausdruck durch eine besondere Coordinaten-
annahme auf eine einfachere Form bringen. Da nimlich der Funda-
mentalkegelschnitt fiir die beriihrende specielle Massbestimmung ein
Kreis ist, da ferner in den hier betrachteten Fillen die Fundamental-
punkte der letzteren wie bei der gewdhnlichen parabolischen Mass-
bestimmung imaginir sind, so wollen wir die Gleichung des Funda-
mentalkegelschnittes in der gewbhnlichen Form der Kreisgleichung
schreiben:

x4y =4
Diese Gleichung bezieht sich auf Coordinaten z, y, die in der tan-
girenden speciellen Massbestimmung gemessen werden, denn der Radius
des Fundamentalkveises, gemessen in der tangirenden speciellen Mass-
bestimmung, ist, wie in der vorstehenden Gleichung angenommen,
gleich 2e¢.

Nunmehr wird:

Q.=x"+y* —4¢, Quiz, 4z = da® + dy?,
Qe az=rxdr-+ydy.
Also der Ausdruck fiir das Quadrat des Bogenelementes:
ds? — 4 2 @4z yay? — (@~ y* 4t [da®+ dy?)
e R Tk

— 4 Wdz — zdyP 4 4 (da? - dy
- (@ oyt — 29

Fithrt man jetzt neue Veriinderliche ein (Polarcoordinaten der speciel-
len Massbestimmung), indem man setzt:

] T=r.cos ¢, Yy=7r.sing,
so wird:

. 16¢tdr? 12 do?
st = N T e

ein Ausdruck, der in den gewdhnlichen Ausdruck des Bogenelementes
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in .l’olarcoort%inaten iihergeht, wenn ¢ unendlich gross wird.¥) Ver.
gleicht man ihn mit der von Gauss za Grunde gelegten Formel:

57 =Edw* +2Fdudr + G d?,
so verschwindet F, und £ und G bingen nur von der einen Verinder-

lichen, etwa von u, ab. Unter dieser Voraussetzung ist aber dus
T
Gauss’sche Kriimmungsmass K:

126 K—E(Q%+ 6. 2.8 _ype L.

du  cu ou
Setzt man hier fiir £, &G ihre Werthe:
16! 1w
E'—(uf-——nicz)“ G=wu‘—4c”
50 kommt:
1
K= - e

also dersclbe Werth, den wir vorhin aufgestellt hatten.

Wir kounnen jetzt, Krimmungsmass im Gauss’schep Signe auf-
gefasst, den Satz aussprechen:

Je nachdem wir die elliptische, hyperbolische oder parabolische Geo-
wmetrie aymehmen, ist dic Ebene eine Fliche vop constantem positiven,
von constantem negativen, oder von verschwindendeme Krimmungsmasse.

Desshalb findet auch (wie in § 1. erwihnt), unter Zugrundelegung
der parabolischen Masshestimymung, die elliptische Geometrie ibre Tnter-
pretation anf der Kugel oder den aus derselben durch Deformation

*) Setzt man r constapt, so kommt:

2er

ds == o Zomm— - dy.
Vi ¢

Es wird also die Peripherie eings Kreises mit dem Radins r gleich yi ;rfﬂ:-

4ot —y
Aber dieses r bedeutet nur den Radiys des Kreises, gemessen in der im Mitjel-
punkte tangirenden speciellen Massbestimmung. Den in der allgemeingn Mass-
bestimmung gemessenen Radius p erbalt man aus der Formel des Textes, indem
man statt ds de schreibt, und Jo gleich Null setzt, also:

—tetdr
do= W ie
oder:
14
e? —1
p=2c
e’ 43

Setzt man dies fiir r cin, s0 erhilt man die Peripherie des Kreisen mit dem Ba-

dins ¢ gleich:
(s
20\ —¢ */,
eine Formel, welche Gausa in einem Briefe an Schumacher anfibrt. Die Con-
stante &, welche cr dort benutat, entspricht geradezu der hicr gebrauchten Con-
stante ¢.
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entspringenden Flichen, die hyperbolische Geometrie auf den Flichen
von constantem negativen Kriimmungsmasse.

§ 15.

Das gegenseitige Verhiltniss der elliptischen, hyperbolischen
und parabelischen Geometrie in der Ebene.

Iu dem Vorstehenden haben wir gesehen, wie sowohl diejenige
Massbestimmung, welche die parabolische, als diejenige, welche die
elliptische oder hyperbolische Geometrie in der Ebene voraussetzt, in
der allgemeinen projectivischen ebenen Massbestimmung als specielle
Falle enthalten sind, Die parabolische Geometrie benutzt als funda-
mentalen Kegelschnitt ein imaginires Punktepaar, die sogenannten
unendlich weiten*) imaginiren Kreispunkte. Der Ort der unendlich
fernen Punkte ist eine doppeltzihlende Gerade. Die elliptische Geo-
metrie bezieht sich auf einen eigentlichen Kundamentalkegelschnitt,
der aber imagindr ist. Die hyperbolische Geometrie endlich hat gleich
der elliptischen einen eigentlichen Fundamentalkegelschnitt, der aber
reell ist (und uns umschliesst).

In der Nihe eines Punktes, den wir gerade betrachten, kommen
alle drei Geometrieen, mag vun die thatsichlich vorhandene Mass-
bestimmung parabelisch oder elliptisch oder hyperbolisch sein, mitein-
ander itberein. Sie beriihren sich also in dem betreffenden Punkte;
die parabolische Geometrie giebt die specielle tangirende Massbestim-
mung fiir die elliptische wie fiir die hyperbolische Geometrie.

Ist uns also die parabolische Geometrie thatsiichlich gegeben, so
konnen wir ohne Weiteres eine Geometrie construiren, die uns ein
Bild fiir die Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie ist, indem
wir eine allgemeine Massbestimmung mit reellem Fundamentalkegel-
schnitt construiren, welche die gegebene specielle in dem Punkte, den
wir betrachten, beriihrt. Wir erreichen dies, indem wir um den Punkt,
den wir gerade ins Auge fassen, einen Kreis- mit dem Radius 2 ¢ be-
schreiben und auf ihn eine projectivische Masshestimmung mit der
Constanten ¢ zur Bestimmung der Entfernung zweier Punkte und der

. —1 . ] .
Constanten ¢ = [3— zur Bestimmung des Winkels zweier Geraden

grinden. Diese allgemeine Massbestimmung schliesst sich um so ge-
nauver an die gegebene parabolische an, je grosser ¢ ist; sie fallt mit
ihr zusammen, wenn ¢ unendlich wird.

*) Diese Punkte umendlich weit zu nennen, ist eigentlich unberechtigt, da
ibre Entfernung von einem beliebig im Epdlichen gelegenen Puankte nicht unend-
lch, sondern unbestimmt ist, weil ja alle um einen solehen Punkt heram gelegten
Kreise dieselben enthalten.
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Auf ganz dhnliche Weise constroiren wir eine Geometrie, die uns
versinnlicht, wie-sich die elliptische Geometrie des Nilberen gestalten
wirde. Zu dem Zwecke ist nur dem ¢, weleles wir eben benutzten,
ein rein imagindrer Werth == ¢, ¢ beizulegen. Ks kommt dies daruuf
hinaps, dass wir in der Eutfernung 2¢; iiber dem Berilhrungspunkte
einen Punkt festlegen, und als Entfernung zweier Punkie der Ebene
den mit ¢, wultiplicirten Winkel betrachten, wuter welchem die beiden
Punkte von dem festen Punkte aus erscheinen, Der Winkel zweiler
Geraden der Ebene ist geradezu gleich dem Winkel zu nehmen, unter
dem sie von dem festen Punkte aus gesehen werden. Die so ent-
stehende Massbestimmung schliesst sich wieder um 50 genauer an die
gegebene parabolische an, Je grosser ¢, ist, und geht, weun ¢ un-
endlich wird, geradezu in die parabolische iiber.

Aber such, wenn die elliptische oder die hyperbolische ticometrie
die thatsichlich gegebenen wiiren, wiirde mun auf diese Wetse sich
ein Bild davon machen kdnnen, welche Vorstellungen die parabolische
oder beziiglich die hyperbolische und e]liptische Geometrie mit sich
fiihren.

s bleibt uns nun nur uoch ibrig, die bis jetzt allein fir die
Grundgebilde erster und zweiter Stufe auseinander gesctaten Dinge
auf den Ranm zu Ubertragen, was noch in moglichster Kirze ge-
schehen soll.

§ 16.
Die projectivische Massbestimmung im Raume.

Der allgemeinen 15rojectivischen Masshestimmung im Raume wird
man eine beliebig anzapehmende fundamentale Fliche aweilen Grades
zn Gruonde legen.

Um dann die Entfernung zweier Puvkte zu bestimmen, verbinde
man sie durch eine gerade Linie. Dieselbe triffit die fundamentale
Fliche in zwei neuen Punkten, die mit den beiden gegebencn ein ge-
wisses Doppelverhiltniss bilden. Der mit ciner weillliirlichen Constante
¢ multiplicirte Logarithmus (dieses Doppdleerhiilfnisses st es, der als
Entfernung der beiden gegebenen Punkte zu bezvichnen ist.

Auf shuliche Weise bestimm{ man dey Winkel zweier gegebenen
Ebenen. Man lege durch die Durchschuittsgerade derselben .die beiden
Tangentialebenen an die Fundamentalfliche. Dieselben bestimmen mit
den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverhiltnips. Der Winkel
der beiden Ebenen ist gleich dem mit einer belickiq grwihlten Constanten
¢ multiplicirten Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses.

Unter den Bewegungen des Raumes wird man einen Cyclus linea-
rer Transformationen verstehen, welche die Fondamentalfiiche unge-
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indert lassen. Kine Fliche zweiten Grades bleibt durch sechsfach
upendlich viele lineare Transformationen ungeiindert, Aber diese zer-
fallen in zwei Classen, von denen die eine ein geschlossenes System,
die andere kein solches umfasst. Die beiden Classen lassen sich durch
das Verbalten der Erzeugenden der Fliche ihren Transformationen
gegeniiber charakterisiren. Bei den Transformationen erster Classe —
und diese bezeichuen wir als Bewegungen*) des Raumes — bleiben
die beiden Systeme geradliniger Erzeugender als solche ungefindert;
bei den Transformationen zweiter (lasse vertauschen sich dieselben
unter sich. Es giebt sechsfach unendlich viele Bewegungen; dieselben
lassen die Massverhiltnisse ungedndert.

Unter Kugeln hat man solche Flichen zweiten Grades zn ver-
stehen, welche die fundamentale Fliche Baeh einer ebenen Curve be-
rilbren. Das Centrom der Kugel ist der Pol der Ebene, welche die
Beriihrungscurve enthilt. Die Fundamentalfliche selbst ist als eine
um ein -beliebiges Centrum herumgelegte Kugel mit dem Radins o
anzusehen etc.

Achtet man insbesondere auf die reellen Elemente des Raumes,
so wird man unterscheiden, ob die Fundamentalfiiche imaginir oder
reell ist, und im letzteren Falle, ob sie geradlinig ist oder nicht.

Ist die Fundamentalfliche imagindr, so haben alle gerade Linien
eine endliche Linge, alle Ebenenbtischel eine endliche Winkelsumme.
Unter diesen Fall subsumirt sich die Masshestimmung der elliptischen
Geometrie, wenn noch die Constante ¢ der Winkelbestimmung gleich

l/%:l gesetzt wird, damit die Winkelsumme im Ebenenbiischel gleich
7 ist.

Den Fall, dass die Fundamentalfiiche reell und geradiinig ist,
dass sie also ein einschaliges Hyperboloid ist, wollen wir hier nicht
weiter betrachten, weil er zu den dreierlei Geometrieen, die wir hier
betrachten, der elliptischen, hyperbolischen, parabolischen, in keiner
Bezichung steht.

Ist endlich die Fundamentalfiiche reell und nicht geradlinig, so
werden wir fiir Pankte im Inneren eine Massbestimmung erhalten, die
unter sich die Massbestimmung der hyperbolischen Geometrie begreift,

y—i
3 setzt.

wenn man die Constante ¢ wieder gleich

*) Ich habe diese Verhiltnisse bereits in einer friheren Arbeit: Ueber dic
Mechanik starrer Kérper, diese Annalen, t. IV, 3 auseinander gesetzt. Hinzufiigen
muss ich, dass bereits Herr Schering in dem Aufsatze: Die Schuwerkraft im
Gauss’schen Raume, Gbtt. Nachrichten 1870. Nr. 15, die Bewegangen des Raau-
mes im Sinne der hyperbolischen Geometrie betrachtet hat.
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Die parabolische Geometrie subsumirt sich unter einen speciellen
Fall der, allgemeinen Masshestimmung, der eintritf, wenn die Funda-
mentalfliche sich in einen Kegelschnitt, insbesondere in einen imagi-
niren Kegelschnitt, partieplarisirt. Der fundamentale Kegelschnitt
der parabolischen Geometrie ist der sogenannte unendlich ferne, irpa-
giniire Kreis. In dem undualistischen Charakter der Particularisation,
welche die Fundamentalfiiiche erfahren hat, haben die undualistischen
Eigeunschaften der parabolischen Massbestimmung ihren Grund.

Man kann nun wieder von Krimmung einer allgemeinen Mass-
bestimmung u. s. w. reden; doch sollen alle diese Dinge der Kirze
wegen hier unerbrtert bleiben.

§ 17,

Die Unabhiingigkeit der projectivischen Geometrie von der
Parallelentheorie.

Man konnte gegen das gesammie Vorhergehende einen Einwand
machen, der bei der seither eingehaltenen Darstellungsweise nicht un-
begriindet ist, der aber sofort weggeriumt werden kaun.

Bei der Begriindung der allgemeinen projectivischen Massbestim-
mung sind wir einmal geometrisch verfabren, indem wir Distanz zweier
Punkte etc. als Logarithmen gewisser Doppelverhiltnisse definirten,
sodann analytisch, indem wir homogene Coordinaten in Anwendung
brachten. Beide Dinge: die Doppelverhiltuisse und die homogenen
Coordinaten, setzen in ihrer gewdhulichen Begriindung die parabolische
Massbestimmung voraus, wo denn Doppelverhiiltnisse wie homogene
Coordinaten als gewisse Streckenverhiilltnisse definirt werden. Man
wiirde also, wenn die thatsichlich gegebene Massbestimmung nicht
parabolisch ist, zunichst von diesen Dingen nicht reden kﬁnnr:n, und
alle vorhergehenden Auseinanderselzungen wiirden ihre Geltung ver-
Lieren. ‘ o

Dem gegeniiber hat man sich zu iiberzeugen, dass die projecti-
vische Geometrie uuabhingig von der Frage nach der Art der Massbe-
stimmung giiltig ist.

Der Beweis dafiir kann in der Art gefiihrt werden, dass man die
projectivische Geometrie einmal unter Zugrundeleguug der e}ﬁptiwhen,
dann unter Zugrandelegung der hyperbolischen Massgeometrie aufbaut.
Es ist dies nicht schwer za leisten, wie man daraus iihersehen mag.
dass fiir den Punkt, als Strahlen- und Ebenenbiindel im l.iaumc, fiir
den doch auch in der parabolischen Geometrie eine f:ﬂipnsehe M"‘f“‘""
bestimmung angewandt wird, die projectivische (reometrie ungetfﬁr‘t ?;ﬂt.

Aber wesentlicher ist es wohl, zn bemerken, dass die projechicische
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Geometrie iberhaupt vor Erledigung der Frage nach der Massbestim-
mung entwickelt werden kanx.

Denn um die Geltung der projeetivischen Geometrie in einem be-
liebig gegebenen beo-ra.nzten Raume zu erweisen, gentigt es, in diesem
Raume Constructwnen zu machen, die nur sogenannte Lauenbezxehun-
gen betreffen und die nicht tber den Raum hinausfihren. Die Doppel-
verhaltnisse diirfen dabei natiirlich picht als Streckenverhidltnisse defi-
nirt werden, da dies die Keuntniss einer Massbestimmung voraussetzen
wiirde. In v. Staudt’s Beitrigen zur Geometrie der Lage®) sind
aber die nothigen Materialien gegeben, um ein Doppelverhiltniss als
eine reine Zahl zu definiren. Von den Doppelverhiltnissen mégen wir
sodann zu den homogenen Punkt- und Ebenencoordinaten aufsteigen,
die ja auch nichts anderes sind, als die relativen Werthe gewisser
Doppelverhiltnisse, wie dies v. Standt ebenfalls gezeigt®™) und noch
neuerdings Herr Fiedler ***) wieder aufgenommen hat. — Unentschie-
den bleibt dabei, ob sick zu simmtlichen reellen Werthen der Coor-
dinaten auch entsprechende Raumelemente finden lassen. Ist dies
nicht der Fall, so steht nichts im Wege, den betreffenden Coordinaten-
werthen entsprechend zu den wirklichen Raumelementen uneigentliche
hinzozofiigen. Dies geschieht in der parabolischen Geometrie, wenn
wir von der unendlieh fernen Ebene reden. Unter Zugrundelegung
der hyperbolischen Geometrie wiirde man ein ganzes Raumstiick zu
adjungiren haben. Dagegen wiirde bei der elliptischen Geometrie eine
Adjunction uneigentlicher Elemente nicht nothig sein.

§ 18.

Ableitung der dreierlei Geometrieen: der elliptischen, hyper-
bolischen und parabolischen aus der projectivisehen.

Hat man, wie vorstehend auseinandergesetzt, die projectivische
Geometrie begriindet, so wird man die allgemeine Cayley’sche Mass-
bestimmung aufstellen kdnnen. Dieselbe bleibt durch sechsfach un-
endlich viele lineare Transformationen, die wir als Bewegungen des
Raumes bezeichneten, ungeindert, und kann sie als geradezu durch
den Cyclus dieser linearen Transformationen erzengt angesehen werden
(§§ 2., 3.).

Nunmebr wende man sich der Betrachtung der thatsiichlichen
Bewegungen im Raume und der durch sie bewruudeten Massbestim-

*) § 27, n. 393.
** Beitrdge. § 29. n. 411,
***) Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zirich. XV, 2.
(1871}, — Die darstellende Geometrie von Fiedler. Leipzig 1871.
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mung zu. Man Ubersieht, dass die sechsfach unendlich vielen Bewe-
gungen ebenso viele lineare Transformationen sind. Dieselben lassen
fiberdies eine Fliche, die Fliche der unendlich fernen Punkte, unge-
indert Es giebt aber, wie sich leicht beweisen lisst, keine anderen
Flichen, welche durch sechsfach unendlich viele lineare Transforma-
tionen in sich fbergeben, als die Flichen zweiten Grades und ihre
Ausartungen. Die uneadlich fermen Punkte bilden alse eine Fliche
zwelten Grades, und die Bewegungen des Raumes subsumiren sich
unter die vorgenannten sechsfach unendlichen Cyclen linearer Traps-
formationen, welche eine Fliche zweiten Grades vngeiandert lassen.
Desshalb subsumirt sich auch die durch die Bewegungen gegebene
(thatsichliche) Massbestimmung unter die allgemeine projectivische.
Wahrend letztere sich auf eine heliebig anzunehmende Fliche zweiten
Grades bezieht, ist diese Fliche hei ersterer ein fir allemal gegeben.

Die Art dieser der thatsichlichen Massbestimmung zu Grunde lie-
genden Fliche zweiten Grades kann nun uoch niher bestimmt werdes.
Man beachte, dass eine Ebene durch forfgesetzte Drehung um eine
beliebig in ihr im Endlichen gelegene Axe in die Anfungslage zuriick-
kommt. Bs sagt dies ans, dass die beiden Tangentialebenen, welche
man durch eine im Endlichen gelegene Gerade an die Fundawental-
fiiche legen kann, imaginir sind. Deun wiiren sie reell, so finden
sich in dem betreffenden Hbenenbiischel zwei reelle unendlich ferne
Ebenen (d. h. Ebenen, welche mit allen anderen einen unendlich
grossen Winkel bilden) und dann kdonte keine in einem Sinne fort-
gesetzte Rotation eine Bbene des Bischels in die Anfangslage zariick-
fithren.

Damit nun diese beiden Ebenen imaginir sind, oder, was dasselbe
ist, damit der Tangentenkegel der Fundamentalfiiche, der von einew
beliebigen Punkte des {uns durch die Bewegungen zuginglichen) Kau-
mes ausgeht, imaginir sei, sind drei und nur drei Falle denkbar:

1. Die Fundamentalfliche ist imagindr. Dies crgiebt die ellip-
tische Geometrie.

2. Die Fundumentalfliche ist recll, nicht geradling und wmschlicsst
uns. Die Annahme der hyperbolischen Gedmetrie.

3. (Uebergangstall) Die Fundamentalfiiche ist in cine imagindre
chene Carve ausgeartet. Die Voraussetzung der gewdhnlichen parabo-
lischen Geometrie.

So sind wir denn gerade zu den dreierlei Geometricen hin‘géleitet,
welche man, wie in § 1. berichtet, von ganz anderen Betrachtuugen
ausgehend, aufgestellt hat.

Disseldorf, 19. Angust 1871



