
Ueber die sogenannte Sieht-Eu idisehe 6e0metrie.*) 
Von F~i,lx KLEL~ in GST~I'I~GZ.~. 

Die nachstehenden ErSrterungen beziehen ~ich auf die sogeaamite 
Nich~-Euktidische Geometrie yon Gauss ,  L o b a t s e h e f s k y ,  Bolya i  
und die verw~dten Betraehtungen, welche R i e ma n n  und Helm- 
ho l tz  fiber die (~rundlagen unserer geometrischen Voratelhmgen an* 
gestellt habem S~e sol]en indess nicht etwa die philosophisdaen Specu- 
]ationen weiter vei$olgen, welche zu den genannten Arbeiten hingeleitet 
haben, vielmehr ist ihr Zweckj die mathematiscJ~, Rc~dtate dieser 
Arbeiten, seweqt sie sich au[" t~araIlelentlw~orie bezlet~b in ei~wr neuva 
anscha~d,ichc~ ~ret.~e dare~hyc'n and vinem, all[leJ,eb~o~ drutli~he~ Ver. 
stii~vdni~se ~ug&Y~glich zu machen. 

Der Weg hierzu fiihrt dutch die projeetivisehe Geometrie. Man 
kman niimlieh~ nach dem Vorga~ge v~n Cayley *~)~ eine projectivi~ehe 
Mazsbestimmung im Raume eonstruiren, welche eiae beliebig anzu- 
nehmende Ft~che 2 ~" Grades ata sogenamffr fnndamentale F-hiche be- 
nutzt, de naeh der Art der yon ihr benutzten F'l~che 2~*" Grades ist 
nun diese Massbestimmung Gin Bild Ftir dig versehiedeaen in den vof  
genanntea Arbeiten aufgestelltea Parallelentheorieen. AbGr sie ist 
~ieht nur ein Bfld flit dieselben, sie deGkt geradezu, wie sieh zeigen 
wird, derea innerGs WesGn auf. 

Ieh be~nne damit, die in Rede stehenden ParallelGntheoneen kurz 
auseinmader zu setzea (w 1.). Sodann wende ieh mieh der Cayley ' -  
sehem MassbesLimmung zu, die ich im Zusammenhange envwiekele, so 
zwar, class ~ortw~]~rend aaf die verschiedenart~gen Para]lelentheor~een 
Bezug genommen wird. Ieh bin dabei um so Iieber in aasf~hrlieherG 
ErSrtertmgea eingegangen, als dig bez. Cayley'schen Uatersuchungen 
aright hinl~ngliGh bekannt geworden zu sein sGheiaen, dann aber aueh 

~) YergL ehae mater dem~e.lben Titel mitgetheiltr ~ote in den G~m -~ach- 
rieh~m 1871. St. 17, 

**) ha  Sixth Memoir apon Qaant,~. phil T ~ o n n .  t. 149. 1859. VergL 
die ~iedler ' sehe U e b e ~ e ~ g  yon SMmon'~ Kegelzehnitl~m 2. Aafl. (Leipzig 
185~), oder auehYJedler~ Die FAeme~te der neueren Geometric and der A lge}~ca 
d~ b ~ n  Formen (Leipzig 1862). 



Fzux K~x. 

bei ihnen der leiteade Gesichkslounkt ein anderer ist, uls der bier vor- 
liegende. Bei Cayley handel~ es sieh durum, naehzuweisen, dass die 
gewShnliche (Euklidisehe) Massgeometrie als ein besonderer Theft der 
projec~ivisehen Geometric uu~gefusst werden kann. Zu diesem Zweeke 
s~ellt er die ullgememe projectivische Massbestimmaag auf und zdgt 
sodann, dass aus ihren Formeln die Formeln tier gewShnlichen Mass- 
geometrie hervorgehen, weI, n die fandamen~ale Fl~iche in einen be- 
stimmten Kegelschnitt, den unendllch fernen imaginKren Kreis, dege- 
neril~. Hier dagegen handelt es sich durum, den geometrlscl~en Inha'tt 
der allgemeinen Cayley'schen Massbestimmung mSg'lichst deut]ich 
darzulegen und zu erkennen, nicht nut, wie sie dutch eine geeig~aebe 
Particularisation die Euklidische Massgeometrie ergiebt~ sondern weseat- 
lich, dass sie in ganz derselben Beziehung zu den versehiedenen Mass- 
geometrieen steht, die sich den genannten Parallelenfl~eorieen an- 
schliessen. 

Bei diesen Auselnandersetzungen ergeben sich einige neue Be- 
trachtungen. Ieh reehne dahia, abgesehen yon den Detuilausfiihrungen, 
namenflich die Ar~ uud Weise, wie die Cayley'~ehe Massbestimmung 
durch Betrachtung wiederholter rKumiicher Transformationen begriindet 
wird. Sodaaa hebe ieh noch die Form hervor, unter welcher in w 7. 
und w 14. der Begriff des Kriimmungsmasses aufiritt. 

Es ist iibrigens die Definition, welche ich fiir die projectivische 
Massbestimmung aufstelte, etwas allgemeiner, als die yon Cayley 
selbst gegebene. Um die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, 
denke ieh mir dieselben dutch eine gerade Linie verbundem Dieselbe 
sctmeidet die Fundamentalfl'Xche in 2 weiteren Punkten, welche mi~ 
den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverh~ltniss besitzen. /)en 
mit einer w~TllziirZicho'~, abet lest gewii]dten Con~a~#e c multiplie~irt~ 
Logarithmus dieses Dolxflelverh~ttnisses bezeich.ne ich aZs die Entfernu~g 
der beiden Punkte. Um den WJnkel zweier Ebe~en zu bestimmen, 
lege ich durch deren Durehschnittslinie die beidea Tangentialebenen 
an die Fundamentalfii~che. Dieseibeu bilden mit den beiden gegebe~ea 
Ebenen ein gewisses Doppelverh~iltniss. Als }Vinkel do" be4den ge~ 
g e b ~  Ebe~wn bezeichne ich sodann den mit einvr anderen willklir. 
lichen, abet fest gewdihltvn C~nstanten c" m~dtipIicirten .Logaritltmus dieses 
-Dol~pelverha'ltnisse~. Die hiermit aufgestelltea geometrischen Defini- 
tioneu stimmen mit den aualytischen, yon C ay ley  gegebenen iiberein, 
sobald man noch c und c" paxticul'~re ~VerEae ertheilt, n~mlich beide 

gleieh ~ setzf, a) Es ist abet ftir das Folgende wesentlich, die 

+) Gelegenflich bezeichnet Cayley auch den .Quadranten" als Einheit. Dies 

~ommt darauf hinau~, e und d gleich : ~  zu nehmen. 



Ueber die X'icht-Eukhdische Geometria. 

Constanten c nnd d beizubehalten, da z. B. c gerade der in tier Nieht- 
Euklidischen Geometrie vorkommenden eharakh~riztiseh~m Con~t~ntea 
entsprieht (vergl. auehw 4.). 

w  

Die, versehiedenen Para l le | en theor ieem 

Das 1l t~ Axiom des Euktides ist, ~ e  bekannt, mit dcm Saize 
gleichbedeutend, dass die Summe der Winkel im Dreiecke gleich zwei 
Rechten i~t. Nur~ gelaag es L e g e n d r e ,  z~a bewdseu*), da~s die 
Winkelsunnne im Dre[ecke nicht grSsser sein kann~ als 2 l~echte; er 
zeigte ferner, dass~ wean iu einem Dreiecke die Whlkelsumme 2 Rechte 
betr~ig~, dass dann ein Gleiches bei jedem Dreiecke der Fall ist. Aber 
er vermochte nicht zu zelgen, dass (lie Winketsumme nicht raSglicher- 
weise kleiner i,t~ als 2 Reehte. 

Eine ~hnliche Ueberlegung scheiat den Ausgangspuakt you G u u ss '  
Untersuchungen iiber diesen Gegen~tand gebiIdet zu haben. G a ~ s  
war der Auffassung, da~s es in der That unmSglieh sei,, den S~ttz yon 
der Gleiehheit der Winketsumme mit 2 Ieeehten zu bewei.~en, das.~ man 
vielmehr auf Grund der vorangeheuden Axiome eine in ~ich eonsequente 
Geometrie eonstruiren kSnne, bei der die Winkelsumme kleiner auM:~llt. 
G a u s s  bezeielmete diese Geometrie sis X i e h t - E u k l i d i s e h e ~ ) ;  er hat 
sieil mit ihr viel beseh'~ftigt, teider aber, v o a  einigen Andeuttmgen ab- 
gesehen~ nichts tiber dieselbe ~,erSftbntlicht, In dieter Sicht-Euklidi.schen 
Geometrie kommt eine gewisse, fiir die rilumliehe ) "Iassbestimmung charak- 
teristisehe Constante ~-or. Ertheilt man derselben einen unendtichen 
Werth, so erh'2it man die gewShn2iche EukLidische Geometrie. lint 
aber die Cons "tante einen endliehen Werth, so hat man eine abweiehende 
Geometrie, f/Jr welehe unter Anderem folgende Gesetze gelten: 

Die Winkelsumme im Dreieeke ~st kleiner, aln 2 Rechte, and zwar 
um so mehr, je grSsser die Fl~ehe de~ Dreieeks ist. Ffir eia Dreieek, 
dessel~ Eeken uneadlich weit entferat sind, ist die WinkeI~umme gleieh 
Nail. ~ Dutch eineJt Puakt ausserhalb einer Geraden kam~ man 2 
Parallele zu der Geraden ziehen, d. h. Linien, welehe dis GeraAe auf der 
einen oder anderen Seite in einem unendlieh fernea Pul d/te :~ehneiden. 
Die dureh den Punkt gehenden Geraden, welche zwi~ehen den beiden 
Parallelen verlaufen~ sehneiden die gegebene Gcrade gar nieht. 

*) Oiezer Bewei~, sowie der sieh an{" den ~'Tm~l~ehen Gegeg~tand beziehende 
Beweis yon Loba~sehefsky ~e~z~; die unendliche l'2mge der Geraden voran~. 
l ' ;~t  man diese Am~hme fMlen (vergl. den weiteren Te~t), ao fallen aueh die 
Beweise, wie mma darau8 deutiieh fit~rmhen mug, da~ die~lben ~oa~t in gied, eh~r 
Weise fiir die Geometrie aaf der Kuge[ gelten inditer,. 

**) VergL Sartoriu~ v.W.Ater~h~n~en, G~nn sum Geh:~chtai~, p, 81. 
Sodama einige Briefo in dcm Brief~eeh~e} yon (}aun~ and Sehumaeher. 



Aaf eben dlese Nicht-Euklidische Geometrie ist Lob a t  ch e fsky*), 
Professor tier Mathematik an der Universifiit~ zu K a s a n ,  und~ einige 
Jahre sparer, der ungarische Mathema~iker 5. B o l y a i * * )  geffihrt 
women, und haben dieselben (ten Gegenstand in aus~fihrliehen Ver- 
5ffenflichungen behandelt. Indess blieben diese Arbe[ten ziemHeh un- 
bekaunt, his man dutch die Herausgabe des Briefwechsets zwischei~ 
G ~ u s s  und S e h u m a e h e r ,  die 1862 erfolg~e, auf dieselben aufrnerk- 
sam gemacht wurde. Seitdem verbreitete sich die Aaffassung, d~ss 
nunmehr die Parallelen~heorie in ihrer .realen Unbestimmthei~ er- 
kannt sei. 

Abet diese Auffassung muss wohl e]ner wesentliehen Modification 
unterliegen, sei~ im Jahre 1867 nach R i e m a n n ' s  Tode dessen Habili- 
~a~ionsvorlesung: ,Ueber  die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen" erschienen ist and bald darauf H e i m h o l t z  in den 
GSttinger Nachrich~en (1868. Nr. 6.) seine Untersuehungen: ,,Ueber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen", verSffentlich~e. 

In R i e m a n n ' s  Schrift ist darauf hingewiesea, wie die UnbegT~azt- 
heir des Raumes nicht auch nothwendig dessen Unendlichkei~ mit sieh 
fiihrt Es w~re vielmehr denkbar und wfrde unserer Anschauung, die 
sich immer nut auf eir~en endlichen Theft des Raumes bezieh~, nieh~ 
widersprechen, dass der Raum endlich w'~re und in sich zur~ickkehrte: 
die Geometrie unseres Raumes w/irde sieh dunn ges~alten, wie die 
Geometrie auf einer in einer Mannigfal~igkeit yon 4 Dimensionen ge- 
]egeaen Kugel yon 3 Dimens~onen. - -  Diese Vorstel]ang~ die sich auch 
bei H e l m h o l ~ z  finder, wfirde mi~ sich bringer,, dass die ~Vinkelsumme 
im Dreiecke (wie beim gewShnlichen sph'~risehen Dreiecke) grSsser***) 
ist, als 2 l~ech~e, and zwar in dem Masse grSsser, als das Dreieck 
einen grSsseren ]n]~at~ hat. Die gerade Linie wfirde alsdann keine 
unendlich fernen Pankte haben, uud man kSnn~e dureh einen gege- 
benen Punkt zu einer gegebenen Geraden ~berhaupt keine Parallele 
ziehen. 

Eine auf diese Vorstellungen gegrfindete Geomeh'ie w~irde sich ia 
ganz gleieher Weise neben die gewShnliche Euklidische Geometrie 

*) Im Kasan'schen Boten IS29. --  Schriften der Un~versi~ Kazan, 1836---38. 
-- Crelle's Join.hal, t. XVII. 1837. (G~omdh"ie ima~aaire.) - -  Geometrische Un~er- 
suchungea zur Theorie der Parallelliniea. Berlin 1840. -- Pa~agdomdtrie. Kasa~ 
1855. (Die Pang6omdtrie finder sich ia italien~scher Uebersetzung fin t V. de~ 
Giornale di Matematiche. 1867.) 

**) In eh~em Appendix zu W. Boly~i's ~Verke. Tentamen juventutem . . . .  
Maros Va~rhely. 1832. El. eiae italienische Uebersetzung desselben fin t. VL ele~ 
Giorn~le di ~at~matiche. 1868. 

***) Die entgegenstehendea Beweise yon Legendre and Lob~gehefskY 
setzen, wie bereits hemerkt, die Uaendlichkeit des R.~umes vorau~. 



Uebet die Nieht-Euklidizche Geometrie. 

stellen, wie die soeben erw'~hnte Geometrie you Gauss, Lobatchefsky~ 
Bolyai. W'~hrend letztere der Geraden '2 unendlich ferne Punkte er- 
theilt, ~ebt diese der Geraden fiberhaupt keine (d. h. 2 imagin~re) 
unendlich ferne Puukte. Zwischen beidea steht die Euklidisehe Geo- 
metrie als Uebergang~fall; sie legt der Geraden 2 zusammeafallende 
unendlich ferne Punkte bei. 

Einem in der neueren Geometrie gew5hnlichen Sprachgebrauche*] 
folgead, sollen diese B Geometrieen beziiglieh sis hy~'rboli.whe, als 
ellil~tis&e und als parobollschc Geometrie im Naehstehendeu bezeiehnet 
werden, je lmchdem die beiden tmendlich fernen Punkte der Geraden 
reell oder imagia'~r siud oder zusammenfallem 

Diese dreierlei Geometrieen werden sich nun im Folgendea als 
besondere b'alle der allgemeiaen Cayley'sehen Ma~sbestimmung or. 
weisen. Zu der parabolisehen (der gewShnliehen) Geometric wit3 
man gefShrt, wema man die Fundamentalfl'Sche der C.~yley'schen 3la.ss- 
bestimmung in einen ima&da~ren Kegelschnitt degeneriren l-2sst. Ximmt 
man ffir die Fundamentalfl'~che eine eigentliche Fl~che :2 ..... Gr~de.~ 
die aber ima~n~ir ist, so erhSlt man die elliptische Geometric. Die 
hyperbolisehe Geometrie endiich erh'~it man, wenn man fiir die F~m- 
damentaIfl'~che eine reelle, aber nicht geradli**ige Fl~che 2 t''" Grades 
nimmt und auf die Punkte ia dereu lunerem aehtet. 

Ich wende reich jetzt zu der Aufstel]ung der allgemeinen Cay lcy'- 
schen Massbestimmung, zun'2ehst fiir die Grundgebilde erstcr Stufe. 
Dabei er'Srtere ich jedesmal, wie sich unter die projactivischen Vor- 
sbeUungen die Vorstellungen der elliptischen und hyperbolischcn Gc~)- 
mettle subsumiren. 

Es mag hier fibrigens linch des Zu~ammenhangs gcdacht werden, 
in welehem sieh die in Rede stehendeu geometrischen Dinge mit den 
Betrachtungeu befindea, die sich auf Ma~bestimmung iu beliebig aus- 
gedehnten analytischen Maanigfaltigkeiten beziehen. 

Herr B e l t r a m i  hat zuerst gezeigt*~), wie der planimctri~che 
Theft der hyperbolischen (Nicht.Eaklidisehen) Geometrie seine Inter- 
pretation in tier gewShnliehen Metrik der FIhchen mit coustantem 
negativem K_~mmungsma~se fin(let. In der hyperbolischen Geometrie 
ist also die Ebene wie eine .~laanigfaltlgelt yon 2 Dimen~iouen mit 
eonstantem negativem Krfimmungsmasse. AI~ darauf die ~z.  l{.ie- 

*) Man bezcichuct z. B. die Punktc einer FL-~chc 'ah bypcrboli~he odor clllp- 
tische oder parabolische, je nachdem die Hauptt,tngcnten reell oder imagin'3r ~ d  
oder zu~nmenfallen. Steiner nennt die Involutionen hyperboli~h oder elliptiJch 
oder parabolJsch, je uaehdem die Doppelelemcnte reell oder inmgi~r rind oder 
zRsamme~allen u. z. s 

**) Saggio di interpreta, zione delkt Gcometri~ noa.euclidea Giornale di M~ 
tematiche. 1868. 
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mann 'sche Arbei~ erschien, in der zum ersten Male der Begq'iff des 
Kriimmungsmasses auch far hShere Mannigfaltigkeiten aufgestellt wurde, 
dehnte B e l t r a m i  seine Untersuchungen auf R~iume mit beliebig vielea 
Dimensionen aus.*) ]nsbesondere zeig~e er, dass bei der hyperholischen 
Geometxie dem gewShnlichen Raume (yon 3 Dimensionen) auch wieder 
ein constantes negatives KrfJmmungsmass beigeleg4 wird, dass gerade~Lu 
die Annahme eines constanten negativen Kriimmungsmasses sich mit 
der Annahme der hyperbolischen Geometrie deckt. Die eliiptisehe 
Geometrie dagegen, oder, wie er sie bezeichnet, die spNirische**) 
(dean die gewShnliche sph~ische Geometrie gehSrt hierher), wiirde 
dem Raume ein constantes positives Kriimmungsmass beilegen. Bet 
der parabolisehen Geometrie endlich wSrde alas Kriimmungsmass auch 
constant, abet gleich Null seia. 

Da nun, wie im Folgenden gezeigt werden solI, die allgemeine 
Cayley 'sehe Massbestimmung im Raume yon 3 Dimeasionen gerade 
die hyperbolisch% elliptische and parabol~sche Geometrie umfasst, rich 
also mit der Annahme eines constanten Krtimmungsmasses deckt, so 
wird man zu der Yermuthung geleitet, dass aueh bet beliebig vielen 
Dimensionen die allgemeine Cay ley'sche ~Iassbestimmung und die 
Aunahme eines eonstanfen Kriimmangsmasses fiberein kommen. Dieses 
ist, wie indess nicht welter gezei~ werden soll, in der That der Fall." 
Man wird also fiir R~iume mit eonstantem Kriimmungs'masse ohne 
Weiteres die Formeln benutzen kSnnen, die im Folgenden unter Aa- 
nahme yon 2 ~ d  3 Dimensionen aufges~ellt werden. Es schliesst dies 
ein, dass in solchen R.iiumen die kfirzesten Liaien wie gerade Liniea 
durch liaeare Gleiehungen dargestellt werden kSnaea***); dass die 
unendlich feraen Elemeate eine F].~che 2 ~r Grades bilden u. s. w. Es 
sind dies Resultate, welche bereits B e l t r a m i ,  yon anderen Betraeh- 
tangen ausgehend, nachgewiesea hat j'); aueh ist, am yon den For- 
meln yon B e l t r a m i  za denen yon C a y l e y  zu gelangen, kaum noch 
ein Sehrit~ zu thun. 

Zagleich mag hiermit der Zusammenhang ungedeutet sein, der 
zwisehen dem Naehstehenden und den allgemeinen Untersaehungea 

*~ Teori~ fund~anent~le degli spa.zii di curvatura costa~te. Ann~.li di 
matica. Serie II. t. II. 1865/69. 

r Dem gegenfiber bezeich~et er die hyperboli~ehe Geometrie als ,,pseado- 
~ph':~i~ch e % 

~**) h~sbesondcre al~o ~ird fiir R~ume mit coast,rater Krfimmung die laraje~- 
tivi-~che Geometrie gelten. Vergl. w 17. des Textes. 

t) ZunSchst fSr Fifth_hen yon coas~uatem Kr6mmtmg~masse in einem Auf- 
satze: Risolutione del problema di riporta~e~i - puntl di una superficie et~. 
di ~Matematica. Serie I. t. VII.. 1866. Sodann allgemein in tier genannten Ab- 
Landlung: Teoria generaIe etc. 
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der Herren Chr i s to f fe l  *) and Lipsehi tz  ~)  abet Differenhal- 
ausdraeke bezteht. 

w 

Allgemeines fiber r~umliehe llassbestimmung. 

Alle r~umlichen Massbestimmungen lassen rich bekanntlieh auf 
2 fundmnentale Aufg'aben zurfickfffiaren: auf die Bestimmung tier/~nt- 
fem.ung ~weizr .Pu~te und auf die Bestimmung der 2%igung ~eivr 
sivh schneiegnuler Gera&m; wie demx die Instrumente., rait denen der 
praktische Geometer arbeitet, im Allgemeinen Slre'zken oder Winkel 
messen; aide iibrigen zu bestimmemden Dinge kSnnen aus diesen be* 
rechnet werden. 

Im Sinne der projectivisehen Geometric wird maa diese Leiden 
Grundaufguben als das Problem der Massbestimmu~ auf d~.7~ Grt~ud- 
gebilden erster Stufc bezeiehnen kSnnen. Das Messea der Entfernung 
zweier Pank~oe entsprieht der Massbestimmung auf der geraden Punkt- 
reihe i das Messera der Neigmng zweier sich schneidender Geraden der 
Massbeztimmung im ebeneu Strahlbiisehe!. Die Massbe~stimmung im 
Ebenenbiischel endlieh ist yon der ira ebeaen Strahlbiischel nieht ver- 
sckieden, da als Neigamg zweier Ebenen die Neigung soleher zwei 
sich schneidender Linien anzusehen ist, in welehen die beideu Ebcnen 
dutch eine auf ihrer Durehschnittslinie senkrechte Ebene gesclmittea 
werden. Es bleibea 8oaach nur zu betrachten die Massbe.stimmung 
auf der geradea Ptmktreihe trod die Massbestimmung im eLenen Strahl- 
bfischel, und yon ihnen soil bier zmi~chst gehandelt werden, 

Sofera maa die gerade Ptmktreihe und das ebene Strahlbilsehel 
als in der Ebene gelegen betra~:htet~ sind sie darch das Princip der 
Dualitgt verkniipft. Nieht so d~e fiir dieselbea geltendea MassLestim- 
mungea, die im Gegentheit wesentlieh ver~chivden sind, z. B.: 

Die Entfernung zweier Punkfe ist eine algebraisch% der Winkd 
zweier Geraxlen eme transzceadeate (c.yclometrisehe) Function der Coor- 
dinaten. 

Die Lgnge einex unbegrgnzten geraden Punktreihe ist mmndlieh 
gross; dagegen ist die Summe der Winkel im StrahlbiLschel endlieh. 

FAne Streeke ist (his aufs Vorzeiehen) eindeutig bestimmt, eia 
~A'inkel nur bis auf Multipla einer Periode. gnt.sprechend kann d i e  

Streeke auf einfa*he Weisr in eine beliebige Anz~ht gleicher Theile 
getheilt werden~ nicht so der Winkel, bei dem im Al!gem,hnen nut 
die Zweitheilung geliDgt e~. ~ 

*) Borehardt's Journal. t. 70. p. 46. 

**) Borehardt'g JocrnaL L 70. p. 71; L 72.. p. 1, 
]itatlaQma~i~elur , ~ l ~ a  IV, 3b 



Trots dieser Unterschiede haben beide ArCen yon Massbestimmun. 
gen e~was Gemeinsames, und dieser Umstand wird ges~tten,  beide als 
besondere F~ille unter nine allgemeinere Massbestimmung zu subsu- 
miren. Dieses Gemeinsame ist zweierlei ArL 

F~rstevz ~ l t  f'iir beide Massbestimmungen das Gesetz, dass sich 

die Massun~erschiede addiren~), d. h. dass 'der Massunterschied 1-2, 

vermehr~ am den Massunterschied 23~ gleich ist dem Massunterschiede 

13, in Zeichen 12 + 23 ~- ] 3. Diese AcMirbarkeit der M assuntersctde& 
is~ ein atlgemeines Gesetz, welches bei allen Massbestimmungen in 
Mannigfaltigkeiten einer Dimension yon vorn herein gegeben ist. ~ )  
Dasselbe hat fiir die Bestimmung clerjenigen Function der Coordinaten, 
welche den Massunterschied darstellen soll, den Werth einer Fane- 
tionalgleichung. ~ Mit dieser Addirbarkeit der Massun~erschiede khn- 
nen wit gleich die weitere Eigensehaft verkniipfen, die ebenfalts bei 
allen Massbestimmungen in Mannigfal~igkeiten einer Dimension hervor- 
tritt, n~imlich die__das~ die Enis eines Elementes yon sieh selbst 

gleieh Null ist: 11 ~- 0. Hieraus und aus der eben genannten Eigen- 

schaft folgt noch insbesondere: 1 2 - - - - -  21. 
Zwdtens haben die hier zu betrachtenden Massbestimmungen noeh 

nine zweite Eigenschaft, welehe sie eben geeignet mach~ zar Messung 
im l~aume angewandt zu werden. Diese Eigensehaft ist die, dutch 
nine Bewegung im t~aume nicht gdindert zu werden. Der Winkel zweier 
Geraden eines Bfisehels .:indert sieh inbesondere nicht, wenn man das 
Btisehel in seiner Ebene um seinen Mittelpunkt eine Rotation aus- 
ffihren l~sst;, ebenso wenig die Ent~ernung zweier Punkte einer Ge- 
raden, wenn man die Gerade in sich verschiebt. 

Die genannten heiden Eigensehai~en reiehen hin~ um beide Mass- 
bestimmungen zu charakCerisireni sie treten aueh ia deatliehsier Weise 
hervor bei der Art~ wie wirkhche Messmagen ausgeffihrt werdem Man 
bedient sich dazu, sowohl beim Winkel- als helm Streckenmessen~ 
einer ScaZa ~quidisCante~ Elemente, die man beliebig an den zu mes- 
senden Gegenstand anlegt, *~') Die Zahl der Scalentheile, welche 

*) Bei der Winkelmessung gdlt dies naUirhch nur so weit, ~ls rosa nieht~ 
was man immer k~nn, den Winkeln 1-22 etc. unabhi~ngig yon eiaander Multipla 
yon 2 u zuffi~-~. 

**) Dasselbe gilt z. B., wenn ~vir die Zeit oder Gewichtc oder Intensitlitea 
m e a n .  

***) Beim Streckenme~en bedient man sich, in Uebereiastimmuag mit elem im 
Texte Ge~gteu, einer Scat~ iquidistanter, auf' einer Geraden gelegener pankte, 
nines . ~ t ~ b s .  Dagegen wendet man beim Wiakelmessen nich~ nine Wi~kel- 
~cala, soadera einen gathvilto~ 1x~eis an, eler nine Winkelscala versifY. Im Terte 
soil abet an der Vomtell~mg einer Wmkelscuia festgehalten werdcu, well via Krei~ 
aicht im Siane der projeetivi'~ahen Geometrie ein Grundgebitde ist. 
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zw/sehen den beiden Element~n liegen, dere~ Massuntersehted zu be- 
stimmen ist, er~ebt geradezu den gesuchten Mas~anterschi~. Dabei 
soll nicht weiter discutirt werden, wie die Zahl dieser ~ahatheile im 
Allgemeinen keine gauze and nicht einmal eine rationale ist~ wie man 
damit zusammenh~ngend auch den Massuntersehied zweier Elemeate 
hie genau, sondern nur innerhalb gewisser Fetflergrgnzen wiM be-. 
stimmen k S n n e n . -  Dagegen mSgen wit des N~heren betra~htea~ wic 
die genannten beiden Eigenschaftea der Massbestlmmung in der bier 
mit gesehilderten Operation des Messens zu Tage treten. Die erste 
:Eigensehaft, die Addirbarkeit der Massunterschiede, ist anmittdbar 
darin ausgesprochen, dass wit als Massunterschied zweier Elemente 
schlechthin die Zahl der zwischea ihaen befindliehen Scalenthei|c 
Jtehmen. Die zweite Eige~schaft tritt nameatlich darin hervor, da~ 
wir fiir den Massanterschied dieselbe Zahl fiadea, unabh~mgig yon de~ 
Art und Weise, wie wir die Scala an das zu Me~sende an|egen. Zu 
diesem Zweeke muss die Scala die Eigenschaft haben, sich selbst zu 
decken, wenn man sit an sich selbst beliebig anlegt. Oder, ra~t an- 
deren Worten: Uebt man auf die Scala eine Bewegung aus, bei dec 
die gerade Punktreihe bez. das S~rahlbfischel, welche ihre Tr:~iger sind, 
anver:indert bleiben, bei der ferner ein Scalentheil in den niiehstfol- 
geuden iibergeht, so gehtjeder Sc~lentheil in den rJ~ehsffolgenden ilber. 

Diese letztere E~gens~haft der Scala gestattet cs~ d i e ~ e  durc], 
einc wLaler]wl/e l)' ewegu'~ anzufertige~a. 

Insbesondere, um eine Scala auf der geraden Punktreihe zu c~m- 
struiren, nehme man zwei Punkte (1) und (~) als Gr'gnzpunkte einer 
ersten ~~ au. ~xlann verschiebe man die Gerade in ,ie&, 
his (1) in (2) f~llt. So ist (2') in einen Punkt (3) gerfickt, weleher 
der driLte Scalentheilpunkt seia soll. Versehiebt man noch einmal um 
ein gleiches Stfiek, so riiekt wieder (1) in (2), (2) in (3), endlich (3) 
in einen neuen Sealentheilpunkt (4) u. S. w. 

Ebenso~ will man eine Scala auf dem ebenea Strahlbtischel con- 
struiren, so nehmc man zuvSrdemt 2 Strahlen (I) un(I (2) ~n als 
Grgnz.stxahlen eines ersten Scalentheils*). Eine Dre2mng des Bfischel~ 
in seiner Ebene um seinen Mittelpmikf bringe (1) in die Lage yon 
(2)~ so hat (2) eine Lage (3) angenommen, welches der dritte Theil- 
strahl ist u. s. f. 

Verschlebung einer Panktreihe oder Drehung eines Strahlbfi~hela 
in sich fallen nun beide vom Standpunkte der projeetiviuchen Geometric 
aus unter den allgemeineren Be~'iff eirg, r linearen Tra~forraati~, 

*) In praxi wird man ffir den S~ler~theil ~*inen ~ol~hen Wiakel nehm-ea, d;~ 
der reehte Will[el dutch eiae ~ z e  Anz~[ Se~e~thdle a~uagcdn~kt wird, ~a~ 
hie~ n/cAnt in Betr~r kommt, 

38* 
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welvhe das betreffende Grundgebibte in slch iiberl~hrt. Hiernach wird 
man sofort dne allgemeinere Cons~ruvtion einer Scala filr die gerade 
Punktreihe oder das Strah]biischel und darait e/he allgemeinere Mass- 
best/mmung auf diesen Grundgebitden concipiren, die dann die wirklich 
angewandten Constructlonen und Massbestiraraungen als besondere 
Fiille urafasst. Man wird sich n~mlich dadurch~ sei es ffir die Punkt- 
reihe oder ffir das Strahlbiischel, eine Scala construiren~ dass man aaf 
ein Eleraent des betre~nden Gebildes eine beliebig anzunehraende 
"lineare Transformation, dutch welche das Gebilde in sich fibergeht, 
wiederholt anwendet. Das anf~nglich gew~hlte Element erzeugt 
dabei eine Eleraentenreihe~ welche eben die Scala ist. Als Massunter- 
schied zweier Elemente gilt die gahl der zwischen den beiden ]~lemen- 
ten befindlichen Scalentheile. ~') Ist hiernach zan~chst nut der Mass- 
unterschied solcher Elemente definirt, welche gerade urn eine ganze 
Anzahl yon Scalentheflen yon einander abstehen, so wird man durch 
fortgesetztes Unterabtheilen der Scalentheile (vergl. den folgendea Para- 
~aphen) auch den Masstmterschied zweier Eleraente festlegen kSnnen, 
die urn eine rationale Zahl yon Scalentheilen unterschieden sind; man 
wirr endtich, indera man den Begriff der irrationalen Gr~nze aufnimmt, 
yon einera Massunte~-chiede zweier beliebiger Eleraente reden kSnnen. 

Diese allgemeinere Art der Massbestlraraung auf den Grundgebihlen 
erster Stufe soll in dera folgenden Paragraphen n'~her untersucht werden. 
Man wird dabei so viele wesentlieh versehiedene Massbestiramungen 
erhalten, als es wesentlich verschiedene linhare Transforraationen im 
Grundgebilde erster Stufe giebt. Nun ~eb t  es aber solcher Trans- 
ibrraationen nur zweierlei Arten: 

I) Solehe, bei denen zwei (reelle oder imaginKre) Eleraente des 
Grundgebildes lest bleiben. ~(Atlgeraeiner Fall.) 

2) Solche, bei denen nut ein (doppeltziihlendes) Element des Grund- 
gebildes unge~der t  bleibt. (Specieller Fall.) 

Entsprechend wird es auch nut zwei wesentlich versehiedene Arten 
projeetivischer Massbestiraraung auf den Grundgebilden erster Stufe 
geben: eine atlge~wine~ welche Transformationen erster Art, eine 
ciclle, welche Transformationen zweiter Art benut~t..  

Die gew5hnliehe Massbestiraraung irn Strahlbiischel ist yon der 
ersten Art. Denn bei einer Rotation des Biische]s urn seinen Mittel- 
punkt in seiner Ebene bleiben zwei getrennte Strahlen dessetben~ die- 

*) Hierdureh wird die Art tier zu benutzenden linearen Transformation be- 
schr'a~kt. In crater Linie muss clie lineare Transformation e.ine reelle sein, welche 
ciu reelit~ erstes Element in ei~ reelles zweites fiberffihrt~ Sodann ist aueh noch 
erforderlich~ dass die Scalentlm~3elemente in tier Reihenfolge ihrer Fmt~tehuug 
aufeinander folgen, und nieht etwa alas erste und zweite l~lement ~ureh das dritte 
und vierte getrermt werden. Vergl. den weiteren Text. 
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jenigen, welehe naeh den une~udlieh fernen i m a g ~  Kreispu~k~ten 
hingehen, unge~mdert. 

Dagegen ist die gewShnliche Massbe~timmung atff der Geradea 
yon der zweiten Art. Denu bei einer Versehiebuag einer Geraden h~ 
sieh selbst bleibt nach tier Ann-dame der gewShnliehea par~bolisehen 
Geometrie nur eia Ptmkt der~elben, der uuendlieh ferae Ptmkt, un- 
ge,indert. -- 

Hiermit i~t dean bereit~ angedeutet, wie nzc3a der Anuahrae tier 
hyperbolisehea bez. der elliptisehea .G~ometrie die Massbestimmang 
~uf der Gerade~a de~ zpeeiellen Charak~r v~rliert, den ihr die para- 
bolisehe Geometrie heiteg~. 13ie hyperholische Geometric ertheilt der 
Geradea zwei reelle~ die ellipfisehe z~vei imagin'Xre unettdlieh fernc 
Punkte. Sis hltt dementsprechead ciaa Verzehiebm~g eiucr Gerade~ 
in sieh als eine allgemeine lineare Transformation anfzafa.~se~b welehe 
zwei getreante Punkte, die beiden unendlich fernen Punkte, aageiln- 
dert l'~sst. Es ~vird dies im Folgenden noeh a~her erSrtert werden. 

w  

Die allgemeine p r o j e c t i v i s c h e  ~la~slu;stimmung auf den 
Grundgebilden erstcr  Stufe. 

Wir wollea hier zua~hst nut den al|gemeinen Fall der cbea aaf  
gestelltea projectivi~r Ma~be~timma~g it~.~ Auge f~ssea, da~ tr2m- 
lich zwei getrennte Elemente bei der die Scala er~eugend~:~ li~leare~t 
Transformation vorhandea sin& D~e~clhen mSgen als die beideu Fu~- 
d a ~ t a t d c ~ t m ~ , :  bezeiehnet werden. In sie verlegea wit die ~ d e n  
Grundelemente einer Coordiaatcnbe~ffmmung, welehe jedes weitexe 
Element dutch da~ Verh.~ltniss zweier homogeaer Ver~nderliehen x~ : x~ 
festlegt. Den Werfi~ diesc~ Verh~tai~ses mSgea w~r kt~rz dt~reh z 
bezeichnea, sodas~ also z-~-0 uad z ~-~ :~ die bcide~ Fuml~mentul- 
elemente vorsgellt. Alsdaan ist die tineare "l~a~m(brm~tion, vo~ der 
wir bei der Construction der Scala au~gehe~ wotten, dureh eine Gle, i- 
ehuag yon der folgenden Form gegeben: 

wo ~ eiue die Translbrm~tion l-~stimmeade Constante i~t.*) -- Wenden 

*) Diese8 g da~f ~,~h eiaer 0ben gcma~laten Bemerktmg ~ieht ga~z bdiebig 
~ein, weil wit be4 tier Con~truc~on dcr Seal~ gut re, erie Eh;mentc des Grand, 
gebildes ins Auge f ~ n .  F~ mt~ ~ zun~h~t der Be~chrgnkuJag genflgea, dan 
dutch die Tramformafi0n z':-~ J,z reelle Elemen~ in revile fibergehe~ (ua~b -h~gig 
d~von, ob die beide~ Fundamentalelement~ z ~ O ,  z ,~ ~ reeU 6der ~ . r  
aind). Sodam~ ma~s 2 (vergh den weiteren Text) bei reelle~ Fuada~elat~lek~men �9 
te~ t~itiv ~i~ 
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wir nun dlese Transformation wiederholt auf  ein witlkiirlich angenom- 
me~es Element z ~---z~ an ,  so erhal~en wir eine Elementenreihe: 

zt~ ~1~ '~z1~ ~azl~ . . . .  
und diese ~mentev,  reihe ist unsere ScaZa. Dieselbe geht, wie a priori 
ersiehtIich, dutch die erzeugende Transformation in sieh iiber. 

Bezeiehnen wit  nun de~ SeMentl~ei~ als .Einhei~ der ~Entferr, ung, 
so wird die Entfernung der Etemente zj ,  2zl ,  J L 2 ~ I  ~ g3Z 1 y . �9 . YOn dem 
Elemente z t bez. gleieh 0, 1, 2,  3 ,  . . . . 

Jetzt  werden wit, um auch .die Entfernung anderer Elemente yon 
dem Elemente at messen zu kSnnen~ die Scalentheiie unterabtheile~l, 
etwa ztm~chst in ~ (gleiche) Theile. Man erreicht dies, indem man 
auf das eine Gr~nzelement eines Scalentheils diejenige lineare Trans- 
formation ( n -  1)real anwendet, wetehe naeh nmal iger  Wiederholung 
die Transformation z ' =  ~z ergiebt, d. h. also die Transformation: 

1 

Dabei wird man die ~r Wurzel des .Ngheren so wiihlen~), dass das 
1 

Element X~z z~ischen die Elemen*e z und 2z  zu liegen kommt. 
Is~ diese Unterabtheilung ausgeftihr~, so kann ma~ mmmehr die 

Entfernung aller Elemente yon St angeben,  deren Coordinate z sich 
auf die iblgende Form bringen l'~sst: 

wo ~, ~ ganze Zahlen sind. Diese Enffernung wlrd geradezu gleich 

Exponenten a + ~ ,  dem 

Indem man sich nun die Untertl~eilung der Scala unbegr'~nzt tbrg 
gesetzt denk~ ist ersichflich, dass iiberhaup~ als Entfernung eines 
Elementes z yon dem Elemente z~ derjenige Exponent ee~anzuse]aen 
ist, zu welchem & erhoben werden muss, damit s ~ - z  ist. Es ist 
dabei a irgend eine rationale oder irra}ionale Zahl. 

*) Warmm gcrade diese Bes~mmu~g, ~ibersieht man am bes~en aa dem Bei- 
spiels der Kreistheilung. Soil bei ei~em Kreise ein Scalen~hoil, etwa tin Grad. 
untezgetheilt werden, so ist dan ztmgehsg noch eino unbestimmte &a~g~be, well 
der gegebeae Scalenthell nut bi~ auf Multipla der Periode ~. x gegeben i~*. Diese 
Uabe~timmtheit wird dutch die Fe~tsetz~mg im Texte mlfgehoben. --  Br reellem 

1 

Flmdament~lelemeatcn gen~g~ es, ;t ~ einfach als die reelle n ~ Wurzet yon Z zu 
definiren. Damit cs abet eine solche giebt, mass Z posi~iv rein, wa~ schon obe~ 
angegebcu warde. Bei negativem ~ wfirde man f'dx die Scala eine Elementen- 
reihe er "tmlten, derea Elemente aicht in de, Reiheafolge ihrer Enfstehung a~fein- 
unsex folgten. 



Ueber die Nieht-Euklidisclw Geometrie. 

Wir  kSm}en dies, da offeabar e -~- log " : log ~ ist, auch so aus- 
Zl 

spreehen: 

Die E~dfernung nines Element,s z yon chin E ~ w ~  z I ist gleid~ &~n 

Logarithmus des Quotientc~ z -7,  dividirt d~rd~ die Co~stant, e log a. 

Das Element z 1 ist dabei ant zu~llig al.~ Aafan~elemeat  der 
SeMa gew.~hlt, aber nieht welter ausgezeichnet g~wesen; man kazan 
dasselbe dareh eiae lineare Transformation, wclehe die beidea Funda- 
men/alelemente und also die gauze Ma~bcatimmung nicht ihadert, 
fiberall hinbringen. Man hat also: 

.Die ~ t f e r n u u g  -,'weier bdiebiger ~'&JJw~tc ~ und z" ist gh'ir], 
Z. 

log ~.- : log A, win man noeh verifieirea mag, iadem man die Eatfer- 

nungea der beidea Elemente z mid z' yon z2, mmdich log .L : log  ). 21 

und log z" : log 2 yon einander ~ubtrahirt. 

Start der Constanten 1o,_~-$ wollen wir jetzt kiirzer c schreibeu *), 

eine I3ezeielmuag~ die im Folgeadea immer ;mgewemlel werden ~ull. 
Danu ist also die E~d['crnu~uj :wcio" b~licbOer l'~h,mc~de z mut :" 

gleich e �9 log ~,-. 

An diesem Ausdracke fiir den Mazsunterschicd zweicr Elemcnlv 
verifieirt man leicht das Vorhandensein derjeaigea Eigcnschaftmb dutch 
dereu Forderung ~vir ihn construirt haben. Zun~ehst tinder di~, Addir- 
barkeit der Massuutemchiede start: 

c log ~., "-- c log ~r' -t- c log z"" 

E~ ist ferner die Eatfernung ei]re~ Elcmente~ yon sich ~elb.-t gleich Null: 

c .  log z 

Endlieh bleibt die Eutfernung zweier Eletuente: 
,7 

e log ;, 

unge'~ndert, wenrt mart auf z trod ,r gleiehzeitig nine linean' Trau:-- 
formation auwendet, bei der die beidea Fundameutaleleme~e: 

z-~--O~ ~" -~-- -~r 

�9 ) gntspreehend den Be~hr."tnkungen~ die der Con~tanten ,l aufgelegt waren, 
wird man Besehr'Zmkungen iNr die Con~taate e erhalten. Dieae|l,cn gehen d',dam, 
da.~ c rcell oder rein imagin~r sein mu~s, je zaaehdem die F,m, .tameatz.lelemeate 
reel] oder ima~n~r sin& W2glte man e z.nderz, ~o whrdr man noel imraer 
den bier gewonnenen anatytisehen husdruek .'.In Ma,-oanter~chicd ],e~eiehncn kZm- 
ne~ ,  aber der Ma~stmtersehied zweier eoaseeutiver reeller Elemente w~re dana 

ima~n:.ix. 
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unge~der~ bleiben, also eiae Transformation, welche z uad z" gleich- 
zeitig in Multipla ihrer selbst tiberfiihr~. - -  

Der hiermit F~ir die Massbestjm,mmg gewonnene aaalyfische Aus- 
$ 

druek li~sst sich eini:ach geometrisch iaterpretirem Der Quotient ~.- 

hat, wie bekannt, die Bedeu~ung des Doppelverh'~ltnisses tier Elemente 
z, z' zu den beiden Ftmdamentatelementen z ~ 0, z ~--oo. 

~s wird also bei un~erer 2~assbestimmung die Emtfc~rnung zwcier 
.Elvr, u.nte des Crrundgebildes gTzich dem mit einer gewissen Constanten 
multi2~iclrten Logarithmus des yon densdben m~t dt.a beiden Funda- 
mentalele~xntc~ geb~Tdeten Do~dverhiiltnisses. 

Die fragliche Constaate c ist dabei unbestimmt und witlkiirlich 
anzunehmen. 

w 1 6 2  

Uebergang zu eomplcxen Elementem Yeral lgemeinerung tier 
C~rdinatenbestimmung. 

Wit haben bei der Construction der Scala und also bei der Deft- 
nitlon des M~ssuntersehiedes zweier Elemente seither nut reelle Ele- 
mente des Grtmdgebildes betrachte~. Nun wit aber den aaal3~ischen 
Ausdruck flit den Massuntersehied zweiex Elemente gewonnen haben: 

c log ~-, 

so kSnnen wit aueh unmittelbax wn  einem Masstm~erschiede zweier 
eomplexen Elemente des Grandgebildes sprechen. Dabei tritl dann in 
Allgemeinheit eine Erscheiaung auf, die wir beim Winkel kennen and 
die, wie im n~chsten Paragraphen welter erSr~ert w~rden soil, bei 
reelleu Elementen immer dann i~ Evidenz tritt, wenn die Fundamental- 
elemente imagiaiir sin& Es ist dies, dass der Massunterschied zweler 
.Ele~nte ]zeine eind~utizj bestimmte, vielmehr due unwxllich ,~dwerthige 
Function mit einem ~eriod'wi~s~nodul ist. 

Dieser Periodicitiitsmodul betr~#, da die Function des Logarit3amas 
die Periode 2 ~ i  hat~ 2cz i .  

Da ferner dex L o ~ t h m u s  unendlieh gross wird, wema seia Ar- 
gument 0 oder cw be~r~gt~ so siad oifenbax solche Eleme;afe tmeadtich 

welt yon ebaander enffernt~ flit welche 2 _ -  0 oder ~ - ~  wird. Dies 

trit~ da~an trod nut dann ein~ wenn eiues der beiden Elemenf~ mit 
einem der beiden Fmadamentalelemente (z ~--O, Z ~ ~) z~aomea- 
ffallt. Also: 

~el u~serer Massbestimmung ert~il~ das Grundgebilde ~wd (re2~ 
oder i~*mgi~re) u * ~ i t ' h  ferule Elemente: die beid.e~ Fumta,~tal -  
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Die E~ffernung dieter Eiemente wm eiaem beliebigen anderea ist 
in derselben Weise uaendlich gross, wie log 0 Qder log ~ .  

Die bekleu Fu~Mamentaldc~ate sbw7 Zogarithnd.u'h ~nc~tdlk'~ eadg, 
Wit mSgen nun such die hesehr:Ankende Aaaahme fallen lasse~ b 

welche wir seit~er hin~icht]ieh der C~ordinate~bestimmuag ~emacht 
hatten. Die beidea Fnnda~a~ntale]emente mSgen nicht mehr mit d~n 
Grundelementen der Coordinatenhestimmtmg zus~mmeaf~ll~n, ~ondem 
so[lea dutch eine allgemeiae Gleichung 2 ~" Grades gegehen sein: 

oder, homogen geschrieben: 
ax~ ~ .q- 2 bx, x~ -1- cz(" ----- O. 

Um den Mas~unterschied zweier Elemente mit den homogenea C~of 
dinaten x,, x~ uud y~ y~ mazugeben~ hat man am" ('Ins D0ppdverhiilt- 
hiSS derselbea zu den beiden Elementea ~ ~ 0 zu bilden. Die~e~ 
letztere wird aber uaeh bekanntea Regeln: 

_ + v - 

wa Q~, Q,~,~ Q~,~ die folgende~ Au~lrtieke bedeuf~n. E~ ~t Q~, 
Q,~,~ dasjenige, was aus Q en~teht~ wean man s~tt der Variabeln 
bez. xt~ x~ uttd y,~ y~ einsetzt, also: 

Sodann O~,~ bedeut~t den Aasdruek: 

Bei Anwendung dieser Bezeiehnuug wird jetzt der Ma~tmternehir 
zweier Elemeate gleich: 

c.  log ~ q "  t / ~  - - ~  ~'~ XY- 

u~zd d ~  ist d~  aY~jemeb~e m~alytiscl~ ~ Ausdru~ l~r der~ Mas~u~rsrtded. 
Gelegentlieh werden wir start des Logarithmu~ eine~ A~euz Co- 

sinus einfiihren. Es iss bekauntlieh: 
a - I - ~  

c l o g  a ~ -  2 i c .  are cos - - ~  . 

Also aueh unser Masstmferschied: 

DEes Jut diejeaige Form des analytisehen A~sdrae~u~ welehe bei Cayley 
vorltomrnt~ Cayley hat nut, wie bereita erw'~hnt~ der Con~tante~ e 

i beigeleg~ soda~ bei ~ der Massacrer. den psrficul~ren Werth ~ ~- 
sehied geradeza gteieh wird dem betreffenden Areus (~smv~ 
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Besondere Betraehtung tier reellen Elemente des Grundgebildes. 
Wir wollen nunmehr betraehten, wie sich die in den vorigen 

beiden Paragraphen entwickelte Massbestimmung auf den G.rundgebil- 
den erster Stale des N~heren ffir die reellen Elemente des Gebildes 
gestaltet. Dabei werden die he,den F~lle zu u~erscheiden sein~ dass 
die Fundamentalelemente reell oder dass sic imaginiir sind. Der be- 
stimmteren u wegen wollen wir dabei insbesondere die Mass- 
bestimmung auf der geraden Punktreihe ins Auge fassen; flit das 
Strahlb~ischel getten selbs~verst~ndlich die n~mlichen Dinge. 

Es mSgen er~tens attf der Geraden zwei reelle FundamentaIpunhte 
o, o" gegeben sein. 

Sind dana x und y reelle Pun]~te der Geraden, so haben x, y zu 
o, o" ein negatives oder positives Doppelverh'~ltniss, je nachdera die 
Strecke x y yon der Strecke o o' getrennt wird oder nicht. ]m ersten 
Falle ist also der Logarithmus des Doppelverh'~ltnisses rein imagin~r, 
im zweiten (his auf imagin~re Perioden) reell. Stellen wit also die 
Forderung~ dass die Entfernung zweier aufeinander fo]gender Punkte 
der Geraden reelt sei, so mtissen wit dis den Logarithmus multipli- 
eirende Constante c ebenfalls reell nehmen. Dann gilt der Satz: 

Die Emtfernung zweier ~unL'te x,  y ist eine imaginiire oder eine 
redle Gri~sse, je ~ad~dem d& Strev'kc x y  yon d~r Stred,'e oo" gdren~ 
wird oder nid~t. 

Man kSnnte nat/irlieh c (wle (ties bei Cayley  ffeschieht) einen 
rein imagini~ren Wexth beilegen; dann wiirdea sich in dem vorstehen- 
den Satze die Worte reell and ima~n~r vert~uschen. Von vornherein 
ist dies gerade so zul~ssig, wie die andere Annahme. Nur wtirde da- 
durch die Massbestimmung einen ganz andercn Charakter ffir redle 
Pankte bekommen, als die yon uns gewShnlieh augewandte ist. Woll- 
ten wit z. B. eine Scala solcher Punkte eonstrairen, 1~ 2, 3 . . . ,  ~]ie 
jedesmal um die Einheit der Enffernung yon einander abs~ehen, so 
wiirde 2 yon 1 and 3 dutch o o" getrennt sein and die Entfernung 
1 3 nur insofern gleieh zwei Einheit~n sein~ a]s man yon 1 zuers~ za 2~ 
yon 2 sodann zu 3 gehtt w-:~hrend ~ unmittelbar gemessen einen ima- 
gin'~ren Werfl~ er~ebt u. s.f.  Desshalb soll die Annahme eines ima- 
~n~en c hier ausgeschlossen sein. 

Bei reellem c haben wir zun'~chst den eben angegebenen Satz. 
Wir werden uns dement~prechend anf die Betraeht~mg der einen der 
beiden Sta'ecken beschr~inken, in welche die Gerade durch die beiden 
Fundamentalpunk~e zerlegt wird. Jede dieser beiden Strecken ist ua- 
endlich-lang, ia.~ofern ihre beiden Gr'~nzpuakte, die I~andamentalpunkte~ 
yon allen anderen Punkten unendlich fer~ sind. 
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Man stelle sich nun vor, dass man in einen Punkt der Strecke 
oo', die wir gerade be~raehten, gesetzt w~re und dass man sich nieht 
anders auf der Gerad, en for~bewegen kSnae~ a|s vermSgr solcher linearer 
Transformationen, welche die Punkte o, d und also die Massbegxim- 
muhg unge~ndert lasses. Wir wotlen dana auch yon einer Geachwin- 
digkei~ der .Bewegung sl~reehen , indem wit darunter daz Verhaltni~ 
des durchlaufenen Raumes (gemessen in unserer Ma~bestimmung) zu 
der gebrauchten Zeit verstehen. Wenn man sich dana mit eona 'taster 
Geschwindigkeit in dem einen oder dem anderen Sinne auf der Ge- 
rmten bewegt, so wird man sich de~a~ Punkte ooder o" be~t~ndig 
n'~hern, man wird ihn abet, da er unendlich fern ist, hie erreichen. 
In die zweite Strccke o'o abet, au[ &~" man sM~ gera& uidd befimtz2, 
wird rna~ hie 9ela~en~ ~ e h ~  man sich vo~ ihre~n gorham~selu ~dcld 
wird iiberzeuge~ k6nnen. 

Dies is~ nun get,de diejeni~*e V~mtellung, welche amn ~ich hi 
der hyperbol.~cken Geometrie yon dem Mes~en auf der geradett Liaie 
bilde~. Die hyperbolisehe GeometHe ertheilt der Geradea zwei uneml~ 
lieh ferne Punkte. 0b jenseits der bciden une~ldlieh fertlea Puakte 
noeh ein Stfiek der Geraden existirt, welches daz im Endliehen ge- 
]egene Stfiek zu einer gesehlossenen Curve erg'~nzt, ist nidlt zu sages, 
da u_us unsexe Bewegungen hie an die unendlieh fernen Punkte hinan, 
gesehweige denn fiber dieselben hinausffihren. Jedenfidls wird man 
abet ein solehes Sf.iiek als ein gedaehtes, ideales der geraden Liaie 
hlnzufiigen kSnnen. 

Wit wolten nun ~u:vitz~ annehmen, die beiden der Massbe~tim- 
mung auf der Geraden zu Gmnde zu legenden FandanmntalpunMu~ 
seien (conju~rt) imagin~r. Dann ist das D0ppelverh~lmi~ der beiden 
Fandamentalpunkte zu zwei beliebigen reetlen ptmkten ~, ,j negativ, 
der I~,garithmus also rein ima~n'~r. Wir m~sen also c cinch rein 
imagimTtren Wer~ c t i er~heilen, damit die Eutfernung reeller Panktc 
reell sein kann. Dana aber ist zugleich die gegenseitige Enffernung 
aller reeUer Punkte reeU. Unendlieh ferne reelle Punkte giebt es nieht. 
Die Linie kehrt wie eine ge~ehlosaene Curve in sieh ~ar~ek. l~e reelle 
Entf~rnung zweier Punk~e ist. night vollstAadig bestimmt, sondern nut 
Dis auf Multipla einer reellen Periode, wetehe die Ge~,ammfl-~ge der 
Geradea vorstellt. Dieselbe betFagt 2 i x c  ~ - ~  2~c,.  Die Ma~- 
bestimmung auf der Geraden ist dann ganz so~ wie die gewShntiehe 
Massbestimmnng auf eb~em Kreise mit dem Radius % 

Die hiermit gesek~lderte 5.tassbe~timmmag auf der Gerad~a int 
gerade diejenige, welehe die d/i/~"~c/~ GeometaSe az~zuaehmen ha~ --  

Was wit jetz~ ffir die gerade Pun~reihe ausgefalart babes, kSn. 
nen wir genau in derselben Wei~e f~r da~ ~trddbiisch~ an~spreehen. 

Sind die beiden der M~beCS_mmung im Strahlb~ehel zn Grande 
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liegenden Fundament~lstrahlen reell, so hat tier B~ischel zwei reelle 
S~rahlen, welehe einen unendlich grossen Winkel mit allen librig, en 
einschliessem Eine Rotation eines 8trahles im Biisehel ~ en~sprechend 
definirt, wie eben die Beweg~ang eines Punktes auf der Geraden - -  
fiihrt den Strahl nie an diese beiden Gr'~nzstrahlen hinan .oder gar 
iiber dieselben hinaus. Eine solche Massbestlmmung lieg~ unserer ge~ 
wShalichen Winkelbesthnmung gewiss nicht za Grunde, d~ eine forg 
gesetzte Rotation eines Strahles um einen auf ibm gelegenea Punkt 
den Strahl naeh endlicher Zeit in seine Anfangslage zuriiekf'tihrt. 
Vielmehr verlang~ diese Thatsaehe imagin~re Fundameartalstrahlea. 
Und in der That erkannten wir bereits in w 2., dass die gewSlmliehe 
Winkelbestimmuug zwei imagini~re Fundamentalstrahlen benutzt, n~ld- 
lieh diejenigea beiden StraJalen des Biisehels, welehe dureh die unend- 
lieh fernen imaginKren Kreisptuakte durehgehen. Bei der hyperbolisehen 
und elliptisehe- Geometrie bleibt die Winkelbestimmung im Strahl- 
biisehel ganz die gewShnliehe; die beidea Fundamentalstrahlea werden 
nut nieht mehr als diejenigen beiden Strahlen definirt, welehe dureh 
die Kreispunkte hindurehgehen~ sondern als diejenigen, welehe einen 
bestimmten Kegelsehni~, den in diesen Geometrieen vorkommenden 
tmendlieh fernen Kreis (v.ergl. w 8.) bertihren. 

Die in der allgemeinen Formel des w 4. unbestimmt bleibende 
Constante c ist, damit dieselbe far die gew~hnliehe Winkelbestimmung 

gilt, gleieh + ~ zu setzen. Zun~ehst muss sic, naeh den vorss 

bei der geraden Punktreihe ausgeffihrten Betraehtungen, rein imagin:gr 
= +__ c 1 i sein. Alsdann wird die Summe der Winkel im Strahlbfisc~el 
gleieh 2 rtvi~ and da dieselbe bei der gewShntiehen Bestimmung gleieh 

1 gesetzt wird *)~ so ist c 1 ~ -  zu nehmen. Unter dieser Ann0kme 

er#ebt  die Formel des w 4. in der That die gewSh~dieh bei der 
Winkelbest~mmung benutzte Formel. Seien x und y .rechtwinklige 
Coordinaten in der Ebene. Der Mittelpunkt des Strahlbiisehels, v~el- 
ehes wir betraehten, sol1 in den Coordinatenanfangspunkt fallen. So 
sind die beiden naeh den Kreisptmtden gehenden Strahlen: 

x ~ + y'~ = 0 .  

MSgen sodann zwei Sta~hlen dutch die homogenen Coordina~en x, y 
und x'~ y" festgeleg~ sein. So wird, naeh der Formel des w 4., indem 

i wir noeh e - ~ - ~  se~zeal, ihr Winkel 

*) Unter der Samme der Winkel im Str~hlbfschel ist bier derjenige Winkel 
zu ver~tehen, den ein sieh am einen seiner Punkte dreheader Straht durehlaufen 
mua% um zum ersten Male wieder mit seiner anf-angliehen Lage zusa~nmen zu 
iidlen. Es ist dies die Hiilfte desjenigen W'mkel~, den ein Punkt auf tier p~i- 
p/aerie eine~ Kreises d~chtaufen muss, am zur Anfang~lage zurfiek zu gehmge~ 
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x s  + yy" 
= arc cos y ~ / ~ ,  x~/~q:~, ' 

uad dieses ist ersichtlich die gewShnliche Wiakelbestimmuag. 
Der Winkel zweier Geraden ist also im Sinne der projectivischeu 

Geometrie zu definiren, als der mit Y-~ multiioli,=irt e ]_,ogartthmus d~- ~ .  - 

jenigen .DoFl~elverl~iltnisses, welches die beiden, Geraden mit &~ ~ 
ihrem Schnitttmnl#,e nach do~ ~iden unendlieh fe~u-a imagirdiren Kreis-. 
tmnkten gehenden lz~nien bil(hm. 

Gerade Liniea bilden mit einander insbesondere einen reehten 
Wiakel, wean dieses Doppelverh~tniss ein harmoaisches int. Die Be- 
zeichnung eines solchen Winkels (oder aach einer entspreehenden 
Streeke) als eines ~echten werden wir in der Folge ffelegentlieh auch 
bei der allgemeinen Massbest~mmung anwenden. 

w  

Die specielle Massbestimmung bei zusammenfallenden 
Grundelementem 

Bisher hatten wit den besonderen Fall noch nicht ill Betracht 
gezogen, der bei dem ZusammenfaUea der beiden Fumlamentalelemeate 
der Massbest2mmtmg eintritt. Unsere allgemeine Formel 

9z~ 
2 ic arc cos ........... 

er~ebt dann~ unabh~ngig yon den Werthen, die mall x and y bei- 
legen mag~ als Entfernung der beiden Elemente Null. Aber eiae 
Massbestimmung bleibt nach wie vor m5glich, da (lie Art, wie die 
Entfernungen versehiedener Elemente beim Zusannnenfallea der Fun- 
damentalelemente 2Null ~verden, eiae ganz beafimm~ ist. Es int offenbar: 

~.~ .  Q~,~ - -  ~2~ =,: (x, y2 - -  ylx2) ~ �9 ~ ,  

wo A die Diseriminante ( a c -  b~ der quadratisehen Form ~2 ist. 
Deshalb k5nnen wir die allgemeine Formel f~r die Massb~timmung 
aueh so sehreiben: 

2 i c .  are sin ~(~g' -- ~ z ~ _ .  

Fallen jetzt die beidea Fandamentalelemente zusammen~ so wird Q 
ein vollst~ndiges Qaadrat eines linearen Auadruek~ pjx 2 + p~:a2 ~ Pt 
and A versehwiadet. Wir kSnnea deshalb zuagchst den arc sin dem 
sinus selbst gleich setzen ~ also die Enffemtmg sehreilmn: 
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oder, wenn wir ffir Q~,  Qy~ noch bez. ~o~ und p~ einf~hren: 

(l~Lxi -b p~:r~) (p~y~ "F ~Y~) 

Den versehwindenden Factor A vereinigen wir mit dem 2 ic, dem wir 
einen beliebig grossen Werth beilegen kSnnen, zu einer neuen Con- 
stanten k. ~qo erhalten w i t  denn f~r den Massunterschied die ~ormd*): 

]~ . xty~ ~ ylx~ 
(21zi q- p2x2) (PJyi -j- ~y2) ' 

wo 10 ~ 0 das doppeltz~hlende Fundamentalelement vorste]lt: 
Dass dieser Ausdruek, den wir dureh einen Gr'~nzfibergang ge- 

funden haben, in der That den Forderungen geniigt, die wit naeh 
w 2. an ihn zu stellen haben, is~ leicht zu verifieiren. 

Wir wollen ihn zu dem Zwecke in der etwas anderen Form 
schreiben: 

wo ffj, q~ im Uebrigen beliebige GrSssen sind~ welehe die Bedin~ng 
befriedigen: 

ql P2 --  P~ q~ ---~ k.  
An dieser Form tritt  zuvSrderst die Addirbarkeit der Massunterschiede 
ohne Weiteres in :Evidenz. 

Sodunn aber auch die Unver~nderlichkeit derselben dutch die- 
jenigen speeiellen linearen Transformationen, welche das Fundamental- 
element p ~ 0 doppeltziihlend nnge~ndert lassen. Diese Transforma- 
tionen fiihren T in ein Multiplum seiner selbst fiber; je/ten anderen 
linearen Ausdruck, also aueh q, in dasselbe Multiplum seiner selbst~ 
vermehrt um ein Vielfaehes yon p:  

Der Quotient ~q ~indert sich dabei also um die Constante a, and der 

Massunterschied zweier Elemente~ der die Differenz zweier solcher Quo- 
tientea ist, bleibt vSllig unge~ndert, w. z. b. 

Geometriseh definirt sieh die hiermit gefundene Massbesfiummng 

folgendemassen. Der Quotient 2--~-~ stellt~ wie bekannt~ das Doppet- 
q~ 

verh~,ltniss des P a S t e s  x mad desjenigen Panktes, ffir welchen ~ den q 
Werth I annimmt~ zu den beiden Punkten ~-----0~ q ~ 0 dar~ also 
zu dem gegebenen doppeltz~hlenden Fundamentalelemente und eiaem 
be]iebig gew~hlten hinzutretenden Elemente. Die ~f fere 'az  der W~the 

*) Cuyley leitet diese Formel in gaaz -~lmlicher Welse ub. 
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dieses DopW.lverlffillnisses, gebildet flit Zwei JE~ne-ate, ~ellt den Jga~  
~nte'rschied dvr beid~n .Elemo#e dar. 

Diese Massbestimmnng 7 die sieh als eha Griinz/'all dsr altgemeinea 
ergab~ sell der letzteren gegenfiber tbrtan als ~'ciel]e )Plassl~,stbmmtng 
bezeiehnet werden. Dieselbe besitzt im Gegensatze za der allgemeinen 
besonders die folgenden beidsn Eigenschaften: 

Sie ist n[cht mebr mehrdeutigt sondern ei~deutig definirt. 
Sie besitzt nicht zwei logarithmisch unendlich f*'rne Elemenl~., 

sondern nur ein algebraisch unendlich wcites (dins dolTslt~:Ahlendc 
Fundamentatelemen~). 

Unter diese speeietle Massbestimmuag subsumb"t sich insbesoa- 
dere, wie bereits in w 2. angedeutet, die gewShnliche (Euktidisehe, 
Farabolische) Massbestimmung auf der geraden Linie. Desshalb hat 
die Gerade bei der gewSh~flichen Ansehauuag aaeh aur einsn unend- 
lieh fernen Punkt, Diesem Pank~ kam~ man sieh anf der einen odet 
der amleren Seite nnausgesetzt n'Xher~, ohne ihn allerdings zu er- 
reiehem Die gerade Linie ist bei der parabolisehen Geometrie, im 
Gegensa~e zu der elliptischen, une~,dlich lang. Alter ein ideales 
Stfiek, wie bei der hyperbolischen Geometri% bcsitzt .sic nicht mvbr; 
sic h~ngt im Unendliehen zusamnlen. 

w  

Specielle ~assbestimmun~, welche eine allgemeine iu einem 
Elemente berfihrt. Krfimmung der letzteren. 

Wir wollen uns j e s t  auf ei~em Grundgebilde erster Stufe zwei 
Massbestimmtmgen denksn~ eine allgemeine uud eine sl~cielle. Die- 
~lben sollen in einer be~mderen gegenseitigen Be~Sehung stel~en, die 
als ]3er~hrung der beidc~ Massbestimmun#r,~ in eb~ln :Elegize-rite tre- 
zeiehnet werdeu wird. Welcher Art diese Bsziehung ist~ wird maa~ 
am besten an einem Beispiete erkennen. 

Auf einer geraden Linie sei eine gewShnfiehe Ma,.sbestimmung 
gegeben, die den unendlieh fentet~ Pankt der Geradea als Doppei- 
element benutzf~ Die Punkte der Gera~]en seien dureh eine nich/ 
homogene Coordinate z vorgestellt, we z geradezu den A|~tand veto 
Coordinateaznfan~pmll~te bedeuten mag. 

Sodnnn eonstr~ire man auf der Geraden in der fotgenden ~l~reise 
eine allgemeine Massbestimmung. In dem Abstande 1 yon der gege- 
benen Geraden and anf der im Coordinateuanfangspunkte errlehteten 
:Senkreehten sei der Mittelpnnkt eines Strahlbiisehels gelegen. Fiir 
dieses Strahlbasebel sei wiederum die gewbhnliehe Massbestimmung, 
d. h. "jetzt die ffir das Strahtbilschel gew~ilanliehe Win_.kelbe~timmtmg, 
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gegeben. Diese Massbestimmung kann man auf die gegebeae Gerade 
fibertragen~ indem man als Massmlterschied zweier Punkte der Geraden 
den Winkel defmirt, den die dutch sie hindurehgehenden Strahlen des 
Bfisehels bilden. Sei z die Coordinate eines der Pankte, so ist der 
Winkel, den der hindurchgehende Strahl des Bfisehels mit dem dutch 
den Coordinatenanf~ngspunkt gehenden bildet, g|eich arc tang z; 
ffberhaupt wird also bei dieser Massbestimmung der Massunterschied 
zweier Elemente z und r 

---~ arc tang ~ - -  are tang z'. 
Die Fundamentalelemente dieser Massbestimmung sind imagin~ir und 
des N~heren besfimmt durch z ~ - 4 - i .  

Zwischen tier angenommenen speeiellen Massbestlmmang und der 
jetzt hinzutretenden allgemeinen besteh~ nun die Beziehung, dass sic 
f ~  Werthe yon z, die sehr wenig yon ~ ~ 0 abweiehen, nahezu iiber- 
einstimmen, da ja f'tir sehr kleine Winkel der Unterschied zwisehen 
Winkel and trigonometriseher Tangente verschwindet. 

Am deutlichsten tritt dies hervor~ wenn wir ffir den are tang 
ZS ~5 

seine Re~enentwickelung se~zen: ~ z - -  ~ -}- T - -  -I- " " " •efde 

Massbestimmungen ~ind also in der 2Viihe yon z ~ 0 his a~f Gri~sse~ 
h6herer Ordnung identisch. Diese Beziehung der beiden Massbestim- 
mungen ist es, welehe als Ber//t~rung derselben bezeichnet sein so]l. 

Wenn sieh~ wie im Vorstehenden, eine allgemeine und eine spe- 
eielle Massbestimmung berfihren, so ist augenscheinlich der Berfihrungs- 
punk~ der vierte harmonische Ptmkt zu den beidea Fundamentalpanktea 
der allgemeinen und dem doppeltz~hlenden Fundamentalpunkte der 
speciellen Massbestimmung. Will man also, wenn auf einem Grand- 
gebilde eine allgemeine Massbestimmung gegeben isfi, eine specielle 
Massbestimmung construiren, welehe die gegebene in einem bestimm- 
ten Elemente berfihrt, so saehe man zuers~ zu diesem and za den 
beiden Fundamentalelementen der allgemeinen Massbestimmung das 
vierte harmonische. Dieses ist als Doppelelement der gesuchten Mass. 
bestimmtmg zu benutzen. Es sind dann nut noch die absoluten 
Werthe der in der letzteren vorkommenden Constanten so zu bestS- 
men, dass in der N~he des gegebenen Elementes zwischen beiden 
Massbestimmungen Uebereinstimmung stattfindet. Diese Ueberein- 
stimmung ist dana weg~en tier besonderen Lage des doppeltz~hlenden 
Fundamentalelementes sofort elne innigere, eine Berfihrung. 

Nun finder ein eharak~ristiseher Unterschied start zwischen der 
allgemeinen Massbestimmung mit ima~nKren and der allgemeinen 
M assbestimmung mit reellen Fundamentalelementen. 

Sind die beiden Funda~nentalelemente hna~n~.r, so eilt die in 
einem Punk-te berShrende specielte MassbestJmmung der allgemeiaea 



Ueber die Nieht-Euklidische Geometrie. 595 

voran. Das heisst, fiir das eben gebrauchte Beispiel, der AllUred 
eines Panktes z yore Nullpuakte, gemessen in der tangirenden spe- 
eiellen Mazsbestimmung~ ist immer grSsser, als der Abstaad derzelben 
beiden Elemente, gemessen in der gegebenen allgeraeinen l~ia~be- 
stimmung. Man fibersieht dies deutlieh, wetm man b,~<leakt, dass die 
ganze Linie, gemessen in der spec~ellen Massbestimmung, eine Lmend- 
hche L~age hat, w~ihrend sie in der gegebenen allgemeinen Ma~be- 
stimmung yon endlicher Ls ist. Nut ffir Punkte~ die ~mendhch 
nahe an dem Berfih~ngspunkte (z-~-0) gelegen siad, stiramen beide 
Massbestimmungen fib~reia. 

Sind dagegen die beiden Fundamentalelemeate der gegebenen all- 
gemeinen Massbestimmung reell, so bleibt umgekehrt die in einem 
Pankte ber~hrende speeielle Mas~bestimmung hbater der gegebenen 
zurfiek. In der Tha~, die yon den beiden Fuadamen~alelementea be- 
grenzte Strecke ist in der gegebenen allgemeinea Mas~be~mmung 
bereits unendlieh gross, w~hrend sie fiir die berfihrende Massbestimmung 
noch endlieh ist. 

Dieses Zurfiekbleiben resp. Voraneilen der allgemeinen Ma~sbe- 
stimmung, gegenfiber der speeiellen tangirenden, bezeiehne ich als die 
K, fiimmu,z 9 de~" all!le~meinen M~ssba~timmung, zun~e~ast im Beriihrung~- 
elemente. Die Kriimmung soll 2ositiv heissen, ~;enn die Fundamental- 
elemente imagin';ir~ negativ, wean sie reell sind. Als Mass der Kr~m- 
mung bezeiehne ieh, sehleehthin ausgesproehen, die GrSsse des 
Zuriiekbleibens resp. Voraneilens. Dieses Kriimmungsmass erhalt, wie 
ieh jetzt zeigen wiIl~ f~r alle Elemeate des Gebildes denselben Werth. 

1 Fiir denselben kann ~ ~-~ genommea werden, w o r  die eharakteri- 

stisehe Constante der allgemeinen Massbe~timmung ist. 
Die beiden Fundamentalelemente der al|gememen Mas~l~timmuug 

mSgenj wie oben ia deem Beispid% harmoniseh zu z ~,~ 0 and zu 
z ~ o~ gelegen sein~ und zwar seien sie dutch: 

zZ .~__ a 
bestimmt. Ist dana e, wie immer~ die eharakteristi~ehe Constante der 
Massbestimmung, so findet man fiir den Abstand eiaea Eleme~ten z 
yore Coordinatenaufangselemente: 

g 
2ci  are tg-  ~-~, 

oder~ in eine Reihe entwiekelt: 

Die im Elemente z ~ 0 tangirende speeielle Massbestimmuag ist die- 
~| 

jenige~ welehe a]s Entfernung des Elementes z yore E emen~ z ~-0  
das erste Glied der Reihenentwieklung~ also den Ausdrack: 

~atl~e~a~neahe ~ a ~ l ~ a  IV. ~,9 
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2ci 

V~ 
benutzt. Als ibweichung der allgemeinen Massbestimmung yon der 
tangirenden speciellen, oder als Krlimmungsmass der ersteren, kann 
man dann definiren: alas negativ genommene zweite GHed der Reihen- 
entwicklang, dividirt dutch die drRte Potenz des ersten Gliedes. Dies 

aber ergiebt den eben angegebenen Ausdruck - -1__.  

Dieser Ausdruck fiir das Krftmmungsmass hat auch das oben fest- 
gesetzte Vorzeichen. Bei ree]len Fundamentalelementen muss man 
(w 4.) c ein positives Vorzeichen ertheilen, das KriiInmungsmass wird 
also negativ; bei imagin~ren Fundamentalelementen dagegen ist c rein 
imagin~r zu nehmen, somit das K~mmungsmass Positiv. Das .Kr~- 
mungsmass einer speciellen Massbestimmung wird Null. Denn wit 
mussten im vorigen Paragraphen~ um durch einen Grenziibergang zu 
der speciellen Massbestimmung zu gelangen~ c einen unendlich grossen 
Worth ertheilen. 

Endlich ist auch die Krtimmung in allen Elementen dieselbe, in- 
sofern c ffir alle Elemente dieselbe Bedeutung hat. 

Das hiermit aufgestellte Krtimmungsmass einer alIgemeinen Mass- 
bestimmung kann noch in der folgenden Weise definirt werden. 

In w 5. wurde gezeigt, dass die L~inge der ganzen Linie bei 
imagin~ren Fundamentalelementen und der Constanten c~i gleich 2cl~ 
wird. Dermi t  ~2 multiplicirte reciproke Werth des Quadrats dieses 
iusdruckes ist abet das Kriimmungsmass. Das Kriimmungsmass ist 
gleich der Fl~che eines Kreises, der efuen Radius gleich dem reciproken . 
Werthe der scheinbaren L~nge der ganzen Geraden hat. 

Bei reellen Fundamentalelementen kann man fo]gende Betrach- 
tung machen. Der gegenseitige Abstand der beiden Fundamental- 
elemente z ~--~__ t/a, gemessen in der tan~renden spociellen Massbe- 
stimmung, ist gleich 4c. Das Krfimmungsmass wird also gleich dem 
mit - - 4  multiplicir~en reciproken Quadrate des in der tangirenden 
specieUen Massbestimmung gemessenen Abstandes der beiden ~an- 
damentalelemente. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass die dreierlei Massbest:mmungen, 
welche die elliptische~ die hyporbolische and die parabolische Geometrie 
auf der geraden Linie annehmen ~ za einander in dem Verh~ltnisse der 
Beriihrang stehen. Die BerCthrung finder jedesmal in demjenigen 
Punkte Start, den wit gerade ins A, uge fassen, yon dem aus wir im 
Sinne der hyperbolisehen oder der elliptischen oder der parabolischen 
Geometrie messen. Die Massbestimmung tier parabolischen Geometrie 
ist die specielle Massbestimmung, v:elche die ailgemeine Massbestimmung 
der ellipfischen be~ tier hyperbolischen Geometrie tangirt. Sie kann 
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desswegen die letz~eren flit nile Pank2e ersetzeu~ welehe yon dem 
Punlde, den wit gerade betr~ehten, wenig entferat slnd. 

w 

Die allgemeille projectivische Massbestimmug in der ]~beae. 
Nachdem nunmehr die piojectivische Massbestimmung auf de~l 

Grundgebilden erster Stufe auseinandergeset~zt worden ist~ kSnnen wir~ 
fast unmittelbar~ zu den projeetivisehen Massbestimmungen auf den 
Grundgebilden zwe~ter und sodann beliebiger Dimension Qbergehen. 
Wit linden sodann eine allgemeinere Massbestimmung~ welehe die yon 
uns bei diesen Grundgebilden gewShnlieh in Anwendung gebraehten 
MassbestSmmungen, andererseits abet aueh die Massbes~immungen~ 
welehe die elliptisdae und die hyperbolisehe Geometrie flit die be. 
treffenden Gebilde aufstetlt, als speeietle b~lle umlaut. Es ~11 die- 
selbe bier zun~ehst fiir die Ebene auseinandergesetzt werdem Far den 
Punkt (als Strahlen- und Ebenenb~nde| im Raume) gestaltet s i~ di~ 
selbe ganz in gleieher Weise, wie in w I0. noeh sKher erSrtert werden 
soU. 

So wie man bei der projeetivisehen Massbes6mmung auf den Gmnd- 
gebi|den erster Stale zwei Elemente derselben als Fandamentalelemente 
benut~t, so legt man der projectivisehen Massbestimmung in der Ebene 
einen Kegelsehnitt zu Grunde, welcher der fundament.atv Kegdsd, niCt 
heissen soll (bei Cayley ,,the absolute"). An diesen fundamentalen 
Kegelschnitt kns sieh zun~chst die Massbestimmung auf allen Grund- 
gebilden erster Staffe, welehe der Eberte angehSren, d. h. die Ma~- 
bes~immuug auf den GeI~len und ia den Strahlbfiseheln der Ebene. 
Jede gerade Linie schneider den fandamentalen Kegelsehnitt in zwei 
(reellen oder imagin~en oder zusammenfallenden) Punk-tern Diese 
soUen die Fundamentalpunkte ffir die auf ihr zu treffende Massbestimo 
mung sein. Unter den Linien jedes Bfisehels finden sieh zwei (reelle 
oder imagin~re oder zus~tmmenfallende) Tangenten de~ Kegelsehnitts. 
Dieselben sollen Ms Fundameatalstrahlen f~ir die ~ssbe~immung ha 
Strahlbfisehel genommen werden, --  ,~.~aun wollen wit noeh eine 

. Festsetzung hinsichtlieh der Const~nten c maehen, die in Anwendung 
zu bringen sind. Zttr 'Massbe~Jmmung auf allen geraden Ptmkt~ihea 
wollen wit dieselb% ~brigens willkiirlieh gew~hlte Cons*,~nte e be- 
nutzen; ebenso zur Massbesthnmung in allen Strahlb'uscheln ein and 
dieselb% fibrigens beliebig angenommene Constante c'. 

Ffir die hiermit ,eingeffih~e Massbestimmung wollen wit aunmehr 
den analytischen A usdruek aufsteUen. 

Die Gleiehung des Fundamentalkegelschnittes in Punktce~rdinaten 
mag sein: Q ==~0. 
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Sodann seiert dutch: 

diejenigea Ausdriicke bezeichnet, welehe entstehen, wenn man in Q 
die Coordinaten x~, x~, x a ein.es h n k t e s  (x) ,  resp. die Coordinaten 
Yt,  Y.~, Ya eines Funktes (y) einsetzt. Endlieh bedeute: 

Qxu 
"dus Resultat der Einsetzung der Coordinaten y in die Polare yon (x), 
oder, was dasselbe ist, tier Coordinatea x in die Polar e yon (y). Dana 
ist das Doppelverhiils der beiden Punkte (x) und (y) zu den beiden 
Schnittpuakten ihrer Verbindungsgeraden mit dem fundamentale, 
Kegelschnitt dutch den Quotienten der Wurzeht der fblgenden in 1 
quadratischen Gleichung gegeben: 

Das Doppelverh~iltniss ist also gleieh: 

~22 

und die ~ntfernu,ug der beiden 2unl:& wird: 

oder aueh, was dassdbe ist:  
Q~y 

-~- 2 i e  . are cos 

Es siad dies also, bei der ]tier gebraueh~en Bezeichnung, genau die- 
sdben Ausdrfieke, welehe bei den Grundgebilden erster Stnfe auftratem 

Auf ganz gleiehe Weise er~ebt sich der Winkel zweier Geraden 
mit den Coordinaten % ,  %~ u a nnd %, v2~ va, wenn: 

die Gleicbung des fundamentaten Kegelsehnittes in Linieneoordinaten 
ist, dutch die folgende Formel. .Der Winket  der he,den Geraden i~: 

oder, was dasselbe ist: 
dO u 

~--- 2ie" are cos - -  

Es entsteht nun zuni~ehst die Frage: Wo liegen diejenigen Punk ~te 
(y), welehe yon einem Punkte (x) gleieh welt abstehen? Da die Ent- 
feratmg x y  nut von: 
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abhgngt, so erhalten wit die Gleiehuag des ge~)meta~.~ehen Ortes ftir 
(y)~ indem wit diesen Ausdruck gleich einer Consta~ten k, oder, was 
dasselbe ist, wem~ wit: 

set.zen. Dies ist; abet ein Kege]selmitt, welcher den fuada~aeatalea 
Kegetsclmitt Q,j,j ~ 0 in den beide~a Durehsehlfittspunkten mit O.~y ~ 0~ 
der Polaxe yon @) in Be~,ug auf den ftuadamentalen Kegd~n~tt ,  
ber(ihrt. 

Von dem Pun't~te (x) steI~ alle diejen;9o~ 1-'u,dde g~ich ~ ab, 
die demse~ben Is angeh~en, wdcle~r do~ FmManum&~eyv~ 
schnia in den behlen 3")urcluschnR~ mit do" .Polar~ des lamd~s (x) 
5eriihrt. 

Diese Kegelschnitte also ~nd es, die wir, gewShnli(,,hem Spra~h. 
gebrauehe folgend, bei unserer Massbestimmuag als Kralsc zu F~-- 
zeiehaen haben. Der Punkt (x) ist das gemeinsame Ce~rum der 
Kreise, Unter dem .I~adi~ des Kreises habeg wir die Entfernung 
eines beliebigea seiaer Punkte (y) vom Mittdpunkte (:t), das heiast 
den Ausdruek: 

2ir are cos k 
zu verstehen. 

Unter diesen am das Centrum (x) beschriebenen Kreisen finder 
sieh insbesondere, k ~ 0  und also einem Radius gleich ~ c  entspreehend, 
die Potare des Put, hies (x). Es finder sieh ferner tmh~.r ihnen (fiir 
k-~-1) eia Kreis mit dem Radius Null. Derselbe l~t~ht au~ dem 
Paare der yon (x) aa den Funda~41entalkegelschnitt gr Taagemen. 
Der Abstand zweier auf einer solchea Tangentr gelegeaen Punkte i~t 
in der That immer Nu~t, weit de rail den Durchsehnitt~punkten ibxer 
Verbindungslinie mir dem Fundanmntalkegebehnitt da~ Doppelverhiilt- 
n i s s +  1 bilden. Matt miisste dean der Con~tanten c einen unendlich 
grossert Werth ertheilen, was bier nicht angeht, da ~onst die Eht- 
fernung aller nicht a~f einer Tangeate des Kegel#chnitts gelegeaer 
Punkte unendlich gross wiirde. Es b|elbt natflr|ieh u~abe~mmmetb 
zur Massbestimmuag auf den Tangenten des Kegelsehnitt~ dem e einen 
besonderen uneadlich grossen Werth beizulegen. Diese Ma~bestimmRng 
is/; dana abet nicht mehr mit der allgemeinen vergleichbar. - -  Es 
giebt endlich unter den in ~tede steheadett r Kreiseh, 
~ ~---oo efitspreehcnd~ einen mlt uneadlich grossem "Radiu~. I)/es ist 
der fundamentale Kegdsehnitt selbg; wie denn auf jtMer dutch (x) 
hindurehgehenden Geraden die beiden Durehsehnittsptmkte mit dem 
fundamentalen Kegelsehnitte die beiden unendlidh fernen Punkte sind: 
Der F u n d a ~ h n h ~  ist tier Ort derjenigen Purd.,'te, wdfJw yon 
ei~em beliebigen PunMe um.ndlich aK~eJ~en. 

Ganz entspreehende Betrachtmagen, wie vor~ehend ffir die Puaktr 
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tier Ebene, kann man ohne Weiteres fftr die Geraden derselben an- 
ste]len: 

Diejenigen Geraden, welche mit einer fasten Geraden (u) den na'm. 
lichen Win~l  einsch~iessen, um~dillen Kegelschnitte, welche den Fun- 
damentalkegelsctmitt in den b~idev~ Durchsehnittslaunbten mit (u) beriihre% 
unto" dene~ sieh also insbesondzre Jet Pol yon (u) (als S~rahlbiisehel 
gedacht) befindet.- Diejenigen Geraden, welvhe dutch e~nen der I)urch- 
schnitts~mnl~e des Fundamentalkegelschnitts mit (u) hind/arehgehen, schlies- 
sen mit (u) e i ~  lVinkel Null ein. - -  Die Tangenten des/undamxnta~ 
Kegelschnitts bild~ mit (u) ~inen unendlich grossen Win'keL 

Diejenigen Kegelsclmitte al~o, welche den Fundamentalkegelselmitt 
zweimal beV~ihren, sind gleichzeitig Oft derjenigen Punkte, welche yon 
einem festen Punkte, dem Pole der Bertihrungssehne, gleieh weir ab- 
stehen ~ und werden umhiillt yon denjenigen Geraden~ welehe eine feste 
Gerade, die BerShrungssehne, unter constantem Winkel schneiden. 
Man bemerke ferner noch dies. Als ~arallele Linien wird man solehe 
Linien bezeichnen, die sich unendlich welt, d. h. auf dem Fundamental- 
kege~chnitte sctmeiden. Der Winkel zweier para]leler Linien ist gleich 
Null. Aber es steht niehts im Wege, ffir ein Biischel paralleler Liniea~ 
indem man c eiaen unendlich grossen Werth beflegt, eine 
Massbestimmung einzufiihren. Auf die Einfiihrung einer solehen speeiellen 
Massbestimmung kommt es hinaus, wenn wit in der gewShnlichen, 
parabolischen Geometrle yon einem Abstande*) zweier Parallelen 
reden. 

w 

Ueber diejenigen linearen Transformationen der Ebene, welche 
an Stelle der Bewegungen treten. 

Ein Kegelsctmitt hat die Eigenschaft, durch dreifach unendlich 
vide lineare Transfo~mationen der Ebene in sich iiberzugehen. Denn 
es ~ebt  achffach unendlich viele lineare Transformationen in der Ebene 
und nut fiinffach unendlich viele Kegelschnitte, so dass jeder Kegel- 
schnitt in jeden anderen, und also auch in sich selhst~ dutch dreifach 
unendlich viele lineare Transformationen fibergefiihrt werden kaum 

Bei einer solchen linearen Transformation der Ebene vertauschen 
slch die Punkte des KegelsehniRes unter sich, gexade so, wie bei 
einer linearen Transformation eines Grundgebildes ers~r Stufe, de"~en 
Elemente unter einander vertauseh~ werden. Mau wird hieraus schliessen, 
dass bei jeder solehen linearen Transformation zwei P~mlrte des Kegel- 

*) Es ist dabei eine Besonderheit der parabolischen Geome~rie, wean der ib- 
stand zweier Parallelen gleich ist dem Minima~bstaade zweier a~f Rmen Imweg- 
licher Pank~. 
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schnitts unge~ndert bleiben. In der That, man betrachte die beide~ 
Strahlbiis~el o(~i, p~, ~s,...) und o(.p~', p:', .p~',..), welche yon 
einem fasten Punkte o des Kegelschnitts ttach be|iebig gegebeaen 
Punkten ~,, ~P2, P~. �9 �9 desselben and nach de~jenigen Pvaakten io~'~/~:; 
p~' . . ,  h/ngehe~, die aos letzteren vembge eh~er tiaearea TtanMor- 
marion der Ebene, die den Kegelschnit~ unge~dert lii~st, ent~pringen. 
Die beiden B~chel sind projee~ieisch, dean o(pl , /~2,  ~v~,...) ist pro- 
jecfivisch mi~ o'(:pl , p.,', 2~', - �9 .)~ wo d den Punkt bezeiehnet, in 
welchen o bei der Transformation ~bergeh~ Dieser Pankt d i~t abet, 
wie o, ein Punkt des gegebenen Kege "?~chaitt~s, also i ~  o'(p~; t~', 
p~'~.. .)  projectivisch zu o(~a, p~_, i v j , . . . )  uad a~so le~tere~ auch za 
o ( ~ ,  Io~, ~%,...)~ w. z. b. Sind abet die beidea B~schel o(I)~, 1~, 
Pa, �9 �9 ") trod o (p ( ,  .p~', pa', . .) projectivisch~ so haben sie z~vei S~rahleu 
o ~  und oz~ entspreehend gemein, mlthin giebt es zwei Ptmk~e x~, ~: 
des Kege]sehnittes, welche bei der Transib~ation ungeYmdert bleibem 

Bleiben abet zwei Ptmkte des Fundamentalkegelschnitt~ unge~indert, 
so auch deren Verbindangslinie, die Tangenten in ihnen und deren 
Durchschnitt, iz'berh~upt also da~ vo:~ der Verbinduag~|inie und den 
Tangenten gebildege Dreieck. Uater Zugrundeleguug dieses Dreiee'ks 
als Coordinatendreieck ist die" Gleichung des Kegel~hnittes yon der 
Form: 

Die liaeare Transformation, dutch welehe er in sieh seIb~t ifbergeht, 
muss, da sie das Dreieck unge'~ndert l'~st, yon dcr Form sehx: 

A!s Bedingung daflir, dass dutch sie der Kegelselmitt mageiindert 
bleibt, kommt: tq ~ - -  t~3z ~ 0 
trod da dies nut ebae Bedingung far die drei homogeuea a i~t, so gdvbt 
�9 es ehaf~ch unendlieh viele lineare Traasformatloneu, die das Dreieck 
and den Kegelschnitt unge-~ndert las~ea. 

Dutch diese Transformationen bleibt der Quotient "~ 6 tambh'~gdg 

yon seinem Werthe unge~ndert. Es gehea a l~  dutch die agmlich~ 
Transformationen alle Kegelzehnitte yon der Form: 

x~ x~ --/;z~ ~ ~- 0 

in sich fiber*). 
Die hiermit n~her besfimmten linearen Tr~n~tbrmationen der 

Ebene, die den KegelscJmitt in sich itberfllhren, zeffallen nun, sofera 

*) Be~u~tg bernard, sieht ma~ hier~:  Y~ht j~te R.eare Tru~fzrma~ 
ffihrt, einen Kegel~e~itt in ~c/t selb~t 6~r; ~teht ~ die Tr, u ~ f ~  zu 
e/~n~ Kcgehehnitte in dieser IJe~kaag, ~o gleieb zu maeadlida viden. 
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sie reell sind, in zwei Gruppen. 1)ie Transformationen do. erstea 
Grutrpe ~ dutch Wiederholung vlner reellen, unvrd2ich kleinen 
Transformation dersdben Art  erzeugt werden, die der zweiten nicht. 

Is~ beispielsweise der Fundamentalkegelschnit~ reell, ebenso die 
beiden festbleibendea auf ihm befittdlichen Punkte :% und r~, so hat 
man elne Transformation der ersten oder zweiLen Gruppe, jenachdem 
a s -~- ~ oder a~ ~- - -  1/a-~.  Im letztgrea Fulle wird die Strecke 
zt t z:  yon je zwei entaprechenden Punkten des Kegelschnitts getrennt, 
im ersteren nieht. 

Die Transformatlonen der ersten Gruppe, durch die tier Funda- 
mentalkegelsehnitt unge~ndert bleibt, sind es nun, welche als He- 
wegunge~ der Ebene bezeichnet sein sollen. Dieselben gehen n~mlich 
in den Cyelus der wirklichen Bewegungen der Ebene fiber, wenn wit 
den Fundamentalkegelschnitt in der Art passead particularisiren, dass 
die nuf ihn gegriindete Massbestimmung in die wirk/ich angewaadte 
abergeht*). 

Bei dieser Definition k5mmn wir den eben bewiese~en Satz, dass 
(]arch jede lineare Transformation, dutch die der gegebene Kegel- 
sehnitt in sich fibergeht, unendliehe ,eiele Kegelsehnitte unge~ndert 
bleiben, so aussprechen: 

Bei dner Bewegung der ~-~bene geht nicht ~ur der l~undamenta~ - 
kegelschnitt , sondern rider Kegelscl~itt (jeder Krei.~) in s~ch iiber , welcher 
ihn in den beiden fest bleibenden "l)unl~m beris 

Unter diesen Kegelschnitten finder sich namentlich auch der Punk~ 
x I -~- 0, x, ~ 0, der gemeinsames Cea~rum der Kreise ist. Wir veolle~ 
die Bewegung als eine Rotation der ~'bene um dieses Cerdrum be- 
zeictmen. 

Dann hahen wir den Satz: 
Jede :Bewegung der ~ besteht in ei*wr Rotation um einen :Punkt. 

Alle amt~re~t _PunT~te beschreiben am diezeu Punkt als Centrum herum- 
gelegte Kreise. 

Es braueht kaum hervorgehobea zu werden, dass bei der Bewe- 
~ung die Polare des Ro~ationscentrums dualistiseh dieselbe Rolle spielt, 
wie das Centrum, dass also bei mmerer Massbestlmmung Be~vegtmg 
ein sich selbs~ dualistischer Begriff ist. Diese Duati~4t wird ers$ aaf- 
gehoben, wenn wir, ttm zur parabolischen Geometrie zu gelangen, 
den fundamentalen Kegelsehnitt u n d u a ~ h  partlcula~iren. 

**) Die andere Classe yon Tr~maformutiohen des Kegelschnittes in sich selbst 
liefert bei diesem Uebergaugc dSejenigen Tr~nsformationen der Ebene, welche aus 
vbenen Figaren beliebig gelegene, inver~ congruente maeheny 
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Unter den Bewegmngen der Ebene giebt e~ aoch eiaea ausgezeich- 
neten Fall, der dann eintritt, wean das 0entrain dex Rotation uaead- 
]ich weit, d. h. alff den Fuadamentalkegelschnitt r~ckt. 

Die Kreise, welche yon den eiazel~en Punktea der Ebene be- 
schrieben werden~ sind dann Kegel~clmitte, die den fuadameatalen 
Kegelschnitt im Centrum vierpuak~g berfihren. Diejeaige Art der 
Bewegung, welche dieser Annahme bei der gewShnlichen Ma~sbe~'tim- 
mung entspricht, bezeichnet man Ms Tra~l~ion*). 

Es ist nun ersichtlich, dass, wenn man Beveegtmgea dcr Ebeae 
so deflnirt, wie vorstehead geschehen, dana der SaIz gilt: 

~r ~ .Bew~umjen do" .~ow ble[bcn (~v .Ma~verMiY~ds:w au- 
gctinde~rt. 

Denn da bei einer Beweg~mg der Fundameatalkege|schnitt ia sich 
iibergeht, so wird bei derselben das Doppelverh.~ltai~s zweier Punkte 
zu den beideu Schnittpunkten ]hrer Verbindun~linie mit dem Fua- 
damentalkegelschnitte erhaltem Also auch de rmi t  einer C~nstantea 
multiplicirf~ Logarithmus des DoppelverhSltnisses, d. h. die Eaffernung 
der beiden Punkte. Aehnlich ist es mit dem Winkel zweier Geraden. 

Es gilt dies nicht nur fiir die Beweguagen der Ebeae, sondera 
aueh, und aus demselben Grunde, bei den Transh~rm,~tionen zweiter 
Art, die den Fundamentalkegelschnitt in ~ieh Liberfiihrea. 

Es ~ l t  ferner etwaz Aehn]iehes bei denjenigea reeiprokea (dua- 
]istisehen) Transformationer,, die den Fundament~lkegel~elmitt in sich 
fiberfiihren, namentlieh fiir die dureh d enselben begrfindete Polar- 
Reeiproeit~t. Denu zwei Punktea and den Durehselmit~punktea ihrer 

�9 Verbindungslinie mit dem Fuadamentalkegelsehnitt, die ein gewi~es 
Doppelverh~ltniss besitzen, ent~preehea bei die~eu Transibrm~tioaen 
zwei Linien und die beiden yon deren Durehsehaittspuakte an den 
Fundamentalkegel~ehnitt geheadea Taagenten, welehe da.~elbe DoppeL 
verhKttniss mit einander bfldea. Nehmen wir also die beidea Con- 
stanten c und c" (w 8.) der beiden Ma~be~timmungea gleieh, so habea 
wir den Satz: 

Die ~.ntfernung zweier Pu~'d~te ist gteich dem Wi~&d do" ihnen 
e~rtsFreche~Mzn Gerad~, und u~dMff t  ; 
i_asbesondere: 

1)iV ~ t f e ' f r ~  zWeier P.url~Cv ist glek'.h dem W.i~ "~kel i~rer l~obtrr 

*) Eine dutch die P~rticular~at~on d~ Fundamentatkegel~Imitt~ herbeige- 
f/iln~ Beaonderheit ist er, wena bcider paraboli~hen Gcometrie die Tran~latiom~ 
ein geschlo~sene~ System bxl4en und je zwei Tr4mla~ionen vertau~chkar ~ind. 



Wir werden Met diese S~tze nicht weiter benutzen~ und nut noch 
im folgenden Paragraphen auf den letzten derselben zuriickkommen. 
Unter ihn subsumirt sich n~mlich der Satz aus der Geomeh-ie der 
Kugel: dass sich die Seiten und Winkel eines sph~irischen Dreiecks 
beim Ueborgange zum Polardreiecke ver~auschen*). 

w 10. 

D i e  allgemeine projectivische Massbestimmung im Strahlen.  und 
Ebenenb i i s che l .  

In ganz iihalicher Weise, wie in den beiden vorigen Para~aphen 
eine allgemeine projectivisehe Massbesfimmmlg for die Ebene aufge- 
ste]lt wurde, wird man eine solche fiir das andere Grundgebilde zweiter 
Stufe, den Punkt (aufgefassl als Ebenen- uad Strahlenbiindel), auf- 
stellen k5nnen. Bei derselben wird man start des fundamentalen Kegel- 
schnittcs einen fundamentaZen Kegel zweiten Grades benutzen, hls 
Winkel zweier Geraden, die sich im Mittelpunkte des Kegels schneiden, 
ist der mit einer Cons~nten c multiplicir~e Logarithmus desjenigen 
Doppelverh'~ltnisses anzusehen, welches die beiden Geraden mit-den 
beiden Erzeugenden des Kegels bilden~ die mit ihnen in einer Ebene 
liegen; als Winkel zweier darch den Mittelpunkt geheaden Ebenen 
dermi t  einer (anderen) Constan~n c ~ muliiplicir~e Logarlthmus des 
Dol)pelverh~ltnisses der beiden Ebenen za denjenigen beiden Tangeaten- 
ebenen des fundamentalen Kegels, welche dutch il~en D~chschnitt 
gehen. 

Der analytische Ausdruek dieser MassbestJznmung ist genau der- 
selbe, wie derjenige, der oben f'tir die Massbest~mmung in der Ebene 
aufgestellt wurde. Man hat nar den Coordina~en (x), (y) bez. (u), 
(v) in der Ebene die ]3edeutung yon S~r'ahlen- und Ebenencoordinaten 
im Ptmkte zu geben. Aach alle anderen f'tir die Ebene ausgeffihrten 
Entwickelungen lassen sich ohne Weiteres auf den P~mkt iibertragen, 
welche Andeutung hier geniigen soil. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass sich die gewShuliche Massbe- 
stimmung im Punk~e**), d. h. die gewStmliche Art und Weis% Winkel 
yon Geraden oder Ebenen, die dutch einen Punkt gehen, zu messen, 
als specieller Fall under diese allgemeine Massbestimmung sabsmni~ 
Diesdbe benutxt als fundamentalen JKegel zweiten Grades den :Kegd, 

*) VergL Cayley, h c. 
**) Man ~pricht gewiJhnlich nicht von der Ma~sbe~romung im Pank~, son- 

dora yon der Mambesfimmung aof einer am ihn als Centrmn hexumgele~ Kugel 
(yore Radi~ 1~ Im Texte i~ die erstore Ausdrucksweise vorzuziehea, da dex Punkt 
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der yore Punk~e sich ~utch dem u ~ i c ~  wdt ~ f ~ # ~  imag i~a t  
Kreise*) e r s t r ~  ; sie setzt iiberdies die bciden Con.~nten c und d glekl~ 

Dema auf ein reehtwinkliges Coordinatensystem b~ogea~ ist der 
Kegel, welchex yon dem Punkte nach dem unendli~h fernen im~n 
Kreise hi~geht, cl~gestellt dutch: 

oder in Ebeneneoordinaten dutch: 

u~ .4- v'- .4- w~ =_.. O. 

Fiir der~ Winkel, den zwei gerade Linien mit den C~ordinatca (z, y, 
z), (x', j ,  z') bez. zwei Ebenen (u, v, w), (s(, g, w') mit einander 
bilden, erhalten wir also nach den Formeln des w 8., indzm wir noch 

�9 ~ setzen, bez.: C ~ r  2 -  
~z" + y ]  + zz" 

und: uu" + vv' + ww" 
arc  cos �9 

//~, + v, + ~.//~'~-+ v',+ W'~ 

und dies ist die gewShnliche Winkelbestimmung. ~ Die Polare viner 
dutch den Punkt gehenden Ebene mit Bezug auf den fundamentalen 
Kegel ist deren Senkrechte. Der letzte Satz des vorigen w geht al~ 
jetzt in den Satz fiber: Der Winkel zweier Ebenea ist gleich dem 
Winkel ihrer Normalen~ Auk" diesem Satze beruht das in der sph~t- 
rischen Geometrie angewandte Princip, nach wdchem in einem sph~ 
rischen Dreieeke und seinem Polardreiecke die Ma~verh'~ltnisse dua- 
listisch dieselben sind, d. h. dieselben sind, wens man die SeRe- mit 
den Winkeln vertauscht. 

~as einfachc Grundgebilde i~t, mit dem die p r o j e ~ v ~ c ~  Gcometrir operirt. 
Dabei ist ein Unterschied nicht zu /iber~hen, der auch 8chon auftritt, wean m ~  
start yon der "M~sbestlmmung im Strahlbfi~chel yon der M~Lc~timmuug auf dem 
Krei~e spricht. Jeder dutch den Puvkt kindarchgehend~n Gcradeu (jedcm Strahlc 
des Bfischels) ent6prechen zwd Punktr der Kugel (dee Kre '~) .  D~lurch wird 
f~r die Massbe~t~m~ung auf der Kugel (dem Kreise) noch ein Unter~chi~l gc- 
schaffen, der hier nut unnSthigerweise compliciren wfirdc. 

*) Bei der ellipti~hen und hyperbolischen Geometric ma~ ~tatt degw~ gc- 
setzt werden: den Tangentenkegel, der sich yon dem punkte nach der uneudl~h 
feraen F l~he  zweiten Grades er~treckt. 

**) Dies ist diejenige Annahme d~r ~ t e n ,  welehe Caytey  immer in 

Anwendung bringt. 
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Die ttiassbestimmung in tier Ebene bei imaginiirem Fundamental .  
kegelschnitte. Die elliptische Geometrie. 

Die gewShnliche Massbestimmung im Punkte is~ ein Bfld daffir, 
wie sich iiberhaupt die projectivische Massbestimmung ilt Punk~ und 
Ebene stellt, wenn tler fandamentale Kege], resp. der fimdamentale 
Kegelschnitt imagil~r Jsf. Die eiazige bei der gewShnliehen Massbe- 
stimmung im Punkte hinzutretende Par~icularisation ist, dazs die beiden 

OonstaalLen c und d gleich ~ gese~zg werden. H~tten wit sie all- 

gemeiaer gleich c I//~-----f trod c ~ ' ~  gesetz~, so wiirden die Mass- 
unterschiede nur um Factoren 2c~, 2c t" gewachsen sein: 

xx" + yV' + zz" "2 ct . arc cos y_~ + y~ + ~ . y~_~f i_(_  ~'~ 

and 
ud + vv" + w~o" 2ct'. are cos 

, ,  + ~o*. 1/~'~--++~'~-~ -~' 

Ausdrficke, an welehe man ohne Wei~eres dieselben Entwickelungen 
ankniipfen kann, wie an die urspriingliehen. 

Ist also in der Ebene ein imagin~rer Fundamentalkegelschnitt ge- 
geben, so ist die L~nge jeder reellen Linie endlieh, ebenso die S~mme 
der Winkel im Strahlbtisehel. Behalten wit die Bezeiehnung c~ u n d  
c( for die dutch i di~idirten Constanten c u n d c '  bei*), so ist die 
Ldinge der geraden Linie gleiefi 2ct~t , die Samme der Winkel im 
B~isehet gleleh 2 c ~ .  

Es giebt weder reelle unendlieh ferne Punkte, noeh reelle Linien, 
welehe mi~ anderen unendlieh grosse Winkel bilden. Sodann werdea 
sieh aueh alle P~elationen zwisehen den Winkeln von Linien und yon 
Ebenen, die dutch einen Punkt gehen, auf d~e Abst~nde yon Punkten 
und die Winkel yon Geraden in der Ebene h'bertragen, wean man 
nur vorher die Abst~nde dutch 2G, die Winke| dutch 2e(  dividirL 
]Die ebene Trigonome~rie unt~r Zuyrundelegung dleser Massbestimmung 
wird also sein ,vale die syhiirische Trigtmometrie, nut mit dem Unter- 
sehiede, dass man start der Seiten tier Dreieeke and Lhrer Winkel die 
dilreh 2c t dividirten Seiten und die dutch 2e(  dividirten Wiakel in 
die Formetn eiazuf'tilaren ha~. 

~} c u~d c' sind in der Th~ rein imagin~r zu nehmen, aus demselben 
Grunde, aus dem h~ w 5. die Cons~nte c ~ei ~nagin~ren Fundament~e]emente~ 
imagi~ix gesetzt wurde. 
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Die hiermit geschilderte Massbestimmung in der Ebene ist mm 
gerade diejenige, welehe die elli2tis~]~e Geometrie anzunehmen hat. 
Man wird bei ihr noeh insbesondere, damit die Winkelsurame ira 
Biisehel gleich z sind~ die Constante c~; wie bei der 'gewShalichen 
Massbestimmung im Punkte, gleieh t" setzen. Die Winkelsumme im 
ebenen Dreiecke ist dar~n~ wie h~im sph-Xrisehen Drdeeke~ grSsser al-~ 
2z~ und wird nur gleieh 2zt beim unendlieh kleinen Dreiecke u. s. f. 

Man hat hieraach ein Bild fiir den planimetrisehen Theil der ellip- 
tischen Geometrie, wenn man s~eh in der Ebene einen imaginKren 
Kegelschnit~ willkfirlieh gegeben denk[ und auf ihn eine projeetivische 
Massbestimmung ga-iindet. Beispielsweise w~hle man Far den K~gel- 
sehnitt denjenigen~ in welehem die Ebeae yon dem Kegel gesehnitt~n 
wird, der yon einem bestimmten Punkte des Raumes naeh dem un- 
endlieh fernen imagin~ren Kreise hingeht. Sodann setze man ~ mad s' 

~ .  So ist die Enffernung zweier Punkte oder der Winkel gleich 
zweier Geraden der Etmne gleieh dem Winkel~ unter a'elehem ,lie 
beiden Punkt% bez. die beiden Geraden yon dem gew~ihlten Funkte 
aus erseheinen. - -  Andererseits: ist die uns thats~hlieh gegebene blass- 
geometrie die elliptisehe, so bilden die unendlich fernen Punkte der 
Ebene einen ima~ngren Kegelsehnitt, und die elliptisehe Geometrie 
f~llt mit der auk" diesen Kegelsehnitt gegr[h, deten pmjeeti~.isehen Ma~- 
bestimmung zusammen. 

Die ]lassbestimmung in der Ebene bei reellem Fund~mental- 
kegelschnitt. Die hyperbolisehe ~eometr |e .  

Wit wollen uns jetzt in der Ehene einen reellen Fundamental- 
kegetschnitt gegeben denken. F,s wird dies zu einer Massbe~mmung 
ftihren, die Ftir die Punkte inuerhalb des Fundamentalkegelsehnittes 
mit den Vorstellungen der hyperbolisehen Geometrie iibereinkommt,. 

Ist der fundamentale Kegelsehnitt reell, so zez4ktlen die reellen 
Punkte und Geraden der Ebene, jede f~r sieh, in zwei Cla.ssen. Es 
giebt Punkte, von denen aus sieh zwei redte, und solehe, yon denen 
arm sieh keine reel]en Tangenten an den Kegelsehnitt legen lassen. 
Die ersteren bezeiehnet man al8 die punkte ausserhalb, die. let '~ren 
Ms die Punkte innerhalb des Kegelsehnittes. Analog ,zerfallen die 
Geraden in zwei Gruppen, in solche, welche den Kegelschnitt in zwei 
reellen, und in solehe~ welche ihn in zwei imagin~ren Punkten sehneiden. 

Des Zusammenhan~ mit der hyperboli~hen Geometrie wege~ 
wollen wit uns auf die Be~raehtang der Punkte innerhalb des Kegel- 
sehnittes und tier dutch sie hindurehgehenden Geraden besehra._nken. 
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Keins der S~rahlbfischel, deren Mitf~lpunkte in den yon uns be- 
trachteten Raum fallen, hat reelle unendlieh ferne Elemente. Dess- 
wegen solt die Constante e' rein imagin/ir~ ~-- e(i ,  genommen werdea. 
Die Winkelsumme in einem beliebigen Bfischel, dessen Mi~telp~nk~ 
innerhalb des fundamen~alen Kegelschnittes hegt, ist dann 2c1~. 

Dagegen ha~ jede Gerade~ welche das yon uns be~rachtete Gehiet 
durch~etzt~ zwei reelle (logari~bmlsch) unendtich ferne Punkf~: ihre 
Durchschni~tspunkte mit dem Fundamen~alkegelschnitL Desshalb werden 
wir der Constanten c einen reellen Worth beilegen. 

Bei dieser Fesf~e~zung der Consf~n~en c und c" haben a]le Pank~, 
welche innerhulb des Kegelschnittes liegen~ einen reellen Abstand; 
ebenso bilden alle Geraden, die sich innerhalb des Kegelschnittes 
schneiden~ mi~ einander einen reellen Winkel. Aber tier Abstand 
zweier Punkte, die dutch den ]~ndamen~alkegelsehnitt getrennt werden, 
ist imaginKr. Der Fundamentalkegelsehnitt ist der Oft der unendlich 
feraen Punkte. Zwei Gerade, die darch daz Lunere des Kegelschnities 
verlaufen, abet sich ausserhalb desselben schneiden, bilden einen 
imagin~ren Winkel. Zwischen ihnen mad den Geraden, die sich inner- 
halb schneiden, hilden diejenigen den Uebergnng, deren Sehnit~pankt 
auf den fundamentalen Kegelschnit~, also unendlich welt fs d. h. 
diejenigen Linien, welche parallel (w 8.) shad. Ihr Winkel ist gleieh 
NaIL 

Wit wotlen aas je~zt denken, dass wit uns art irgend einex Steth 
im Inneren des Fandamentalkegelschnities bef~aden mad dass wit tins 
auf der Ebene nut vermSge derjenigen linearen Transformationen be- 
wegen kSnnten, die den ftmdamentalen Kegetsetmiti ungeaader~ lassen, 
(vergl. w 5., w 9.). Wit werden uns dama, wie bei unserer gewShn- 
lichen Massbestimmung, um o_as selbs~ drehen kSnnen aad nach en~t- 
licher Drehung in die Anfangslage zuriickkommen, wir werden eben- 
falls~ wie bei der gewShnliehen Massbestimmung, auf der geraden 
Linie nach der einen odor anderen Seite unausgesetzt fortschreiten 
kSnnen. Abet wit werden hie den fuadamentalen ls erreichen, 
gesch~eige dean iiSerschreiten. Wit sind also in das Innere des Kegel- 
sehnittes fes~gebannt~ der Kegelsctmitt begrenz~ fttr uns die Ebenei 
ob jenseits desselben noch ein St~ick der Ebene vorhanden ist oder 
nicht, wiirden wit nicht sagen kSnnen. FAn Beobachf~r, der, mi~ 
der gewiihnl/chen Massbes~nmung ausgerfisf~, nns aaf den funda- 
mentalen Kegelselmitt zuschreiten ~he ,  w~hrend wit die Beweg'ang 
gemKus der neuen Massbastimmung mit constanter Geschwindigkeit 
~ ,  wfirde bemerken, wle wir (yon eiuer gewissen Stelle an) 
zasehens immer lang~maer vorwgrts kSanen und die tins gegebene 
Grenze, den Ftmdamentalkegelselmitt, hie erreichtem 

Die hiermit geschilderte Massgeometrie ents/w~ht nun duret~aus 
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den ~'orstellu~ye~# der hFl~bOKSC]~ Ge~w_~ wenn wit noch die 
einstweilen unbestimm~ gebliebeae Constante c[ gleich �89 sotzen~ damit 
die Winkelsumme im Strahlbfischel gleit~ z wird. Betmchten wit, 
um uns davon zu fiberzeugen, einige der Propositionen dex hyperbo- 
lischen Geometrie etwas n'~her (dieselben sollen in Anffihrungszeie.hen 
aufgefiihrt werden). 

,,Durch einen Punkt der Ebene ~ebt es zu einer gegebenen Ge- 
raden zwei Parallele, d. h. Lhlien, welche die gegebene Gerade in 
unendlich fernen Punkten schneiden." Es sind dies die beiden Ver- 
bindangslinien des Punktes mit den beiden Schnittpunkten der ge- 
gebenen Geraden and des Fandamentalkegelschnittes. 

,,Die Neigung der beiden Parallelen, die dutch einen punkt zu 
einer Geraden gezogen werden kSnnen, nimmt bei zunehmender l~t- 
fernang des Panktes yon der Geraden zu. Riickt tier Punkt unendlich 
welt, so wird dieselbe gle~eh $, d. h. in anderem Sinne gerechuet, 
die beiden Parallelen bflden einen Winkel gleich Null". In der That, 
wenn der Punkt auf den FundamentalkegelsehIdtt riickt, so schliessen 
die beiden Parallelen, wie fiberhaupt zwei Gentle, die sieh auf dem 
Fundamentalkegelschni~t schneiden~ einen Wfnkel gleieh Null ein. 
Daher aueh der Satz: ,, Der Winkel zwischen einer Geraden und jeder 
ihrer Parallelen ist gleich Null". ~ Dass aueh ffir nicht unendlich 
ferne Pnnkte der ,,Winkel des Parultelismus," den die hyperbolische 
Geometrie aufstellt~ sieh bei unserer proj~ctivischen Massbestimmung 
wiederfmdet, mug man daraus ersehen~ dass, wie gleieh gezeigt werden 
soll, fiberhaupt die trigonometrischen Formeln in beiden l~Ydlen fiber- 
einstimmen. 

,,Die Winkelsamme im Dreiecke ist kleiner als 2~; fitr ein Dreieck 
mit unendlich fernen Ecken ist die Wiakelsumme gleich Null." Das 
letztere folgt daraus, dass diese Eeken des Dreiecka nothwendlg auf 
dem Fundamentalkegelschnitt liegen, und je zwei Linien, die sich in 
einem Punkte des Fundamentalkegelschnittes sehneiden, einen Winkel 
gleieh Null einsehliessen. Die allgemeine Gfltigkeit des ersteren Sa "tzes, 
der dadureh wahrscheinlieh gemacht wird~ dass ffr unendlieh grasse 
Dreieeke die Winkelsamme 0, fiir unendlich kleine gleieh 2~ ist~ 
folgt aus den noch n~her anzugebenden trigonometrischen Formeln. 

,,Zwei Perpendikel, auf einer Geraden en'ichtet, schneiden sieh 
nieht. ''~ Bei uns schneiden sie sich allerdings, n~mlieh in dem Pole 
der Geraden. Abet dieser liegt/n dem Raume ausserhalb des Kegel- 
schnittes, yon dessen ]~istenz ~Sr dutch unsere Bewegungea nichts 
wissen kSnnen. Einen solchen Raum kSnnen wit uns abet ~ and 
das geschieht aueh in der hyperbolischen Geometric ~ Ms einen 
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Raflm *) adjungiren; ganz in demselben Sinne, wie man in der para- 
bolischen (}eometrie den wirklich vorhandenea Eiementen der Ebene 
eine (aneigentliche) unendlich ferne Gerade hinzuf'~,o~. Ueber die 
Existenz des idealen Raumstiiekes wird damit gar nichts ausgesagt; 
wir gebmuchen den Ausdruck nur als einen in sich nieht wider- 
sprechenden und bequemen Terminus. 

,,Ein Kreis mit unendlich grossem Radius ist yon einer Geraden 
verschieden." Ein Kreis mit unendlich grossem Radius bedeutet bei 
ans einen Kegelschnitt, der den Fandamentalkegelschnitt vierpunktig 
beriihrt. Dagegen wiirde die Gerade, d. h. eine Gerade, die dutch 
das yon ans betrachtete Innere des Kegelschni~tes geht~ ein K_reis sein, 
dessen Centrum (der Polder  Geraden) in das ideale Gebiet der Ebene 
F~llt, and dessen Radius einen imagin~rea Werth hat. - -  

Wir wollen ans noch eine Vorstellung davon machen, wie sich 
die Ebene in sich transformir~ wenn sie um einen unendlich fbrnen 
oder einen idealen Drehpunkt rotirt (w 9.). Im ersteren Falle be- 
schreibeu alle Punkte Kegelschnitte, die sich in unendlicher Enffer- 
nung vierpanktig ber'tihre~. Im zweiten Falle beschreiben sie Kegel- 
sctmitte, welche den fandamentalen Kegelsehnitt in zwei reellen Punk- 
ten beriihren. Unter ihnen befindet sich eine im Endlichen gelegene 
Gerade, die Polare des idealen Drehpanktes. Diese Gerade verschiebt 
sich in sieh; abet die iibrigen Punk~ beschreiben nicht etwa, ent- 
sprechend den Vorstellungen der parabolischen Geometrie, parallele 
Gerade, sondern (in der ~N~he der Geraden flachgestreekte) Kegel- 
schnitte, die den Fundamentalkegelschnit~ in den be/den Durchschnitts- 
punkten mit der au~gezeichneten GeraAen berffilren. 

Was nun endlich die trigonvmetrisdzen iVormeln angeht, die bei 
unserer jetzigen Massbestimmang gelten, so erh'ilt man dieselben 
unmittelbar durch die folgende Ueberlegung. In w I I. haben 
wir gesehen, dass, bei Zu~andetegung eines imagin~ren Kegel- 
schnittes in der Ebene and bei der Annahme der C~nstanten c ~ c~i, 

ffir die Ebene eine Trigonometrie ~ l t ,  deren For- d ~ cl"i = - - V -  

meln sich aug den Formeln der sph~irischen Trigonometrie ergeben, 
wenn man start der Seiten die Seiten, dividir$ durch 2c~, einfiihrt. 
Eia Gleiches wird nun auch gelten, wenn ein reeller Kegelschnitt zu 
Grande geleg2 wird. Denn die Geltung der Formeb~ der sph~rischen 
Trigonometrie beruht doch auf analytischen Identit~ten~ die unabhilngig 
sind yon der Frage nach der Art des zu Grunde geleg~en fundamen- 
talen Kegelschnittes. Der einzige Unterschied, der nun, gegenfiber 

*) Man vergl, hierzu namentlich die Auseinandersetzungen, welche llerr 
Battagliui gegehen hat: Su//a 9eometr/a i.magina~ia di Lobatcl,  efsky. Gior- 
aale di Matematiche. t. V. 1867. 
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dem frtiheren Fal]e, eintritt, ist~ dass c I ~--5._ nunmehr imaginEr ge- 
worden ist. 

.Die trigonometrlsel~ Fr weldw bei unserer jetzlgen Ma~s- 
bestimmung getten, ergebe~, sich aus dem ib'ormeln der s~hiirisd~n Tri- 

gonometr.ie, wenn man start der Seitet~ d~ Seit+~n, dividh't dutch r 

eb~fiihrt. 
Das ist aber dieselbe Regel, naeh weleher man ia der hyper- 

bolisehen Geometrie die trigonometrisehen Formeln aufstellt. Die Con- 
stante c ist die in der hyperbolisehen Geometrie vorkommende charak- 
teristische Constante. Man kann ~agen, dass die Planimetrie sich aaeh 
der Annahme der hyperbolisehen Geometrie so gestaltet, wie die Geo- 

~aetrie auf einer Kugel mit dem ima~n~ren 1 -~lius ~.. 

Fiir die Vorstellungen der hyperbolischea Geometrie erhalten wir 
naeh dem Vorstehenden sof~rt em Bild, wenn wir einen beliebigea 
reellen Kegelsehnitt hin~elchr~en uud a0f ih~t eine pr(@ctivische Ma~s- 
bestimmung grfinden. Umgekebrt: i.,t die uns that~chlieh gegebene 
Massbestimmung you der Art, wie sie sieh die hyperbolische Geomettie 
vorstellt, so bildea die uaeadlich fernea Punkte der Fbene einen reel- 
len uns umsehliessenden Kegelschnitt, und ist die hyl~erbolisehe Geo- 
metrie nichts Anderes, als die auf diesen Kegetsehnitt gegriindete pro- 
jeetivisehe Massbestimmung. 

w 13. 

l)ie speeielle ]llassbestimmung in der Ebene, Die parabalisehe 
Geometrie. 

Die Massbestimmung der paraboli~chen Geometri~ ist unter den 
bis jetzt betrachteten nicht mit enthalten, da sie keinen eigeafliehen 
Kegelschnitt als thndamentales Gebilde benutzt. Vielmehr sub,~amirt 
sie sich unter emen Grenzfal| der seither betrachte'ten allgemeineti 
Massbestimmung, der dann entsteht, wenn der fundamen~ale Kegd- 
schnitt sich in ein Punktepaar auflSst. Dieses fundamentale Punkte- 
paar ist bei der paraboliachen Geometrie imagin~r; es sind die behh'n 
unendlich ferner~ inw~gi,rdirerb Kreislmnkte. 

Ein ima~n-~res Pmaktepaar kann, wie bier beil~ufig auseinander- 
gesetzt werden mag, a]~ Uebergang eines reellen Kegels~,haittes zu 
einem imagin-~ren angesehen werden, und s~ellt ~ieh ttesswegen aueh 
die parabolische Geometrie als Uebersangsfall zwisehea die hyper- 
bolische und die elliptische. Sei beispiel~weise eine Hyperbel gegeben, 
deren (imagin-~re) Nebenaxe einen festen Werth hat, w~hrend die 
Hauptaxe yon einer gegebenen Gri}sse a n atlm~.hlieh gegea Null ab- 

Mathem~ti~che ~ a l e n .  IV. 40 
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nimm~ and dann imagin'~r wird. An tier Grenze Null fallen die beiden 
Aeste der Hyperbel in eine doppeltz~hlende Gerade, die Nebenaxe, 
zusammen. Diese Linie vertritt den Kegelschnitt, insofern er dutch 
Punkte erzeugt war. Aber sofern er yon Linien umh[ilit war, ist er 
in zwei conjugirt ima~n~re Punkfe ausgeartet, welehe im Abstande 
tier constant gebliebenen Nebenaxe auf der doppelt z~hlenden Geraden 
liegen. Alle Tangenten des Kegelschnittes sind beim Grenziibergange 
imaginSr geworden his auf die eine Gerad% die jetzt den ganzea Kegel- 
schnitt repr]isentir~ und die als Doppeltangente desselbe= aufzufassen isf. 
Wird sodann auch die Hauptaxe imagin~r, so enth~ilt der Kegel- 
schnitt iiberhaupt keine reellen Elemente mehr. 

Docl~ wir wollen zun.Xchst altgeme~a eme solche Massbesfimmung 
in der Ebene betrach~en, die start eines fundamentalen Kegelschnittes 
ein Punktepaar benutzt. Eine solche M~ssbestimmnng soil eine s~)ec~eUe 
Massbestimmung heissen, im Gegensas zu der bis jetzt betrachteten 
aZlgeme'ine~. Es versteht sich vor~ selbst, dass man start der Aus- 
artang des Kegelschnittes in ein Panktepaar auch die AusartLmg des- 
selben in ein Linienpaar betrachten kSnnte ; wenn wir uns hier auf die 
erste besehr~nken und ihr einen besonderen Namen geben, so geschieht 
dies, well sie es ist, die unter sich die parabolisehe Geometrie begreift. 

Wean der fundamentale Kegelsehnitt i~1 ein Punktepaar ausarte~, 
so bleibt die Bestimmung des Winkels ~ihnlieh wie im allgemeinen 
Falte. Jedes Strahlbiisehel, dessen Mittelpunkt nieht gerade auf der 
Verbindungsgeraden der bei~len FundamentaIpunkfe~ d. h. mff den tim- 
damentalen Kegelschniit f:,illt~ hat zwei getrennte Fundamentalstrahlen, 
diejenigen beiden, welche dutch die Fundamentalpunkte durchgehen. 
Dagegen wird die Bestimmung des Abstandes zweier Punkte jetzt 
wesentlieh anders als in dem allgemeinen Falle. Da der Fundamental- 
kegelsehnitt jetzt aus einer doppeltz~hlenden Geraden besteht~ so 
schneiden ihn alle Geraden in zusammenfallenden Punktepaaren. Die 
auf ihnen zu messende Distanz wird also, .so Iange die Constante c 
nicht einen unendliehen Werth bekommt, Null. Wir miissen, damit 
die Distanz endlich werde, c einen unendlich grossen Werth ertheilen. 
Dana wird die Distanz gleichzeitig eine algebraische Function der 
Coordinaten. Aber die Vergleiehbarkeit yon Strecken und Winkeln, 
die bisher bestanden butte, fs fort; richtiger ausgesprochen: die 
Streeken siad nat noeh unendiich kleinen Winkeln vergleichbar. Aueh 
wean wi rc  einen unendtich grossen Werth ertheilen, bteibt die Ent- 
fermmg solcher Ptmkte, deren Verbindungsgerade dutch einen Funda- 
mentalpunkt darchgeht, gleich N u l l .  Dean diese Linien entsprechen 
den Tangenten des friiheren Kegelschnittes. Einen Winkel gleieh 
Null bilden solche Geraden, welehe s[eh in einem Punkte der Verbin- 
dungsgeraden der beiden Fuadamentalpunkte schneiden. 
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Als Kreise wird man diejenigen Kegelsehaitte bezeiehnen, welelte 
dutch die Fuadaalentalpnnkte gehen; eoneeutrisehe Kreise sin,1 solehe, 
die sich ill den beiden Fundamentalpunkten bertihren. Unter jedem 
Systeme eoneentrischer Kreise fiadet sich eiaer mit dem Radius ~ .  
Er is~ in die doppeItz-~hlende Verbindungsgerade der beiden Ftmda- 
mentatpunkte attsgeartet. Die u~w~,dti~h fer~wn Punl;te 1,ikh,~ also jetzt 
eine do292eltziilth~de Gesade. Die Kreise haben nieht laehr, '~'ie fr[iher, 
eine sieh se|bst dualist/sehe Bedeutung. Diejeaigea Liaiea, welehe 
eine gegebene Linie unter constantem Wiuke! sehneidea, umhatlen 
nicht mehr einen e~gentliehen Kreis, ~oadern eiaeu uueudlieh f~ra lie- 
gendeadea Pankt. Die Kreise mit anend]ieh fernem Centrum, welche 
den Ftmdamentalkegelsehnitt ira Ceutrum vierpunktig bertihrten~ sitad 
jetzt in die uneadlich ferne Gerade anti eiae we~tere Gerade zerfallen 
u. s. f. Altes das s ind Dinge, die sich aas dem fdiher Aufge~tetlten 
dutch Grenz~ibergang ohne Weiteres ergebem 

So wie wir nt~a unter Zugruadelegang eines Kegelschnittes eine 
drei/ach aneadHehe Schaar tinearer Transfi~rmationen der Ebeue als 
]~eweffungen bezeichnen konnten, ~o aach bier. Nur geatigt es niebt 
mehr, die Bewegungel~ als dh-jenigen Iinearea Traa, formationea (oder 
vielmehr als die eine Classe derselben) zu dcfiaire~a, welche das faad~t- 
mentale Gebilde ungeSndert lassen. Dean eia Punktepaar geht nicht 
nur durch dreifaeh unendlieh viele, souderu dareh vierfaeh unendlich 
vide liaeare Transformationea der Ehene ia ~ich fiber. Unter ihnen 
aber siad dreifaeh t~nendlieh viele dadurch au~sgeze[ehnet, da~s jede 
einzelae unter ihaen die Kreise eines eoneeatrisehen Bit~hels urtge.. 
�9 2mdert l~st. Diese selbst zerfallen wieder in zwei dreifach nnendtiche 
Gruppen. Die eine 6ruppe amfassg die Bewegungen, die andere die. 
jenigen Transformationen der Ebene, wdehe d)e,e Figuren in ia~'ers 
congruente fiberfiihrea. Die beiden GruppeB ~ind einfaeh dadureh zu 
%rennen, dass die Bewegangeu jeden einzelnea der beiden FtmdameBtal- 
punkte unge-~ndert lassea~ w-~hrend die anderea Trausformationen die 
beiden Fundan-~entalpuakte unter e~naader vertau~chen. Jede Bewe- 
gang der Ebene besteht in einer Rotation um einen Pankt. Wird die 
Bewegung eine Translation, d. h. rfiekt daz ~Aationseentrum unend- 
tieh welt, so besehreiben alle Puakte der E[~ne parallele Gerade, 
d. h. Gerade, wdche sich ii~ dem,e]ben unem]lich fernea Pffnkte 
schneidea. Es existirt jetzt der Begriff der t:h'ldu~'~9; parall,:~ Gerade 
haber, gleicl, e ~h-ldmzp. Die Bewegung ha~ der~ sich seibst du~li~tischen 
Charakter verloren, den sie im al]gemeinen FalSe be:,e.ssen hatte. - -  

Neben die Verwandtsehaft der Coug,'aeuz~ welche dt~rch jede der drei- 
fach uaendlieh vielen 13ewegangen~ uud der incer~.~'~ 6'o'~gjr~.z, welehe 
dutch die dreifaeh unen~llieh vielen Tran~formationen der zweiteu 
Gruppe entstand, stellt sigh j~tzt, dem vierfach unendliehen Cyclus 

4r 
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linearer Transformationen entsprechend, welche das Fundamental- 
gebilde zul~st, die Verwand~sehaff tier direc4en and tier inversen Aehn- 
lichkeit. Direct is~ die Aehnliehkei~, wenn beide Fundamentalpunkte 
unge'~ndert bleiben, invers, wean sich die beiden Punkte vertauschen. 
Bei der &ehnliehkeit bleiben alle Winkel unge's w~hrend die 
Ent~mungea in Multipla tibergehen. Sei noch bemerkt, dass wit 
nunmehr dutch die Bewegungen zu allen Punkten der Ebene hinge- 
langen kSnnen, his auf die Punkte der unendtich fernen Geraden. 
Ein ideales Gebiet~ wie im Falle eines reellen Fundamentalkegelschait- 
tes, giebt es nicht mehr, oder, wenn man will, es hat sich auf seine 
desswegen doppeltz~hlende Begrenzung zusammengezoge~. 

Die analytische Form@ welche jetzt die Entfernung zweier Punkte 
darstellt ~ und auf diese wollen wit uns beschr'2nken - -  nimmt fol- 
gende Gestalt an. Sei 2- -~- i~ xl -+: P~ x2 + P3 x3 -~- 0 die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden, sei feraer 1 ~  ~--0 die Bedingung, 
unter welcher die Verbindungsliaie yon (x) u~d "(y) dutch einen der 
beiden Fandamentalpunkte geht. So wird die Entfernung der beidea 
Punkte 

:o~. p,j 

Die Entfernung zweier t~unl:te wird also eine algebra~che ~'~ndion 
ihrer Coordinaten. 

In der That wird man dutch Grenzfibergang yon dem aHgemeinen 
Ausdrucke der Eutfernung zu dieser Formel geleiteL Der allgemeiue 
Ausdruek l~sst sich so schreiben: 

2 ic arc sin Y ~ u  -- ~ %,~. 

Zert~.s nun Q ~---0 in ein Punktepaar, so wird Q ~  Q**Q~ iden- 
tisch Null, doch in der Art, dass es einen verschwindenden constaaten 
Factor (die D!scriminante) erh~lt. Sondert man diesen ab, so bleibt 
yon Q~ ~ Q**%u gerade noch zP~ sfiehen, d. h. der'Ausdruck, der, 
gleich Null gesetzt, die Bedingung ausdrfick~, da~s die Verbindangs- 
gerade yon (x) and (y) eine Tangente nunmehr des ausgearteten Kegel- 
sehnittes sei. Abet wegen des verschwindenden Factors k5nnen wir 
den Arcus Sinus dem Sinus selbst gleich setzen, und indem wir so- 
dann den verschwindenden Factor mit 2 ic zu einer neuen Constaute 
C vereiaigen, endlieh noch start Qz~, Qcu bez. p~ und p~ schreiben 
(da/~--~-0 die Gleichung des ausgear~etea Kegelschnittes in Punkt- 
coordinaten ist)~ so kommt der vorstehead angegebene Aasdruck. 

Aus ibm er~ebt sich der La der parabolischen Geometrie gewShn- 
liehe Ausdrack der Entfernung zweier Punkte ohne ~Veiteres, wenn 
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man die beiden Fundamentalpunkte so bezeiehnet, wie matt gewi~hn. 
lich die beiden KreispmJkte darsteilt. Die nnendlieh ferne Gerade hat 
bei tier gew~hnlichen Bezeiehnung die Gteiehuag: Co-stante == O; es 
ist also px-----~% gleieh einer Constanten k, Die Krei~punkte auf ihr 
s~llt ma~ in rechtwinkligeu Co0rdinaten als ihre l)areh~ehnitte mit 
dem Linienpaare 

x'-' + y" ~ 0 

dar. Die Bedingung, dass zwei Punkte (x, ~d) and (x', td' ) so liege,, 
dass ihre Verbindungsgerade dutch einen Kreispankt geht, ist dana: 

(x ~ x')-' + (y - j)" ~- O. 

Folglieh wird die Entfernung der beiden Punkte 

O 

Werden sehliesslieh stat~ dot :c and ff solche Multilala derselben ge- 
setzt, dass die Entfernung zweier Pa~kte auf der x-.Axe bez. der y- 
Axe geradezu dureh die Differenz der betr. Coordinateu vorg~tellt i~t, 
so kommt: 

V(~-- x)" + ~ u -  '~)', 
der gewiShnliche Ausdruek far die Eutfernung in reehtwinkligen Coor- 
dinaten. 

Wit wollen hier nieht welter er~rt~rn, wie sich die Vorstellungea 
der parabolischen Geometrie rait ibren im~gin~'en Graadpuukten in 
die vorhergegangenen allgemeinen Betrachtnngen einordtJen.*) Wit 
wollen Jaur hervorheben, dass bei imagin~rea Fandamentalpunkten die 
trigonometrisehen Formeln in die betr. Formehl der parab61isehen Geo- 
metrie tibergehen, dass also die Winkelsumme im Dreieeke ge~au gleieh 
2 ~  wird, wKhrend ale bei reellem Fundamentalkegelsehnitt kleiner, 
bei imaginarem g-riSsser war. 

w 14. 

Specieile Ma~bestlmmnng in der Ebene, welehe eine allgemeine 
in einem Punkte ber~hrt. Kriimmung der letzteren. 

So wie wir i~i w 7. eirte specielle Mas~bestimmuag aaf der Ge- 
rade~i angeben konnten, welehe mit einer gegebenen allgemeinen .Mass. 
bestimmung in dnem P~uakte and in dessen Nhahe tibereinstimmte, 
welcbe, wJe wit uns aasdriiekte n, die gegebetie Maz~bestlmmtmg in 
dem Ptmkte beHihrte, so werden wir aueh in der Ebene voa eiuer 
speeiellea Massbestimmmlg reden k5nnen, ~elehe eine allgemeine ge- 

*) Vergl. Cayley, I. c. 
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gebene ia einem Punkte beriihrt. Dieselbe wird (w 7.) als unendlieh 
ferne Gerade die Potare des gegebenen Punktes mit Bezug auf de~ 
Fandamentalkegelsclmit~ der allgemeinen Massbestimmung benutzen, 
ats Fundamentalpunkte die beiden Berfihrangspunk~e tier an den Fua- 
damentalkegelschnitt gelegten Tangenten. Dann sfimmt ffir beide 
Massbestimmungen bei gehSriger Bes~immung der Constanten die 
Winkelbesgimmung ia dem gegebenen Punkfe vollkommen ~iberein, so 
wie, bin auf GrSssen hSherer Ordaung, die Bestimmung des gegea 
seitigen Abstendes aller yon ibm unendlich wenig verschiedenen Puakte. 
Kreise, welehe um den gegebenen Berfibrungspuakt in der allgemeinen 
Massbestimumng herumgele~ sind, d. h. also Kegetschnitte, welche 
den Fundamentalkegelschnitt in den beideu Fundamentalpunkten der 
tan~renden speciellen Massbestimmung berhhren, sind such Kreise 
mit Bezug auf letztere. Insbesondere wird der Fundamentalkegelschnitt 
selbst, der f~ir die allgemeine Massbes~immung der Kreis mi~ unendlich 
grossela Radius ist, Nr die tangirende specielle Massbestimmung ein 
Kreis sein, aber ein Kreis mit endlichem Radius. Fiir die GrSsse dieses 
Radius finder man die Constaate-2 c. Denn auf jeder darch den ge- 
gebenen Bertihrangspunkt hindurchgeheaden Geraden bestimmen die 
gegebene allgemeine and die tangirende specielle Massbestimmung zwei 
eben solche Massbestimmungen, die auch in dem VerNiltnisse der Be- 
rtihrung sLehen. Die Fundamentalpunkte der auf der Geraden ge- 
trod?non allgemeinea Massbestimmung sind abet die Darehscbnitte 
der Geraden mit dem Fundamen~alkegelschnitt. Deren Abstand, ge- 
messen in der tangirenden speciellen Massbestimmung (w 7@ ist abet 
gleich 4c; deshalb der gesuchte Radius gleich 2 c. 

Wir wollen nun insbesondere diejen{gen beiden Fiille der allge- 
meiaen Massbestimmung ins Auge fassen, die in w 11. and w 12. be- 
~rachtet wurden and die Bilder f~r die elliptische und hyperbolische 
Geometrie ergeben, dass n~mlich entweder der Fundamentalkegelschnit~ 
imaginiir ist oder dass er reell ist und uns umschliesst. 

Die ia einem Punkte berfihrende specielle Massbestimmtmg ha~ 
in beiden F~llen imaginiire FmMamentalpunkt% da die Polare des Be- 
rtihrungspunktes den Fundamentalkegelschnitt nicht in reellen Pankten 
schneiden wird. Abet es finder dabei zwischen den beiden Arten all- 
gemeiner Massbestimmung ein Unterschied start, analog demjenigen, 
der in w 7. bei den 5etreffenden Massbestimmungen auf der geraden 
Linie eintrat. Is~ der IZundamen~lkegelschnitt ima~n~,  so eilt die 
specielle Massbestimmung der allgemeinen voran~ d. h. die Entfernung 
eines Punktes yore Berfihrtmg'spunkte, gemessen in der speciellen Mass- 
bestimmung, ist immer gr'Ssser aN die :Entfernung~ gemessen in der 

-r O* gegebenen allgemeinen. Umoekehr~ ist es" bei reellem Ftmdamen~al- 
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kegelschnitt *): die specielle Massbestimmung bleibt hiater der al|g~. 
meiuea zurfick. D~eses Vora~eflen, resp. Zurfickbleiben der speeiellen 
Massbestimmung s~]l als ]xS'iimmung der al)gemeiaen Massbestimmtmg 
bezeichnet werden, und zwar sell die Kriimmung im erstea Falle eine 
2ositive, im zweiten eine negalire geneamt werden. Ms Mass dee 
Kriimmung sell derselbe Ausdraek betrachi~t werden~ der nadl w 7. 
die Kriimmung der allgemeineu Massbestimmung auf eiaer durch deu 

gegebenen Beriihrangspunkt laafenden Geradea angiebt, ulimlich -- 1 . 

Dieser Ausdruck ist unabh'~ngig yon dem Reriihrungspaakte~ den m~n 
ursprtinglich gew~hlt hat~ und yon der Geradea, die man durch ihn 
hind urchgelegt hat. Wir habea also den Satz: 

Dos K, riimmun!l~'ma~'s der altgcmebwn Ma~b~timmung ist i~ all~ 
I 

~unMen dassetbe, ~iindich, gleich ~ 4~" 

1)asselbe ist positiv bei intcujiuiircm .b~ouhtnwnt.allcegcl~chnilt (also 
bei der elliptischen Geometrie), cs ist n~yativ bei reellvm Fundamental- 
kegdschnitt (also bei der hyperboli~el~en Geoog, trie). 

Fiir den Uebergangst~ali, dass der Fundamentalkegelsehnitt in eln 
imagin'2res Punktepaar ausartet (insonderheit ffir die t~arabolische Gee- 
mettle), wird das Kriimmungzmass Null. 

Es sell nun jet zt gezeigt werden, dass die Met auige~teIlte Defi- 
nition des Kriimmlmgsmasses eiaer ebeaen Massbestimmung mlt der- 
jenigen iibereinstimrat, welehe Gauss fiir da~ Kriimmungsraa~ zwei- 
faeh ausgedehnter Mannigqaltigkeiten aufgestellt hat. Es fmdet nur 
der Untersehied zwischen dem Begriffe des Kriimmungsmasses, wie er 
hier und wie er bei Gauss aaftritt, ~tatt, dass hei Gauss das Krfim- 
mungsmass eine bleibende Eigensehaft des betrefl~uden geometrL~ehea 
Gebildes ist~ w-~hrend es hier nur eine Eigenschaft der in dem gege- 
benen Gebitde, der Ebene, zuf'~llig ge~,iiaklterx Ma.ssbestimmung izt. 

Das G auss'sche Krtimmuagsmass bereclmet sich bekauntlieh auu 
dem Ausdrucke fiir das Quadrat des Bogenelemeutes: 

ds "2 -~- ]~ du" + 2 F du dv + G dv ?. 

Der betreffende Ausdruck ist bier zuuiiehst aufzu,tellem Sei Q ~= 0~ 
wie immer, der Fundamentalkegel,chnitt. Q~:~ habe die frfihere Be.- 
deutung. Q~,,~,~ Q~l,.a~ s011en die Ausdriicke bezeichne~a, die au~ Q,,~ 
und Qua durch Einfiihrung yon Ditthrentialien dx aa $telte de ry  ent~ 
stehem Nun war die Entferntmg zweier Pualde (x) und (2/) 

*) Dies gilt ~ur f~ir die Punkte innerhalb den FundamentalkegeL~chnifve~; 
fiir die Pankte au~erhzdb finder ~owoht eiu Vora~efl*m ale via Zurfiekbleiben **'air, 
je raw& der BAehtung, iaa der man $ich bewegL 
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Setzt man ya ~ x,, + d x a ,  so wird dies unter Vernacht'~ssigung yon 
GrS~ea hSherer Ordnung: 

l / ~ .  ~ d . ,  ~ .  - ~ , d .  
2 ic arc sin 

oder, indem wir start des Arcus Sinus des kleinen Argumentes den 
Sinus selbst setzen: 

X~ dx  

Q x x  

Das quadrat des Bogenelementes wird also: 
2 

d s "  .~- 4 c ~'-. Q:*" d~ - -  ~:cx ~d:c, d~ 

Wir wollen diesen Ausdruck dutch eine besondere Coordinaten- 
annahme auf eine einfachere Form bringen. Da n~imlich der Funda- 
mentalkegelschnitt fiir die beriihrende specielle Massbestimmung ein 
Kreis ist, da ferner in den bier betraehteten Fiillen die Fundamental- 
punk~e der letzteren wie bei der gewShnllchen parabolischen Mass- 
bestimmung imaginiir sind, so wollen wir die Gleichung des Fuada- 
mentalkegelschnittes in der gewShnlichen Form der Kreisgleichung 
sehreiben: 

x 2 + y2 ~ 4 c 2 . 

Diese Gleichtmg bezieht sieh auf Coordinated x ,  y ,  die in der tan- 
girenden speeiellen Massbestimmung gemessen werden, denn der Radius 
des Fundamentalkreises, gemessen in der tangirenden speciellen Mass- 
bestimmung, is~, wie in der vorstehenden Gleichung angenommen, 
gleich 2 c. 

Nunmehr wird: 

Q ~ = x ~  + y ~ - - 4 c  ~', Q a ~ , d ~ d x "  + d y  "~, 

Q~, d:, --~ x d x  + y d y  . 

Also der Ausdruek fiir das Quadrat des Bogenelementes: 

d s  ~ .~. 4 c "2- (x. d x  + y dy)~ -- (x ~ + yZ.7-~ .~) ( d x  ~ + d y  ~) 
( x  z + y t  __ 4 c~) ~ 

4C  2 - -  ( y d x  -- x d y ) Z  + 4cZ(d~+ d y  ~} 
(x" + y~ - -  4 c~) ~ 

Fiihrt mall jetzt neue Ver'~nderliehe ein (Polareoordinaten der speciel- 
len Massbestimmung), indem man seize: 

x ~-- r . eos  g , y = r . s i n  c? , 
so wird: 

16 0 d #  4 ct~'~ d qa ~ 
d s2 _.~/ 

( r  z - -  4 c ~ )  ~ r ~ - -  4 c "~ ~ 

ein Ausdruek, der in den gewShnliehen Ausdruck des Bogenelementes 
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in Polarcoordlnaten i ibergeht,  wenn c unendlieh gross wild.*) Ver- 
gleicht  man ihn mit  der yon G a u s s  zu Grunde geleg~en Formel: 

ds" ~-- E d~f" "4- 2 F du, dr -I- (I d,  "~ , 

so versehx~qndet ~ ,  und N and G h'~ngen nur yon der einen Ver~nder- 
l ichen,  etwa yon u,  eb. Unter dieser Voreu~setzung ist aber das 
G a u  ss ' sche Kr~immungsnmss A' :  

__ .E(~G'$~.A_ ~.E ~g b'G 
4 E "  G " .  K - -  \ ~ j  ~ G �9 ~0~, " e ~ ') E G  . . . . .  7,~" 

Setzt  man bier ffir E ,  G ihre Werthe:  
E -~ -  16ct G ~ - -  4ctg~ 

(u~  - -  4 c2) 2 7 u '  - -  4 c ~ '  

so kommt:  
1 

also dersdbe Werth, den wir vorhin aufgestelJ2 hatto~. 
Wir  kSanen jeiszt, Kr~immungsmass im Gauss ' sehe~  Siane auf- 

gefasst ,  den Satz aussprechea: 
]e nach&m wit  (lie ellipllsche, h~pvrboli.sd, e odvr paraboli.sche Gt.o- 

mettle annehmen, ist die Ebey~e vb~e FliicIr eou coustantem l~ositiven, 
yon eonsta~#em negative a,  oder van cerschwindemlem Kriimmung~'ma.~e. 

r 

Desshalb findet aueh (wie in w 1. erw'~hnt), unter Zugrundelegung 
der parabolischea Masshestimraung, die elliptisehr Ge~metr~e ihre Inter- 
pretation auf der Kugel oder den aas derselben dutch Deformation 

�9 ) Setzt man r <:onataot, so kommt: 

ds ~ 2 cr dec. 
g i  c--T-'r, 

4 o r =  
E8 wire1 also die Pefipherie ein~s Krei~e~ mit dem Radiu~ r gteieh ~/i~ ~ r "  

Abet dieses r bedeutet nut deg R',~tig~ de~ grei~e~, g~me~n in der im NJg~el- 
punkte tangirenden apeciellen "Ma~be~timmung. Den in der allgcmeinva M ~ -  
beatimmung gemes~enen Radius 0 erhMt man aus der Formel de~ Texte~, indeta 
man start ds do schreibt, und d~ gleich Null r~tzt, Mso: 

Ce" dr 
d o  = W 2 i ~ ' -  

oder: e 

f ~ 2 r  . . . . . . . .  g 
er -4- 1 

Setz~ man dies f~.r r e in ,  so erh~tlt m~n die Peripherie de~ Kteiae~ mit dem Ra- 

diu8 0 gleieh: 

eine Formel, weldae Gau~a in eiuem Briefe aa Sehum~cher aaf'tihrt. Die Coa~ 
s/;ante k, welche er dart benutat, eatspricht geradez~ det bier gcbraudlt~l~ COa- 



entspringendea FlSchen, die hyperbolisehe Geometrie auf den Fl'~ehen 
yon eonstantem nega~iven KrSmmungsmasse. 

w 15. 

Das gegenseitige Yerh~iltniss der  el l ipt ischen,  hyperbo l i~hen  
and parabolischen Geometrie in der  Ebene. 

Ia dem Vorsiehenden haben wit geset~en~ wie sowohl diejenige 
Massbestimmung, weIehe die parabolische, als diejenige, welche die 
elliptische oder hyperbolisehe Geome~rie in der Ebene voraussetzt, in 
der allgemeinen projecr ebenen Massbestimmung ats specie|le 
F~tle eathalten sind. Die parabollsche Geomeh'ie benutzt als funda- 
mentalen Kegelsc~mitt ein imagJn~res Panktepaar~ die sogenanntea 
unendlich weiben*) imugin~ren Kreispunkte. Der Or~ der unendlieh 
fernen Punkte ist eine doppeltz~hlende Gerade. Die elliptische Geo- 
metrie bezieht sich auf einea eigenr Fundamentalkege]schnitt~ 
tier aher im~gin-~r ist. Die hyperbolische Geometrie endlieh hat gleich 
der elliptischen einen eigenflichen Fundamentalkegelschnitt~ der abet 
reell ist (und uns umschliesst). 

In der N-~he eines Panktes, den wir gerade betrachten, kommen 
aUe drei Geometrieen, mug nun die hha~s~chlich vorhandene Mass- 
bestimmung parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch se~n~ mitein- 
a~lder ~berein. Sie berilhren sich also in dem betrefi~nden Punkte; 
die purabolische Geo2netrJe giebt die specielle tangirende Massbestim- 
mung ftir die elliptische wie ffir die hyperbolische Geometrie. 

Ist uns also die parabolisehe Geometrie thats~chlieh gegeben, so 
kSnnen wir ohne Weiteres eine Geometrie construiren, die uns ein 
Bitd fiir die Vorstellungen der hyperbolischen Geome~rie ist, indem 
wir eiae allgemeine Massbestimmung mit reellem Fundamentalkegel- 
sehnltt construirea, welche die gegebene spedelle in dem l~ankte, den 
wir betrachten, ber~ihrL Wir erreichelt dies, indem wit um den Punkt~ 
den wir gerade ins Auge fassen, einea Kreis-mit dem Radius 2 c be- 
sehreibea und auf Jim eine projeetivisehe Masshestimmung mit tier 
Oonstanten c zur Bestimmung der Eatferaung zweier Punkte und der 

Oonst~tea c'~--- ~ zur Bes~mmung des Winkels zweier Geraden 

gr~ndem Die~e allgemeine Massbestimmung sehliesst sieh am so ge- 
nauer an die gegebene p~rabolische an, je grosset e is~ i sie ~,i~lt mit 
ihr zusammen, wenn c unendlieh wird. 

~) Diese Ptmk~e unendlieh weir zu neaanen, izt eigentlich unhereehtig~, d~ 
ih~e Enffera~mg yon ei~em beliebig irn E~dliehen gelegeuea Pank~e nieht tmend- 
lieh, ~dern  unbestimm~ i~t~ well j~ a2le um einen solehen Punkt heram geleg~e~a 
Kre~ dieselben enth~lten. 
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Auf ganz 7thaliche Weise constrairen wit eine t;eometrie, die uns 
vel~i~nlich~, wie-sich die ellipti~che Geomeu'ie des Ngherea gestaltea 
wfirde. Zl~ dem Zwecke ist nut dem e, welches wit ebea benutzten, 
ein rein imagla.2rer Werth ~ c I i beizulegeu. Es kom~ut dies darauf 
hi~laus, dass wir in der Entfernang 2c, iiber dem Berfihrungspunkte 
einen Punkt festlegen, und als Entferaung zweier Punkte der Ebene 
den mig c, multiplieirten Winkel betraehten, anter x~elehem die b~ideu 
Punkte you dem festen Punkte aus erseheinen. Der Winkel zweier 
Geraden der Ebene ist geradezu gleieh dem Winkel zu nehmen, unter 
dem sie yon dem festea Punkte au~ gesehea werden. Die ~o e,/t- 
stehende Massbestimmung schliesst sich wieder um so geaauer an die 
gegebene paraboliache an, je grSsser c, i~t, und geM, wenn c, ua- 
endlich wird, geradezu in die parabolisehe ~ber. 

Abet aueh~ wean die elliptische oder die hyperbolisctle tleometrie 
die thats:,~ehlieh gegebenen w'~ren, wfirde man auf diese Weise sich 
ein BJld d~von machea kSntten, welche Vorstellungen die parM~oli.~che 
oder bezfiglich die hyperbolische und elliptlsehe Geometrie ati~ .~ich 
ffihren. 

Es bleibt uns nun nur ~meh ~brig, die bis jetzt allein far ,lie 
Grtmdgebilde erster und zweiter Stufe auseinander gesetzte, Dingz 
auf den Raum zu ~ibertragen, was noch in mSglich~ter Karze ge- 
schehen soll. 

Die projectivische ~lassbe~timmang im Raume. 

Der allgemeinen p'rojeet~vischen M.~l~stimmung im Raume wird 
man eine beiiebig anznaehmende fandamvJ~taZe lr z~eei[o~ Gradc.~ 
zu Grunde legen. 

Urn dana die Enffernung zweier Punkte zu he,firemen, verbinde 
man sie darch eine gerade Lime. Dieselbe trifft die hmdamentale 
FIKehe in zwei neuen Punkten, die mit den beiden gegebenen ein ge- 
wisses Doppelverh'~ttniss bilden. Der mit ehg~ willl:iirlich~s C~ms&nte 
c ~ulti~lic-irte Logazlthmus dleses DOlJpdcerldilIni.~ses ist e.~, &~r alu 
Entfernung de~ behleq~ gegebe~* ~Ya~g,~ zu bezeichn~a ist. 

Auf .;ihMiehe Weise best;immt man den Wit~kel zweier gegeber~ea 
Ebenen. Man lege dutch die Darehsehnit~ger~e der~elben die beiden 
Tangentialebenen an die FundamentMfl'2ehe. Di~selbcn bestimmen mit 
den beiden gegebenen ein gewisses Doppdverh:,iltni~s. Dcr Wi~d;el 
der behlcn Ebenen ist gleich d~rn mit ebu,~ bdiebig ~wiih, llz~ 6"ortsta~, 
d m~dti~plic4rlen Logarithmus diese~ Do21wh'~:rhgttni~e~'. 

Unter den .Bewoang~ des R~mme~ wird man einen Cyelus linen- 
rer Transformationen verstehen, welche die Fandamentalfl~ehe unge- 
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gndert lazsen. Eine Fl~ehe zweiten Grades bleibt dutch seehsfach 
unendlich viele lineare Transformationen unge~ndert. Abet diese zer- 
fallen in zwei Classen, yon denen die eine ein geschlossenes System, 
die a~dere kein solches umfasst. Die beiden Classen lassen sich dnrch 
daz Verhal~en der Erzeugenden der Fl~che ihren Transformationen 
gegenfaber eharakterisirem Bei den Transforma~ionen erster Classe - -  
und diese bezeichnen wir als Bewegungen*) des Raumes - -  bleiben 
die beiden Sys~eme geradliniger Erzeugender als solche ungeKndert; 
bei den Transformationen zweiter Classe vertansehen sich dieselben 
u~ter sieh. Es giebt seehsfaeh unendlich viele Bewegungen; dieselben 
lassen die Massverh~ltaisse unge~ndert. 

Unter ~:ugeln hat man solehe Fl~el~en zweiten Grades zn ver- 
stehen, welehe die fundamentale F]'~e]ae ~ d a  einer ebenen Curve be- 
rtihren. Das Centrum der Kugel ~st der P o l d e r  Ebene~ welche die 
Bertihrungscurve enth~lt. Die Fundamen~alfliiche selbst ist als ei~ae 
um ein-beliebiges Centrum herumgelegte Kugel mit dem Radius oo 
anzusehen etc. 

Aehtet man insbesondere auf die reellen Elemente des Raumes, 
so wird man unterseheiden, oh die Fundamentalfl~ehe imagdn~r oder 
reell ist, und im letzteren Falle, ob sie geradlinig is$ oder nicht. 

Ist die FundamentalflKche imaginiir, so haben alle gerade Linien 
eine endliehe Lgnge~ alle Ebenenb~sehel eine endliehe Winkelsumme. 
Enter diesen Fall subsumir~ sich die Massbestimmung der elli2tlsche~ 
Geometrie, wenn noeh die Constante c" der Winkelbestimmung gleich 

2 gesetzt wiM, dami~ die Winkelsumme im Ebenenb~ischel gleich 

~r ist. 

Den Fall, dass die Fundamentalfliiehe reell und geradlinig ist, 
dass sie also ein einsehaliges l~yperboloid ist, wollen wir bier nieht 
welter betraehten, weil er zu den dreierlei Geometrieen, die wjr hie~ 
betraehten, der elliptischen, hyperbolischen, parabolischen, in keiner 
Beziehtuag steht. 

Ist endlieh die Fundamentalfl'~ehe reell und nicht geradlinig, so 
werdea wir fiir Punkte im Inneren eine Massbestimmung erhalten, die 
unter sieh die Massbestimmung der hy~erbolCschen Geometrie begreift, 

wenn man die Constante c" wieder gleieh ] /~1 8etzt. 

*) Ieh habe diese Verh~ttnisse bereits in einer fr~heren Arbei~: lfeber die 
~decbanik starter Jk~,rper, diese Anna|en, t. 1V, 3 ausei~a~ader gesetzt. Hjnzuf~igen 
mu~s ich, dass bereits Her~ Seheriug in dem Aufaatze: Die Schwerkraf~ im 
Ga.~ss'sehen Raume, G~tt. ~N~ehrichten 1870, Nr. 15. die Bewega~gea des ]~u- 
rues im Siane der hyperbolischen Geometrie betr~ehtet l~t. 



Ueber die Nieht-Euklidi~che Geoa~etrie. 

Die 2arabolisc]~e Geometrie subsumirt sieh anter einea spec]ellea 
Fall tier. allgemeinen Massbestimmung, der eintritt, wean die F,ada- 
mentalfl~ehe sich in einea Kegelsehnitt, iasbesondere in einen imagi- 
n.;iren Kege]schnitt, partieularisirt. Der fundamentale Kegels~aitt 
der parabolischen Geometrie ist der sogenannte uneadlieh ferae, ima- 
ginEre Kreis. In dem undualistAschea Charakter der Partiealarisation, 
welche die Fundamentalfl'~che erfahren hat, haben die unduali~tisehen 
Eigenschaf~en der parabolischen Mas~bestimmuag ihren (]mad. 

Man kann nun wieder yon Krii~nmu~g eiaer allgemeiaea Mass- 
bestimmung u. s. w. reden; doch sollen alle diese Dinge der Kfir~e 
wegen bier unerSrtert bleibea. 
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Die Unabh~ngigkeit der projectivischen Geometrie yon der 
Parallelentbeorie. 

Man kSnnte gegea das gesamalte Vorhergeheade einea Einwaad 
machen, der bei der seither eingehalt~nea Darstellun~weise nicht un- 
begr~ndet ist, der abet sofi)rt wegger'~umt werden kana. 

Bei der Be~induag der allgemeinea projeetivischea Massbestim- 
mung sind wir einmal geometrisch veffahren, indem wit Distaaz zweier 
Pankte etc. als Logarithmen gewisser Doppe|verh':iltais~e definirten, 
sodann aaalytisch, indem wir homogene CooMiaaten ia Anwendung 
braehten. Beide Diuge: die Doppelverh~ittnisse and die homogenea 
Coordinaten~ setzen in ihrer gvwbhuli~hen Begrimdu~lg die p~raboli~ehe 
Massbestimmung voraus, wo dean Doppelverh-~ltnisse wie homogene 
Coordinaten als gewisse StreekenverhKltni~e definirt werdem Man 
w~irde also, wenn die thats~ehlieh gegebene Massbestlmmung a~cht 
parabolisch ist, zanEchst yon diesen Dingen uicht reden kSunea, and 
alle vorhergeheaden Auseinander~etzungen w~rden ihre Geltuag ver- 

lieren. 
Dem gegcniiber hat man sich zu ilberzeugen, dass die projeeti- 

vische Geometr~e anabh'~ngig yogi der Fr.%ge nach der Art der Mas~be- 
stimmung g~iltig ist. 

Der Beweis dafiir kana in der Art geffihrt, weMen, dass man die 
projectivische Geometrie einmal unter ZugrundelegurJg der elliptiseahen, 
dana uater Zugraudelegung der hyperboli~ehen Massgeometrie ant%nut. 
Es isl~ dies nicht schwer za lei~ten, wie man daraus ~ber~ehen mag. 
dass f~r den Punkt, als Strahlen- and Ebenenb~ndel im Raame, f~r 
den doch auch in der paraboli~ehea Geometrie eine etlipti~che Ma~- 
bestiaunung angewandt wird, die projeedvi~che Geometric uage~.Srt gilt. 

Aber weseutlieher i.st es wol~l, zu bemerke~, d~s~ dh' 2rojediri~r~ 
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Geo~wtrie iiberhau~t vor Erledigung de~" Erage ~ach der Mass~estim- 
mung cntwiekelt weq'den kan.ff. 

Denn um die Geltung der projectivisehen Geometrie in einem be- 
liebig gegebenen begr.~lzten Raume zu erweisen~ genfigt, es, in diesem 
Raume Construetionen zu machen, die nut sogenannte Lagenbeziehun- 
gen betreffen und die nicht fiber den Raum hinausfiihren. Die Doppet- 
verh~Itnisse diirfen dabei natiirlich nlch~ als Streckenverh~ltnisse deft- 
nirt werden, da dies die Keantniss einer Massbestimmung voraussetzea 
wiirde. In v. S taudt ' s  Beitr'~gen zur Geometrie der Lage*) sind 
aber die nbthigen Materialien gegeben, um ein Doppelverhi~ltniss ais 
eine reine Z~hl zu definiren. Von den Doppelverhgltnissen mSgen wir 
sodann zu den homogenen Punkt- und Ebeneneoordinaten aufstelgen, 
die ja auch nichts anderes sind~ Ms die relativen Werthe gewisser 
Doppelverh~iltnisse, wie dies v. S t aud t  ebenfalls gezeigt**) und noch 
neuerdings Herr Fiedler***) wieder aufgenommen hat. - -  Unentschie- 
den bleibt dabei, ob sich zu s.;tmmtlichen reellen Werthen der Coor- 
dinaten auch entsprechende Ruumelemente ffudea lassen. Ist dies 
nicht der Fall, so steht niehts im Wege, den betreffenden Coordinaten- 
werthen entsprechend zu den wirktichen Raumelemenf~n uneigentliclae 
hinzuzuffigen. Dies geschieht in der parabolisehen Geometrie, wena 
wir yon der unendlich feruen Ebene reden. Unter Zugrundelegung 
der hyperbolisehen Geometrie wiirde man ein ganzes Raumstiick zu 
adjungiren haben. Dagegen wtirde bei der elliptischen Geometrie eine 
Adjunction uneigentlicher Elemente nicht nSthig sein. 

w 18. 

Ableitung der dreierlei Geometrieen: der elliptischen, hyper- 
bolischen und parabolischen aus der projectivischen. 

Hat man, wie vorstehend auseinandergesetz~, die projectivische 
Geometrie begriindet, so wird man die aUgemeine Cayley'sche Mass- 
besfimmm~g aufstellen k5nnen. Dieselbe bleibt dutch sech~fach ua- 
endlich viele lineare Transformationen, die wir als Beweg-ungen des 
Raumes bezeichneten, unge'~ndert, und kann sie als gemdezu durch 
den Cyclus dieser ]inearen Transformationen erzeugt angesehea werden 
(w167 2., 3.). 

Nunt~ehr wende man sich der Betrachta.ng der thats$chlichen 

Bewegungen im Raume und der dutch sie begrtiadeten Massbestim- 

*) w 27. n. 393. 
**] Beitr,~ge. w 29. n, 411, 
~**I Vierteljahr~:~hrift der n~turforschendea Gesellsehaft in Z~irieh. 

(1971). -- Die darstellende Geometrie yon Fiedler. Leipzig tS7l. 
XV, 2. 
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mnng zu. Man ~ibe~ieht, dass die seehsfach uaendlieh yields Bewe,- 
gungen ebenso viele li~ieare Transformationea ~ind. Dieselbea la~aa 
iiberdies eine Fl~che, die Ft'~che der unendlich feraen Punkte, unge- 
�9 ~ndert Es giebt aber, wie sieh leicht beweisen l ' ~ t ,  keiae aaderen 
Fl~chen, welehe dutch sechsfach uneadlieh viele liaeare Transforma- 
tionen in sich tihergehen, als die F|'Sehea zweiten Grades und ihre 
Ausartungen. Die uneadlich fernen Punkte bildea alan eine FiChe 
zweiten Grades, und die Bewegtmgea des Raumes sab~umiren rich 
unter die vorgenannten s~hsfaeh uuendlichen Cyelen liaearer Trans- 
formationen, welche eine JbT:iche zweiten Grades uage-~mdert In, sen. 
Desshalb subsumirt sich such die darch die Bewegungea gegebenc 
(thats~chliehe) Massbestimmung aster die allgemeiae projectivische. 
Wghrend letztere sich auf eiae heliebig anztmehmeade Fl-~ehe zweitea 
Grades hezieht, ist diane Fl'~che bei ersterer eia fiir aIlemal gegeben. 

Die Art dieser der thats$chlichea Mas.zbesfimmung zu Gruade lie- 
gentian Fliiche zweiten Grades kana nun noah nllher bestimmt warden. 
Man beachte, dass eine Ebene dutch r Drehung um eine 
betiebig in ihr im Endllehen gelegene Axe in die Anfaagnlage zuriiek- 
kommt. Es sagt dies aus, dass die beiden Tangentialebenea, welche 
man dutch eine im Eadlichen gelegene Gerade an die Fundamental- 
ft~che legen kann, imagia':ir ~iad. Denn waren sie reell, so f~nden 
sich in dam betrefl~adea Ebene,abiis~:hel zwei reelle nnendlieh ferne 
Ebenen (d. h. Ebeaen, welche mlt allen anderen einen tmeadlich 
grossen Winkel bilden) uad dann kSnnte keiae in einem Siane fort- 
gesetzte Rotation eine Ebene des Biischel~ Jn die Anfang,~lage zariiek- 
fiihren. 

Damif nan diese beiden Ebenen imagin~r sind, oder, was da~selbe 
ist, damit der Tangentenkegel der Fundamentatfllleh% der yon eiaem 
beliebigen Punkte des (uns darch die Bewegungen zug-~ngliehen)Ran- 
men ausgeht, ima#n~r sei, sind drei and nur drei F~lte denkbar: 

1. Die Fundmac~dal~i2che ist imagi,dir. Dies ergiebt die ellip- 
tische Geomeirie. 

2. Die dFwnd~,wntalfl&;he ist redl, nietd geradlinhd u~ul u ,u~cM~ 
u~as. Die Annahme der hyperbolisehen Ge6metrie. 

3. (Uebergangsfall.) /)/c tZu~Mm~mdalfliicl, e i,t in eiae imaginiire 
c~,v~e Carve ausgeartet. Die Volaussetzung der gewShnlichen parabo- 
lischen Geometrie. 

So sind wit dean gerade zu den dreierlei Geometrieea hiff~leitvt, 
welche man, wie in w 1. beriehtet, yon ganz anderen Betraahtungen 
aasgehend, aufgestettt hat. 

Di isse ldorf ,  19. August 1871. 


