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Zur Fahrmechanik des gummibereiften Kraftfahrzeugs.
Von P. Riekert und T. E. Schunck in Stuttgart?.

1. Einleitung. Untersuchungen iiber die Fahrmechanik des Kraftfahrzeugs gingen

frither von der Annahme aus, dafi das Fahrzeug sich auf der durch die Lenkgeometrie

kg

bestimmten Bahn bewegt. L. Huber zeigte kiirzlich 2, dafl die zur Einhaltung einer
bestimmten Bahn notwendigen seitlichen

Sr 2
Fithrungskrifte von den seitlich nachgie-
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] bigen Rédern des Kraftfahrzeugs nur auf-
e 350K genommen werden kénnen, wenn deren
- Ebenen einen gewissen ,,Schriglaufwinkel"
P= 300k mit der Fahrtrichtung bilden. Diese Er-
et .

//-/P=|250|g: kenntnis wurde aus Versuchen gewonnen.

Mit ihr wurde qualitativ- abgeleitet und
= I schlieilich durch Modellversuche wieder
P=200kg bestitigt, wie sich ein Fahrzeug unter ver-
/ A schiedenen Fahrbedingungen bewegt, ins-
e besondere ob es das Bestreben hat, seine
P=150kg urspriingliche Fahrtrichtung beizubehalten.
y ——] Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, das
1 Fahrverhalten eines Kraftfahrzeugs unter
diesen neuerkannten Bedingungen rechne-

[/ risch zu verfolgen.

i 7 y

I/ K Vrgy 2. Die Krifte am Fahrzeug. Von den Ver-
S e ' suchsergebnissen tibernehmen wir dazu, wie
/4 die auf der Radebene senkrechte Kraft .S,
| ,, cines gummibereiften Rades vom Schrag-
| % laufwinkel o* zwischen der Ebene des
Abb. 1, Seitenkraft S, eines gummibereiften Rades abhingig Rades und der Relativgeschwin@igkeit der
vom Schriglaufwinkel a* fiir verschiedene Raddriicke P, Radnabe zur Strafle abhangt, diese Funk-
: tion mufl fir die jeweiligen Verhiltnisse
experimentell bestimmt werden. Ein Beispiel dafir gibt die Abb. 1. Die Seiten-
kraft S, hidngt danach noch vom Raddruck P so ab, daf} sie weniger stark als propor-
tional mit diesem Druck ansteigt; auflerdem ist sie von der Reibungszahl der haftenden
Reibung uy abhingig, von der Fahrgeschwindigkeit dagegen praktisch nicht. Sobald
solche nur empirisch, nicht analytisch gegebenen Abhingigkeiten in mechanischen
Problemen vorkommen, kann man genau nur noch Einzelfille numerisch berechnen.
Um allgemeine Schliisse zichen zu kénnen, ist es jedoch hiufig von Vorteil, die em-
pirische Funktion niherungsweise durch eine einfache, analytische zu ersetzen. Die
Funktion S,(«*) zeigt bei allen Reifen qualitativ denselben Verlauf, den man nach

L. Huber unter Einfithrung eines sog. Raddruckbeiwertes ¢, durch

S, = pun P Tg (¢, a*) (2.01)

analytisch mit guter Nidherung erfassen kann. Beschrinkt man sich auf kleine Schrig-
laufwinkel o*, fur die 1/3 (¢,a*)* gegen 1 vernachlissigt werden darf, so kann man
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1 Die Arbeit wurde mit Unterstiitzung des Herrn Reichsverkehrsministers im Forschungs-
institut fir Kraftfahrwesen und Fahrzeugmotoren an der Technischen Hochschule Stuttgart
durchgefithrt.

2 L. Huber, Die Fahrtrichtungsstabilitit des schnellfahrenden Kraftwagens. Dtsch. Kraft-
fahrtforschg. Heft 44. Berlin 1940.
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die Gleichung (2.01) noch weiter zu
Sy=pucy Pa* (2.01a)
Vereinfachen; g und c,,' hingen selbst wieder von P ab. Wir wissen dabei aus dem
Orhergehenden, daB d{ugcy)/d P < 0 ist und fassen deshalb die beiden Faktoren zu

der Funktion -
piz cp = Cp(P) = G—¢' P (2.02)

Zusammen, in der ¢ und ¢’ positive Konstanten von solcher Grofle sind, dafl im Be-
reich der praktisch in Frage kommenden Raddriicke ¢ > ¢’ P bleibt.

Mit diesen fiir ein einzelnes Rad geltenden Werten kann man die durch die Rider
auf einep Wagen iibertragenen Krifte und Momente ableiten. Der Schwerpunkt SP
_des Wagens (Abb. 2) habe die Geschwindigkeit b, die mit ciner beliebigen festen Achse
n der Fahrebene den Winkel y bildet. Alle Winkel seien im Uhrzeigersinn positiv
gerechnet, Der Winkel « zwischen der Wagenlingsachse und der Schwerpunkts-
Seschwindigkeit ist der Schwimmwinkel. Die Schrig-
apfwinkel an den Vorderridern &, und an. den

nterridern «, unterscheiden sich von ihm, sobald
def‘ Wagen sich um scinen Schwerpunkt mit der
Wlnkelgeschwindigkeit‘D:de/dt dreht und sobald
am Vorderrad ein Lenkwinkel 8 auftritt. FaBt man
die beiden Rider einer Achse zu einem fiktiven
°Ppelrad in Achsmitte zusammen, so wird die
eschwindigkeit am fiktiven Vorderrad mit dem
Stand a vom Schwerpunkt

b, =1 -+ [0a] (2.03) y

Und am fiktiven Hinterrad im Abstand b .
Abb. 2. Die vom Boden her auf das Fahrzeug

D=1 + [ 0 B] . ( 2'04) wirkenden Krifte nebst Geschwindigkeiten,

BeSChrinkt man sich auf kleine Schwimmwinkel, was ja auch praktisch notwendig

8, da sonst der Wagen ,,schleudert”, so wird der Schriglaufwinkel des um den Lenk-
Winke] g eingeschlagenen Vorderrades
a
S X (2.05)
“nd des Hinterrades 4
ah=a+%_d—j‘. (2'06)
ol Die Tesultierende Seitenkraft S, die an einem Wagen vom Gewicht ¢ mit vier
€ichen Ridern angreift, wird fiir kleine Lenkwinkel
<. G M o/ ¢’Gh - Ga
i S=Si4 8= [ —sTan)» +el—aGa)w) (207
18sen Ausdryck spalten wir mit (2.05) und (2.06) so in
S=08/9+o’u+01%% (2.07a)
uf, dafB mj¢
, _ Gb /- c’Gb
GV_a+bG~2W+M) (2.08)
1 ~f= G (a®+b?)
== aTar) (209
o= O Grabb—a) (2.10)

2@tor
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die drei Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (2.07a) der Réihe nach die durch
den Lenkeinschlag, die durch den Schwimmwinkel und die durch die Drehung des
Wagens um seine Hochachse bedingte Seitenkraftkomponente bedeuten. Daf} {iber-
haupt eine Seitenkraft bei einer reinen Drehung um den Schwerpunkt auftritt, sofern
dieser nicht in der Mitte zwischen den beiden Achsen liegt (a<5), ist eine Folge der
Tatsache, dafi die Seitenkraft des einzelnen Rades dem Raddruck nicht proportional ist.
Die Radseitenkrifte S, und S erzeugen auflerdem ein Moment 4/, um die Schwer-
hochachse. Rechnet man es wie die Winkel im Uhrzeigersinn positiv, so wird

1d
Mb(oc,-;d—i)———s., (o) @ cos B — S () b (2.11)
oder wieder ndherungsweise fiir kléine Winkel « und
Gab c’Gb - c’Ga
Mb a—}—b[( 2(a+b))uu-—-(c—-—-—2(a+b))ah]. (2.11&)
Dies spalten wir ebenso wie die Seitenkraft in
’ r d
My=pig B+p a4+ (2.11b)
auf, wobei _ G
,__Gab (- c’Gb \ ,
= a+b(c—-—2(a+b))=aoo, (2.12)
,__¢'Glab(a—b) :
W= arer = %u (2.13)
- ¢ Gab
[ll:—‘——Gdb(C‘—m) (2.14)
ist.

Hierbei macht sich die fehlende Proportionalitit zwischen Seitenkraft und Rad-
druck vor allem dadurch bemerkbar, dafl auch ohne Lenkeinschlag f# und ohne
Drehung um die Schwerhochachse de/dt ein Moment auf das Fahrzeug wirkt, sofern
der Schwerpunkt nicht in der Mitte zwischen den Achsen liegt und der Schwimm-
winkel nicht verschwindet. Dieses Moment hat flir a> b, d.h. fiir ¢in hinterachslastiges
Fahrzeug, dasselbe Vorzeichen wie der Schw1mmwmke1 ist also bestrebt, seinen Be-
trag zu vergrofern, wihrend es bei einem vorderachslastigen Fahrzeug im umge-
kehrten Sinn wirkt.

Neben diesen Kriften senkrecht zur Radebene wirken vom Boden noch Krifte
in Richtung der Radebene auf die Rédder und damit auf den Wagen, die wir eben-
falls wieder fiir jede Achse paarweise zusammenfassen wollen. In der Regel sind heute
die Kraftfahrzeuge so gebaut, dafl die feste Hinterachse angetrieben wird, die lenk-
bare Vorderachse aber nicht. Dann wirkt vorn, wie in Abb. 2 eingezeichnet, der
Widerstand V, der durch den Roll- und Vorspurwiderstand der Votderrider bedingt
ist, hinten die Antriebskraft H. Beim Bremsen wechselt H seine Richtung und Grofle
und V erhoht fiir Vierradbremsen seinen Betrag erheblich. Die Kraft I geht nur bei
verschwindendem Lenkeinschlag durch den Schwerpunkt, hat also im allgemeinen ein
Moment

My=—Vasinf (2.15)
um diesen.

Zu diesen vom Boden auf das Fahrzeug wirkenden Kriften treten die Luftkrifte.
Wir benétigen davon fiir die Untersuchung folgendes?.

Der scheinbare Wind auf ein bewegtes Fahrzeug, das ist die Relativgeschwindig-
keit v, der Luft gegen das Fahrzeug, setzt sich nach Abb, 3 additiv aus dem wahren
Wind v und dem Fahrtwind —b zusammen:

b,=mw—0. (2.16)
1 Vgl z. B. E, Sawatzki, Autom.-techn. Z. 42 (1939) S. 515.
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f’ezeichnet man die Projektion der Geschwindigkeit des wahren Windes auf die raum.
tste Achse mit 1, und die Komponente senkrecht dazu in Richtung positiver Winkel
Mt w,, s0 erhilt man fir den Betrag der Geschwindigkeit des scheinbaren Windes.

v, == V(v cos y —w,)* + (vsin y —w,) 2 (2.17)
;r.ldkfilir den Winkel der Fahrzeugachse gegen die Anblasrichtung, den sog. Anstrom-
NKe ’ .
’ e v sin y — wy
T==¢— arctg (vmcos - wa) . {2.18)

g_{e Luft von der Dichte ¢ iibt auf ein so angestromtes Fahrzeug mit der Hauptspant-

ache F eine Kraft aus, die im allgemeinen nicht durch den Schwerpunkt geht, also
in bezug auf diesen ein Moment hat. Dieses Moment
M; ist mit den genannten Gréfien durch die Beziehung

M (v, 'c)=~—;—gvi’F(a +8)cm(t)  (2.19)

verkniipft, in welcher der Momentenbeiwert ¢,, eine
dimensionslose, durch Versuche zu bestimmende Zahl
ist, die von 7 abhingt. Fir Anstrémwinkel bis zu
10° kann man ohne grofie Fehler

M (v, 1) =k, vi7 {(2.194a)

setzen, wobei %, = 0 sein kann.

Abb Horizontalebene
' 3. Luftkragie und Geschwindigkeiten. Abb. 4. Zusatzkrifte bei geneigter Fahrebene.

achgje Luftkraft zerlegen wir wie die Bodenkrifte in ihre Projektion auf die Wagen-

T(0,7)=—~ 003 F e (1) (2.20)
und 2
Senkrecht dazu :
N (v, 1) = 093F e, (). (2.21)
Im ‘
der g;lnzen praktisch in Frage kommenden Bereich ist nach den Versuchsergebnissen
2 m.angent.lalkraftbeiwert ¢; konstant, der Normalkraftbeiwert ¢, proportional mit .
't vereinfachen sich die Gleichungen (2.20) und (2.21) zu

ung T (v,) = k, v} (2.20a)

N (v, 1)=k, v} 1. ‘ (2.21a)

Der N
PrOPOrtlonaht'eitsfaktor ‘ky, ist im Gegensatz zu k,, stets positiv.

nochi? den in der Fahrebene auftretenden Kriften seien der Vollstindigkeit halber
ene lfe beiden Romponenten G, und G, des Fahrzeuggewichts genannt,_dxe in diese

alle}‘-; wenn die feste Achse in der Fahrebene gegeniiber der Horizontalebene
Ac N Winkel & ansteigt und dann die Fahrebene noch um den Winkel £ um diese

S¢ gedreht st (Abb. 4). Entgegen der Richtung der’ Wagenachse wirkt
G,==G (sin £ cose —cos &sinesin {), (2.22)
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senkrecht zur Wagenachse
Gs =G (cos £ cos esin £ +sin &sine). (2.23)
Die Reaktionsmomente, die durch die Kreiselwirkung der Réder verursacht werden
und auf die Goldbeck ! hingewiesen hat, seien in dieser Untersuchung vernachlissigt.

3. Die Bewegungsgleichungen. Unter der Einwirkung der in Ziff. 2 zusammengestellten
Krifte bewegt sich ein Fahrzeug mit der wahren Masse m = G/g, der um die Trigheit
der rotierenden Teile erhohten fiktiven Masse m’ und dem Trigheitsmoment @ um
die Schwerhochachse so, dafl der Betrag der Schwerpunktsgeschwindigkeit v der
Differentialgleichung
m' L — [H — T (1, 7) — Ga(£)] cos « — [Sk (o) + N (2, 7) + Gy (€)] sin a— (3.01)

— Sy () sin (o« +B) — ¥ cos (o + f)

gehorcht und die Richtung y von b in der Fahrebene durch
d .
mo % = [H—T (v, 7) — Ga ()] sin o+ [Sh (o) + N (o, 7) + G (e)] cos o+ ) (3.02)

+- Sy (o) cos {a + B} — V sin (a4 f)
gegeben ist. Die Stellung des Fahrzeugs selbst folgt aus

0 L8 =M, (o, @) + Mo+ M (21, 7). (3.03)
Nimmt man hierzu die geometrische Beziehung ,
e=o-ty (3.04)

und die bereits abgeleiteten Gleichungen (2.03), (2.04), (2.17) und (2.18), so stellen diese
acht Beziehungen das vollstindige System der Bewegungsgleichungen fiir das Fahr-
zeug dar, wenn neben den Daten des Wagens, der Stralle und der umgebenden Luft
die Antriebskraft 7/ als Funktion der Zeit bekannt ist.

Fiir die weitere analytische Behandlung mufl dieses System vereinfacht werden.
Man setzt dazu an Stelle der wahren Funktionen S, S,,"T, N, M, und M, ihre schon
in Ziff. 2 angegebenen Niherungen ein und beschriankt sich wie bei diesen auch in den
Differentialgleichungen auf kleine Winkel « und B, so dafl Produkte dieser Winkel
gegeniiber den in ihnen linearen Gliedern vernachlissigt werden diirfen. Ferner sei
entsprechend dem Vorgehen bei Fahr- und Modellversuchen der Betrag der Fahr-
geschwindigkeit v konstant gesetzt. Damit verfiigt man {ber die noch freistehende
Funktion H so, dal gemif} (3.01)

H=T4G,+V (3.05)
sein soll.

Fafit man noch die von f§ abhingigen Beitrdge der Kraft I/ zur Seitenkraft und zum
Moment mit den entsprechenden Komponenten oo und po f von S und M, aus den
Gleichungen (2.07a) und (2.11b) zu

o= 0y—V (3.00)
und
Ho=pmo—Va=ao, (3-07)

zusammen, so lauten unter den obigen vereinfachenden Annahmen die Bewegungs-
gleichungen (3.02) und (3.03) bei horizontaler Fahrbahn, wenn Punkte Diiferen-
tiationen nach der Zeit bedeuten, mit Beniitzung von (2.19a), (2.21a) und (3.05)

.

mop=o0yB+0 at oo+ ki, - (3.022)

05=yoﬂ+u’a+y1%+kmvft. (3.033)
1 G. Goldbeck, Z. VDI 83 (1939) S. 383.
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In vielen Fillen wird man den Wagen bei Windstille untersuchen, dann wird
%=v und r=u Mit

o=10 +k,v? (3.08)
und
p=p + ky 0? (3.09)
lauten fiir diesen Fall die Gleichungen (3.02) und (3.03)
mv;‘z:ooﬁ—i—aoc—f—al%, (3.02Db)
Oi=pf+uatm-. (3.03b)

Die Bezichung (3.04) gestattet, aus ihnen ¢ zu eliminieren. Trennt man dann die
anablen, so erhilt man als Hauptgleichungen fir die Bewegung des Fahrzeugs

bei Windstille mit konstanter Geschwindigkeit :

i 5 j d [. —@g . — o — mo?
Oz (OF+@oy—m) St (@o—u) = G [i— e Do r A0S ] ()

Ot (a0, —pm) = +(ao—p)o=—0§+(n—ao+amey L, (I1a)

—_ 2
T [Ovf—(—a oy +amo¥) fl=a—THa =005  BATMIZ IR, (IIb)
Es lassen sich damit zwei Arten von F ragen beantworten. Entweder sucht man
::ﬁl Gleichung (I) die Bedingung, welche der Lenkeinschlag § erfilllen muf, damit
be der Fahrzeugschwerpunkt auf einer bestimmten Bahn, d. h. mit g@gebenem y
mWegt, wobei das Fahrzeug im allgemeinen gemifi Gleichung (I1a) schwimmt; oder
20 bestimmt die Bahn und den Schwimmwinkel fiir einen bestimmten Lenkeinschlag,
°f auch eine Funktion der Zeit sein kann, aus den Gleichungen (I) und (IIb).

" 4 Le“kt‘-inschlag fiir Kreisbahn. Als erstes Problem sei die Frage nach dem Lenk-
SILSChIag B behandelt, der bei Windstille notwendig ist, damit sich der Fahrzeug-
“IWerpunkt auf einem Kreis mit dem Halbmesser R bewegt.

1€s erfordert fiir den Richtungswinkel

%=%= konst., (4.01)
“.’Obei R positiv zu rechnen ist, wenn der Kriimmungsmittelpunkt rechts von der Fahrt-

gihtung liegt, Fithrt man diese Bedingung in die Differentialgleichung (I) ein, so erhilt
n

B+ ;!é)“ (a 03— ) B‘f‘}@*(“ o—p)
als Differentialgleichung fiir den notwendigen Lenkeinschlag 8.
Das vollst:‘indige Integral der zugehorigen homogenen Gleichung lautet
Pr= Bye—4t4 Bye— 4t (4.03)

Mt B, und B, als Integrationskonstanten und

— 6 — Myt
Bzﬁfx__%@_%__ﬁ (4.02)

1 480 v (ao — u}
Da Ay,0= EYY:) (a ‘71"/11) [1 =+ V1 T T @o,— ) } (4-04)
_ ‘G
aol—ﬂ1=64b<c—————~—2(oa +ab)) (4.05)

Positjy, ist, verschwindet dieses Integral, das den EinfluB der Anfangsbedingungen
€n Notwendigen Lenkeinschlag liefert, mit wachsender Zeit nur, solange
- — CIGG 2 .
aﬁ—“M—Ga(C'—‘—z—(a—_,_—B)—)—i—'U (ak,, km)’>0 (4.06)
15
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ist. Wihrend der von den Bodenkriaften herstammende erste Ausdruck rechts vom
Gleichheitszeichen stets positiv ist, kénnen die Luftkrifte fir %, > a k, einen mit
der Zeit anwachsenden Lenkeinschlag erfordern, sobald die Geschwindigkeit den
Wert

uk=VG“(E”——2%f£a1). (4.07)

km — akn

itberschreitet.

Ist die Bedingung (4.06) erfiillt, so ndhert sich mit der Zeit der erforderliche Lenk-
einschlag einem von den Anfangsbedingungen unabhingigen, anschlielend gegebenen
Endwert. Wenn dabei %, < a k, ist, so wird dieser Endwert fiir Geschwindigkeiten
iiber

v}

v,,=]/—7[—1+]/1+%2—(ak,,—km)] (4.08a)

in einer periodisch abklingenden Funktion erreicht. Ist aber a &y < kn < a k,+ O/b%
so ist nur im Geschwindigkeitsbereich zwischen v,; und . ein periodischer Lenk-
einschlag notwendig, wobei-

Upra= ]/% L V1 — B (km—ak) (4.08b)

ist. Ist Bn=ak,, so wird die Grenze zwischen aperiodischem und periodischem Lenk-
einschlag bei

Up =

b Ga(_»_ a'G;z ) (4.08¢)

2V e\ 2Grh
erreicht. In allen anderen Fillen, in denen die Bedingung (4.06) erfiillt ist, wird der
Endwert aperiodisch erreicht. Er ist durch das partikuldre Integral der vollstindigen
Gleichung (4.02)
_ MO g6 —m U
pe= Roag(aa —p) | (4.09)

gegeben. _

Sieht man von den Luftkriften ab, weil sie klein sind oder infolge der Versuchs-
anordnung (z. B, laufende Strafle) wegfallen, so sind die Werte # und 6 in (4.09) durch
#' und 6 zu ersetzen, und es wird

; 1 at+b m v
= 1,._"_[ ERETh AT (4.092)
5

Die vom Widerstand der Vorderrider herrithrende Seitenkraft 77§ ist gegeniiber
o,B, der Seitenkraft durch den Lenkeinschlag, zu vernachldssigen, so dafl der Aus-
druck vor der Klammer im allgemeinen gleich 1 wird. In dem Sonderfall des an den
lenkbaren Vorderridern angetriebenen Wagens jedoch, fiir den V' grofle negative
Werte annimmt, wird der unter sonst gleichen Umstinden notwendige Lenkeinschlag
durch den Antrieb wesentlich verkleinert. Beim Bremsen mit Vierradbremsen, wobei
grofle positive Werte I/ auftreten, wird er vergrofiert. Aufler diesen beiden Fillen
gibt der Klammerausdruck den Endwert fiir den Lenkeinschlag. Wie man leicht
nachpriifen kann, ist darin der Nenner des zweiten Ausdrucks stets positiv. Die
Gleichung (4.09a) zeigt somit, daB das hinterachslastige Fahrzeug (¢ > b und damit
# > 0) unter Einwirkung der Bodenkrifte allein einen kleineren Lenkeinschlag fiir
eine Bahn mit gegebenem Kriimmungsradius benétigt als den aus der geometrischen
Kurventheorie folgenden Lenkwinkel (a + b)/R, wihrend es beim vorderachslastigen
umgekehrt ist.

Es ist notwendig, neben dem Lenkwinkel auch den Verlauf des Schwimmwinkels &
zu untersuchen, da dieser stets innerhalb gewisser Grenzen bleiben mufl. Fihrt man
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zu diesem Zweck die Bahngleichung (4.01) in die Hauptgleichung (IIa) ein, so erhilt
man als Differentialgleichung des Schwimmwinkels auf einer Kreisbahn

. . 1 —ao,+amuv?

oc+~vl@—(aal——y1)oc+—@—(aa~—‘u)ocxﬁ‘_l_,d_ﬁ.@__.. (4.10)
Die verkiirzte Gleichung stimmt mit der verkiirzten Gleichung (4.02) fiir § tberein.
Somit wichst « mit der Zeit aber alle Grenzen, wenn v > 7, wird. Ein solcher Fahr-
Zustand sei als instabil bezeichnet. Fiir &, < ak, st ein Fahrzeug, das eine Kreishahn
faihrt, wegen des imaginiren v, unbedingt stabil, fir k, > ak, nur bedingt, nimlich
fir v < v,. Im stabilen Fahrzustand strebt « einem Endwert

_ mm—aoytamvd
%, = m) (41 1)
Zu. Da dann (ao—u) nach (4.06) positiv ist, hat dieser Endschwimmwinkel fiir
Geschwindigkeiten, die grofier als
plz c'Ga 4 12)
V= g‘[c——————‘-—z(a_*_b)] (4.
sind, dasselbe Vorzeichen wie R, andernfalls das umgekehrte. Bei 2; selbst schwimmt
das Fahrzeug im Endzustand nicht. Auch dieser Endwert wird unter denselben
edingungen wie der Lenkeinschlag entweder in einer gedimpften Schwingung oder

aperiodisch erreicht.

S. Stabilitit der Geradeawsiahrt. Nachdem sich in Ziff. 4 gezeigt hat, daB unter
®Stimmten Bedingungen ein Fahrzeug in der Kurve instabil werden kann, soll nun-
Mehr untersucht werden, wie sich ein Fahrzeug verhilt, das bei Windstille mit dem
Chwimmwinkel xy=0 und dem Lenkeinschlag f==0 unter dem Richtungswinkel
70=0 geradeausfahrend ecinen Drehstof3 erleidet, so dafi unmittelbar nach dem Stof}
;ame kleine Winkelgeschwindigkeit de/di=:, auftritt. Der Fahrer soll nicht gegen-
?nke:ny so daf} infolge der Stérung eine Abweichung von der genauen Geradeausfahrt
cnbritt, Dieger Fall unterscheidet sich hierin von der in Ziff, 4 behandelten Kreis-
bOgeflfahrt mit R=o0, bei der die verlangte Bahn durch entsprechenden Lenkeinschlag
TZWungen wird, Der Schwimmwinkel o« muB der Hauptgleichung (IIb) mit ver-
Schwindender linker Seite

. M =00 . poy—~po—mviu .01
. O=a omv > T G mo? * (5.01)
genligen, Mit
_muy,—Bg _ 4@"1(#01“#1“_‘”"”2”)] (5.02)
e = 20mv [1i]/1 (my, — @ 0)2
lautet jhre allgemeine Losung '
o= A, M+ A, eht. (5.03)

Die_beiden Integrationskonstanten 4; und A, bestimmen sich aus den Anfangs-
edingungen. Die eine, o,=0, wurde oben bereits erwihnt, eine weitere erhilt man
3Us (3.02b) in Verbindung mit (3.04) zu

' Gy = &y —Po= & (1 — 15). (5.04)
Hieraus folgt
4 s mVi—a
Und es wirg A= h=h Ty (5.05)
ir
N 2
o == 80?’2%(811‘*'6’1”). (5033)

ist Da in (5.02) der Ausdruck vor der eckigen Klammer wegen p, <0 stets negativ
2 Verschwindet der durch den angenommenen Drehstofl bedingte Schwimmwinkel

er Zej
eit, sofern fom= Oy — iy 06— m V20 (5.06)

15‘.
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positiv ist, wihrend bei negativem /; einer der beiden Werte 4 immer positiv ist und
somit « iiber alle Grenzen wichst.. Ersetzt man in (5.06) # und ¢ durch ihre Werte
aus (3.08) und (3.09), so kann man nach Einfiihrung der Abkiirzungen

" ’ ” % __ km 9 '
fom Wt ot ]2 = 4 (2 1,9, (5.07)
2~__(_kii'm_):”’i'i”1
in die F = 2hypm (508)
fs in die Form fo— o= by 11 (02 —02)? (5.06a)

bringen. Die Funktionen f, (%) sind im allgemeinen Parabeln mit zur f-Achse par-
allelen Achsen. Sie gehen auf der Ordinatenachse alle durch den Punkt mit der posi-
tiven Ordinate ¢Ca 17 et

@) T (5-09)
und sind fiir &, > 0 nach unten, fiir £, < 0 nach oben offen. Fir k,=0 artet f, in
eine Gerade aus, welche die 2%
Achse im Punkt

pWog—u o =Gab [E—— 5

2= poy—ua A
[ knlll—Fli (5 0)

schneidet. Dieser Punkt liegt fiir

7 k !
W>—py =, (5.41)

auf der positiven, andernfalls auf
der negativen Seite dieser Achse.

Die oben eingefiihrten Werte
fo und 23 sind die Koordinaten des
Scheitels der Parabel. Je nach

Abb. 5. Formen der Stabilititsfunktion f,{?). den Kenngrﬁﬁen des Wagens

nimmt somit die Stabilitdtsfunk-

tion eine der in Abb. § skizzierten Formen an. Danach konnen die Fahrzeuge hin-
sichtlich ihrer Stabilitit in folgende Gruppen eingeteilt werden:

1. Unbedingt stabile Fahrzeuge (Gruppe U). Die Grifie f; ist entweder
stets positiv (Form U, unter den Bedingungen k, < 0, fy > 0) oder wird ecrst bei
negativen #% d. h. nicht reellen Geschwindigkeiten, negativ (Form U, unter den Be-
dingungen k,, =0, w'<u, oder Form U, unter den Bedingungen k,<0, f,<0, 2¢<0).

2. Bedingt stabile Fahrzeuge mit Grenzgeschwindigkeit (Gruppe G).
Die Grofle f; wird oberhalb einer Grenzgeschwindigkeit », negativ (Form G unter der
Bedingung k,, > 0 oder Form G, unter den Bedingungen k,,= 0, p' > u,).

3. Bedingt stabile Fahrzeuge mit Instabilitdtsbereich (Gruppe B). Es
gibt einen Geschwindigkeitsbereich von zg; bis 7,5, in dem das Fahrzeug instabil ist,
fiir andere Geschwindigkeiten ist es stabil (Form B unter den Bedingungen &, < 0,
fo <0, v > 0).

Die Geschwindigkeit »,, bei der die Stabilitit der bedingt stabilen Fahrzeuge
wechselt, erhdlt man aus /=0 zu

vi=2 4 ]/k:lm:

[ (e ) ' — ety k. Y/ [ &) B P pia e — # e (7 11 )

(5.12)

_ 1
T 2kmm

Wihrend nach obiger Zusammenstellung k,, > 0 stets die Form G, zur Folge hat
und k,=0 bereits erdrtert ist, erfordert der Fall %, < 0 eine genauere Untersuchung
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dffr Werte f, und ¢ in ihrer Abhangigkeit von k, und #'. Die Funktion f; trennt
die Form Us mit f, > 0 von den Formen U, und B mit fy < 0. Die Funktionen f,(k,,)
stellen Hyperbeln dar, deren einer Ast in Abb. 6a dargestellt ist. Da der Zahler von
Iy fur ky=0 und fiir &,,= 4 oo bei nicht verschwindendem g’ positiv ist, kann f; selbst
fiir negative %, nur in einem Bereich positiv werden, dessen Grenzen die Werte

I ’ by - p2(mp’+ kyp)?

mo,u =g (mu'?+2mu o — ko pt' tiy) [1:!: ]ﬂ (R 2t o — hn A (5.13)
sind.  Als Nebenbedingung fiir Jo
d_le Realitiit dieses Bereiches posi-
ther ]‘0 mui}

W< = (54)

'

| 0

sein,
Fur u’' =0 reduziert sich £, auf

2R3 ,
fo=ﬁ’:”—m—-—,lt10 , (5.07a)

eir}e Hyperbel, welche die Abszisse
bei dem negativen Wert

—p = Mp
ko= knu =152 (5.132)

Schl}eidet und die Ordinatenachse
Sowie die Gerade fo=—mp 06 zu
Asymptoten hat.
Ift fo<<0 und voraussetzungs-
S°MAR £, <0, so entscheidet das
:rZelchen von 22 tiber die Form
T Stabilitstsfunktion.
b Die Funktionen v (k) sind
. enfallg Hyperbeln (Abb. 6b) und
echseln das Vorzeichen von v bei

kmv:__f.ﬂ‘%"h_m{‘_. (5.15)

Fur O0< lut < ,LL:, wird dieser Wert Abb.6a u, b. Abhét'lg.igkeit dex'- Scheitelkonrdina‘sen fo und v} der
Positiy Stabilitatsfunktion von %, und 2.

_Asymptoten fiir v¢(k,) sind die Ordinatenachse und eine Parallele zur Abszisse
F}lt d('er Ordinate »% = — g//2 m. Damit folgen die in Abb. 6b eingezeichneten Mog-
1f3hk<31ten fir den Verlauf von 22 (k). Dabei ist noch wesentlich zu wissen, daf} fiir
B <y ein negatives k,,, stets zwischen kg und &, liegt. Setzt man namlich

kmo,u:: o - ¥ (5'16)

In die Bedingung e¢in, daff f, verschwindet, so erhilt man

2m ' , k 2
x———?z»(,ula —H 01)[1i]/1——;;m—,:;'1"—ﬁ—#1—0,~) . {5.17)
le)i;le \\VNUrzel ist J:edochl unter den obigen Voraussetzungen grofer als 1. Deshalb wird
ert » positiv, einer negativ.
erDsle Abb. 6a und 6b ordnen eindeutig den Kenngréfien des Fahrzeugs die Form
tabilititsfunktion zu. Das Ergebnis ist in folgender Tabelle zusammengestellt.
tuerst die Grenzbedingung yj fiir f, oder u, fiir v§ erreicht wird, hingt von k, ab.
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Gleichzeitig werden beide fiir

‘ - _¢ ‘G (a® + 0%
’ a-+b
kngEmVjH;:m b ,,_(z: Ga)b (5'18)
ablc wror

erreicht. Ist k, = k,, so ist auch u = .

Abhingigkeit der Form der Stabilitdtsfunktion f; von k, und u".

>0
<o =0 < — ty nfm > — tty Bajm
< m o fky |>ma V| <m o Ry )| >m o'fhy

+00...0 - G, Gy Gy G, Gy G,
0 U, U, U, U, G, G,

0. Eme v, | U, U, U, B B
o « - - ko v, |. -9 U, U, U, B
Emoy - - - ke U, —3) Uy u, | U, U,
By + .. — 00 B U, v, | U, | U, U,

Die Verteilung der oben definierten drei Gruppen in der Tafel 1463t sich physikalisch
folgendermafien begriinden. Versucht das Luftmoment den Schwimmwinkel zu ver-
grofern (ky > 0); so wird es auf alle Falle cinmal so grof}, dafi es den Wagen instabil
macht, da es mit 22 wichst. Der von Luftmomenten um den Schwerpunkt frexe Wagen
(kym _0) ist als vorderachslastiger Wagen (u'< 0) stabil, als hinterachslastiger (u'> 0)
nur bedingt stabil, da die Bodenkrifte ihn bei grofien ¢’ herausdrehen. Grofie Werte 4/
kénnen auch ein Fahrzeug mit riickdrehendem Luftmoment (k, < 0) instabil machen,
allerdings nur in einem gewissen Bereich, da bei groficn Geschwindigkeiten schliefllich
das zuriickdrehende Luftmoment tiberwiegt. Unerwartet ist das Auftreten eines solchen
bedingt stabilen Zustandes mit Instabilititsbereich am linken unteren Ende der Tabelle.
Er entsteht dadurch, dafl die durch die Nichtproportionalitdt der Seitenkraft mit
dem Raddruck bei einer Drehung des Wagens um die Schwerhochachse entstehende
Seitenkraft 7}—%———%’-% die Bahn des Schwerpunktes so stark krimmt, dafl die
Wagenachse der Bahntangente nicht mehr zu folgen vermag.

Stellt man fest, daf} ein gegebener Wagen nur bedingt stabil ist, so mufi man die
fiir ihn zuldssige Hochstgeschwindigkeit aus (5.12) berechnen, wobei fiir einen Wagen
mit Instabilititsbereich das negative Vorzeichen vor der Wurzel, das den Wert v,
in Abb. 5 liefert, mafigebend ist.

Im stabilen Zustand klingt eine Stérung am schnellsten im aperiodischen Grenz-
fall ab. Dieser tritt fiir

_ Bo—mu)* '
fa=’w—‘—fs (5.19)

ein. Man kann leicht zeigen, dafB auch f, biquadratisch in v ist und bei =0 um den
positiven Betrag

T (00 +m )t 4 p®
grofer als f; ist. Damit ist es ausgeschlossen, ein Fahrzeug so zu bauen, daf fiir alle
Geschwindigkeiten f=/f, ist. Man sollte diese Bedingung aber bei der Normal-

1) Tritt nur auf, wenn %,> k4 nach Gleichung (5.18).
2) Tritt nur auf, wenn &, < A nach Gleichung (5.18).
9) Rmo=hmu, s. Gleichung (5.13a).
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geschwindigkeit moglichst erfilllen. In Abb. 5 ist deshalb auch f, mit eingetragen.
Im Grenzfall sehr grofler Geschwindigkeiten fiihrt die Forderung fo=/f, auf die Be-
dingung
ok
4mt

=—k,. (5.20)

Nachdem das Verhalten des Schwimmwinkels bei einer Stérung untersucht ist,
tritt die Frage auf, welche Bahn der Fahrzeugschwerpunkt in einem solchen Fall be-
schreibt, insbesondere ob das Fahrzeug durch die Stérung aus seiner urspriinglichen
Fahrtrichtung herausgebracht wird, die mit y,==0 angenommen worden war. Setzt
man in der Hauptgleichung (I) §=0, so erhilt man

_df. mpuy—0o.  po;— o —miy
O—fi_t( T @mvu 7+ ®mv? 7)' (5.21)

Der Ausdruck in der Klammer stimmt mit der rechten Seite der Gleichung (5.01)
fir den Schwimmwinkel tberein. Die Losung lautet also

y = Cot-Cy st + Cy et (5.22)

Dic drei Integrationskonstanten C, bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen, von
denen dic erste, y,—0, bereits erwihnt wurde. Dic beiden anderen folgen aus (3.02b)
und (3.03b), wonach mit einem bestimmten &, bei ay=0 fiir y Anfangsstérungen von
der Grsfe

7"0=é0;:$ (5.23)
und
Fo== do-oto iy = éo |5 —(1—52,) (ha+ 2] (5.24)
Verbunden sind. Man erhilt so
. ) Coom BGuo
0= f0o (5.25)

Wahrend dic Werte fiir C; und C, unwesentlich sind, da im stabilen Zustand dieser
Teil der Losung mit der Zeit verschwindet. :

~ Aus (5.25) folgt, daBl das Fahrzeug durch einen Stof, der einc Winkelgeschwin-
digkeit & hervorruft, auch stets aus seiner urspriinglichen Fahrtrichtung heraus-
gebracht wird. Fiir f,=0 bleibt C, nicht Y
Mehr endlich; dieser Grenzfall ist also aus
lesem Grund dem instabilen Bereich zu-
Zurechnen, womit auch diese oben offen
gebliebene Frage erledigt ist.- fin

6. Zeitlich verdnderlicher Lenkeinschlag. Als

et . I
Beispiel fiir die Gruppe von Problemen, bei z —’I
Zeflen ‘der Lenkeinschlag als Funktion der ] ¢
cit gegeben ist und die Bahn des Fahr- ‘'=— T A

Z?Ugs gesucht Wil"d, sei die Bewegung bei Abb. 7. Angenommener X:;‘l;\.;fitdfs Lenkeinschlages § mit
finem Lenkeinschlag nach Abb. 7 unter- ‘

Sucht, Der Lenkvorgang beginnt zur Zeit =0, zu der das Fahrzeug unter dem Rich-
tungswinkel 9o="0 storungsfrei {¢;=0 und &,=0) liuft, mit dem Einschlag und der
Lenkgeschwindigkeit Null und endet mit den gleichen Werten zur Zeit T, nachdem
Zur Zeit L T der grofite Einschlag B, erreicht wurde. Eine einfache Funktion, die
diese Bedingungen erfiillt, ist mit o=2n/T

ﬁ=%ﬂ(1—coswt). {6.01)
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Fithrt man sie mit ihren Ableitungen in die Hauptgleichungen (I) und (IIb) ein, so
lauten mit den Abkiirzungen

Bm 0o (4 — a0y + amv?)

@y = 20mot i, 4, , (6.02)
a z_ﬁma‘,[@vwﬂzl—{—lz + (A Ay — 0?) (1 — @0y + amv?)] (6.03)
1 20 mv? [wh -+ (A2 + D) w? +.A3A3] ! :

_ﬂ,,.auw[@v(w2 M) + (4 4+ Ay (g — @ oy + amv?)] (6.04)
20m v [wr 4 (A + 1) w? + A2 AZ] ! :
. Pmoo(ac—p)
C= " 0mui iy (6.05)
ﬁm o [@7) w? (}»1 -+ }»2) -+ (11 A-z 0?) (Uy —aoy) v (11 —+ '12) (n — a )] (6 06)

20mu2 ot + (A + A) w? 4 A1 23] !

ﬂmo'o[@vﬂ'-’2 (M — 0+ @+ A (@oy —pu) +v(wd—4iA)(@ao—m] (6 07)
20m v [wt + (A7 4+ A w? 4+ A} A3] '

die vollstindigen Lésungen dieser Gleichungen

o= Ay Mt |- Ay ekt +ag+a,coswt+agysinwt (6.08)
und
y=Co+ Cyeht+ Coert +cicoswicpsinwi+ct. (6.09)

Von den fiinf Integrationskonstanten 4, und C, sind drei voneinander unabhingig.
Sie bestimmen sich aus den drei Anfangswerten o, 7, und &, die beim stérungsfreien
Einlauf in den Bogen, wie oben angegeben, verschwinden. In diesem Fall wird auch yp,
nach (3.02b) sowie &, nach (3.03b) zu Null und somit auch wegen der Hauptgleichung
(ITb) und (3.04) Py= — &,=0. Hiermit erhdlt man

A =2% jljz_(jﬂl +ta) (6.10)
A,— 2% jlfl—%fr %) (6.11)
Co= _11172 [ (02 — Ay A0) + (A +Ag) e+ @ 65)], (6.12)
=l tn, (1)
cy=etathlre o) | . (6.14)

Damit liuft nach Beendigung des Lenkvorgangs zur Zeit T=2z/w das Fahrzeug
in der Richtung

A 4
2 — T —
yem= Cok Cre " @ 4 Coe” R R L (6.15)
mit einem Schwimmwinkel
2:111— 2::—;1
w=A»A ¢ @ +Adye @ Fagta.

Der durch die Anfangswerte bedingte Teil der Losungen entscheidet wieder iiber
die Stabilitit des Fahrzustandes, die in Ziff. 5§ behandelt wurde. Die Amplitude des
durch den Lenkeinschlag bedingten periodischen Anteils des Schwimmwinkels

3 z . Bmay @22 w4 (1, — ao, +amu?)?
‘ am_val'*_az—'z@mvz‘l/ w4+ 12_{_12)(02_‘_;12/12 (617)
wird unter sonst gleichen Verhiltnissen fiir eine Lenkfrequenz w,, die man aus
day)d (0?) =0 erhilt, ein Hochstwert. Sie fiir einen gegebenen Wagen zu bestimmen,

ist insofern von Bedeutung, als ein periodischer Lenkeinschlag auch durch Spiel in
der Lenkung hervorgerufen werden kann.

(6.16)
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7. Fahrt bei maBigem Seitenwind. Wihrend in den bisher behandelten Fillen ange-
nommen wurde, dal Windstille herrscht, soll schliellich ein im wesentlichen gerade-
ausfahrendes Fahrzeug — d. h. y soll klein bleiben — bei méfligem Seitenwind unter-
sucht werden. Es wird dabei zur Vereinfachung des Problems angenommen, die
Windgeschwindigkeit w, sei im Verhiltnis zur Fahrgeschwindigkeit so klein, dafi man

vV (7.01a)
und
T al e (7.01b)
v

setzen darf. Da nur der Gleichgewichtszustand untersucht werden soll, darf man den
Lenkeinschlag # konstant setzen und erhilt aus (3.02a), (3.03a) und (3.04) als Dif-
ferentialgleichung fiir den Fahrtrichtungswinkel

4. s_omu—80 . poe—uo—muip __ (mo—pog) B+ (kmo — hup) vy
dt (‘}/ —omv VT Om vt y)_ Omy ) (7.02)

_ Sie stimmt auf der linken Seite mit der in Ziff. 5 untersuchten iiberein. Neu
hinzu kommt also zu der durch etwaige Anfangsstérungen bedingten Losung als Ein-
flufl des Seitenwindes auf die Fahrtrichtung

_ (o —pog) B+ (hmo —Rup) vy
Vo= RO, — O — MUt vi. (7.03)

Soll die Fahrgeschwindigkeit ihre Richtung beibehalten, so muf8 dieser Ausdruck

verschwinden. Dies erfordert einen Lenkeinschlag

Ry o' — Ry’

B Oy~ g0 (7.04)
Als Bedingung dafiir, dafl ein Wagen gegen Seitenwind unempfindlich ist, also

keinen zusitzlichen Lenkeinschlag f, bendtigt, um in seiner Fahrtrichtung zu bleiben,

folgt somit

ﬂwszq

L c’Gab(a—Db)
T & 25 (@t b —c Gl b (7.05)
Ist die Bedingung (7.05) nicht erfillt, so mufl man je nach den Kenngroflen des
Wagens bei Seitenwind entweder dem Wind entgegenlenken (B,/w, < 0) oder das
Fahrzeug dreht sich so stark in den Wind, dafl man es durch einen Lenkeinschlag
In Richtung der Windgeschwindigkeit (fu/w, > 0) in seiner Fahrtrichtung halten muf.
Auflerdem tritt bei Seitenwind ein Schwimmwinkel auf, welcher der Differential-
gleichung '
o — My — @O'd_i_ po —pho—mviy o = [ 00t ttomvE — o)) B+ Rty + B (mv®— o)) v w,
@mv @mo? - Omvt

(7.1
gehorcht, Der Ausdruck auf der rechten Seite zeigt, dafl sich das Fahrzeug nach
Abklingen etwaiger Storungen auf einen Endschwimmwinkel

(11 0o+ pro (V2 — a)] B+ [hn piy + ks (m 0?2 — 0p) ] v 1y (7.07)
Koy —po—moiy )

mw =
Cinstellt,

8. Zusammenfassung. Auf Grund der Erkenntnis, dafi ein gummibereiftes Rad
Nur dann Seitenkrifte aufnehmen kann, wenn es schrig zur Fahrtrichtung lauft, und
dafl diese Seitenkrifte dem Raddruck nicht proportional sind, wurde das Verhalten
€nes mit konstanter Geschwindigkeit fahrenden Kraftfahrzeugs unter Beschrinkung
auf kleine Schriglaufwinkel untersucht. Es wurden die Gleichungen und je ein Bei-
spiel fiir dic beiden Hauptprobleme angegeben, entweder den fiir eine gegebene Bahn
Notwendigen Lenkeinschlag oder die mit einem gegebenen Lenkeinschlag sich ergebende
Bahn zu bestimmen. Dabei zeigte sich, dafl der Schwimmwinkel des Fahrzeugs nicht



224 Federhofer: Knickung der Kreisplatte und Kreisringplatte. Ingenieur-Archiv

in allen Fahrzustinden klein bleibt, sondern unter gewissen Bedingungen, die erortert
wurden, mit der Zeit iiber alle Grenzen wichst. Diese Stabilitdtsbedingungen unter-
scheiden sich je nachdem, ob man cine bestimmte Schwerpunktsbahn durch genau
bestimmte Lenkbewegungen erzwingt, welche die Riickwirkungen des Schwimmens
auf die Schwerpunktsbahn in jedem Augenblick ausgleichen, oder ob man von einem
beliebigen Lenkeinschlag ausgeht, wobei die Schwerpunktsbahn durch die Schwimm-
bewegungen des Fahrzeugs gestort wird, die ihrerseits wieder auf duflere oder Ein-
laufstérungen zuriickzufithren sind. Praktisch sind die Stabilitdtsbedingungen dieser
zweiten Art von grofiercer Bedeutung, da man nicht voraussetzen darf, dafl der Fahrer
jeweils genau der ersten Bedingung entsprechend lenkt.

Schlielich wurde noch berechnet, wie man einem mifligen Seitenwind entgegen-
steuern muf, und unter welcher Bedingung das Fahrzeug dagegen unempfindlich ist.

(Eingegangen am 18. Dezember 1939.)

Knickung der Kreisplatte und Kreisringplatte
mit verédnderlicher Dicke.

Von K. Federhofer in Graz.

1. Einleitung. Das Problem des Knickens von Kreisplatten, die am Auflenrande
durch einen gleichméfigen Druck belastet sind, ist fiir die Platten gleichbleibender
Dicke schon vollstindig gelost!, und es bietet die Berechnung der Knicklasten fiir
die Vollscheibe bei verschicdenen Lagerungsbedingungen des Aufienrandes keine
Schwierigkeiten. Nicht so einfach ist aber die Untersuchung des Knickens der Kreis-
ringplatte, diec von E. MeiBner? mit Beschrinkung auf rotationssymmetrische
Knickformen exakt erledigt werden konnte. Die Schwierigkeiten wachsen weiter an,
wenn die Voraussetzung gleichbleibender Plattendicke nicht mehr zugelassen wird.
In einer kiirzlich erschienenen Arbeit von Fr. A. Willers® sind die Beullasten der einmal
abgestuften Krcisplatte (ohne Innenbohrung) bei rotationssymmetrischer Beulfliche
und eingespanntem, sowie drehbar gelagertem Plattenrande exakt berechnet worden
durch Losung der transzendenten Knickgleichung. "Die Knickung der Kreisringplatte
von quadratisch verdnderlicher Biegungssteifigkeit behandelte R. Gran Olsson? und
gelangt hierbei fiir verschicdene Lagerungen des Innen- und Aufenrandes zu zum Teil
sehr einfachen Knickbedingungen. Da aber, wie im weiteren gezeigt werden wird,
die dort aufgestellte Differentialgleichung des Problems nicht vollstdndig ist, so kénnen
die Ergebnisse dieser Arbeit nicht als strenge Lésung des Problems gelten. In der
Grundgleichung von Gran Olsson bleibt die Tatsache unberiicksichtigt, dafl bei ciner
am AuBenrande radial gedriickten Kreisringplatte die Druckkrdfte sich nicht mit
konstanter GroBe nach dem Inneren der Ringplatte fortpflanzen, wo sie fir den Fall
eines freien Innenrandes verschwinden miissen. Der gleiche Einwand ist ibrigens
auch gegen ecine frithere Arbeit des gleichen Verfassers® zu erheben, die sich mit der
axialsymmetrischen Knickung von Kreisringplatten konstanter Dicke beschiftigt.
Ein Vergleich mit der vorangefiithrten Untersuchung von E. MeiBiner, die in einem
bei der Korrektur gemachten Zusatz von Gran Olsson selbst angefiihrt wird, 1483t
erkennen, daff die von ihm benutzte Grundgleichung auf die Verdnderlichkeit der

1 A, Nadai, Z. VDI 59 (1915) S. 169; Elastische Platten, S. 249, Berlin 1925.
¢ E. MeiBner, Schweiz, Bauztg. 101 (1933) S. 87.

3 Fr. A. Willers, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) S. 206.

4 R, Gran Olsson, Ing.-Arch. 9 (1938) 8. 205.

5 R. Gran Olsson, Ing.-Arch. 8 (1937) S. 449.



