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Zur Fahrmechanik des gummibereiften Kraftfahrzeuis. 

Von P. Riekert  und T. E. Schunck in Stu t tgar t  1. 

!. Einleitung. Untersuehungen tiber die Fahrmeehanik des Kraftfahrzeugs gingen 
frtiher yon der Annahme aus, dab das Fahrzeug sich auf der dutch die Lenkgeometrie 
best immten Bahn bewegt. L. Huber zeigte ktirzlich 2, dab die zur Einhal tung einer 
- best immten Bahn notwendigen seitlichen 

FtihrungskrXfte yon den seitlich nachgie- 
bigen R~dern des Kraftfahrzeugs nur auf- 
genommen werden k6nnen, wenn deren 
Ebenen einen gewissen ,,Sehr~.glaufwinkel" 
mit  der Fahr t r iehtung bilden. Diese Er- 
kenntnis wurde aus Versuchen gewonnen. 
Mit ihr wurde quali tat iv abgeleitet und 
schliet31ieh dureh Modellversuche wieder 
best~tigt, wie sich ein Fahrzeug unter  ver- 
sehiedenen Fahrbedingungen bewegt, ins- 
besondere ob es das Bestreben hat, seine 
ursprtingliehe Fahr t r ichtung beizubehalten. 
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, das 
Fahrverhal ten eines Kraftfahrzeugs unter 
diesen neuerkannten Bedingungen rechne- 
riseh zu verfolgen. 

2. Die Kriifte am Fahrzeug. Von den Ver- 
suchsergebnissen tibernehmen wir dazu, wie 
die auf der Radebene senkrechte Kraf t  o c, 
eines gummibereiften Rades vom Schr~ig- 
laufwinkel ~* zwischen der Ebene des 

5 tO 15 ~ 
Rades und der Relativgeschwindigkeit der 

Abb. I. Seitextkraft S r eines gummibereiften Rades abhangig 
yore Schrfiglaufwinkel a* ffi . . . . .  hiedene Radar~cke 2". Radnabe zur Straf3e abhiingt ; diese Funk- 

tion muf~ ffir die jeweiligen Verh~ltnisse 
experimentell best immt werden. Ein Beispiel daffir gibt die Abb. t. Die Seiten- 
kraft  S, h~ngt danach noch vom Raddruck P so ab, da~ sie weniger stark als propor- 
tional mit  diesem Druck ansteigt; aufJerdem ist sie yon der Reibungszahl der haftenden 
Reibung t~H abh~ingig, yon der Fahrgeschwindigkeit dagegen praktisch nicht. Sobald 
solche nur empirisch, nicht analytisch gegebenen Abh~.ngigkeiten in mechanischen 
Problemen vorkomrnen, kann mall genau nur  noch Einzelfiille numerisch berechnen. 
Um allgemeine Sehltisse ziehen zu kOnnen, ist es jedoch hXufig yon Vorteil, die em- 
pirische Funkt ion n~herungsweise dutch eine einfache, analytische zu ersetzen. Die 
Funkt ion S,(cr zeigt bei allen Reifen quali tat iv denselben Verlauf, den man nach 
L. Huber unter Einffihrung eines sog. Raddruckbeiwertes cp dureh 

S, = ~ , P  ~ (cp ~*) (2.01) 

analytisch mit  guter N~herung erfassen kann.  Besehr~nkt man sieh auf kleine Sehriig- 
laufwinkel ~*, for die I/3 (cp~*) ~ gegen I vernachl~ssigt werden darf, so kann man 

1 Die Arbeit wurde mit Unterstfitzung des Herrn Reiehsverkehrsministers im Forsehungs- 
institut ffir Kraftfahrwesen und Fahrzeugmotoren an der Technischen Hochschule Stuttgart 
durchgeffihrt. 

2 L. Huber, Die Fahrtrichtungsstabilit/~t des schnellfahrenden Kraftwagens. Dtsch. Kraft- 
fahrtforschg. Heft 44. Berlin 1940. 
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die Gleichung (2.01") noch welter zu 

S, = #H cp Pc* (2.0t a) 

Vereinfachen; ~U und cp hiingen selbst wieder yon P ab. Wir wissen dabei aus dem 
Vorhergehenden, daft d(yncp ) /dP  < 0 ist und fassen deshalb die beiden Faktoren zu 
der Funktion 

~ c ,  ~ Cp (_P) = c - - c ' P  (2.02) 

zu.sammen, in der ~ und c' positive Konstanten yon solcher GrOl3e sind, dab im Be- 
reich der praktisch in Frage kommenden Raddrtieke c-> c ' P  bleibt. 

Mit diesen ftir ein einzelnes Rad geltenden Werten kann man die dureh die Riider 
auf einen Wagen tibertragenen KrSffte und Momente ableiten. Der Sehwerpunkt S P  
des Wagens (Abb. 2) babe die Gesehwindigkeit ~, die mit einer beliebigen festen Aehse 
in der Fahrebene den Winkel y bildet. Alle Winkel seien im Uhrzeigersinn positiv 
gereehnet. Der Winkel o~ zwisehen der Wagenl/ingsachse und der Sehwerpunkts- 
geschwindigkeit ist der Sehwimmwinkel. Die Schriig- a~ 
laufwinkel an den Vorderdidern ~ und an  den 
Hinterr~idern eh unterscheiden sich von ihm, sobald 
der W agen sich um seinen Schwerpunkt mit der 
Winkelgesehwindigkeit o = d e / d t  dreht und sobald 
am Vorderrad ein Lenkwinkel fl auftritt. Fat3t man 
die beiden R~ider einer Achse zu einem fiktiven 
DG~ in Aehsmitte zusammen, so wird die 

esehwindigkeit am fiktiven Vorderrad mit dem 
Abstand a vom Schwerpunkt 

Do = ~ + [o a] (2.03) 
Uad am fiktiven Hinterrad im Abstand b 

t~h = t~ + [o b]. (2.04) 

Achse 

Abb. 2. Die vom Boden her auf das Fahrzeug 
wirkenden Kr~lfte aebst  Geschwindigkeiten. 

.Beschriinkt man sich auf kleine Schwimmwinkel, was ja auch praktisch notwendig 
1st, da Sonst der Wagen ,,schleudert", so wird der Schdiglaufwinkel des urri den Lenk- 
Winkel fl eingesehlagenen Vorderrades 

o ~ = ~ + 3  ~ d e  (2.o5) 
v dt 

Uad des Hinterrades 

b de (2.06) 
o~h= ~-{ v dr" 

Die res _, �9 , ultierende Seitenkraft S, die an einem Wagen vom Gewicht G mit vier 
gielellen R~idern angreift, wird ffir kleine Lenkwinkel 

S = S ,  + S , - -  G t.[b(-d-- c 'Gb \ --l-a@ c ' G a  \ ] 
a + ~  2 -(a--+-bi) o~ 2 ~ )  oth]. (2.07) 

I)iesen Ausdruek spalten wir mit (2.05) und (2.06) so in 

t de  
S = ~176 fl + o' ~ + a l v d t 

auf, daft mit 

~  PL (7- 
2 ( a , + b ) ] '  

o' = G (7 ~ -  (:' + b,)~ 2 (a + b )  2 ] '  

d G~ a b (b--  a) 
O1 - -  2 ( a + b )  2 

(2.07a) 

(2.08) 

(2.09) 

(2.to) 
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die drei Glieder auf der rechten Seite der Gleiehung (2.07a) der R6ihe nach die durch 
den Lenkeinschlag, die durch den Schwimmwinkel und die durch die Drehung des 
Wagens um seine Hochachse bedingte Seitenkraftkomponente bedeuten. DaB fiber- 
haupt eine Seitenkraft bei einer reinen Drehung um den Schwerpunkt auftritt, sofern 
dieser nicht in der Mitte zwischen den beiden Achsen liegt ( a+  b), ist eine Folge der 
Tatsache, daft die Seitenkraft des einzelnen Rades dem Raddruck nicht proportional ist. 

Die RadseitenkrXfte S~ und Sk erzeugen aut3erdem ein Moment Mb um die Schwer- 
hoehaehse. Rechnet man es wie die Winkel im Uhrzeigersinn positiv, so wird 

v dr] = S ~ ( ~ )  acos f i - -Sh(~h)b  (2.tl) 

oder wieder n~herungsweige ffir kleine Winkel o~ und /3 

M Gab [[_ c'Gb ~ --(d c'Ga ~ l (2.11a) 
b :  �9 

Dies spalten wir ebenso wie die Seitenkraft in 

, t d ~  (2.11 b) Mb=~o f l  +/~'~ ~-t~ -v dt 
auf, wobei 

Gab ( c'Gb ] =  , (2A2) 
I~'~ a+-b ~ 2(a+b)} - a ~ 1 7 6  

tZ, --  c'G*ab2 (a +(a--b)b)* ~ - - ~  (2.13) 

II, 1 = - - G  a b (c- -  c"G ab l (2A4) (a + b)~] 
ist. 

Hierbei macht sieh die fehlende Proportionalit~it zwischen Seitenkraft und Rad- 
druck vor altem dadurch bemerkbar, dab auch ohne Lenkeinsehlag fl und ohne 
Drehung um die Schwerhochachse de~dr ein Moment auf das Fahrzeug wirkt, sofern 
der Sehwerpunkt nicht in der Mitte zwischen den Achsen liegt und der Schwimm- 
winkel nicht verschwindet. Dieses Moment hat ftir a > b, d.h. ftir ein hinterachslastiges 
Fahrzeug, dasselbe Vorzeichen wie der Schwimmwinkel, ist also bestrebt, seinen Be- 
trag zu vergr6t3ern, w~hrend es bei einem vorderaehslastigen Fahrzeug im umge- 
kehrten Sinn wirkt. 

Neben diesen Kr~f ten senkrecht zur Radebene wirken vom Boden noch Kriifte 
in Richtung der Radebene auf die RXder und damit auf den Wagen, die wit eben- 
falls wieder ffir jede Achse paarweise zusammenfassen wollen. In der Regel sind heute 
die Kraftfahrzeuge so gebaut, dab die feste Hinterachse angetrieben wird, die lenk- 
bare Vorderachse abet nicht. Dann wirkt vorn, wie in Abb. 2 eingezeichnet, der 
Widerstand V, der dutch den Roll- und Vorspurwiderstand der Vorderr~der bedingt 
ist, hinten die Antriebskraft H. Beim Bremsen wechselt H seine Richtung und Gr6fle 
und V erh6ht ftir Vierradbremsen seinen Betrag erheblich. Die Kraft  V geht nur bei 
versehwindendem Lenkeinschlag dutch den Sehwerpunkt, hat also im allgemeinen ein 
Moment 

M y =  --  V a sin fl (2.t5) 
um diesen. 

Zu diesen vom Boden auf das Fahrzeug wirkenden Kr~iften treten die Luftkr~fte. 
Wir ben6tigen davon ftir die Untersuchung folgendes x 

Der scheinbare Wind auf ein bewegtes Fahrzeug, das ist die Relativgeschwindig- 
keit 10, der Luft gegen das Fahrzeug , setzt sich naeh Abb. 3 additiv aus dem wahren 
Wind to und dem Fahrtwind ~l~ zusammen: 

t~, = ~v-- ~. (2.t6) 

x VgL z. B. E. $awatzki, Autom.-techn. Z. 42 (t939) S. 515. 
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Bezeiehnet man die Projektion der Geschwindigkeit des wahren Windes auf die raum. 
feste Aehse mit w~ und die Komponente senkrecht dazu in Riehtung positiver Winkel 
rnit wq, so erh~lt man for den Betrag der Geschwindigkeit des scheinbaren Windes. 

v , =  1/~ cos ? - -w, )  ~ + (vsin ~--Wq) ~ (2.t7) 

Uad fiir den Winkel der Fahrzeugachse gegen die Anblasriehtung, den sog. AnstrOm. 
Winkel, 

v sin ;e - w e v- -  e--  arc t g ( ~ ~ ) .  (2.t8) 

Die Luft yon der Dichte ~ fibt auf ein so angestrSmtes Fahrzeug mit der Hauptspant-  
fl~che F eine Kraft aus, die im allgemeinen nicht durch den Schwerpunkt geht, also 

' ?~ '~' /  

Abb, 3. Luftkr~tfte und Geschwlndlgkeiten. 

in bezug auf diesen ein Moment hat. Dieses Moment 
M, ist mit den genannten GrOt3en dutch die Beziehung 

o v ~ F ( a + b )  c,,,(~) (2.t9) 

verknfipft, in welcher der Momentenbeiwert c~ eine 
dimensionslose, durch Versuche zu bestimmende Zahl 
ist, die yon �9 abhiingt. Ftir Anstr6mwinkel bis zu 
t0 ~ kann man ohne grot3e Fehler 

Ml (v,, ~) = k , , v  ~ , w (2A9a) 

setzen, wobei k~-~ 0 sein kann. 

Fahcebenex~ 

l.fol,/lanta/abent 
A b b .  4 .  Z u s a t z k r l i f t e  bei geneigter F a h T e b e ~ e ,  

Die Luftkraff zerlegen wir wie die Bodenkriifte in ihre Projek t ion  auf die Wagen- 
achse 

t oo~rc, (~) (2.20) T(v , ,  ,) = -~ 
und seakreeht dazu 

qv~,_p c, (~) (2.2t) N (v,, ~) = -5 

mrg~ anzen praktiseh in Frage kommenden Bereieh ist naeh den Versuehsergebnissen 
sangentxal malkraftbelwert c ro ortmnal mlt w D- �9 " kraftbeiwert ct konstant, der Nor " ~ p p " " . 

analt vereinf~ehen sich die Gleichungen (2.20) und (2.2t) zu 

Und T (vr) = ~ v~ (2.20a) 

N (Vr, ~) = k , V  ~, ~. (2.2t ~) 
Der Pr~ k ,  ist im Gegensatz zu k,,  stets positiv. 

Von den in der Fahrebene auftretenden Kriiften seien der Vollstiindigkeit halber 
~~162 ~ beiden Komponenten G, und G.~ des Fahrzeuggewichts genannt, die in diese 
ur~ "_~ sallen, wenn die feste Aehse in der Fahrebene gegenfiber der Horizontalebene 

" ' ~  t . l e n  , . �9 �9 Aeh~ Wmkel ~e anstelgt und dann die Fahrebene noch um den Wmkel ~ um dtese 
"'~ gedreht  ist (Abb. 4). Entgegen der Richtung der'Wagermchse wirkt 

G~= G (sin ~ cos e --  cos Ssin e sin ~), (2.22) 
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senkrecht zur Wagenachse 

G, ---= G (cos ~ cos e sin ~ + sin ~ sin e). (2.23) 

Die Reaktionsmomente, die durch die Kreiselwirkung der R~ider verursacht werden 
und auf die Goldbeck 1 hingewiesen hat, seien in dieser Untersuchung vernachlS~ssigt. 

3. Die Bewegungsgleichungen. Unter der Einwirkung der in Ziff. 2 zusammengestellten 
KrS.fte bewegt sich ein Fahrzeug mit der wahren Masse m =- G/g, der um die Tr~igheit 
der rotierenden Teile erh6hten fiktiven Masse m '  und dem TrS~gheitsmoment O um 
die Schwerhochachse so, dab der Betrag der Schwerpunktsgeschwindigkeit v der 
Differentialgleichung 

m'  ~-{dv = [H - -  T (v,, 3) - -  G, (e)] cos ~ --  [Sh (ah) + N (v,, ~) + G, (e)] sin ~ - -  / (3.0t) 

- so (~) sin (~ + ~) - z co~ ~ + ~) ! 
gehorcht und die Richtung 7 von l)in der Fahrebene du,eh 

dy [ H - - T ( v , , 3 ) - - G , , ( e ) ] s i n e + [ S h ( ~ h ) + N ( v , , 7 , ) + G , ( e ) ] e o s o ~ +  }(3.02) 

+ S~ (~) cos (~ +/3) - -  V sin (~ +/3) 

gegeben ist. Die Stellung des Fahrzeugs selbst folgt aus 

d2e 0 -~g=M~ (~,~)  + Mo+ M, (v,, 3). (3.03) 

Nimmt man hierzu die geometrisehe Beziehung 

e = ~ + ), (3.04) 

und die bereits abgeleiteten Gleiehungen (2.03), (2.04), (2.t7) und (2.t8), so stellen diese 
acht Beziehungen das vollstiindige System der Bewegungsgleiehungen ftir das Fahr- 
zeug dar, wenn neben den Daten des Wagens, der Strage und der umgebenden Luft 
die Antriebskraft H als Funktion der Zeit bekannt ist. 

Ftir die weitere analytische Behandlung muB dieses System vereinfaeht werden. 
Man setzt dazu an Stelle der wahren Funktionen Sn, S,, T ,  N, Mb und MI ihre sehon 
in Ziff. 2 angegebenen Niiherungen ein und beschrS~nkt sieh wie bei diesen auch in den 
Differentialgleiehungen auf kleine Winkel 0~ und fl, so dab Produkte dieser Winkel 
gegentiber den in ihnen linearen Gliedern vernaehl~issigt werden dfirfen. Ferner sei 
entspreehend dem Vorgehen bei Fahr- und Modellversuchen der Betrag der Fahr- 
geschwindigkeit v konstant gesetzt. Damit verffigt man fiber die noch freistehende 
Funktion H so, daft gemS~B (3.0t) 

H =  T +G, + V (3.05) 
sein soll. 

Faflt man noch die yon fl abhiingigen Beitriige der Kraft V zur Seitenkraft und zum 
Moment mit den entsprechenden Komponenten o; fl und/~; fl yon S und M0 aus den 
Gleiehungen (2.079) und (2.t lb)  zu 

o o = o o -  V (3.06) 
und 

#o = p 'o--  V a =-- a Oo (3.07) 

zusammen, so lauten unter den obigen vereinfachenden Annahmen die Bewegungs- 
gleichungen (3.02) und (3.03) bei horizontaler Fahrbahn, wenn Punkte Differen- 
tiationen nach der Zeit bedeuten, mit Benfitzung yon (2A9a), (2.2ta) 

m v i , =  Oo~ + o' o~ + a~ ~ +  k. v*, r. 

+k, .v~r.  O ~ =/~0fl +/*' *r v 

x G. Goldbeck, Z. VDI 83 (t939) S. 383. 

und (3.05) 

( 3 . 0 2 a )  

(3.03 a) 
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In vielen F~llen wird man den Wagen bei Windstille untersuchen, dann wird 
v ,=v  und z = x .  Mit 

o = o' + kn v* (3.08) 
und 

# = # '  + k,~v 2 (3.09) 

lauten ftir diesen Fall die Gleichungen (3 .02)  und (3.03) 

O ~ =/~ofl +/~ ~ +#a ~ .  (3.03b) 

Die Beziehung (3.04) gestattet, aus ihnen e zu eliminieren. Trennt man dann die 
Variablen, so erh~lt man als H a u p t g l e i c h u n g e n  ffir die Bewegung des Fahrzeugs 
bei Windstille mit konstanter Geschwindigkeit: 

/,/ O m v -~- O m v -- V "ff , 

;" 0~; + ( ~ x - - a q  + a m v  z) ~' ( I I a )  o a  + (~ ol - ~ 1 )  v + (~ ~  "- = - 7 ,  

�9 + ~ .  O m v a [ O v f l - - ( l ~ l - - a o l + a m v ~ ) f l ] =  ~ m~l--@r Izex--lzla--mv21~ (IIb) Omv Omv a 

t~s lassen sich damit zwei Arten yon Fragen beantworten. Entweder sucht man 
aus Gleichung (I) die Bedingung, welche der Lenkeinschlag /5 erffillen muD, damit 
sich der Fahrzeugschwerpunkt auf einer bestimmten Bahn, d. h. mit  gegebenem 7 
bewegt, wobei das Fahrzeug im allgemeinen gem~f3 Gteichung (Ha) schwimmt; oder 
man bestimmt die Bahn und den Schwimmwinkel ffir einen bestimmten Lenkeinschlag, 
der aueh eine Funktion der Zeit sein kann, aus den Gleichungen (I) und (lib). 

4. Lenkeinschlag fiir Kreisbahn. Als erstes Problem sei die Frage nach dem Lenk- 
einsehlag /~ behandelt, der bei Windstille notwendig ist, damit sich der Fahrzeug- 
sehwerpunkt auf einem Kreis mit  dem Halbmesser R bewegt. 

Dies erfordert ffir den Richtungswinkel 

d T _  v 
- -  _ ~- ----- konst., (4.0t) 
dt 

Wobei R positiv zu rechnen ist, wenn der Krt immungsmittelpunkt rechts yon der Fahrt- 
riehtung liegt. Ftihrt man diese Bedingung in die Differentialgleichung (I) ein, so erh~lt 
man 

t t _ _  p O ' l  - - P l  a - -  m i / a / - g  
+ ~ -o  (a o ~ - ~ )  t) + ~-  (~ ~ - t ' )  a - - R o % (4.02) 

als /)ifferentialgleichung ftir "den notwendigen Lenkeinschlag ft. 
I)as vollst~indige Integral der zugehOrigen homogenen Gleichung lautet 

flh = B1 e-mr + Bz e -'t"~ (4.03) 

rait B~ und B 2 als Integrationskonstanten und 

, [~ g l  40v ' (aa-- i~)  
Da A~ , ,=  2 -~6(ao l - - f l l  ) 4- (aa,-t*~)* ]" (4.04) 

a a x _ U l = G a b @  dGa ~ (4.05) 2(a+b)  ] 

positivist ,  verschwindet dieses Integral, das den Einflut3 der Anfangsbedingungen 
auf den notwendigen Lenkeinschlag liefert, mit wachsender Zeit nur, solange 

( c'Ga ) + v , ( a k , _ k , ~ ) , > O  (4.06) a o ~ , u - ~ - G a  -6 2(a,+b) 

i5 
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ist. Wiihrend der von den Bodenkriiften herstammende erste Ausdruck rechts vom 
Gleiehheitszeichen stets posi t iv is t ,  k6nnen die Luftkrgfte for k,, > a k,, einen mit 
der Zeit anwachsenden Lenkeinsehlag erfordern, sobald die Gesehwindigkeit den 
Wert 

k c -  (4.oz) ok = ~ z  ak-2 

iiberschreitet. 
Ist die Bedingung (4.06) erffillt, so ni/hert sieh mit der Zeit der erforderliehe Lenk- 

einsehlag einem von den Anfangsbedingungen unabh~ingigen, anschliebend gegebenen 
Endwert. Wenn dabei km< a k, ist, so wird dieser Endwert ftir Geschwindigkeiten 
fiber 

v,---- v 2 [ - - 1 +  t + ~ ( a k , ~ - - k , ~ ) ]  (4.08a) 

in einer periodisch abklingenden Funktion erreicht. Ist aber  a k~ < k m  < a k~ + O/b ~, 
so ist nur im Geschwindigkeitsbereich zwischen vpx und vp2 ein periodischer Lenk- 
einschlag notwendig, w o b e i  

v,l,z----- [1 4- 1 - - - 6  (k,~--ak,~) (4.08b) 

ist. Ist k, ,=aJe~,  so wird die Grenze zwischen aperiodischem und periodisehem Lenk- 
einschlag bei 

b 1 / G a / -  d G a  (4.o8c) 

erreieht. In allen anderen F~illen, in denen die Bedingung (4.06) erffillt ist, wird der 
Endwert aperiodisch erreicht. E r  ist dureh das partikul~ire Integral der vollsti~ndigen 
Gleiehung (4.02) 

/~ al - -  ~ I  a - m v2~ (4.09) 

gegeben. 
Sieht man y o n  den LuftkrS~ften ab, weil sie klein sind oder infolge der Versuchs- 

anordnung (z. B. laufende Stral3e) wegfallen, so sind die Werte/~ und o in (4.09) durch 
/z' u n d o '  zu ersetzen, und es wird 

t~; __ t [ a + b rn va p" ] (4.09a) 
V- t --ff R (a + b) a; (o'-- a~) " 
,r:, 

Die vom Widerstand der Vorderr~der herrtihrende Seitenkraft Vfl  ist gegenfiber 
Oofl , der Seitenkraft durch den Lenkeinsehlag, zu vernachl~issigen, so daft der Aus- 
druck vor der Klammer im allgemeinen gleich t wird. In dem Sonderfall des an den 
lenkbaren Vorderr~idern angetriebenen Wagens jedoch, far den g grobe negative 
Werte annimmt, wird der unter sonst gleichen Umst~inden notwendige Lenkeinschlag 
dureh den Antrieb wesentlich verkleinert. Beim Bremsen mit Vierradbremsen, wobei 
grobe positive Werte V auftreten, wird er vergr0t3ert. Auger diesen beiden F~llen 
gibt der Klammerausdruck den Endwert for den Lenkeinschlag. Wie man leicht 
naehprfifen kann, ist darin der Nenner des zweiten Ausdrueks stets positiv. Die 
Gleiehung (4.09a) zeigt somit, daft das hinterachslastige Fahrzeug (a > b und damit 
#' > 0) unter Einwirkung der Bodenkr~fte allein einen kleineren Lenkeinsehlag far 
eine Bahn mit gegebenem Krtimmungsradius benOtigt als den aus der geometrischen 
Kurventheorie folgenden Lenkwinkel (a + b)/R, wShrend es beim vorderachslastigen 
umgekehrt ist. 

Es ist notwendig, neben dem Lenkwinkel aueh den Verlauf des Sehwimmwinkels 
zu untersuchen, da dies'er stets innerhalb gewisser Grenzen bleiben mub. Ffihrt man 
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zu diesem Zweck die Bahngleichung (4.0t) in die Hauptgleichung (IIa) ein, so erh~ilt 
man als Differentialgieichung des Schwimmwinkels auf einer Kreisbahn 

+ (a o: -- ~q) oi + - g  R e 

Die verktirzte Gleichung stimmt mit der verktirzten Gleichung (4.02) ffir fl fiberein. 
Somit w~ichst a mit der Zeit fiber al]e Grenzen, wenn v > vk wird. Ein solcher Fabr- 
zustand sei als instabil bezeichnet. Ffir km< ak,~ ist ein Fahrzeug, das eine Kreisbahn 
f/ihrt, wegen des imagin~iren va unbedingt stabil, ftir km> a.kn nut bedingt, nSmlich 
ffir v < vk. Im stabilen Fahrzustand strebt ~ einem Endwert 

O~e = ldl - -  a a l  -~- a m v~ n ( ~ - ~ )  (4.11) 

zu. Da dann (an--#)nach (4.06) posi t ivis t ,  hat dieser Endsehwimrnwinkel ftir 
Gesehwindigkeiten, die gr6f3er als 

6 ' G a  

sind, dasselbe Vorzeichen wie R, andernfalls das umgekehrte. Bei v, selbst sehwimmt 
das Fahrzeug im I~ndzustand nicht. Aueh dieser Endwert wird unter denselben 
lqedingungen wie der Lenkeinschlag entweder in einer ged~mpften Sehwingung oder 

aperiodiseh erreieht. 

S. Stabilitiit der (leradeausiahrt. Naehdem sich in Ziff. 4 gezeigt hat, dab unter 
bestimmten Bedingungen ein Fahrzeug in der Kurve instabil werden kann, sol[ nurt- 
mehr untersucht werden, wie sich ein Fahrzeug verh~lt, das bei Windstille mit dem 
Schwimrnwinkel xo= 0 und dem Lenkeinsehlag fl~O unter dem Riehtungswinkel 
? ~ .  0 geradeausfahrend einen Drehstot3 erleidet, so dab unmittelbar nach dem Stot3 
eme kleine Winkelgeschwindigkeit de/dt=~ o auftritt. Der Fahrer soll nieht gegen- 
Jenken, so dab infolge der St6rung eine Abweichung v o n d e r  genauen Geradeausfahrt 
emtritt. Dieser Fall unterseheidet sieh hierin yon der in Ziff. 4 behandelten Kreis- 
bogenfahrt mit R =  ~,  bei der die verlangte Bahn durch entspreehenden Lenkeinschlag 
erzwungen wird. Der Schwimmwinkel ~ muff der Hauptgleichung (IIb) mit ver- 
schwindender linker Seite 

m ~ - O a  t~a~-Iz~--mv~t, (5.0~) 

gentigen. Mit 

lautet ihre allgemeine L6sung 
= A~ e~,* + A ,  e~, *. (5.03) 

Die beiden Integrationskonstanten A~ und A~ bestimmen sieh aus den Anfangs- 
bedingungen. Die eine, % = 0 ,  wurde oben bereits erw~ihnt, eine weitere erh~ilt man 
aus (3.02b) in Verbindung mit (3.04) zu 

- (5.o4) 
Hieraus folgt 

m v ~ -  ~ (5.05) A1 = --  A~ = io m v ~ (al - &) ' 
und es wird 

~ - -  O" 1 

IDa in (5.02) der Ausdruck vor der eckigen Klammer wegen 1'1 < 0 stets negativ 
ist, Verschwindet der durch den angenommenen DrehstoB bedingte Schwimrnwinkel 
ualt der Zeit, sofern 

/, = /z  o l - - /~  o - - m  vg"~ (5.06) 
t5" 
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posi t ivis t ,  w~ihrend bei nega t ivem/ ,  einer der beiden Werte 2 immer pos i t iv i s t  und 
somit 0r tiber alle Grenzen wS.ehst. Ersetzt  man in (5.06) # u n d o  dutch ihre Werte 
aus (3.08) und (3.09), so kann man nach Einftihrung der Abktirzungeh 

/ o =  [(kin + m)/*' -k- hn/~l] 2 - -  4k,nrn 0t '2 -t- /q a') 
4kmm , (5.07) 

v~ -- - -  (k,~+ m)~ '+  k.~ ~ k , . m  - -  ( 5 . 0 8 )  

]s in die Form 
/s - 1o = - km m (v~ - Vo ~)~ ( 5 . 0 6  a)  

bringen. Die Funktionen /, (v ~) sind im allgemeinen Parabeln mit  zur ],-Achse par- 
allelen Aehsen. Sie gehen auf der Ordinatenachse alle durch den Punkt  mit  der posi- 
riven Ordinate 

2 (a -t- b) { 2 (a + b) (5.09) 

und sind for k= > 0 nach unten, ftir k= < 0 naeh oben often. Fiir k,~=O artet  /~ in 

,, i .,7/~ 

s s  S " 

~#," s, 

,,'~ % /  si  ./~ 

'\\,,,, / % _ 

Abb. 5. Formen der Stabilit~itsfunktion /,(v~). 

tion eine der in Abb. 5 skizzierten Formen an. 

eine Gerade aus, welche die v =- 
Achse im Punkt  

v~-  ~ ' ' -~" '~ '  (5.to) 
knffx + m l~" 

schneider. Dieser Punkt  liegt ftir 

,,' > - , -~ -~ - - - , r  (5./1) 

ve auf der positiven, andernfalls auf 
der negativen Seite dieser Aehse. 

Die oben eingeftihrten Werte 
/o und vg sind die Koordinaten des 
Scheitels der Parabel. Je naeh 
den KenngrOflen des Wagens 
n immt  somit die Stabilitgtsfunk- 

Danach k6nnen die Fahrzeuge hin- 
sichtlich ihrer StabilitS~t in folgende Gruppen eingeteilt werden: 

1. U n b e d i n g t  s t a b i l e  F a h r z e u g e  ( G r u p p e  U). Die Gr013e /, ist entweder 
stets positiv (Form U 3 unter den Bedingungen k,, < 0, /o > O) oder wird erst bei 
negativen e 2, d .h .  nieht reellen Gesebwindigkeiten, negativ (Form U 1 unter den Be- 
dingungen k , , =  O, #'<#',, oder Form U 2 unter den Bedingungen kin< 0, /o<0,  v~o <0).  

2. B e d i n g t  s t a b i l e  F a h r z e u g e  m i t  G r e n z g e s c h w i n d i g k e i t  ( G r u p p e  G). 
Die Gr6Be/s wird oberhalb einer Grenzgeschwindigkeit v e negativ (Form G 1 unter der 
Bedingung km> 0 oder Form G 2 unter  den Bedingungen k= = 0, #' > #',). 

3. B e d i n g t  s t a b i l e  F a h r z e u g e  m i t  I n s t a b i l i t ~ i t s b e r e i e h  ( G r u p p e  B). Es 
gibt einen Geschwindigkeitsbereich yon vgl bis ae2 , in dem das Fahrzeug instabil ist, 
ftir andere Gesehwindigkeiten ist es stabil (Form B unter  den Bedingungen k= < 0, 
/o < o, Vo ~ > o). 

Die Gesehwindigkeit vg, bei der die Stabilitgt der bedingt stabilen Fahrzeuge 
weehselt, erhS.lt man aus / , = 0  zu 

v~=v~-t- /k--~-f~m-- (5.t2) 
1 = 2---~-mm'~ ~ [ - - ( '~m -If- ~n) ]/" - -  ~n]-' 1 Jr- r  .--I- "1"/r .//," -I- kn]~l] 2 -  4k,,, m (fit2 -~- ~/1 o") ] . 

WS.hrend nach obiger Zusammenstellung k,~ > 0 stets die Form G 1 zur Folge hat  
und kin=0 bereits er6rtert ist, erfordert der Fall k~, < 0 eine genauere Untersuchung 
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der Werte /o und v~ in ihrer Abhiingigkeit yon km und #'. Die Funktion /o trennt  
die Form U a mi t /o  > 0 yon den Formen U~ und B m i t / o  < 0. Die Funktionen /o (k=) 
stellen Hyperbeln dar, deren einer Ast in Abb. 6a dargestettt ist. Da der Ziihler yon 
]o ftir k ~  0 und ftir kin-- 4- eo bei nicht verschwindendem/, '  positiv ist, kann/o  selbst 
ftir negative k,~ nur in einem Bereich positiv werden, dessen Grenzen die Werte 

siud. Als Nebenbedingung ffir ---. ]_~ 
die Realit~it dieses Bereiches posi- - -  ""- '---~ur ~ T 
tiver /o muff ~ ' - ~  ~m~l-4~a' 

F f i r /Z=  0 reduziert sich/o auf / / ' 7  ~,~o ~ ' - .  ~X, \ I 

beieine demHyperbel'negativenWelChewert die Abszisse / /  Ii a i \\\l  

(5.t3a) I 

Schneider und die Ordinatenachse ~ 1 L--/---- 
SOwie die Gerade /0 =--/~1 a' zu ~ ,,~o I t, ~ - - -  -~ 
Asymptoten hat. - - < - ~ /  / ~-~:mgor,,B [AI 
_ Ist /o < 0 und voraussetzungs- "~Z.~,, r~ ~ "--~ * ~ 
~emtit3 k.. < 0  so entscheidet das 
Vorzeiehen yon vo 2 fiber die Form ~ , " ' * ~  t ] t I" . . . . . .  
der Stabilit~tsfunktion. llz l 

..__:___:_...i-~*'_~"- ~ \ ,  I ~ - = l - [  , 1)ie Funktionen v~ (k,,) sind ~ 7 - - % - - - - - - I  - a _  
e~enfalls Hyperbeln (Abb. 6b) und 
wecllseln das V~ v? nv~ bei ~ ~  

k,,o_= k , ~ + m ~ ,  (5 t~) 
. . . .  b i N  \ l  

Ftir O < / , '  < # '  wird dieser Wer t  Abb. 6a  u. b. Abhangigkeit  der Scheitelkoordinaten Jo und v~ der 
Positiv. Stabilit~tsfanktion yon kra und /Z. 

�9 Asymptoten ffir v~(km) sind die Ordinatenachse und eine Parallele zur Abszisse 
rnlt der Ordinate v ~  ~-  - -  t*'[2 m.  Damit folgen die in Abb. 6b eingezeichneten M6g- 
liehkeiten for den Verlauf von v~ (kin). Dabei ist noeh wesentlich zu wissen, dab for r �9 

# <t*~ ein negatives k,~ stets zwischen k,~o und k , , ,  liegt. Setzt man n/imlich 

k~o,~ = k~o + ~ (5.~6) 

in die Bedingung ein, dab /o verschwindet, so erh~ilt m a n  

= "  1/ " . , - ' "  ] = --/,,~- ol) [ t 4- t m ( #  a~ - / ~  a') " 

I3ie "Wurzel ist jedoch unter den obigen Voraussetzungen gr~Ber als t. Deshalb wird 
ein Wert u positiv, einer negativ. 

I)ie Abb. 6a und 6b ordnen eindeutig den Kenngr6flen des Fahrzeugs die Form 
der Stabilitgtsfunktion zu. Das Ergebnis ist in fotgender Tabelle zusammengestellt. 
Ob Zuerst die Grenzbedingung/~} far ]o oder /~  far v~ erreicht wird, Ningt yon k, ab. 
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Gleichzeitig werden beide ffir 

V ]/ k n g ~ ~lg ~ 71"1 
- -  I z l  

t ~ t 
erreieht. Ist k, ~ k,g, so ist auch y~ _</#. 

c" G (a 2 + b ~) 
2 (a + b) ~ 

c ' G a b  
ab[~  (a + b)~ 1 

Abh~tngigkeit  der Form der S t a b i l i t g t s f u n k t i o n  /, yon k,,, und /,'. 

- - ~ o o  . . . 0  

<0 , 

0 

0 , . . k m o  

k ~ O  . . . k m v  

k,,~v �9 �9 �9 k,~,, 

1r , . .  - - 0 0  

G 1 
i 

vl 
U2 
UB 
U B 

B 

= 0  
> 0  

61 

Ua 

U~ 
_3) 
-~) 

U8 

< - 1"1 k,dm 

< m a ' / k ,  > m a ' / k ,  1) 

Ga Gi 

U~ U~ 

U2 U, 

Ua U= i 
Ua U~ I 

U2 U~ I 

> --  1"1 k , / m  

< m ~'/h.  ~)1 > m ~' /k .  

G 1 G x  

G 2 G2 

B B 

u.  I B 
U8 /- U~ 
U~ ! U 2 

Die Verteilung der oben definierten drei Gruppen in der Tafel l~it3t sich physikalisch 
folgendermaflen begrfinden. Versucht das Luf tmoment  den Sehwimmwinkel zu ver- 
gr0Bern (k,, > 0)~ so wird es auf alle Fiille einmal so groI3, dab es den Wagen instabil 
maeht,  da es mit  v = wgehst. Der yon Luf tmomenten  um den Schwerpunkt freie Wagen 
(kin=0) ist als vorderaehslastiger Wagen ~ ' <  0) stabil, als hinterachslastiger (#'> 0) 
nur bedingt stabil, da die BodenkrSfte ihn bei groflen y '  herausdrehen. Grot~e Werte ~' 
k6nnen auch .ein Fahrzeug mit riickdrehendem Luf tmoment  (k,, < 0) instabil machen, 
allerdings nur in einem gewissen Bereich, da bei grol3en Geschwindigkeiten schtiei31ieh 
das zurfickdrehende Luf tmoment  tiberwiegt. Unerwartet  ist das Auftretm~ eines solchen 
bedingt stabilen Zustandes mit  InstabilitS.tsbereieh am linken unteren Ende der Tabelle. 
Er  entsteht  dadurcb, dab die durch die Nichtproportionalit~it der Seitenkraft  mit  
dem Raddruck bei einer Drehung des Wagens um die Schwerhochachse entstehende 

Seitenkraft al de _ iz" d~ die Bahn des Sehwerpunktes so stark krtimmt, daft die 
v dt v dt  

Wagenaehse der Bahntangente  nieht mehr zu folgen vermag. 
Stellt man fest, daft . ein gegebener Wagen nur bedingt stabil ist, so muB man die 

ftir ihn zul~ssige H6ehstgesehwindigkeit aus (5.t2) bereehnen, wobei ffir einen Wagen 
mit  Instabilit~ttsbereieh das negative Vorzeichen vor der Wurzel, das den Wert  vgl 
in Abb. 5 liefert, maBgebend ist. 

Im stabilen Zustand klingt eine St6rung am sehnellsten im aperiodischen Grenz- 
fall ab. Dieser t r i t t  ffir 

g e m  = / s  (5A9) 

ein. Man kann leieht zeigen, dab auch/4  biquadratiseh in v ist und bei v~=0  um den 
positiven Betrag 

t ( O o , + m & ) ~ + l ~ ,  ~ 
4Ore 

grOBer als /s ist. Damit  ist es ausgesehlossen, ein Fahrzeug so zu bauen, dab fiir alle 
Gesehwindigkeiten f i = / ,  ist. Man sollte diese Bedingung abet bei der Normal- 

11 Tritt nur auf, wenn k n > k n g  nach Gleichung (5.t8). 
*} Tritt nur auf, wenn k n < k n g  nach Gleichung (5.18). 
31 krno =kmu,  s. Gleichung (5.t3a). 
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geschwindigkeit m6glichst erfiJllen. In Abb. 5 ist deshalb auch 1'~ mit eingetragen. 
Im Grenzfall sehr groger Geschwindigkeiten ffihrt die Forderung ],=]'~ auf die Be- 
dingung 

- k,~. (5 .20)  
4 m a 

Nachdem das Verhalten des Schwimmwinkels bei einer St6rung untersueht ist, 
tritt die Frage auf, welche Bahn der Fahrzeugschwerpunkt in einem sqlchen Fall be- 
sehreibt, insbesondere ob das Fahrzeug dureh die StOrung aus seiner ursprtingliehen 
Fahrtrichtung herausgebracht wird, die mit yo=O angenommen worden war. Setzt 
man in der Hauptgleiehung (I) fl-=O, so erh~ilt man 

d .. m # l  - -  0 Izal - -  # l a  = m v ~ #  7)  (5.2t) 
0 =  dT(Y-- O m v  a ~ , +  O m v  2 . 

Der Ausdruek in der Klammer stimmt mit der rechten Seite der Gleichung (5.01) 
ffar den Schwimmwinkel aberein. Die L~sung lautet also 

)" = Co + C1 e a'* + C2 e a't �9 (5.22) 

Die drei Integrationskonstanten C, bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen, yon 
deaen die erste, yo=0,  bereits erwghnt wurde. Die beiden anderen folgen aus (3.02b) 
und (3.03 b), wonaeh mit einem bestimmten ~o bei Co-----0 ftir ), Anfangsst6rungen yon 
der Gr6fle 

~)2 

und 
(5.2}) 

(5.24) O" 1 �9 . - .  , ,  . .  "I _(l_a_ )(al+z,) ] 
~o  - -  eo O 7  - -  % : e~ L O v 

Verbunden sind. Man erhglt so 
Co_~ko Ova (5.25) 

Is  ' 

W~hrend die Werte ffir C 1 und C,, unwesentlich sind, da im stabilen Zustand diescr 
Tell der LOsung mit der Zeit verschwindet. 

Aus (5.25) folgt, dab das Fahrzeug durch einen Stol3, der eine Winkelgeschwin- 
digkeit ~o hervorruft, auch stets aus seiner ursprfinglichen Fahrtrichtung heraus- 
gebracht wird. Ffir f i : O  bleibt C O nicht a 

Abb.  7- Angenommener  Ver lauf  des Lenkeinschlageg fl m[t  
der Zeit t, 

mehr endlich; dieser Grenzfall ist also aus 
diesem Grund dem instabilen Bereich zu- 
Zurechnen, womit auch diese oben often 
gehliebene Frage erledigt ist.- 

6. Zei t l i ch  ver~indef l i cher  L e n k e i n s c h l a g .  Als 
13eispiel ftir die Gruppe yon Problemen, bei 
denea der  Lenkeinschlag als Funktion der 
Zeit gegeben ist und die Bahn des Fahr- 
Zeugs gesucht wird, sei die Bewegung bei 
einem Lenkeinschlag nach Abb. 7 unter- 
Sucht. Der Lenkvorgang beginnt zur Zeit t=0 ,  zu der das Fahrzeug unter dem Rich- 
tungswinkel ;%=0 st6rungsfrei (~o=0 und ~o=0) liiuft, mit dem Einschlag und der 
Lenkgeschwindigkeit Null und endet mit den gleichen Werten zur Zeit T, nachdem 
ZUr Zeit {_T der gr6t3te Einschlag fl= erreicht wurde. Eine einfache Funktion, die 
diese Bedingungen erffillt, ist mit m = 2 ~ / T  

# = - ~  (~ - cos  ~o t) .  (6 .o t )  
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Ff ihr t  m a n  sie m i t  ihren Ab le i t ungen  in die H a u p t g l e i c h u n g e n  (I) und  ( I Ib )  ein, so 
l au ten  m i t  den  Abkf i r zungen  

a ,  = /~  a, (/h - a ~1 + a m v ~) (6.02) 
2 (g m v* ,Tt122 

al~--- flma O [(9 V ~o* (2 x + 20) + (212 * --  09*) (Pl --  aa l  + amy*)] 
- -  2 ( g r a y *  [09* + (a; + a,~) o* + 2~a~3 ' (6.03) 

.flmaoO~ [(9 v (09' - ~4,)  + (21 + 2,) (/~1 -- aax + amy*)] (6.04) 
2 2 a2 = 2 (9 m v* [~* + (3.~ + 4~) ~* + 2, 4~] 

�9 c = -  t~ '~~ ~ -  ~) (6.05) 
2 ( g m v  214 * : 

q =- f l "  a,  [(9 v 092 (45 + ;q) + (~t 4, 09*) (/*t - a a,) +~ v~(4, + 4,) (t~ - a a)] , ( 6 .06 )  
2 (9 m v* [~* + (4~ + 4~) 09* + 41 ;t~] 

C,~--- flraa~176 (6.07) 
2 (9 m v* o~ [09* + (4~ + ;t~) 09* + 4~ 4~] 

die vol ls tXndigen L6sungen  dieser Gle iehungen  

= A 1 e a,t + A ,  e a,t + a o + a 1 cos ~o t + az sin ~o t (6.08) 
und  

y = C O + C a ea, e + C 2 ea, t + c i cos o~ t + c~ sin oJ t + c t. (6.09) 

V o n  den ffinf I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e n  A,  u n d  C, sind drei v o n e i n a n d e r  unabh~ng ig .  
Sie b e s t i m m e n  sieh aus den drei A n f a n g s w e r t e n  ~o, ~'o und  ko, die b e i m  s tOrungsfre ien 
E in lau f  in den Bogen,  wie , b e n  angegeben,  ve r sehwinden .  In  d iesem Fall  wird  aueh  Y, 
naeh  (3.02b) sowie ~o naeh (3.03 b) zu Null  u n d  somi t  aueh  wegen  der  H a u p t g l e i c h u n g  
( I Ib )  und  (3.04) Y o = - - E o = 0 .  H i e r m i t  erh~l t  m a n  

A~ = 09 a ~ -  ,l, (ao + at) (6.10) 
42 - -  ~t 

A2 = oa~ - 4t (ao + at) (6At)  
4x -- 4, 

CO = ~lT2 [gl ( ~ - -  ~'1 '~2) + (al + ~2) (C + 02 C2)], (6. t 2) 

Cx = oJ~ct + Z, (c + 09c,) (6.t3) 
21 (2i -- ~.~) 

C,  - ~' '  ~1 + a, (c + 09 ~,) (6.14) 
- -  4,  (4, - 40 

D a m i t  l~iuft nach  Beend igung  des L e n k v o r g a n g s  zur  Zei t  T=:2n/o~ das F a h r z e u g  
in der  R i c b t u n g  

~ &  z ~  a' c ( 6 . t 5 )  y, = C O + C i e ~ + Ce e o~ + Cl + 2 ~ - -  6o 
m i t  e inem S c h w i m m w i n k e l  

~-e = -//1 e~n a~ + A~ e ~n a,o + a ,  + al"  (6.t6) 

Der  durch  die A n f a n g s w e r t e  bed ing t e  Tell  der  LOsungen ents 'cheidet  wieder  fiber 
die S tab i l i t~ t  des Fah rzus t andes ,  die in Ziff. 5 b e h a n d e l t  wurde .  Die A m p l i t u d e  des 
du rch  den Lenke insch lag  b e d i n g t e n  per iod ischen  Antei ls  des S c h w i m m w i n k e l s  

~,,ao -I/ (9*v*a'~_+ (~.-_acq +amy*)* (6.17) 

wird  un t e r  sons t  gleichen Verh~l tn i ssen  ffir eine L e n k f r e q u e n z  ~o,, die m a n  aus 
d a m / d ( o # ) - O  erh~lt ,  ein H 6 c h s t w e r t .  Sie ftir einen gegebenen  W a g e n  zu b e s t i m m e n ,  
ist  i n s . f e rn  y o n  Bedeu tung ,  als ein per iod ischer  Lenke insch l ag  auch  du t ch  Spiel i n  
der  L e n k u n g  he rvo rge ru f en  werden  kann .  
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7. Fahrt bei miiBigem Seitenwind. W~hrend in den bisher behandel ten F~illen ange- 
nommen wurde, daft Windstille herrscht,  soll schlief31ich ein im wesentlichen gerade- 
ausfahrendes Fahrzeug - -  d. h. 7 soll klein bleiben - -  bei mSf3igem Seitenwind u n t e r -  
sucht werden. Es wird dabei zur Vereinfachung des Problems angenommen, die 
Windgeschwindigkeit wq sei im Verhii!tnis zur Fahrgeschwindigkeit  so klein, dai3 man 

v, ~ v (7.0t a) 
und 

~ ~ - ~  wq (7.01 b)  
v 

setzen darf. Da nur  der Gleichgewiehtszustand untersucht  werden soil, darf man den 
Lenkeinschlag fl konstant  setzen und erh~lt aus (3.02a), (3.03a) und (3.04) als Dif- 
ferentialgleiehung ffir den Fahrtr iehtungswinkel  

d(. -d7 ~;-- mSl -- O~ ~ - ~  ~+  s ~ l - ~ ' l ~ - " ~ s  r / =  ( ~ o ~ - ~ a o ) / ~ + ( k ~  k ~ s ) v w q  (7.02) 
O m V  ~ , ~ ) m v  

Sie s t immt auf der linken Seite mit  der in Ziff. $ untersuchten  tiberein. Neu 
hinzu kommt  also zu der durch etwaige Anfangsst6rungen bedingten L6sung als Ein- 
fluff des Seitenwindes auf die Fahr t r ich tung  

7~ : (so a - t * a o )  f l +  ( k , ~ a - - k , s )  v w r  v t .  (7.03) 
S aa - -  Sx a - -  m v~ l t 

Soll die Fahrgeschwindigkeit  ihre Richtung beibehalten, so muff dieser Ausdruck 
verschwinden. Dies erfordert  einen Lenkeinschlag 

f l w : v w q  k , , a ' - - k , , t ~ '  (7.04) 
S a o - - P o a  

Als Bedingung daftir, dal3 ein Wagen gegen Seitenwind unempfindlich ist, also 
keinen zus~tzlichen Lenkeinschlag flw ben6tigt,  um in seiner Fahr t r ich tung  zu bleiben, 
folgt somit 

km _S' c ' G a b ( a - - b )  
k~ - -  a" - -  2 g ( a + b ) * - - c ' G ( a * + b ~ "  (7.05) 

Ist die Bedingung (7.05) nicht erftillt, so mul3 man je nach den Kenngr6ffen des 
Wagens bei Seitenwind entweder dem Wind entgegenlenken (fl~/wq < 0) oder das 
Fahrzeug dreht  sich so stark in den Wind, dal3 man es durch einen Lenkeinschlag 
m Richtung der Windgeschwindigkeit  (fl~/wq > 0) in seiner Fahr t r ich tung  halten muf3. 

Aufferdem t r i t t  bei Seitenwind ein Schwimmwinkel auf, welcher der Differential- 
gleichung 

~ m___~ 1 - O a ~ + S a~ - S~ a - m v~s *r ___-- _Lul ao + So (mv ~ - al)] fl + [k, t~ + k~ (m v* - ax)] v wq (7. q 
O rrt v O m v 2 " O m v* 

gehorcht. Der Ausdruck auf der reehten Seite zeigt, daft sich das Fahrzeug nach 
Abklingen etwaiger St6rungen auf einen Endschwimmwinkel  

__ [/21 ao + So (m v* - -  ax) ] fl + [kn Px + k~  (m v* - -  ax) ] v wq (7.07) 

einstellt. /~ al -- sl a -- m v2/~ 

8. Zusammenfassung. Auf Grund der Erkenntnis ,  dal3 ein gummibereiftes Rad 
nut  dann Seitenkr~fte aufnehmen kann, wenn es schr/~g zur Fahr t r ich tung  15~uft, und 
dab diese Seitenkriifte dem Raddruek  nicht proport ional  sind, wurde das Verhalten 
eines m i t  konstanter  Geschwindigkeit fahrenden Kraf t fahrzeugs unter  Besehr~nkung 
auf kleine Sehr~iglaufwinkel untersucht .  Es wurden die Gleichungen und je ein Bei- 
spiel ffir die beiden Hauptprobleme angegeben, entweder den ffir eine gegebene Bahn 
notwendigen Lenkeinschlag oder die mit  einem gegebenen Lenkeinschlag sich ergebende 
]3ahn zu bestimmen. Dabei zeigte sich, daff der Schwimmwinkel des Fahrzeug s n i c h t  
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in allen Fahrzustiinden klein bleibt, sondern unter gewissen Bedingungen, die erOrtert 
wurden, mit der Zeit fiber alte Grenzen w~iehst. Diese Stabilit{itsbedingungen unter- 
scheiden sieh je naehdem, ob man eine bestimmte Sehwerpunktsbahn dureh genau 
bestimmte Lenkbewegungen erzwingt, welche die Rtickwirkungen des Sehwimmens 
auf die Schwerpunktsbahn in jedem Augenblick ausgleichen, oder ob man yon einem 
beliebigen Lenkeinsehlag ausgeht, wobei die Sehwerpunktsbahn dureh die Sehwimm- 
bewegungen des Fahrzeugs gest6rt wird, die ihrerseits wieder auf gut3ere oder Ein- 
laufstOrungen zurtiekzuftihren sind. Praktisch sind die Stabilit~itsbedingungen dieser 
zweiten Art von g.rOl3erer Bedeutung, da man nicht voraussetzen darf, dab der Fahrer 
jeweils genau der ersten Bedingung entspreehend lenkt. 

SehlieBlich wurde noch bereehnet, wie man einem m~iBigen Seitenwind entgegen- 
steuern mut3, und unter weleher Bedingung das Fahrzeug dagegen unempfindlieh ist. 

(Eingegangen am 18. Dezember 1939.) 

Knickung der Kreisplatte und Kreisringplatte 
mit ver/inderlicher Dicke. 

Von K. Federhofer in Graz. 

!. Einleitung. Das Problem des Knickens yon K r e i s p l a t t e n ,  die am AuBenrande 
durch einen gleichmiiBigen Druck belastet sind, ist fttr die Platten g l e i c h b l e i b e n d e r  
Dicke schon vollst~ndig gelOst 1, und es bietet die Berechnung der Knicklasten ftir 
die Vollscheibe bei verschiedenen Lagerungsbedingungen des AuBenrandes keine 
Schwierigkeiten. Nicht so einfach ist aber die Untersuchung des Knickens der Kre i s -  
r i n g p l a t t e ,  die von E. Meigner 2 mit BeschrXnkung auf rotationssymmetrische 
Knickf0rmen exakt erledigt werden konnte. Die Schwierigkeiten wachsen weiter an, 
wenn die Voraussetzung gleichbleibender Plattendicke nicht mehr zugelasse~ wird. 
In einer ktirzlich erschienenen Arbeit yon Fr. A. Willers a sind die Beullasten der einmal 
abgestuften Krcisplatte (ohne Innenbohrung) bei rotationssymmetrischer Beulfl~iehe 
und eingespanntem, sowie drehbar gelagertem Plattenrande exakt berechnet worden 
durch L6sung der transzendenten Kniekgleiehung. "Die Kniekung der Kreisringplatte 
yon quadratisch veriinderlicher Biegungssteifigkeit behandelte R. Gran Olsson 4 und 
gelangt hierbei ftir verschiedene Lagerungen des Innen- und Aul3enrandes zu zum Teil 
sehr einfaehen Knickbedingungen. Da aber, wie im weiteren gezeigt werden wird, 
die dort aufgestellte Differentialgleichung des Problems nicht vollstiindig ist, so k6nnen 
die Ergebnisse dieser Arbeit nieht als strenge L6sung des Problems gelten. In der 
Grundgleichung von Gran Olsson bleibt die Tatsache unberiicksichtigt, dab bei einer 
am Auflenrande radial gedriickten Kreisringplatte die Druekkrgfte sich n i e h t  mit 
konstanter Gr0Be nach dem Inneren der Ringplatte fortpflanzen, wo sie ftir den Fall 
eines freien Innenrandes verschwinden mtissen. Der gleiehe Einwand ist tibrigens 
auch gegen eine frtihere Arbeit des gleichen Verfassers 5 zu erheben, die sich mit der 
axialsymmetrisehen Knickung yon Kreisringplatten ko n s t an t er Dieke besehgftigt. 
Ein Vergleieh mit der vorangefiihrten Untersuehung yon E. Meillner, die in einem 
bei der Korrektur gemaehten Zusatz yon Gran Olsson  selbst angefiihrt wird, l~iflt 
erkennen, dab die yon ibm benutzte Grundgleichung auf die Veriinderlichkeit der 

x A. N/tdai, Z. VDI 59 (t915)S. t69; Elastische Platten, S. 249, ]Berlin t925. 
a E. Meigner, Schweiz. Bauztg. tO! (1933) S. 87. 
3 Fr. A. Willers, Z. angew. Math. Mech. 19 (t939) S. 206. 
4 R. Gran Olsson, Ing.-Arch. 9 (t938) S. 205. 

R. Gran Olsson~ Ing.-Arch. 8 (1937) S. 449. 


