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Vengono studiate le pmpriet~ delle intensit~ istantanee di interesse di leggi finanziarie scindibili 
non necessariamente omogenee f(x, s, t). Esse risultano dipendenti dal montante e dal tempo 
finale secondo il modello ~(f(~:, s, t), t). Ci6 porta ad ottenere Una naturale corrispondenza fra 
leggi finanziarie scindibili ed equazioni differenziali ordinarie. Si esaminano in dettaglio i casi 
particolari di leggi uniformi, leggi omogenee e leggi uniformi-omogenee, individuando la forma 
delle equazioni differenziali ad esse associate. Si estendono infine i risultati a leggi finanziarie del 
fit m ~q(z, ~, s, t), the dipendono anche dalla variabile istante decisionale L 

1. I n t r o d u z i o n e  

Lo studio del le  leggi  f inanziarie "a l ia  Cante l l i "  (si veda [9] per  una esaur iente  carre l la ta  
su l l ' a rgomen to )  ~ stato condot to  per  lungo tempo ne l l ' ipo tes i  di o m o g e n e i ~  e cio~ 
di proporz ional i t~  fra montante  e capitale.  In questa  ot t ica la descr iz ione  de l le  leggi  
f inanziarie  avviene  median te  funzioni  posi t ive  a due var iabi l i  qS(s, t). Sot to oppor tune  
ipotesi  di regolarit~l del la  qS, si definisce la funzione intensit~a is tantanea di  interesse 
p(s, t) median te  la 

OC)' s t) ~ , 

p ( s , t ) =  •(s,t) ' (1) 

che pub essere  fac i lmente  invert i ta  nel la  

4(8,t)  = exp( p(s,u)du). (2) 

La  propr ie t~ di sc indibi l i tg  ~ t radot ta  da l la  cosiddet ta  equazione  di Cante l l i  

q5(8, v)qS(v, t) = ~(8, t), Vs, v, t. (3) 

Der ivando  la (3) si ot t iene la nota  cond iz ione  necessar ia  e sufficiente di scindibilit~l 
([6]): 

p(s, t) = p(v, t), Vs, v, t, (4) 



ehe indica come l'intensi~ istantanea di interesse di leggi scindibili sia indipendente 
dalla data d'impiego del capitale. Cib equivale all'esistenza di una funzione 15 tale 
che p(s, t) = 15(t); per cui la (1) diventa 

O(~ ts t ~-~, , ) = r (5) 

che ~ di immediata integrazione. In definitiva, ogni legge finanziaria scindibile "re- 
golare" ~b pub dedursi, tramite la (5), da una opportuna funzione 15. Viceversa, ogni 
funzione t5 integrabile genera, mediante detta relazione, una legge finanziaria scindi- 
bile. 

In tempi pi~ recenti ~ stato affrontato lo studio delle leggi finanziarie svincolate 
dall'ipotesi di omogeneit~t ([8], [10], [11], [12], [13], [14], [15]), utilizzando a tal 
scopo funzioni f (z ,  s, t) dipendenti anche dal capitale z. I citati lavori vertono so- 
stanzialmente sulla ricerca delle funzioni f soddisfacenti ad un sistema di equazioni 
funzionali, le quali traducono gli assiomi assunti per definire le leggi finanziarie. 

Questa nota ~ invece rivolta ad aspetti pi?a preminentemente dinamici delle leggi 
finanziarie non omogenee, che nel prosieguo chiameremo "generali". In particolare si 
esaminano le proprietor dell'intensith istantanea di interesse p(z, a, t) di leggi scindibili, 
rilevando che essa debba dipendere esplicitamente solo dal montante e dal tempo finale 
e quindi essere della forma p(z, s, t) = 15(f(z, s,t) ,  t). Ci~ permette di interpretare 
ogni legge scindibile (sufficientemente regolare) f come famiglia di soluzioni, al 
variare del dato iniziale, di una equazione differenziale della forma U'(t) = F(U( t ) ,  t). 
Quest'ultima verr~ indicata come "equazione generatrice" della legge f e sara, di volta 
in volta, del tipo autonomo, lineare e lineare a coefficienti costanti nei casi particolari 
di leggi rispettivamente uniformi, omogenee ed uniformi-omogenne. Nel capitolo 
conclusivo si estendono i risultati alle cosiddette leggi finanziarie "alia Insolera" ([2]) 
non omogenee, che sono modellate da funzioni del tipo g(z, t, s, t), ove ~ rappresenta 
il tempo di riferimento (istante contrattuale) in cui vengono fissate le condizioni 
finanziarie (vedi [5]). 

2. Leggi finanziarie generali 

La descrizione assiomatica delle leggi finanziarie adottata in questa prima parte del 
lavoro riprende, con lievi modifiche, quella proposta da P. Manca in [14]. Nel seguito 
adotteremo le usuali notazioni R + = [0, + ~ [  ed R ++ = R + - {0}. 

DEFINIZIONE. Sia J _C R u n  intervallo reale; per leggefinanziaria su a r intendiamo 
una qualunque funzione f : R + x J x J ~ R + che gode delle seguenti proprietY: 

(P1) x' < x" :=~ f ( z ' , s , t )  < f ( x " , s , t ) ,  Vs , t  E J; 

(P2) f(O, s , t)  = O, Vs , t  E J; 

(P3) f ( z , t , t ) = x ,  V E R  +, V t E J .  

La legge f si dice scindibile se soddisfa all'equazione funzionale: 

f ( f (x ,  s, v), v,t) = f (z ,  s, t), Vx E R +, Vs, v, t  E J. (3') 
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OSSERVAZIONE 1. L'importo f (z ,  s,t) rappresenta il valore in t del capitale z 
disponibile in s. Gli assiomi precedenti, cui la funzione f deve soddisfare, traducono 
determinate ipotesi sulla struttura del mercato: assenza di costi di transazione (legata 
alia condizione a scadenza), operatori che agiscono come massimizzatori di profitto 
(correlata con la propriet~ di monotonia rispetto al capitale), impossibili~ di effettuare 
arbitraggi (tradotta dall'equazione di scindibilit~0. In [14] erano previste anche delle 
proprietor di monotonia rispetto ai tempi: f crescente rispetto a t e decrescente rispetto 
ads. Nella presente analisi si ~ ritenuto di non considerare tali restrizioni (a proposito 
di questa scelta si veda [3] e [5], pag. 44); difatti se si fa riferimento per esempio al 
valore reale del capitale ~ ragionevole pensare anche ad un suo andamento oscillatorio 
nel tempo. Si noti peraltro chela non monotonia rispetto ai tempi non violi il principio 
di non-arbitraggio. 

OSSERVAZIONE 2. La funzione f rappresenta sia operazioni di sconto che di ca- 
pitalizzazione a seconda che s > t oppure s _< t. La (3') per s = t equivale alia 
propriet~ 

f(~:, 8, v) = y r f(y,  v, s) = z, 

che ~ detta talvolta "propriet~ di simmetria" ([15]). Essa permette di interpretare la 
f come una legge che regola 1o scambio fra importi disponibili in tempi diversi. 

Se la funzione f risulta di classe C I rispetto alla terza variabile (cio~ le funzioni 
f (z ,  s, .) sono di classe C1), ~ possibile definire la funzione intensitd istantanea di 
interesse (che d'ora in poi chiameremo semplicemente "intensith di interesse") p �9 
R §  J x J ~ R p o n e n d o  

{ O'f ~z s,t) 
p (z , s , t )= - ~  ' f ( z , s , t )  se z > 0 .  

0 se z = 0  

(1') 

Tale espressione ha senso in quanto la (PI) assicura che f (z ,  s, t) > 0 quando z > 0. 
Essa ~ equivalente alia 

0f~'a~ s, t) = f (z ,  8, ~)p(~, s, t), "~'~ , (I") 

che ~ integrabile e fomisce il legame inverso della (P): 

f ( z , s , t )  = zexp( p(z,s,u)du). (2') 

Nel seguito considereremo, salvo esplicito avviso contrario, solo leggi finanziarie 
dotate della regolaritb, indicata sopra, per cui esister~ sempre la funzione intensi~ di 
interesse. 

La seguente proposizione fomisce una condizione necessaria e sufficiente di scin- 
dibilit~. 
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T E O R E M A  1. Sia f una legge j~nanziaria su J e sia p la sua funzione intensitd di 
interesse. Allora f ~ scindibile s e e  solo se: 

p ( z , s , t ) =  p ( f ( z , s , v ) , v , t ) ,  Vz E R +, Vs, v , t  e J. (4') 

, q r  

Dimostrazione. Sia f scindibile e si ponga 6(z, s, t)= f f~(z ,  s, t). Allora di(=r, s, t )=  
6(f(=:, s, v), v, t) poich6 

lim f ( z ,  s, t + h) - f ( x ,  s, t) = lim f ( f ( z ,  s, v), v, t + h) - f(f(~:, s, v), v ,  t) 
h--0 h h - 0  h 

Se z > 0 ottengo l 'eguaglianza p ( z , s , t )  = ~ =- di(f(;c, s, v), % t )  
f (~ ,  s, t) y(y(x ,  s, v), v, t) = 

= p ( f ( z ,  s, v), v, t). Se invece x = 0 allora f ( z ,  s, t) = 0 e la (4') discende irnmedia- 
tamente dalla definizione d ip .  Viceversa supponiamo che valga la (4'). Si fissino arbi- 
trariamente z E R § s, v E J e si definiscano a , f l  : J --* R § ponendo or(t) = f ( z ,  s, t) 
e /3(t) = f ( f ( z ,  s, v), v , t ) .  Baster~ dimostrare che a = •. Innanzitutto si ricava 
a (v)  = /3(v) = f ( x ,  s, v); inoltre dalla (1") si  ottiene a'(t) = f ( z ,  s, t )p ( z ,  s, t) = 
a( t )p(z ,  s, t) e t~'(t) = f ( y ( z ,  s, v), v , t )p ( f ( z ,  s, v), v , t )  = #(t)p(z ,  s , t ) .  Per  cui, 
chiamando 7(t) = p(z,  s, t), ho che le funzioni a e /~  sono entrambe soluzione del 

di Cauchy ~ ~b'(t) = ~b(t)7(t) Essendo una equazione differenziale li- problema 
1 r  = f (x ,  s, v). 

neare con 7 continua, essa ammette soluzione unica su tutto l 'intervallo J e quindi 

OSSERVAZIONE 3. Utilizzando la (2') l 'espressione precedente diventa 

fS t/ p ( x , s , t ) =  p(zexp(  p ( z , s , u ) d u ) , v , t ) ,  Vz  E R +, Vs, v , t  E J, (4") 

che ~ requivalente  della (4) per il caso in esame di leggi finanziarie generali. 

COROLLARIO 2. Siano f e p come nel teorema precedente. Allora esiste una 
funzione ~ : R § x J --~ R tale che 

p ( z , s , t )  = ~ ( f ( z , s , t ) , t ) ,  V(z , s , t )  E R + x J x J. ( 4 " )  

Dimostrazione. Poniamo/~(z , t )  = p ( z , t , t ) , V z  E R + e Vt E J .  La tesi deriva 
immediatamente dalla (4') ponendo v = t. �9 

La ( 4 " )  rappresenta un forte vincolo che restringe notevolmente la classe delle 
funzioni che possono essere l'intensit~ di interesse di una legge scindibile. Come  si 
vede la dipendenza dal capitale e dal tempo iniziale non ~ esplicita, mentre vi ~ una 
dipendenza esplicita dal montante e dal tempo finale. 
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, q r  
Sia F : R + x J --, R + la funzione F(z , t )  = z~(z,t)  = ~ t ( z , t , t ) .  Allora, per (1 H) 

e (4'"), la legge scindibile f soddisfa requazione: 

0f( : r ,s ,~)  = F ( f ( z , s , t ) , t ) ,  V(z ,s , t )  E R  + x J x J. (5') 

Consideriamo ora la famiglia di funzioni {U~,, : J ---* R+lz E R +, s E J )  definite da 
U~:,~(t) = f ( x , s , t ) .  Si ottiene subito U~,~(s) = f ( z , s , s )  = z, per ogni z E R + e per 
ogni s E J. La (5 ~) pub quindi scriversi come famiglia di problemi di Cauchy: 

U ' , , ( t )  = F ( U ~ , . ( t ) , t )  
(5"} U . , . ( s )  = z 

al variare del dato iniziale (s, z) in J x R +. La seguente proposizione riassume quanto 
esposto. 

TEOREMA 3. Sia f (x ,  s, t) una legge finanziaria scindibile su J. Allora, per ogni 
(z , s )  E R + x J, la funzione U~,, : J ---* R + definita dalla U~:,,(t) = f ( z , s , t )  

[ r  = F( r  dove F : R + x J ~ R d soluzione del problema di Cauchy: l r = z 

la funzione F(z, t) = ~ t  (z~ t , t ) .  w 

Ogni legge finanziaria scindibile f pub essere quindi interpretata come famiglia 
di soluzioni, al variare del dato iniziale, di una opportuna equazione differenziale 
ordinaria del tipo r = F(r  t), che chiameremo equazione generatrice della 
legge f .  Viceversa. non ~ detto che ogni equazione di tal tipo possa generare una legge 
finanziaria scindibile. Una condizione necessaria imposta dal teorema precedente 
che essa deve ammettere soluzione su tutto l'intervallo J ,  qualunque sia il dato iniziale 
(s, z) E J x R +. La seguente proposizione porge una importante condizione sufficiente. 

TEOREMA 4. Sia F : R § x J --~ R una funzione tale che F(O, t) = O, per ogni t E J, 

che il problema di Cauchy ~ r = F(r162 abbia una unica soluzione e 

l r  = z 

nell'intervallo J, per ogni (s, z) E J x R +. Allora lafunzione f : R + x J x J ---* R + 
definita da f (  z, s, t) = Uz,,( t) ~ una legge finanziaria scindibile in J. 

Dimostrazione. Verifichiamo successivamente le propdet~ (PI), (F2), (P3) e (3'). 
a) Sia z ~ < ~t/, allora deve essere U~,,(t) < U~,,,,(t) Vs, t E J. Altrimenti, per 

la continuit~ delle U, esisterebbe un w E J tale che U~,,,(w) = U~,,,,(w) = y ed 

allora U~,, e U~,,,, sarebbero due soluzioni del problema ~ r = F(C(t), t) 
' L r  = y 

che differiscono in s, violando percib l'ipotesi di unici~ della soluzione. Quindi 
otteniamo la diseguaglianza: f (x ' ,  s,t)=U~, ,(t) < U~,, ~(t) = f (x", s, t), Vs, t E J, 
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r  = F(r  t) abbiamo b) Essendo Uo,s(t) =- 0 soluzione del problema r = 0 

f(0,  s , t ) =  U'o,s(t)= 0,Vs, t  E J. 
c) Si ha f ( z ,  t, t) = U~,t(t) = z,  Vz E R +, Vt E J .  
d) Si considerino le funzioni r = U~,, e r = Uv,,,(.),,; ~ r = U~,,(v) = el (v)  

e quindi, per l'unicit~ delle soluzioni, deve essere r = r Da cib otteniamo 
f ( f ( z ,  s, v), v, t) = Utr,..(~),~(t) = r = e l ( t )  = U~,,(t) = f ( z ,  s, t) e quindi la 
legge ~ scindibile. �9 

OSSERVAZIONE 4. Le propriet~ richieste dal Teorema 4 alia funzione F non sono 
molto impegnative, esistendo condizioni sufficienti abbastanza comode. Per esempio 
(vedi [4]) basta c h e l a  F sia continua su R § x J ed uniformemente Lipschitziana 
rispetto alia prima variabile su ogni dominio R + x [a, b], con [a, b] C_ J.  Cio~ esiste 
un M E R tale che I F ( Z ~ , t )  - F(Z2,t)I < MIZ~ - Zzl,Vt ~ [a,b] e VZl,  Z2 E R +. 

3. Casi particolari 

In questo capitolo si studiano i vari casi di leggi uniformi, di leggi omogenee e di 
leggi uniformi-omogenee; individuando la particolare struttura delle equazioni che le 
generano. 

3.A Leggi Uniformi 

Se f ~ una legge finanziaria uniforme su J allora deve essere f ( z ,  s, t) = f(~:, s + 
h, t + h), per ogni h tale che s + h, t + h E J.  In tal caso si ha U~,,(t) = U~,s+h(t + h) 
e, derivando rispetto a t, U',s(t) = U',,+h(t + h). Per cui F(U~,,( t) , t )  = F(U~,~+h(t + 
h) , t  + h) = F(U~, , ( t ) , t  + h) e percib la F non dipende dal secondo argomento. 
Potremo quindi scrivere F(z ,  t) = G(z), dove G b. una opportuna funzione su R + 

tale che G(0) = 0. I1 problema di Cauchy diventa in tal caso ~" ~b'(t) = G(~b(t)) . e 
l r = z 

quindi ~ una equazione differenziale autonoma. 
Se la G ~ Lipschitziana il problema ammette soluzione unica su tutto l 'intervallo 

J per ogni valore del dato iniziale, ed essa si pub determinare come segue. 
Sia W = {z E R+lO(z) = 0}, allora W ~ un chiuso non vuoto di R + in quanto 

G ~ continua e 0 E W. Percib il suo complementare A = R + - W ~ un aperto di 
R ++ ed ~ quindi unione finita o numerabile di intervalli aperti a due a due disgiunti: 
A = Uk~tc(V~) con K insieme di indici. Si scelga ora, per ogni k E K,  un arbitrario 
zk E Vk (se Vk ~ limitato possiamo prendere per esempio il suo punto medio). 

Atlora la funzione Hk : Vk - -  R definita da Hk(s) = s  - ~ d ~  risulta essere 

strettamente monotona e, per via della Lipschitzianit~ di G, biunivoca (di fatto 
un diffeomorfismo). Cib premesso, abbiamo che quando ~ E W il problema di 
Cauchy ammette la soluzione banale ~b(t) = x, per ogni t E J .  Quando invece 
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Z ~ W possiamo scrivere J:  dr  = t - s e, ponendo (r = ~b(t), abbiamo 

fff(*) ~ ) d o "  = t - s. Sia ora k E K tale che z E Vk; integrando otteniamo subito 

Hk(~b(t)) = H~(z)+t - s  e, essendo Hk invertibile, abbiamo la soluzione del problema: 
~b(t) = Hgl(Hk(x)  + t - s). 

La corrispondente legge finanziaria uniforme scindibile ~ quindi: 

z s e z E W  
f ( z , s , t ) =  H ~ l ( H k ( z ) + t - s )  se z E Vk (6) 

Da un risultato contenuto in [7], ove si caratterizzano le funzioni differenziabili 
che verificano l'equazione della traslazione, si deduce chela  (6) rappresenta di fatto 
la totalith delle leggi scindibili uniformi. La stessa formula di rappresentazione 
valida se si sostituisce l'ipotesi di differenziabilitb, con quella di continuith ([16]); le 
funzioni Hk risultano essere in tal caso solo degli omeomorfismi. 

I~ da notare che su [13] (pag. 203, [15']) P. Manca ha ottenuto, per diversa via, 
una espressione sostanzialmente analoga, ma limitata al caso di un solo indice. 

Per quel che riguarda l'intensit~ di interesse del caso uniforme abbiamo p(z, s, ~) = 
G(f(z ,  s, t)) f ( z ,  s, t) e quindi essa non dipende esplicitamente dal tempo ma solo dal mon- 

tante. 

3.B Leggi omogenee 

Vediamo ora come la nota caratterizzazione delle leggi omogenee possa ricavarsi come 
caso particolare della trattazione generale svolta in precedenza. 

Se f ~ una legge finanziaria omogenea allora deve essere f ( z ,  s, t) = zff(s, t), per 
una opportuna funzione ~ : J x d ~ R ++. Ovviamente se f ~ derivabile rispetto a t 

(z, s , t )= z(gt (s,t) Per cui, ponendo iS(t) anche r lo sarhe si ha t ~.t " = -~t(t , t ) ,  si 
ottiene F(z , t )  = z~(t). La funzione F iisulta quindi essere omogenea di grado uno 
rispetto alia prima variabile. In tal caso la continuith della funzione /3 in d risulta 
essere una condizione sufficiente per il rispetto delle ipotesi del Teorema 3. 

L'associato problema di Cauchy ~ ~" !b'(t) = t3(/)~b(t) percib l'equazione gene- 
l ~ ( s )  = z 

ratrice ~ lineare. Con una facile integrazione si ottiene la formula risolutiva 

/ 5 

f ( z ,  s, t) = ~b(t) = z exp( #(~-)dr). 
J 8  

(7) 

Si osservi come questa formula di rappresentazione valga anche nella ipotesi che 
f si solo assolutamente continua rispetto alia terza variabile. 

L'intensit~ di interesse risulta p(z, s,t)  = ~(t) e quindi, come noto, dipende solo 
dal tempo finale. 
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3.C Leggi uniformi-omogenee 

In tal caso la F deve essere necessariamente indipendente dal tempo ed omogenea di 
grado uno rispetto al capitale; per cui avremo F(z, t) = cz con c E R. II problema 

I ~b'(t) = c~b(t) cio~ lineare coef- di Cauchy diventa in tal caso ~b(s) = x e una equazione a 

ficienti costanti. La cordspondente legge finanziaria scindibile uniforme omogenea 
la ben nota 

f ( z ,  s, t) = z exp(c(t - s)), (8) 

che ~ valida anche in ipotesi molto piO deboli sulla f ,  come per esempio la misurabili~ 
o la locale limitatezza. 

La funzione intensith di interesse risulta stavolta costante: p(x, s, t) = c. 

3.D Riepilogo leggi-equazioni generatrici 

Nei vari casi esaminati abbiamo quindi le seguenti strutture per l'equazione generatrice 
di leggi finanziari scindibili: 

(a) legge generale ~ equazione generale: I ~b' = F( r  t) l; 

(b) legge uniforme ---+ equazione autonoma: [ ~b'= G(r I; 

(c) legge omogenea ~ equazione lineare: [ ~ ' =  ~(t)r I; 

(d) legge unif.-omog. ~ equazione lineare a coeff, cost.: ] r  = cr ]. 

ESEMPIO./~ possibile ottenere ample classi di leggi scindibili dando una particolare 
struttura alia funzione F, in modo che risulti agevole l'integrazione della equazione 
differenziale. In particolare consideriamo il caso in F sia separabile rispetto alle 
variabili: F(z , t )  = G(z)O(t), con G(O) = O. Allora, se G ~ Lipschitziana e 0 

continua, il relativo problema di Cauchy ~ ~( t )  = G(~b(t))O(t) ammette soluzione 
1 ~ ( s )  = z 

unica su tutto r intervallo J, per ogni valore del dato iniziale; inoltre essa ~ esprimibile 
in forma chiusa. Procedendo infatti in maniera del tutto analoga a quanto fatto nella 
parte dedicata alle leggi uniformi del Capitolo 3, si ottiene la legge scindibile: 

f ( z , s , t ) =  ( H ;  l(Hk(z)+ f~ O(r)dr) sea: E Vk (9) 
s e z E W  

Tale risultato estende al caso non uniforme, in maniera naturale, la formula (6) di 
rappresentazione delle leggi uniformi. 
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4. Estensione a leggi finanziarie "alia Insolera" 

I risultati dei precedenti capitoli possono essere estesi alle cosiddette leggi finanziarie 
"alia Insolera" (vedi [2]), che nel seguito chiameremo I-finanziarie, nelle quali 
presente una ulteriore variabile t. Essa indica un'epoca di riferimento nella quale 
vengono fissate le condizioni finanziarie, ovviamente per tempi non precedenti. A tal 
proposito definiamo, per ogni t E J,  rinsieme J~ = {t E Jlt > t-}. 

Una legge I-finanziaria su J ~ quindi una funzione g : R § x D ~ R § dove 
D = {(t, s,t) E j3 l t  < s , t  < t}. Gli assiomi visti al Capitolo 2 diventano in tal caso: 

(PI') z' < z" ~ g(z ' , t , s , t )  < g(z" , t ,s , t ) ,  

(P2') g(O,[,s,t)=O, V([,s,t) E D; 

(P3') g ( z , ~ , t , t ) = z ,  VEEJ ,  VtEJ~.  

V(t, s, t) E D; 

L'ammontare di g(z , t , s , t )  rappresenta il valore al tempo t, pattuito in t, di un 
capitale di importo z disponibile al tempo s. Se poniamo, per ogni ~ E J, f~(z, s, t) = 
g(z,t ,  s,t) otteniamo una legge finanziaria su J~ secondo la definizione data dal 
Capitolo 2. Le leggi I-finanziarie possono considerarsi quindi come famiglie di leggi 
finanziarie "alia Cantelli". La condizione che esprime l'assenza di arbitraggi (ipotesi 
di coerenza della legge) in ~ diventa la seguente" 

g(g(z , f , f , v ) , t , v , t )=  g(z , t , t , t ) ,  Vz E R+, Vv,t > [. (10) 

Tale equazione, considerata anche in [1], rappresenta l'estensione al caso non omoge- 
neo dell'analoga condizione introdotta per leggi omogenee in [5] e [2]. Quest'ultimo 
chiama "scindibilit~t in t" tale condizione e definisce "scindibile in J "  una legge che 

scindibile in ogni istante di tempo t E J; percib anche in questa sede manterremo 
la stessa locuzione" 

DEFINIZIONE. Diremo che una legge I-finanziaria 9 ~ scindibile in ~ se verifica la 
(10). Diremo poi che ~ scindibile in J se verifica la (10) per ogni ~ E J. 

La seguente proposizione estende al caso non omogeneo un risultato ottenuto in 
[2]. 

PROPOSIZIONE 5. Una legge l-finanziaria su J ~ scindibile in t E J se e solo se 

g(g(z , t , s ,v ) ,E ,v , t )=#(z ,~ ,s , t ) ,  V z E R  +, Vs, v , t > [ .  (10') 

Dimostrazione. Evidentemente la (llY) implica la (10); proviamo ora il viceversa. 
Sia h ,a(z)  = g(z, t, s, t), Vz E R § e Vs, t E J~. La (10), scritta in termini di funzioni 
h, diventa: hv,t o h~,v = h~,t. Se t = t abbiamo, per via della proprie~ (P3~), 
h~,~ o h~v = h~,~ = IdR.; quindi le h ~  sono tutte invertibili e h~,~ = h -1 Per 

cui si pub scrivere h~ t = h~,t o h -1 Otteniamo infine la (10 ~) nel seguente modo: 
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g ( g ( z , { , s , v ) , { , v , t )  = h,,t, o h,,v(Z) = h~t, o h :  lt,v o h{,~ o h:t,~(z ) = h{,t o h ~ ( z )  = 
h, , t (z)  = g(z,  t ,  s, t). [ ]  

OSSERVAZIONE 5. La (10') si traduce nella f~(f~(x, s, v), v, t) = f~(z, s, t), per ogni 
z E R + e per ogni s, v , t  E Jf. Questo prova che una legge I-finanziaria scindibile 
in t equivale ad una legge finanziaria scindibile su J~, ed una legge I-finanziaria 
scindibile in J equivale ad una famiglia di leggi finanziarie f~ scindibili su J~, al 
variare di t E J. Cib ci permette di estendere i risultati visti in precedenza. 

Ovviamente l'intensit~t di interesse si definisce con la: 

e(~:, {, s, t) = 220t ( z  ' t, s, t) 
- -  , 

g(z , t ,  s , t )  
(11) 

Poniamo inoltre 0=,i,,(t)= g(z, {, s, t) e b = {(t, t) E J x J[{ ~ t}. 
I seguenti risultati sono la traduzione alle leggi I-finanziarie scindibili di quanto 

esposto ai precedenti capitoli. 

PROPOSIZIONE 6. Sia 9 una legge l-finanziaria scindibile in J; allora: 
(a) esiste unafunzione e : R+ x / ~  ---, R tale che 

e ( z , { , s , t )  = ~(g(z , { , s , t ) , { , t ) ,  V ( z , { , s , t )  E R + x D; 

(b) la funzione 0=,~,, ~ soluzione su J~ del problema di Cauchy 

{ r = G~(r 
r  = z 

dove G~(z,t)  = -,~+ (z,{,t , t) .  
L i b  
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On dynamical aspects of financial laws 

SUMMARY 

We study the properties of the interest rates of the so-called "scindibili" financial laws 
(not necessarily homogeneous) f (z ,  s, t). They explicity depend on the value of f and 
t only, according to the form ~(f(z,  s, t), t). This suggests a natural correspondence 
between such financial laws and ordinary differential equations. 

The particular cases of uniform laws, homogeneous laws and uniform-homoge- 
neous laws are examined and the structure of the associated differential equations are 
obtained. 

The previous results are extended to the financial laws of type g(x, t, s, t) which 
also depend on a decisional time t. 
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