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Ein Oegenstiick zum Meissnerschen Verfahren 
der graphischen Analysis. 

Von R. Grammel in Stuttgart. 

( E r n s t  Meissner  - -  t 17. MArz t939 - -  z u m  GedAchtnis . )  

!. Einleitung. Im _]ahre t9t3 hat E. Meissner ein sehr geistreiches graphisches 
Verfahren entwickett, das zur Differentiation und Integration won Funktionen, zur 
Integration won Differentialgleichungen, zur Bildung ganzer rationaler Funktionen, 
zur Fourieranalyse periodischer Funktioncn u. a. m. benfitzt werden kannl.  Dieses 
Verfahren ist, obwohl mit ihm sch6ne Ei-folge bei der Untersuchung der Resonanz 
yon Schwingungen mit Reibung und bei anderen, praktisch wichtigen Problemen 
erzielt worden sind, in der technischen Praxis viel weniger bekannt, als es verdienen 
wfirde. Vielleicht liegt dies daran, dab das Verfahren won einer etwas ungewohnten 
Art der Funktionsdarstellung ausgeht: wiihrend man sonst Funktionen meistens in 
der Weise graphisch darstellt, daft man jedem Funktionselement einen Punkt zu- 
ordnet, der Funktion also die Linienfolge dieser Punkte, so wird beim Meissnerschen 
Verfahren jedem Funktionsetement eine Gerade zugeordnet, der Funktion also die 
yon diesen Geraden umhfillte Kurve. 

Das Verfahren, das ich im folgenden mitteile, geht yon einer einfachen (bis jetzt 
anscheinend unbeachtet gebliebenen) Erkenntnis der Punktgeometrie aus, die das 
duale Gegenstfick der liniengeometrisehen Grundlage des Meissnerschen Verfahrens 
bildet. Im weiteren Verlauf sChl~gt dann allerdings das folgende Verfahren einen ganz 
anderen Weg ein als das Meissnersche und hat daher auch andere Ziele als jenes. Als 
Hauptanwendungsgebiete, auf denen es anderen Verfahren wohl fiberlegen sein wird, 
seien genannt die Auswertung uneigentlicher Integrale und insbesondere die Integra- 
tion won (linearen oder nichtlinearen) Differentialgleichungen hOherer Ordnung und 
won Systemen solcher. 

2. Das Polarbild einer Funktion und seine 
Orthopolare. Wir wollen eine gegebene oder 
gesuchte Funktion p (8) in der Weise gra- 
phisch darstellen, dab wir jedem Funk- 
tionselement (p, 8) einen Punkt in der 
Ebene zuordnen, und zwar den Punkt _P 
mit den Polarkoordinaten t/p, ~, dessen 
Enffernung OP won einem festen Pol O 
also gleich t/p, und dessen Azimut, yon 

p, 

C' 

0 A 
Abb. t .  Polarbild C yon p (~) und Orthopolare C'. 

einer festen Polachse OA aus im Gegenzeigersinn positiv gezS.hlt, gleieh 8 ist (Abb. t). 
Ffir negative Werte won p wird verabredet, dab ihr reziproker Wert l/Ipl in ent- 
gegengesetzter Riehtung als fiir positive p aufgetragen werden soll (d. h. unter dem 
Azimut 8 + z~). 

Ffihrt man dies fiir den ganzen in Betracht kommenden Bereich der Funktion 
p(8) aus, so entsteht eine Punktfolge (bei'stetigen Funktionen eine stetige Kurve) C, 
welche mit wachsendem Argument 8 in bestimmter Richtung durchlaufen wird. Wir 
nennen diese Punktfolge (Kurve) C das P o l a r b i l d  der Funktion p(O). Diese Dar- 
stellung einer Funktion bildet die Grundlage ffir das folgende Verfahren. 

Aus dem Polarbild C leiten wit nun eine weitere Punktfolge (Kurve) C' her, indem 
wir in jedem Punkt P die (zun~ichst als existierend und eindeutig vorausgesetzte) 

1 E. Meissner, GraphischeAnalysisvermittelsdesLinienbildeseinerFunktion. Zfirich t932. 
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Tangente an C legen und diese zum Schnitt bringen mit dem Fahrstrahl, dessen Azi- 
mut ~9 yon einer gegen 0.4 um einen Rechten im Gcgenzeigersinn gedrehten Polachse 

A s 

P" P 

a A 
Abb. 2. Orthopolare tines Knicks des Polarbilcles. 

02t'  geziihlt ist. Der Schnittpunkt _P' 
(Abb. 1) durchliiuft ebenfalls eine Punkt- 
folge (Kurve) C', und diese nennen wit die 
O r t h o p o l a r e  yon C. Die Strecke OP' 
soll dabei positiv gerechnet werden, falls 
P '  auf dem Fahrstrahl ~9 selbst liegt, da- 
gegen negativ, falls P '  auf seiner rfick- 
wiirtigen Verliingerung (d. h. auf dem Fahr- 
strahl vom Azimut ,9+~) liegt. 

Hat  die Kurve C einen Knick in _P 
(Abb. 2), so ist diese Konstruktion dahin 
zu verstehen, dab als Orthopolarenbild 
yon P diejenige Strecke P'_P'* auf dem 
Orthopolarenfahrstrahl ~9 gilt, die auf ihm 
durch die beiden Knicktangenten ausge- 
schnittenwird. (Noch allgemeinere Singu- 

larit~iten kommen bei praktischen Aufgaben kaum vor; auch ftir sit little sich ohne 
Schwierigkeit eine sinngem~ii]e Deutung der Konstruktion angeben.) 

Ffir die Orthopolare gilt der folgende Satz, der das ganze Verfahren beherrschen wird: 

P* p 

Abb. 3. Orthopolarc als Polarbild yon p ' (0) .  

Die O r t h o p o l a r e  C' des  P o l a r -  
b i l d e s  C e ine r  F u n k t i o n  p(O) i s t  das  
P o l a r b i l d  ih rc r  A b l e i t u n g  p'(v~). 

Zum Beweis dieses Satzes fiillt man 
(Abb. 3) yon dem zu P konsekutiven 
Punkt P* yon  C das Lot P*D auf OP 
und hat dann 

1 
O.P" DP* .-~d~9 p _ _  I/p" 

Weil OP----. tip ist, so ist also in der Tat O P ' = l / p ' .  
Wendet man die Konstruktion, die vom Polarbild C zur Orthopolaren ffihrte, 

auf die Orthopolare an, so entsteht aus ihr die z w e i t e  O r t h o p o l a r e  C" des Polar- 

A" 

A e 

fi 
Abb. 4. Polarbild C, erste Ortbopolare C', zweite Orthopolare C".  

bildes C (Abb. 4), und 
diese ist, wie man in 
gleicher Weise zeigt, 
das Polarbild der zwei- 
ten Ableitung p"(O) 
der Funktion p(19); die 
zugeh6rigc Polachse 
OA" ist gegen 021 um 
zwei Rechte im Gegen- 
zeigersinn gedreht. So 
fortfahrend erhiilt man 
den allgemeinen Satz: 

Die  n - re  O r t h o -  
p o l a r e  CI~) des Po-  

l a r b i l d e s  C e ine r  F u n k t i o n  p(#) is t  das  P o l a r b i l d  ih re r  n - t e n  A b l e i t u n g  

Die Polachse OA(") yon C(*) ist gegen die Polachse OA um n Rechte im Gegen- 
zeigersinn gedreht. 
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I n  Abb. 5 b i s  13 sind die Polarbilder einiger Funkt ionen wiedergegeben. Das 
Polarbild einer Kons tanten  ist ein Kreis um den Pol O; die Polarbilder der harmo- 
nischen Funkt ionen acosv q, asinv q und allgemein acos (v q -  ~) 
sind Gcrade, die der Funkt ionen a/cosS, a/sin# und all- f ~ 
gemein a/cos(vq--~) sind Kreise dutch den Pol O; die 
Polarbilder der Potenzen 8 ~ sirtd Spiralen urn den Pol 0. 

Beim Entwerfen des Polarbildes einer Funktiort kann 
es mi tunter  grofle Verelnfachung bringen, wenrt mart eine 
neue unabh/ingige Ver/inderliche einffihrt, wie das Bei- 
spiel der Funktiort  coscv q zeigt, die dutch eine (ffir c=1=t 
krummlinige) Kurve mit  den Asymptoten  8-=-4-r dar- Abb. 5. Polarbild yon p~..~o~ 

gestellt wird, wogegen die aus ihr mit  8 ' ~ c v  a hervor- 
gehende FunktJon cost~' als Polarbild eine Gerade hatte.  

Z 

I Abb. 7. Polarbild yon p ~_ a sln O. 
p- 

Abb. 8. Polarb|Id 

von p ~ -  acosO (0 < 0 ~ ~). 

@ o ~ o- A 
Abo,  t0.  Polarbild yon p~---- alsinO. 

Abb. t t .  Polarbi td 
yon p ~ ~/cos (O-- ~). 

Abb. 9. Polarbild yon P ~ =]cos 0. 

~ p §  

Abb. 12. Polarbi ld  yon p ~- a tg b (0 ~ ~ <- ~1, " Abb. t 3. l~olarbtlder yon p ~ Of und p---~ ~-~. 

Da 8=~r/2 den reehten Winkel vorstellt, so ist es zweckm/~flig, das ursprfingliche 
(mOglichst sehon dimensionslos gemachte) Argument x der darzustellenden Funktion 
mit dem Azimut v~ zu verkntipfen durch eine Transformation yon der Form 

2 m 
x =  ~ t0"~, ~ = ~  10-"x (m,n ganzzahlig) (1) 

und Hunderterteilung des reehten Winkels zu benfitzem Dann entsprieht einem rechten 
Winkel ein Bereieh v0n m. t 0" Einheiten yon x. Bei Neunzigerteilung wird man besser 

x =  90~0, ~ =  90-"x (m, n ganzzahlig) (2) 
setzen. ~ 2-m 

,q 



3 9 8 Grammel: Gegenstiick zum 1Vieissnerschen Verfahren der graphischen Analysis. Ingenieur-Arektv 

Ferner ist es zweckm~ii3ig, solche Zweige des Polarbildes, auf denen p < 0 ist, 
besonders zu bezeichnen, damit man weiI3, daft for diese Zweige der Betrag t/Ipl 
auf dem Azimut v~+z~ abzugreifen ist. (In Abb. 6 und t2 ist dies beispielsweise ftir 
das Intervall 0 _< v a ___ ~ angedeutet.) 

Den etwaigen Nullstellen der Funktion p (v a) entsprechen Asymptoten ihres Polar- 
bildes. Es bereitet i. a. keine Schwierigkeiten, mit diesen Asymptoten graphiseh zu 
arbeiten. Will man sie vermeiden, so ersetzt man die Funktion p durch p---p* +a,  
wo die additive Konstante a so gewiihlt ist, dab die Funktion p* in dem betrachteten 
Bereich wom6glich keine Nulistelle mehr hat. 

Den Nullstellen der Ableitung p'(~9) entsprechen Asymptoten der Orthopolare, 
und zwar bet denjenigen Azimuten ~9, ftir die im Polarbild der Fahrstrahl senkrecht 
auf der Tangente steht. Entsprechendes gilt ftir die Nullstellen der h6heren Ab- 
leitungen und die Asymptoten der h6heren Orthopolaren. 

[Legt man das kartesische Achsenkreuz OA, OA' (Abb. t) zugrunde, so hat in der 
Sprache der Pltickerschen Liniengeometrie ~ -  wo die Linienkoordinaten u,.v als die 
negativen reziproken Achsenabschnitte der Geraden (u, v) definiert sind - -der  Punkt P 

die Gleichung t9 (0) ~- u cos v ~ + v sin O + p (~9) ----- 0. 

Die Tangente der Kurve C im Punkt P wird in der Liniengeometrie erhalten als die 
Verbindungsgerade des Punktes P(~9) mit dem Punkt 

dP 
d~ -- u sin O + v cos v ~ + p' (O) = 0. 

Da man abet hierftir auch 

sehreiben kann, so ist dies gerade der Punkt P '  der Orthopolare, womit der grundlegende 
Satz unseres Verfahrens erneut bewiesen ist. 

Das duale Gegensttiek des Punktes P(~9) ist in kartesisehen Koordinaten x,y die 
Gerade 

G (~) = x cos ,9 + y sin e + p (v ~) = 0, 

und diese wird beim Meissnersehen Verfahren als das Bild des Funktionselementes 
(p, ~9) definiert. Unserem Polarbild C als Kurve der Punkte P entspricht dual das 
Meissnersehe Linienbild als Einhtillende der Geraden G(~9); unserer Orthopolaren C' 
als Kurve der Punkte P'  entsprieht dual die Meissnersehe Evolute des Linienbildes.] 

3. Differentiation und Integration. Dem DiiferentiationsprozeB entspricht naeh Ziff. 2 
der {3b'ergang yore Polarbild zu seiner Orthopolaren, dem Integrationsprozet3 der um- 
gekehrte i~lbergang yon der Orthopolaren zum Polarbild. 

Man differentiiert also die Funktion p (~9) nach O dadurch graphisch, dab man ihr 
Polarbild zeichnet, daraus die Orthopolare konstruiert und zuletzt zu deren Fahr- 
strahllgngen (etwa mit dem Rechenschieber oder mit einer Kehrwerttafel) die Kehr- 
werte nimmt. Gegentiber der graphischen Differentiation in kartesischen Koordinaten 
kostet nattirlich das Zeichnen des Polarbildes und das Bilden des Kehrwertes ein 
Mehr an Zejt; dafiir ist aber der eigentliche DifferentiationsprozeB, d. h. der {]ber- 
gang yore Polarbild zur Orthopolaren offensichtlich einfacher, als in kartesischen 
Koordinaten #, p der lSlbergang yon der Kurve p(v ~) zu ihrer Differentialkurve. 
(Sttinde Polarkoordinatenpapier mit Kehrwertmat3stab auf den Fahrstrahlen zur 
Verfiigung, so wgre die graphische Differentiation mit Polarbild und Orthopolare 
derjenigen mit kartesischen Koordinaten in der Regel durchaus tiberlegen.) 

Man kann das ungenaue Anlegert yon Tangenten vermeiden, indem man ({ihnlich 
wie schon bet der graphischen Differentiation in kartesischen Koordinaten 1) die Aus- 

x Vgl. R. Mehmke, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 92--t.12, 2. Aufl., Leipzig u. 
Wien ~924. 
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gangskurve C durch ein ihr eingeschriebenes Polygon ersetzt (Abb. 14). Die Sehne 
P~P~. des Polarbildes C ist gemSA3 Abb. 8 das Polarbild einer Funktion a cos ( 8 -  e), 

ihre Able i tung- -as in(O--a )~aCOS(V~--0~+-~)  ist also ein Stack derselben Ge- 

raden, der auch die Sehne P~P, selbst angeh0rt, und zwar offenbar dasjenige Stiick 
~ , ,  das zwischen den beiden auf OP~ und O ~  senkrechten Fahrstrahlen liegt. Der 
Drehung der Sekante in .P~ aus der Rich- 
tung PiPs in die Richtung PsP~ entsprlcht ~ - ~ , ~ , .  
gem~fl Abb. 2 die Strecke Qs~', die auf ~" ..... 
dem Fahrstrahl 0 ~  durch die Sekanten 
P~Ps und PsP~ ausgeschnitten wird. Glei- 
cherweise entspricht der Sehne P~P~ die ~.[.-- 
Strecke 0~0s ,  und so fort. D ie  Ortho- 
polare des Polygons P~PsP~ ist also die ~ " ~  ..... 
Treppenkurve 0~(2~0"(2~.... Der Grenz- "" "'" 

] 

fibergang vom Polygon zur gegebenen 
Kurve C des Polarbildes der zu differenti- 
ierenden Funktion liefert als gesuchte 
Orthopolare C' eine Kurve, die die ,,Trep- Abb. ~4. GraphJsehe Differentiatio, .  

penstufen" irgendwie ausmittelt. Bei nicht zu grot3en Intervallen P1Pe, P~P8 wird 
es immer genau genug sein, die gesuchte Orthopolare C' in der Weise vollends aus der 
Treppenkurve herzustellen, dab man deren Strecken Q1Q~, Q~Q*, Q~Qs je halbiert 
und die Halbierungspunkte dureh eine glatte Kurve verbindet. (Man kOnnte diese 
Vorschriff leicht dutch eine genauere er- 
setzen, die aber wesentlich umstS.ndlieher :(,'~)X'X \ 
w~ire und kaum lohnen wiirde, weshalb "- -- 
wir sie unterdracken.) Abb. t4 zeigt die 
ganze Konstruktlon; zu zeichnen sind da- q~--"\--- 
bei nur die ausgezogenen Strecken und r 
Kurven, wogegen die gestrichelten Strek- , / /. t 
ken in Wirklichkeit nut durch das An- 
legen des Zeichenlineals zu markieren -. 
{oder schon auf dem Papier vorhaaden) , ,,~ 
sind. "" ".-.,,~ ~Y"" 

Y Man erkennt ohne weiteres, daft sich abb. i~. Graphische Integration; Sehnerlmethodo. 

diese graphische Differentiation umkehren 
l~iflt und dann yon dem Polarbild C' einer Funktion q(8) zu deren - -  durch einen vor- 
geschriebenen Punkt P1 gehenden --  Integralkurve C ffihrt, also zum Polarbild der 
Funktion p=fqdO (mit entsprechend vorgeschriebenem Anfangswert). Abb. t5 
zeigt die Konstruktion (wobei die gestrichelten Linien wieder gar nicht wirklieh zu 
zeichnen sind) : Man unterteilt die gegebene Kurve C' in einzelne Stticke Ql(2s, QsO~,. �9 
markiert die zugeh6rigen Fahrstrahlen OiO sowie die gegen diese um einen Rechten 
im Uhrzeigersinn gedrehten Fahrstrahlen, deren erster den vorgeschriebenen An- 
fangspunkt Pz der lntegralkurve tr/igt. Dann verbindet man den Halbierungspunkt ql 
yon Q1Qg. mit dem Punkt  P1 und erh~ilt so die Sehne P1P~. der gesuehten Integral- 
kurve, wobei /)2 auf dem zweiten Fahrstrahl O-P~. liegt. Welter verbindet man den- 
Halbierungspunkt q2 yon Q2Qs mit P2 and hat  damit die Sehne -P~P3 tier Integral- 
kurve. So fortfahrend bekommt man das Polygon PIPsP~..., dem zuletzt nur noch 
die gesuchte Integralkurve umzuschreiben ist (in Abb. t5 der Deutliehkeit halber 
nicht durchgefahrt). 

Falls der eine oder andere yon zwei Punkten QiQi+I tiber das Zeichenblatt hinaus 
oder gar ins Unendliche f~illt, so daft der Halbierungspunkt qi nicht zug~inglieh ist 
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oder gar seinen Sinn verliert, so ersetzt man den Strahl .P~qi am besten dureh die 
(stets leieht zu konstruierende) Halbierungslinie des Winkels QiPiQi+~: 

Man kann dieser Sehnenmethode eine zweite Methode zur Seite stellen, bei weleher 
die gesuehte Integralkurve dureh ihre Tangenten nebst den Bertihrungspunkten 
approximiert wird. Abb. t6 zeigt die Ausffihrung. Nachdem die zu den Unterteilungs- 
punkten Qz, Q2, Q n . . .  der Ausgangskurve C' sowie die zu den Bogenmittelpunkten 

ql, q2, qs. �9 �9 geh6rigen Fahr. 

\ \ \  

~/Z~< - - ~ -  " 
./SL " '-  .... 5 L - = : ~ 8  

i ! , , " / . , / . /  . / -  I i  / /  / / / i  
I ; I / /  �9 / 

. , I . / , / .  .R,, tl/,Z/.. 

Abb. t6. Graphische Integration; Tangentenmethode. 

strahlen nebst den gegen sie 
um einen Rechten im US'rzei- 
gersinn gedrehten Fahrstrahlen 
markiert slnd, verbindet man 
Q1 mit dem vorgeschriebenen 
Anfangspunkt -P1 der gesuch- 
ten Integralkurve; dann ist 
Q1P1 Tangente der gesuehten 
Integralkurve und 2~ ihr Be- 
rtihrungspunkt. Ist ferner Pl 
derjenige Punkt dieser Tangen- 
re, ftir den Opl_. k Oqz steht, 

so ist ebenso Q2Pz Tangente der gesuchten Integralkurve, und zwar mit demjenigen 
Punkt  P, als Bertihrungspunkt, ftir den OP, .k OQ2 steht. Ist weiter p, derjenige 
Punkt der Tangente Q2Pl, ftir den Op2..L Oq9 steht, so ist QsP2 die n~ehste Tangente 
der Integralkurve mit dem Bertihrungspunkt P3, flit den OPt_J_ OQ~ steht. So fort- 

~ A /  / / "x / / \  \ 

/ 

C 

[~' c~ ]  = o,a 
Abb. t7. Polarkurve der Funktion q(~)~ _~-t/= nebst KonstxtLktion ihrer 

0 
Integralkurve und Wert des nneigentliche~ Integralsf  q d#. 

fahrend erh~ilt man ein Poly- 
gon PaPlP2Ps..., dem die Inte- 
gralkurve vollends in der Weise 
einzubeschreiben ist, dab sie 
das Polygon in den Punkten 
P1, P~, P~,--. bertihrt. Die Be. 
grtindung ffir dig Riehtigkeit 
dieser Konstruktion leuchtet 
wohl unmittelbar ein (und ffir 
die Wahl der Punkte ql, q,, 
q s , . . ,  k6nnte man aueh  hier 
wieder leieht genauere, aber 
umstiindlichere und kaum loh- 
nende Vorsehriften aufstellen). 
Man sieht, dab diese Tangen- 
tenmethode etwas mehr Zei- 
chenarbeit erfordert als die 
Sehnenmethode; daffir liefert 
sie aber aueh die Bertihrungs. 
punkte. 

Da dig Unendliehkeitsstel- 
lender zu integrierenden Funk- 
tion q(~9) in den Nullpunkt 0 

ihres Polarbildes fallen, so kann man mit dieser Methode --  im Gegensatz zu allen 
anderen graphischen Integrationsmethoden --  insbesondere auch u n e i g e n t l i c h e  
I n t e g r a l e  ohne weiteres rein graphisch auswerten. In Abb. 17 ist dies an einem 
Beispiel gezeigt, und zwar an einem solehen, das auch leicht eine rechnerische 
Nachprtifung zuls n~mlich an der Funktion q (v ~) ---- --~9-1/8. Aus der Polarkurve C' 
der Funktion q im Intervall --~]4 <,9 N-}-~[4 ist dort die Integralkurve C des (ftir 

o 
-------~/4 verschwindenden, far , 9 = 0  uneigentlich werdenden) Integrals p.-~_/qd~9 
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konstruiert. Die Konstruktion verliiuft im einzelnen folgendermaBen: Man nimmt 
auf C' die Punkte Q1 bis Q7 in (abgesehen yon Q1Q2) ungefiihr gleiehen Abst/inden an, 
sowie die (abgesehiitzten) Bogenmitten ql bis qe. Weil voraussetzungsgem~ig p = 0  
ftir 0 = - - : t / 4  sein soll, so liegt der dem Punkt Qx entspreehende Punkt P1 der Integral- 
kurve im Unendliehen des unter dem Azimut va=--st/4 dureh Q1 gezogenen Fahrstrahls, 
der zugleieh Asymptote der gesuehten Integralkurve ist. Gemiit3 der vorhin entwiekel- 
ten Sehnenmethode zieht man eine Parallele hierzu durch ql, sodann QzO und dazu 
die Normale, die jene Parallele in dem Punkte _P, der gesuchten Integralkurve trifft, 
und verbindet P2 mit q~. (Well der Punkt  _P~ in unserer Zeiehnung unzuggnglieh ist, 
so benfitzt man zur Auffindung yon q2Pa eine der bekannten Hilfskonstruktionen, 
etwa das Dreieck qlqaO, zu welehem an noeh zug/inglieher Stelle ein dazu iihnliches 
und 5.hnlich gelegenes Dreieek gezeiehnet wird, wie in Abb. 17 gestriehelt angedeutet. 
Man erkennt zugleich auch, dab man die beiden ersten Punkte Q1 und Q~ ziemlieh 
weir auseinanderliegend wiihlen durfte, ohne der Genauigkeit der Integralkurve 
Abbrueh zu tun.) Welter zieht man QsO und senkreeht dazu OPs, wo P3 auf q2P2 
liegt, ferner Q40 und senkreeht dazu O.P~, wo P4 auf q3P3 liegt, und so fort bis 
P~, wobei innerhalb der Zeiehengenauigkeit P~ mit P8 zusammenf/illt (well der 
Bogen QeQ7 vom Fahrstrahl v~=0 der Kurve C' nieht mehr zu unterscheiden ist). 
Dann stellt der Kehrwert der Streeke OP~ den Wert des uneigentlichen Integrals 

0 

p(o) ~-fqdO dar. Die Tatsaehe, dab P6 und _P~ reeht genau zusammenfallen, 15.Bt 

vermuten, dab der gesuchte Wert recht genau getroffen wird. In der Tat ist abzu- 
messen 0P~=0,782, also p(0)=t ,279,  wogegen sich bereehnet 

o 
3 p(o)-- f ,,zzz 

- -n /4  

In Abb. t7 ist die Fortsetzung der Integralkurve ftir das Intervall 0 ~ #_<~/4 ohne 
Konstruktion hinzugeffigt. Der endliehbleibende Wert des uneigentliehen Integrals 
zeigt sieh darin, daft die Spitze der Integralkurve vom Nullpunkt 0 fernliegt. Bei 
einem uneigentlichen Integral, 
dessen Wert ---~oo geht, rtickt die 
Spitze der Integralkurve in den 
Nullpunkti 

4. Integration von totalen Diffe- 
rentialgleichungen beliebiger Oral- 
hung. Am weitesten triigt die 
Methode wohl bei der graphischen 
Behandlung yon Differentialglei- 
ehungen, die yon beliebig hoher 
Ordnung sein dfirfen. Die  vor- 
gelegte Gleiehung sei aufgel6st 
nach dem Differentialquotienten 
hOehster Ordnung in der Form 

pc. (o) = i 
p, p', f ' , . . .  I (3) 

A" 

,,4' 

. 8 

Abb. t8. Das Prinzip der Integration der Differentiaigleichung 
"~"" = F ( O , p , p ' , p " , p " } .  

und es m6ge sich um ein Anfangswertproblem handeln, d .h .  es set 

P=Po, P'=P'o, P"=P;', . . .  p(,,-a!=p~,,-,) ffir 0=~9 o (4) 

vorgesehrieben. Abb. t8 zeigt (ftir n=- 4) das Prinzip der L6sung. Man zeiehnet n 
unter sich rechtwinklige Fahrstrahlen mit dem Azimut va=#o gegen ein rechtwinkliges 
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Achsenkreuz 0, .4 .4 'A". . . .a l l , , ) ,  trligt auf ihnen der Reihe nach yon 0 aus die Kehr- 
werte yon Po, P o , . . . p ~ - l )  und zuletzt yon dem daraus bereehneten Weft  p~-I= 
F(Oo, Po, Po, .- �9 Pco"-~l) auf bis zu den Punkten Po, Pd, �9 �9 �9 Po ("-xl, pgl und zieht den 
Polygonzug Po~"l Po~"-l)... Po Po. Alsdann dreht man alle Fahrstrahlen um den gleichen 
(unendlieh kleinen) Winkel weiter bis zum Azimut v~l, markiert ihre Sehnittpunkte 
P1, P~, �9 �9 �9 P1 ~"-1) mit den Polygonseiten PoPo, Po -P~', �9 �9 �9 Po ("-~/-Po ~), berechnet aus 
den Kehrwerten Pl ,  P'I, �9 �9 �9 p ~ , - l l  der Streeken O P1, O P ;  , . . . O P~ "-1) den Wert 
p["} = F ( # ~ ,  p~, p'~, . . . p["-~)) ,  tr~igC den Kehrwert hiervon als Strecke O P~ ~) auf dem 
letzten Fahrstrahl auf und zieht den Polygonzug P~")P~"-I). . .  p~ px. In gleieher 
Weise schreieet man yon diesem Polygonzug zu den n~ehsten Punkten P , ,  P ~ ,  . . . p . l , -~ l  

Abb. 19. Schema der Integration der Differentialglcichung p'"' ~F (@, p, p', p", p'") nach der Sehnenmethode. 

und P~") fort, usw. D a n n  s t e l l t  o f f e n s i c h t l i c h  die  P u n k C f o l g e  (Kurve)  
P o P 1 P ~ . . .  das  P o l a r b i l d  d e r  g e s u c h t e n  L 6 s u n g  p(#) de r  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  da r  [ebenso die Punktfolge Po P~' P~ �9 .. das Polarbild yon p' (#), die Punkt- 
folge P d ' P ~ ' P ~ ' . . .  dasjenige yon p"(~) usw.]. 

Bei der wirklichen Durchffihrung wird man natfirlich wieder die Sehnen- oder die 
Tangentenmethode benfitzen, wie dies Abb. t9 schematisch ffir die Sehnenmethode 
(und n =  4) zeigt. Nachdem der Polygonzug P o P ~ . . .  P(o"-l)P(o ") gezeiehnet ist, auf 
dem das weitergedrehte Fahrstrah]kreuz die jetzt mit Q'I, Q'a', �9 �9 �9 Q[ , -1)  bezeiehneten 
Punkte liefert, markiert man die Mittelpunkte p~, p [ ' , . . ,  p~,-1) der Strecken 
Po (2'1, Pd 'Q~' ,  . . . P~"-l)Q(on-1) u n d  zieht p~ P0, P~' ~Po, . .  . p~,,-1) p~o,~-~) w o m i t  die Schnitt- 
punkte Px, P~, Px ~"-~1 mit dem gedrehten Fahrstrahlkreuz gefunden sind Um 
auch p~,-1) zu linden, berechnet man die Lage des Punktes P1 (") in erster N~iherung 
aus P1, P ; , . . .  p~--~l und Q~,-ll (statt p~,-1)) und verbindet die Uit te  p~") yon 
po (-) p~-I mit Po ('-~). Dies liefert P~'-a) in erster N~iherung. Nun berechnet man P~(") 
in zweiter N~iherung aus P1, P~, �9 �9 �9 P~x "-~) und der gefundenen ersten N~herung yon 
P1 ~n-1) und wiederholt, wenn n6tig, mit dem verbesserten Punkt _Pl (~) die Konstruktion 
his zu einer zweiten N~iherung yon p ~ n - l l ,  usw. In der Regel wird schon die erste N~ihe- 
rung v611ig ausreichen,. [Wenn sieh die Punkte Q~) und Pa (0 ffir irgendeinen Zeiger 
i ( = t ,  2 , . . .  n ~ t )  sehr erheblich unterscheiden, so daft p[i) merklich verschieden 
yore Mittelpunkt der Strecke PcoOP~O ist, so wird man natiirlich nachtr~iglich die Kon- 
struktion verbessern, indem man statt  des ungenauen Punktes p~0 den Mittelpunkt 
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2 
x =  - - l v  a, 

in die dimensionslose Form 

yon p(oilp~ (i~ verwendet, und nachprfifen, ob dies einen merklichen EinfluB auf die 
Bereehnung des Punktes P1! "1 ausfibt.] In Abb. 19 ist ganz entsprechend aueh noch 
der n~iehste Sehritt  gezeiehnet, der  zu den Punkten  _Pa, P~, . . . p~,l ftihrt. Das so 
gefundene Polygon PoP1P~...  b~esteht dann aus lauter Sehnen der Polarlinie der 
Funkt ion p(zg), die damit  grapbiseh ermittelt  ]st/; die weiteren Polygone Po P; P~ . . . ;  
Pd'P~'Pd'.. .  usw. sind die Sehnen der Polartinien yon p'(va), p"(v  a) usw. 

Man kann vom zweiten Sehrit t  an auch so vorgehen, dab man (anstat t  in erster 
Niiherung mit  Q~,,-~I s ta t t  P~'-I) zu reehnen) den Punkt  p~") sch~itzungsweise annimmt,  
etwa in der Verlgngerung yon Po(~)P~ (') und etwa mit  p~,,)p~,l = p~)p~(~), dann der 
Reihe nach p~,lp~,-x), p~-~)p~,-~),... P'2P~ zieht und mit  den damit  gefuiadenen 
Punkten  ~.P(~-I),.2P(~-~) , �9 �9 �9 Pa den Punkt  P~(") berechnet und naehprfift, ob p~") der 
Mit te lpunkt  yon p(~lp~,l ist. Wenn nicht, so wiederholt man die Konstrukt ion und 
die Rechnung mit  dem verbesserten Punkt  p~'), usw. In manchen FSAlen ffihrt dic so 
definierte I terat ion sogar rascher zum Ziel als die vorige. 

Fails einzelne Punkte  fiber das Blat t  hinaus oder ins Unendliche fallen, so rfimmt 
man, wie schon oben er6rtert, s tar t  der Verbindungslinie mit  dem etwa unzug~inglich 
gewordenen Halbierungspunkt  p~) die entsprechende Winkelhalbierende. Noch ge- 
nauer ist es, wenn man an solchen Stellen naeh der Tangentenmethode (statt  naeh 
der Sehnenmethode) verfiihrt, bei der man im Grunde genommen die Halbierungs- 
p u n k t e  (qi in Abb. t6) gar nieht braueht  (sondern durch die nahezu auf den Winkel- 
halbierungslinien liegenden Punkte  pi in Abb. t6 ersetzen kann). 

5. Beispiele. Als e r s t e s  B e i s p i e l  wS.hlen wir die Best immung der H / i n g e k u r v e  
e i n e s  K a b e l s ,  das zwischen der Spannweite 2 l sein eigenes Gewieht ql (je LS.ngen- 
einheit des Kabels) sowie eine zus~itzliche H~ingelast q~ (je Liingeneinheit der waage- 
rechten Projektion) bei einer waagereehten Kabelzugkomponente H tragen soll. In 
einem (x,y).System mit waagereehter x-Aehse und lotreehter y-Aehse lautet  die 
Differentialgleiehung der H/ingekurve 

H = -I/ ( dy V d :  q~ + ql ~ t  + \ dx ] " (s) 
Sie geht mit  

2 l 2 q~l B 2 qxl y---== p ~ - -  (6) 
' :~ H '  ~ = ~ / 4  

d~2 

fiber, die wir ftir ~ =  fl = 0,5 behandeln wollen. Wir haben es aiso mit  der Differential- 
gleichung 

2 ) r  t + Vi q + '  ~ (8) 

zu tun und schreiben ftir die Seilmitte x ~ O  vor 

2 l, dy Y = ~- dx --  0 ffir x = 0 (9) 

(d. h. waagerechten Verlauf in  der H6he y ~ ~- l ) ,  somit 

p =  t, p ' = o  ftir v~=O. (10) 

In Abb. 20 ist die graphische Integration mit s/imtlichen Konstruktionslinien 
wiedergegeben, ausgenommen die Hilfslinien zur Erfassung der unzug~nglichen Punkte  
Po, O; und P; .  Ffir die beiden ersten Intervalle ist die Tangentenmethode bentitzt 
(da die Halbierungspunkte p[ und p~ unzugiinglich sind). Die Bezeiehnung der ein- 
zelnen Punkte  ist durehweg nach dem Muster der schematisehen Abb. t9 gew~ihlt, 
so daft die Konstrukt ion sich yon selbst erkl/irt. Rechts oben in Abb. 20 ist in den 
Koordinaten x/l und y/l die rechte H/ilfte der gefundenen H/ingekurve mal3st~iblieh 

28 
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dargestellt. (Sie liegt, wie zu erwarten, zwischert der Parabel und der Kettenlinie, 
die man mit lotrechten Achsen durch deft tiefsten und h6chsten Punkt  der gefundenen 

~P,' 

~s ,1o 
t 

[~ c~ ]  - 0,2 

Abb.  20. Integration der H - % g e k u r v e  2 p  '1 ~ I + ) / t  ~ p, ffi. 

Kurve legert k6nnte.) Bei den Punkten PI' gentigte in diesem Beispiel stets die zweite 
N~iherung (schon die erste lag nirgends um mehr als 0,3 mm yon der zweiten ent- 



x. Bm~a 1939. Grammel :  Gegenst i ick  z u m  Meissnerschen  Ver f ah ren  der  g r a p h i s c h e n  Analysis .  405 

fernt und ist in Abb. 20 nirgends besonders markiert). Die ganze Konstruktion er- 
fordert einschlieBlich der nOtigen Zwisehenreehnungen (mit Reehenschieber) nicht 
viel mehr als eine Arbeitsstunde. 

Das z w e i t e  B e i s p i e l  1 betrifft eine Differentialgleichung dritter Ordnung mit 
zweiseitigen Randbedingungen, wie sie bei der B i e g u n g  r o t i e r e n d e r  D a m p f -  
t u r b i n e n s c h e i b e n  beliebig vorgegebenen Profils unter dem EinfluB yon Axial- 
kr/~ften und Randmomenten auftritt. Die Durchbiegung z der Mittelebene gehorcht 
hierbei der Gleiehung 2 

z'"+a(r) z" +b(,) z' + c ( , ) =  o; (tt) 

dabei bedeuten Striehe Ableitungen nach dem (yon der Drehachse aus gerechneten) 
Fahrstrahl r, und a, b, c sind bekannte Funktionen yon r, niimlieh 

3 y-- t m ' - a  ~, (12) 
b ( r ) : =  m r  y - - r  - T - "  | 2  raZE y * '  

m 2 - -  I T~ 
t2 m2 E y* , 

und zwar ist m ( =  10/3) die Querdehnungszahl, E (-~ 2,t 5 �9 t0 o kg/em ~) der Elastizit~ts- 
modul, y(r) das Scheibenprofil, aT(r) die Fliehkraftspannung und v•(r) die (mittlere) 
axiale Sehubspannung des Quersehnitts r. Das gew~.hlte Profil y(r )  sowie die zu 
o~---100~r sek -1 (entspreehend 3000Uml/min) geh6rige (dutch eine Voraufgabe be- 
stimmte) Fliehkraftspannung ar ist in Abb. 2t links oben angegeben, ebenso die Sehub- 
spannung v~ (die sich aus Dampfkraft I(a, Dampffiberdruek und Seheibenpr0fil elemen- 
tar ergibt). Die Randbedingungen sind 

z ~ 0 ,  z ' = 0  ffir Innenrand r ~ r o ,  I 
] (t3) ----2 m*--I dla ~: B ffir Auflenrand r = r a ;  

m r m * E  y 

dabei ist ob, a die Biegespannung am Augenrand (die sieh aus den in Abb. 2t links 
eingetragenen Gr0fien as, an, e, Ka und F, wo F die Fliehkraft der Besehaufelung 
ist, ebenfalls elementar ergibt). 

Man kann die L~3sung yon (t 1) mit zwei noeh offenen Beiwerten -do, -dr ansetzen zu 

z =  A o -{- At Z 1 -~-~, (t4) 

wobei z I ein integral der verkfirzten Gleichung (tt)  [mit c( r )~0]  u nd ~ ein integral 
der unverktirzten Gleiehung (1t) ist, und zwar sollen zz und ~ solehe Integrale sein, 
die rail w illkfirliehen Anfangswerten zl (ro), ~ (ro), z~' (ro) , F '  (ro), jedoeh z~ (ro) = z' (ro) = 0 
gebildet sind. In der Tat liefern dann die erste und dritte der Randbedingungen (t3) 
in der Form 

-do + zt (r.) + (ro) = o I 

A 1 [[z"tr~z t . ,  + z '&") ]+ [  ~"(r")l----m r~ j B i (t5) 

zwei Gleichungen zur Bestimmung yon A 0 und -dl, w&hrend die zweite Randbedingung 
(13) yon selbst erftillt ist. Die Aufgabe ist demnaeh als gelSst anzusehen, sobald man 
den VerIauf der L6sungen z 1 und ~ und insbesondere die Werte z'l(r~), z~'(r~), ~' (ra), 
z"(r~) gefunden hat. 

Um dies mit der neuen Methode durchzuffihren, benfitzt man die dimensionslosen 
Ver~nderlichen und Koeffizienten 

, 9 = ~  r z 2 r~ a ( 2~r~ ) ~ b ) 7 =--- , ~ , zo "2--r~ ' P - -  *o o~_ - - -  (r) f l~- (r ( 2r~ ]~ c(r) (t6) 

x Bei der Durchffihrung dieses und der folgenden Beispiele hat reich Herr H. Kauderer 
in sehr wirksamer Weise unterstfitzt.. 

2 Vgl. C. B. Biezeno u. R. 6rammel, Technische Dynamik, S. 683f. Berlin 1939. 
28* 
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worin Zo eine geeignete L~inge ist, und hat  dann s ta t t  (t t)  

p" '  + ~.p" + ~ p '  + ; , =  o; (t 7) 

hier bcdeuten Striche nun Ablcitungen nach v ~. Zum Innenrand r = r  o gehOrt (wenn 

wit  in Neugrad reehnen) das Argument  # o - - ~  r~ (=20~), zum Aui3enrand r = r ,  
2 ra 

-- = (-- 100g). LOst man (15) nach A o und A x auf und bildet damit  das Argument  x-- ~- 

naeh (t4) die allein wichtige Durchbiegung z(r,) des AuBenrandes, so findet man, 
wenn man alles in p umschrelbt,  

(,'~) = ~o {~ (~) - / ,  (~o) + A, [p, (e,) - p~ (eo)]} 
mit 

4r~ B "  l~"(~l)+~m p'(v~,)] (t8) 
iz]1 ~- _.'~:2 ZO . . . . . . . . . . .  . 

2 , 
P7(%) + ~ p,(~,) 

In Abb. 21 ist mit Zo= 1 mm und den graphisch gegebenen Koeffizienten a(r), bIr), 
c(r) sowie den Anfangswerten P(@o)~-0,500, /5' (@o) ---- 0, ~"(V~o)~-0,I00 die L6sung 
der unverkfirzten Gleichung (17) naeh dem Sehnenverfahren durehgezeichnet; das 
Ergebnis ist :~(Ol)---- t,~250, ~'(v~x)= 2,597, ~"(tgx)= 4,7t7. In gleicher Weise ist 
bier nicht wiedergegeben --  die verktirzte Gleichung (17) mit  den Anfangswerten 
pl(#O) = 0,500, pi(t$o) = 0, p['(Vqo) = 0,t00 gelOst, wobei sich p1(01) = t,358, pi(vat) = 
2,976, p;'(v~l) = 5,556 ergab. Setzt man die gefundenen und die gegebenen Werte 
in (t8) ein, so kommt als Randdurchbiegung der Scheibe 

z(r,) = (0,0196 + 0,40t - to  -a o,b~) mm [o~, in kg/ema]. 

Das erste Glied stellt den (ziemlich geringen) Einflug der Schubspannungen dar, das 
zweite den der Biegespannung o,~ am Rand. Da diese bei einer solchen Scheibe recht 
wohl 300 kg/cm 2 betragen kann, so hat  man also Durehbiegungen yon rund 0, t4 mm 
zu erwarten. 

Das d r i t t e  B e i s p i e l  soil zeigen, wie man die allgemeine L0sung des Problems 
der biegesteifen rotat ionssymmetrlseh gestalteten und belasteten S e h a l e  mit  dieser 
Methode verhgltnismS.flig sehnell l inden kann. Es ist bekannt,  daft man das Problem 
beherrscht, sobald je vier linear unabh~ingige Integrale zweier Differentialgleichungen 
vierter Ordnung hergestellt sind 1. Ftir Schalen mit unverSmderlieher Wandst~irke h 
lautet  die erste dieser beiden Differentialgleichungen 

dU L*L*(U) + / ( v  a) ~ + [~# +g(v~)] U =  0 (t9) 

mit  dem Differentialausdruck 

L*=~-a(O) d~ d + b ( ~ ) ~ a  + ~ (~), (20.) 

wobei a, b, c, /, g und #2 gegebene Funktionen des (als unabh~ingiger VerS~nderliehen 
bentitzten) Winkels v ~ zwisehen der Meridiankurventangente und der Symmetrie- 
achse der Schale sind, n~imlich 

a (t~) = e~ ' e ,  a o  + ~ ctg v a , c (v  a) - -  ctg2 # 

12 m ~ - - t  1 
/ t 2=  h2 mU mz e~ ; 

~ Vgl. C. B. Biezeno u. R. Grammel, Technische Dynamik, S. 494f. Berlin t939. 
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hierin bedeutet  m(-----t0/3) die Querdehnungszahl, ~2 den Krfimmungshalbmesser der 
Meridiankurve und Q3 den Abschnit t  auf der Meridiannormale zwischen Meridian- 
kurve und Symmetrieachse. Die zweite Differentialgleichung --  ftir eine VerSmder- 
liche Z - -  geht aus (t9) hervor, indem man / und g durch - - / u n d  - -g  ersetzt, und 
for ver/inderliche WandstS.rke h wS~ren beide Gleichungen nur  wenig umstS.ndlicher 
und k6nnten ebenfalls ganz nach dem folgenden Muster behandelt  werden. Aus 
den aeht Integralen U und Z und ihren Ableitungen d U/dO und d z / d #  (nebst gewissen 
in der Regel leicht - -  eventuell ebenfalls mit  dieser Methode - -  zu f indenden Parti- 
kul/irlosungen der nichthomogenen Gleichungen ftir U und Z) sowie aus den vor- 
geschriebenen Randbedingungen folgen alle Spannungen in be- 
kannter,  elementarer Weise, so dab es geniigt, die Herleitung A'ID,~ 
t i n e s  dieser lntegralc zu zeigen. ~o 

A~ A A'~- ~A 

i 4 \ "U// 
. L,  

Abb. 22. Integration der Schalengleiehung for  einen Kesselboden. 

0 

Dies ist in Abb. 22 ftir den doric links unten im Meridianschnitt  angegebenen Kessel- 
boden geschehen. Der Boden ist gestaltet nach der Vorschrift, daft durchweg Qa:~3 
= 1 : 5 und daft Q2 = 4 h ffir z~ = 90 ~ sein soU. Die Differentialgleichung vierter Ord- 
nung (t9) ist zerlegt in die zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

L*(U) d~U dU --~- a . - ~  -t- b ~ § c U , (22) 

a~L* ' [b dZ.* L* + '  aU U] -?~'- = - - - ; -  d~- § c . ~ + ~.~ + g) , (23) 

welche ein gekoppeltes System bilden, zu dessen L6sung eine U- und eine L*-Ebene 
nebeneinander verwendet  werden. Die Konstrukt ion ist in leicht verstS.ndlicher Weise 
mit  O =  90 ~ beginnend bis zu O =  5 ~ durchgeffihrt (also diesmat im Gegensatz zu 
bisher yon grOBeren zu kleineren Argumenten O fortschreitend), und zwar mit  den 
Anfangswerten 

dU 0~5 d~U dL* -----t,0 ffir 0 = 9 0  ~ U = 0 , 2 ,  d~ --  , -d~ 2 -=1 ,0 ,  d~ 

Es ergab sich dabei als zweckmS.flig, s tar t  des Kehrwertes yon U den Kehrwert  yon 
U § t aufzutragen und s ta t t  des Kehrwertes yon L* denjenigen yon L*--2.  Der 
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Abb. 23. Integration der baltistisehen Glvichungen elnes Ferngeschosses. 



4t 0 Grammel Gegenstiick zum Meissnerschen Verfaliren der graphischen-Analysis. Ingenicur-Arehiv 

erste Schritt  des Verfahrens gcschieht in der Weise, daft f~r O = 90 ~ die zu U, d U/dO 
und d 2 U/dO S gehf r igen  Punkte  in der U:Ebene markiert  werden, dab ferner aus (22) 
der zugehtirige Wert  L*, aus (23) der zugehfrige Wer t  d2L*/dt~ 2 bereehnet wird, und 
daft dann die zu L*, dL*/dO und d2L*/dO 2 gehOrigen Punkte  in der L*-Ebene mar- 
kiert und die beiden entspreehenden Polygonztige gezeichnet werden. Die Drehung 
der beiden Achsenkreuze um A 0 = - - t 0  ~ liefert --  hier wieder mit  dem Sehnen- 
verfahren --  die erste Ngherung der ngchsten Werte yon  U, d U/dO, L*, dL*/dO und 
daraus zufolge (22) und (23) diejenigen yon d ~ U/dO ~ und d2L*/dO ~ nebs t  ihrer et- 
waigen Verbesserung, die man in der frfiher beschriebenen Weise erh~ilt. Das End- 
ergebnis ist in Gestalt der Kurven U(v ~) und d U/dO in Abb. 22 fiber einer Abszisse 0 
dargestellt. 

Das v i e r t c  B e i s p i e l  betrifft  ebenfalls cin gekoppeltes System yon zwci Diffe- 
rentialgleiehungen zweiter Ordnung, nS~mlieh die Ermit t lung der Bahn und Geschwin- 
digkeit eines F e r n g e s e h o s s e s .  Am geeignetsten erweisen sieh bier die Differential- 
gleichungen der Bewegung in kartesischen Koordinaten mit  waagereehter x- und 
lotreehter y-Aehse, also 

v '  3) = - -w(y ,  v) v - - g ( y  ) . (24) 

Dabei bedeuten die Punkte  Ableitungen nach der Zeit; g i s t  die (yon der H0he y nur 
sehwach abhS.ngige) Schwerebesehleunigung und v = 1/2~ + :9 z die Geschol3geschwin- 
digkeit. Der auf die Masseneinheit bezogene Luftwiderstand w ist mit  der Geschwin- 
digkeit v, dem Kaliber 2R , .dem Gesehoggewieht G, den Luf tdichten b o und dy ftir 
y = 0  und y verbunden durch die Formel 

w :  -G-~o g(y ) Oyv 2 [( (v), (25) 

wobei K(v) eine bekannte Funkt ion  yon v bedeutct  1. Die Luftdiehte 0j, ist als 
Funkt ion der I-IOhe ebenfalls bekannt .  
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Abb. 24, SehuBbahn und Geschwindigkeit.  

Im vorliegenden Fall ist ein Ferngeschot3 vom Kaliber 2R = 21 em und vom 
Gcwicht G =  120kg gewghlt und als Anfangsgeschwindigkeit bei der Elevation 
~p= 50 ~  Wert  % =  t700 m/sek. Abb. 23 zeigt die graphische Integration des 
Systems (24) in einer x -und  einer y-Ebene. Die L~ingeneinheit betrggt 50 km, die Zeit- 
einheit (100]~t) sek; die den elnzelaea Punkten  beigeschriebenen Ziffern bedeuten die 
Zeiten in sek. Als Se.hrittl~ingen sind anfgnglieh 2,5 sek, sp~iter 5 sek genommen, 

x Ygl.C. Cranz, Lehrbuch der 13allistik, :Bd. t, S. 60, 5. Aufl., :Berlin 1925. Aus bestimmten 
Griinden sind die dort angegebenen Werte bier noch mit 0,7 multipliziert. 
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und es ist bei der Konstruktiori wiederholt davori Gebrauch gemacht, dab man zu 
x und y nach Belieben additive Festwerte hinzuftigen darf; auch hat es sich als 
zweekmS.Big erwiesen, bei der t 5. sekunde den Magstab im Verhgltnis 5 ! 2 zu gndern: 
Im einzelnen bedarf die Konstruktion keiner weiteren ErklS.rung, da sie --  nach dem 
Sehnenverfahren - -  in der friiher gesehilderter, Weise durchgeftihrt ist. Die Genauig- 
keit reicht praktiseh vOllig aus, weil ja doeh die nicht erfagbaren Stdrungen infolge 
atmosph~irischer Einfliisse (Wind usw.) weir gr0Ber sind als die Ungenauigkeiten der 
Zeichnung (die nattirlich im Original viel grOl3er durchgeftihrt worden ist). 

Das Ergebnis zeigt Abb. 24. Die SchuBhOhe betr~igt 29,6 km, die Schugweite 
86,35 km, die SchuBzeit t55,75 sek. Die ebenfalls tiber x aufgetragenc Geschwindig- 
keit v 15.fit erkennen, dab das Gesehog beim Aufsteigen in der "l'roposphiire raseh 
abgebremst wird, dann aber seine Geschwindigkeit yon rund 600+700 m/sek in der 
Stral~osph~ire augerordentlich lang beibehSdt. Dies erl~lS~rt die groBe SchuBweite. In 
der Stratosphtire unterscheidet sich die SchuBbahn nicht merklich yon einer Parabel. 

tl 
(Eingegangen am 22. ,Juli 1939.) 

AusbUdung eines Wirbels an der Kante einer PlatteL 

Von Leo Anton in Berlin-Grtinau. 

i. Einleitung. Bewegt man eine Platte aus der Ruhe heraus quer zu ihrer Breitc 
durch eine ruhende Fltissigkeit, so bildet sich bei Beginn der Bewegung an jeder 
Kante ein kleiner Wirbel, der durch stetiges Hinzuflieflen neuer Fltissigkeitsteile sich 
vergrdBert und in die Strdmung hineinws Bei senkrechter Plattenstrdmung ist 
zuBeg inn  der Fltissigkeitsbewegung die Lage der b~iden Wirbel symmetriseh. In 
einem sp~iteren Entwieklungszustand ist sie, wie v. K & m i n  nachgewiesen hat, labil. 
Es entstehen sodann am oberen und unteren Plattenende abweehselnd neue Wirbel, 
die sich hinter der Platte in einer bestimmten Weise gruppieren (K~rm~insche Wirbel- 
straBc): 

Im folgenden soll der soeben gcschilderte Str6mungsbeginn ffir die scnkrecht 
angestr6mte Platte, wo also Stromrichtung und Plattc cinen rechten Winkcl mit- 
cinander bilden, behandelt werden. Da in diesem Falle die Wirbel spiegelbildlich 
zueinander liegen, beschr~tnkt sich unscrc Untersuchung auf die Ausbildung und das 
Anwachsen eines Wirbels an einer Plattcnkante. Die Platte denken wit uns dutch 
einen pldtzlichen StoB in Bewegung gesctzt und dann glcichf6rmig, d.h. mit kon- 
stanter Geschwindigkeit, weiterbewegt. Ftir ein mit der Platte mitbcwegtes Bcwegungs- 
system soll also die Geschwindigkeit im Unendlichen wghrend des Str6mungsverlaufes 
unvergnderlich bleiben. AuBerdem mSge dic Platte seitlich unendlich fang ausgedehnt 
scin, so dab wir cinen cbenen , nicht station{iren Strdmungsvorgang haben. 

Die Ldsung dcs Problems wird wesentlich erleichtert durch Vernachlgssigung der 
Reibung. Dies ist zul~issig , da die Reibung der meisten in Fragc kommenden Fltissig- 
keiten sehr klein ist. Wir legcn daher eine ideale Fltissigkeit, bei dcr also die Zghigkeit 
Null ist, zugrunde und verlangen ferner yon ihr, dab sie homogen und unzusammen- 
drtickbar ist. In dieser Fltissigkeit ist dann die beschriebene Strdmung aufzufassen 
als eine Potentialstrdmung mi~ freien, auf einer Unstetigkeitsfl/iche, einer sog. Wirbel- 
flgche, verteilten Wirbeln. Das Geschwindigkcitsfeld einer solchen Strdmung ist ein- 
deutig bes t immt  dutch die Geschwindigkeit im Unendlichen :und dutch die Form 
und Wirbelbelegung dieser Flgchc. 

1 G6ttinger Dissertation. 


