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Ein Gegenstiick zum Meissnerschen Verfahren
der graphischen Analysis.

Von R. Grammel in Stuttgart.
(Ernst Meissner — 1 17. Mirz 1939 — zum Gedéchtnis.)

1. Einleitung. Im Jahre 1913 hat E. Meissner cin sehr geistreiches graphisches
Verfahren entwickelt, das zur Differentiation und Integration von Funktionen, zur
Integration von Differentialgleichungen, zur Bildung ganzer rationaler Funktionen,
zur Fourieranalyse periodischer Funktionen u. a. m. beniitzt werden kann?!. Dieses
Verfahren ist, obwohl mit ihm schéne Erfolge bei der Untersuchung der Resonanz
von Schwingungen mit Reibung und bei anderen, praktisch wichtigen Problemen
erzielt worden sind, in der technischen Praxis viel weniger bekannt, als es verdienen
wiirde. Vielleicht liegt dies daran, dafl das Verfahren von einer etwas ungewohnten
Art der Funktionsdarstellung ausgeht: wihrend man sonst Funktionen meistens in
der Weise graphisch darstellt, dal man jedem Funktionselement einen Punkt zu-
ordnet, der Funktion also die Linienfolge dieser Punkte, so wird beim Meissnerschen
Verfahren jedem Funktionselement eine Gerade zugeordnet, der Funktion also die
von diesen Geraden umbhiillte Kurve.

Das Verfahren, das ich im folgenden mitteile, geht von einer einfachen (bis jetzt
anscheinend unbeachtet gebliebenen) Erkenntnis der Punktgeometrie aus, die das
duale Gegenstiick der liniengecometrischen Grundlage des Meissnerschen Verfahrens
bildet. Im weiteren Verlauf schligt dann allerdings das folgende Verfahren einen ganz
anderen Weg ein als das Meissnersche und hat daher auch andere Ziele als jenes. Als
Hauptanwendungsgebiete, auf denen es anderen Verfahren wohl iiberlegen sein wird,
seien genannt die Auswertung uneigentlicher Integrale und insbesondere die Integra-
tion von (linearen oder nichtlinearen) Differentialgleichungen héherer Ordnung und

von Systemen solcher. "

2. Das Polarbild einer Funktion und seine  p;
Orthopolare. Wir wollen eine gegebene oder
gesuchte Funktion p (&) in der Weise gra- ¢ P
phisch darstellen, daffi wir jedem Funk- L =
tionselement (p, #) einen Punkt in der
Ebene zuordnen, und zwar den Punkt P
mit den Polarkoordinaten 1/p, @, dessen 5 ? y
Entfernung' OP von cinem fes!:en Pol 0 Abb. 1. Polarbild C von p (#) und Orthopolare C’.
also gleich 1/p, und dessen Azimut, von
einer festen Polachse 0.4 aus im Gegenzeigersinn positiv gezihlt, gleich & ist (Abb. 1).
Fiir negative Werte von p wird verabredet, daf} ihr reziproker Wert 1/|p! in ent-
gegengesetzter Richtung als fiir positive p aufgetragen werden soll (d. h. unter dem
Azimut & -+ x).

Fihrt man dies fiir den ganzen in Betracht kommenden Bereich der Funktion
p(#) aus, so entsteht eine Punktfolge (bei stetigen Funktionen eine stetige Kurve) C,
welche mit wachsendem Argument & in bestimmter Richtung durchlaufen wird. Wir
nennen diesc Punktfolge (Kurve) € das Polarbild der Funktion p(#). Diese Dar-
stellung einer Funktion bildet die Grundlage fiir das folgende Verfahren.

Aus dem Polarbild C leiten wir nun eine weitere Punktfolge (Kurve) €’ her, indem
wir in jedem Punkt P dic (zundchst als existierend und eindeutig vorausgesetzte)

]

1 E. Meissner, Graphische Analysis vermittels des Linienbildes einer Funktion. Ziirich 1932.
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Tangente an C legen und diese zum Schnitt bringen mit dem Fahrstrahl, dessen Azi-
mut & von einer gegen 04 um einen Rechten im Gegenzeigersinn gedrehten Polachse
4 0A' gezahlt ist. Der Schnittpunkt P’
(Abb. 1) durchlduft ebenfalls eine Punkt-
folge (Kurve) €', und diese nennen wir die
Orthopolare von C. Die Strecke OF
soll dabei positiv gerechnet werden, falls
P' auf dem Fahrstrahl & selbst liegt, da-
gegen negativ, falls P’ auf seiner riick-
wirtigen Verlingerung (d. h. auf dem Fahr-
strahl vom Azimut ¢ -4-m) liegt.

Hat die Kurve € einen Knick in P
(Abb. 2), so ist diese Konstruktion dahin
zu verstehen, dafi als Orthopolarenbild
von P diejenige Strecke P'P'* auf dem
% Orthopolarenfahrstrahl # gilt, die auf ihm

Abb. 2. Orthopolare eines Knicks des Polarbildes, durch die beiden Knithangentﬂn ausge-

schnitten wird. (Noch allgemeinere Singu-

laritdten kommen bei praktischen Aufgaben kaum vor; auch fiir sie liefle sich ohne
Schwierigkeit eine sinngemdfie Deutung der Konstruktion angeben.)

Fiir die Orthopolare gilt der folgende Satz, der das ganze Verfahren beherrschen wird:

Die Orthopolare €' des Polar-
bildes C einer Funktion p(#) ist das
Polarbild ihrer Ableitung p’'(9).

Zum Beweis dieses Satzes fillt man
(Abb. 3) von dem zu P konsekutiven
Punkt P* von € das Lot P*D auf OP
und hat dann

1

or _ppr_ Y »
Abb, 3. Orthopolare als Polarbild von #’ (6). O°P ~ DP = _ P ( 1 ) Ty T p
?

Weil OP = 1/p ist, so ist also in der Tat OP'=1/p’.

Wendet man die Konstruktion, die vom Polarbild € zur Orthopolaren fiihrte,
auf die Orthopolare an, so entsteht aus ihr die zweite Orthopolare " des Polar-
& bildes € (Abb. 4), und
diese ist, wie man in
gleicher Weise zeigt,
das Polarbild der zwei-
ten Ableitung p''(9)
der Funktion p(#); die
zugehorige Polachse
04" ist gegen 04 um
zwei Rechte im Gegen-
zeigersinn gedreht. So
fortfahrend erhdlt man

o den allgemeinen Satz:

Abb. 4. Polarbild C, erste Orthopolare C’, zweite Orthopolare C”. Die n-te Ortho-

polare €™ des Po-

larbildes € einer Funktion p(#) ist das Polarbild ihrer n-ten Ableitung
PB).

Die Polachse 0A™ von C™ ist gegen die Polachse 04 um n Rechte im Gegen-
zeigersinn gedreht,

A

N o
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"In Abb. 5 bis 13 sind die Polarbilder einiger Funktionen wiedergegeben. Das
Polarbild einer Konstanten ist ein Kreis um den Pol O; die Polarbilder der harmo-
nischen Funktionen acos®, asind und allgemein acos (¥ - o)
sind Gerade, die der Funktionen a/cos®, a/sin® und all-
gemein ajcos(#—a) sind Kreise durch den Pol 0; die
Polarbilder der Potenzen 4" sind Spiralen um den Pol 0.

Beim Entwerfen des Polarbildes einer Funktion kann
es mitunter grole Vereinfachung bringen, wenn man eine
neue unabhingige Verdnderliche einfiihrt, wie das Bei-
spiel der Funktion cosc® zeigt, die durch eine (fiir ¢==1
krummlinige) Kurve mit den Asymptoten #=-+m/2¢ dar-  ,,, 5. Polarbild von p2= 4.
gestellt wird, wogegen die aus ihr mit ¢ =c¢® hervor-
gehende Funktion cos¥ als Polarbild eine Gerade hatte.

B~

4

8| S

Abb. 7. Polarbild von p== asin®d.

Abb. 8. Polarbild
von p= g cos (# —a).

Abb. 6. Polarbild
von p==acosP{0 6 S =)

/) i
4 ’ 4
4 7 p o A
@ Abu, $0. Polarbild von p == a/sin 9.
Abb. 11. Polarbild
von p = afcos (& —a).

Abb. 9. Polarbild von P = ajcos d.

[

L
a

—

Abb. 12. Polarbild von p=atg# (0 £ 9 £ ). o Abb. 13. Polarbilder von p= 67 und p= 9-2

Da #=n/2 den rechten Winkel vvorsteIIt, so ist cs zweckmdBig, das urspriingliche
(méglichst schon dimensionslos gemachte) Argument % der darzustellenden Funktion
mit dem Azimut # zu verkniipfen durch eine Transformation von der Form -

x= 2‘;?— 10", 19=—2%- 107"y (m, n ganzzahlig) (1)
und Hunderterteilung des rechten Winkels zu beniitzen, Dann entspricht einem rechten
Winkel ein Bereich von #-10” Einheiten von x. Bei Neunzigerteilung wird man besser

2m 7T .

¥x="000"}, HF=-""1090"x m, n ganzzahli 2

setzen. 7 2m ( & 8 @



308 Grammel: Gegenstiick zum Meissnerschen Verfahren der graphischen.Analysis. Ingenieur-Archiv

Ferner ist es zweckmifig, solche Zweige des Polarbildes, auf denen p < 0 ist,
besonders zu bezeichnen, damit man weifl, dafl fiir diese Zweige der Betrag 1/|p|
auf dem Azimut & -z abzugreifen ist. (In Abb. 6 und 12 ist dies beispielsweise fiir
das Intervall 0 <& <= angedeutet.)

Den etwaigen Nullstellen der Funktion p ($#) entsprechen -Asymptoten ihres Polar-
bildes. Es bereitet i. a. keine Schwierigkeiten, mit diesen Asymptoten graphisch zu
arbeiten. Will man sie vermeiden, so ersetzt man die Funktion p durch p=p*+a,
wo die additive Konstante a so gewihlt ist, dafl die Funktion p* in dem betrachteten
Bereich womdglich keine Nullstelle mehr hat. :

Den Nullstellen der Ableitung p'(#) entsprechen Asymptoten der Orthopolare,
und zwar bei denjenigen Azimuten &, fiir die im Polarbild der Fahrstrahl senkrecht
auf der Tangente steht. Entsprechendes gilt fiir die Nullstellen der hoheren Ab-
leitungen und die Asymptoten der héheren Orthopolaren.

[Legt man das kartesische Achsenkreuz 04, 0A" (Abb. 1) zugrunde, so hat in der
Sprache der Pliickerschen Liniengeometrie — wo die Linienkoordinaten u; v als die
negativen reziproken Achsenabschmtte der Geraden (u, v) definiert sind — der Punkt P

die Gleichung P(@)=ucosd® +ovsind 4+ p () =

Die Tangente der Kurve € im Punkt P wird in der Liniengeometrie erhalten als die
Verbindungsgerade des Punktes P (#) mit dem Punkt

%E—usinﬂ +vcosd +p' () =
Da man aber hierfiir auch

P(#)= 28 = ucos(# +2) +vsin(# +7) +p' (8) =

schreiben kann, so ist dies gerade der Punkt P’ der Orthopolare, womit der grundlegende
Satz unseres Verfahrens erneut bewiesen ist.
Das duale Gegenstiick des Punktes P(#) ist in kartesischen Koordinaten x,y die

Gerade G#)=xcosd +ysind+pd) =

und diese wird beim Meissnerschen Verfahren als das Bild des Funktionselementes
(p, #) definiert. Unserem Polarbild € als Kurve der Punkte P entspricht dual das
Meissnersche Linienbild als Einhiillende der Geraden G(8); unserer Orthopolaren €’
als Kurve der Punkte P’ entspricht dual die Meissnersche Evolute des Linienbildes.]

3. Diiferentiation und Integration. Dem Ditferentiationsprozefl entspricht nach Ziff. 2
der Ubergang vom Polarbild zu seiner Orthopolaren, dem Integrationsproze der um-
gekehrte Ubergang von der Orthopolaren zum Polarbild.

Man differentiiert also die Funktion p(#) nach ¢ dadurch graphisch, dal man ihr
Polarbild zeichnet, daraus die Orthopolare konstruiert und zuletzt zu deren Fahr-
strahllingen (etwa mit dem Rechenschicber oder mit ciner Kehrwerttafel) die Kehr-
werte nimmt. Gegeniiber der graphischen Differentiation in kartesischen Koordinaten
kostet natiirlich das Zeichnen des Polarbildes und das Bilden des Kehrwertes ein
Mehr an Zeit; dafiir ist aber der eigentliche Differentiationsprozef}, d. h. der Uber-
gang vom Polarbild zur Orthopolaren offensichtlich einfacher, als in kartesischen
Koordinaten &, p der Ubergang von der Kurve p(#) zu ihrer Differentialkurve.
(Stinde Polarkoordinatenpapier mit Kehrwertmafistab auf den Fahrstrahlen zur
Verfligung, so wire die graphische Differentiation mit Polarbild und Orthopolare
derjenigen mit kartesischen Koordinaten in der Regel durchaus iiberlegen.)

Man kann das ungenaue Anlegen von Tangenten vermeiden, indem man (dhnlich
wie schon bei der graphischen Differentiation in kartesischen Koordinaten?) die Aus-

1 Vgl. R. Mehmke, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S.92—112, 2. Aufl, Leipzig u.
Wien 1924.
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gangskurve € durch ein ihr eingeschriebenes Polygon ersetzt (Abb. 14). Die Sehne
P, P, des Polarbildes C ist gemdfl Abb. 8 das Polarbild einer Funktion a cos ($ — ),

ihre Ableitung —a sin(? — ) = a cos (19 — o %) ist also ein Stiick derselben Ge-

raden, der auch die Sehne P, P, selbst angehort, und zwar offenbar dasjenige Stiick
010;, das zwischen den beiden auf OP; und OF, senkrechten Fahrstrahlen liegt. Der
Drehung der Sekante in P, aus der Rich-
tung P, P, in die Richtung P, P, entspricht

gemafl Abb. 2 die Strecke 0,0, die auf

dem Fahrstrahl 0Q, durch die Sekanten &
P F, und PP, ausgeschnitten wird. Glei-

cherweise entspricht der Sehne P, P, die -
Strecke OF Oy, und so fort. Die Ortho-
polare des Polygons P, P, P, ist also die

Treppenkurve Q.0,00s.... Der Grenz- s .,
iibergang vom Polygon zur gegebenen RN\
Kurve € des Polarbildes der zu differenti- \\Y"

ierenden Funktion liefert als gesuchte
Orthopolare C” eine Kurve, die die ,, Trep-
penstufen* irgendwie ausmittelt. Bei nicht zu groSen Intervallen P, P,, P, P, wird
es immer genau genug sein, die gesuchte Orthopolare €’ in der Weise vollends aus der
Treppenkurve herzustellen, daf# man deren Strecken 0,0,, 0,0F, 0¥Qs je halbiert
und die Halbierungspunkte durch eine glatte Kurve verbindet. (Man konnte diese
Vorschrift leicht durch eine genauere er-
setzen, die aber wesentlich umstindlicher
wire und kaum Iohnen wiirde, weshalb
wir sie unterdriicken.) Abb. 14 zeigt die
ganze Konstruktion; zu zeichnen sind da-
bei nur die ausgezogenen Strecken und
Kurven, wogegen die gestrichelten Strek-
ken in Wirklichkeit nur durch das An-
legen des Zeichenlineals zu markieren
{(oder schon auf dem Papier vorhanden) N

sind. \\{,

Nfan erkennt Ohne WEiteres’ daB SiCh Abb, 15, Graphische Integration; Sehnenmethode.

diese graphische Differentiation umkehren

148t und dann von dem Polarbild €’ einer Funktion ¢(#) zu deren — durch einen vor-
geschriebenen Punkt P, gehenden — Integralkurve C fiithrt, also zum Polarbild der
Funktion p= f gd?® (mit entsprechend vorgeschricbenem Anfangswert). Abb. 15
zeigt die Konstruktion (wobei die gestrichelten Linien wieder gar nicht wirklich zu
zeichnen sind) : Man unterteilt die gegebene Kurve €’ in einzelne Stiicke 0,05, 0503, - - .,
markiert die zugehorigen Fahrstrahlen (0,0 sowie die gegen diese um einen Rechten
im Uhrzeigersinn gedrehten Fahrstrahlen, deren erster den vorgeschriebenen An-
fangspunkt P der Integralkurve trigt. Dann verbindet man den Halbierungspunkt ¢,
von (30, mit dem Punkt P; und erhdlt so die Sehne P, P, der gesuchten Integral-
kurve, wobei P, auf dem zweiten Fahrstrahl OP, liegt. Weiter verbindet man den-
Halbierungspunkt ¢, von 0,05 mit P, und hat damit die Sehne PyP; der Integral-
kurve. So fortfahrend bekommt man das Polygon P, P, P, . .., dem zuletzt nur noch
die gesuchte Integralkurve umzuschreiben ist (in Abb. 15 der Deutlichkeit halber
nicht durchgefihrt), .

Falls der eine oder andere von zwei Punkten Q;0;,, iiber das Zeichenblatt hinaus
oder gar ins Unendliche fillt, so daBl der Halbierungspunkt ¢; nicht zuginglich ist

Abb, 44, Graphische Differentiation,




oder gar seinen Sinn verliert, so ersetzt man den Strahl P;g; am besten durch die
(stets leicht zu konstruierende) Halbierungslinie des Winkels Q;P;Q;.;.

Man kann dieser Sehinenmethode eine zweite Methode zur Seite stellen, bei welcher
die gesuchte Integralkurve durch ihre Tangenten nebst den Beriihrungspunkten
approximiert wird. Abb. 16 zeigt die Ausfithrung. Nachdem die zu den Unterteilungs-
punkten Qy, 05, 05 ... der Ausgangskurve (' sowic die zu den Bogenmittelpunkten
@1, G2, 93 - . . gehorigen TFahr-
strahlen nebst den gegen sie
um einen Rechten im Uhrzei-
gersinn gedrehten Fahrstrahlen
markiert sind, verbindet man
0, mit dem vorgeschriebenen
Anfangspunkt P, der gesuch-
ten Integralkurve; dann ist
1Py Tangente der gesuchten
Integralkurve und P, ihr Be-
rithrungspunkt. Ist ferner p,

Abb. 16. Graphische Integration; Tangentenmethode. derjenige Punkt dieser Tangen-

te, fir den Op, | Og, steht,

so ist ebenso Qo Tangente der gesuchten Integralkurve, und zwar mit demjenigen
Punkt P, als Beriithrungspunkt, fiir den OP, | OQ, steht. Ist weiter p, derjenige
Punkt der Tangente Opp,, fiir den Op, | Og, steht, so ist Ogp, die nichste Tangente
der Integralkurve mit dem Beriihrungspunkt Py, fiir den OP, | 0Q, steht. So fort-
fahrend erhalt man ein Poly-
gon Py py pypg. .., dem die Inte-
gralkurve vollends in der Weise
einzubeschreiben ist, dafl sie
das Polygon in den Punkten
Py, P,, Py, ... beriihrt. Die Be-
grindung fiir die Richtigkeit
dieser Konstruktion leuchtet
wohl unmittelbar ein (und fiir
die Wahl der Punkte ¢y, ¢,,
gs, ... konnte man auch. hier
wieder leicht genauere, aber
umstidndlichere und kaum loh-
nende Vorschriften aufstellen).
Man sieht, dafi diese Tangen-
tenmethode etwas mehr Zei-
chenarbeit erfordert als die
Sehnenmethode; dafiir liefert
sie aber auch die Berithrungs-

[7em] =02

punkte.
Abb, 17. Polarkurve der Funktion ¢(#) 2= —#-1/2 nebst Konstruktion ihrer H : H
a ¢ Da du? Unepdllchkeltsstel-
Integralkurve und Wert des uneigentlichen Integrals _{; gdd. len der zu integrierenden Funk-
gt :

tion ¢(#) in den Nullpunkt O
ihres Polarbildes fallen, so kann man mit dieser Methode — im Gegensatz zu allen
anderen graphischen Integrationsmethoden — insbesondere auch uneigentliche
Integrale ohne weiteres rein graphisch auswerten. In Abb. 17 ist dies aneinem
Beispiel gezeigt, und zwar an einem solchen, das auch leicht eine rechnerische
Nachpriifung zulidfit, nimlich an der Funktion ¢(#) = — #-8. Aus der Polarkurve ¢’
der Funktion g im Intervall —n/4 <& < +nf4 ist dort die Integralkurve C des (fir

»

?= ——-n/4 veréchwindenden, fiir # =0 uneigentlich werdendeﬁ)_ Integrals p= f qdd

—tl4
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konstruiert. Die Konstruktion verliuft im einzelnen folgendermafien: Man nimmt
auf ¢’ die Punkte @; bis 0, in (abgesehen von Q;0,) ungefdhr gleichen Abstinden an,
sowie die (abgeschitzten) Bogenmitten ¢, bis g4. Weil voraussetzungsgemifl p==0
fiir =-—=/4 sein soll, so liegt der dem Punkt 0, entsprechende Punkt P; der Integral-
kurve im Unendlichen des unter dem Azimut #=—m=/4 durch 0, gezogenen Fahrstrahls,
der zugleich Asymptote der gesuchten Integralkurve ist. Gemif der vorhin entwickel-
ten Sehnenmethode zieht man eine Parallele hierzu durch ¢, sodann Q,0 und dazu
die Normale, dié jene Parallele in dem Punkte P, der gesuchten Integralkurve trifft,
und verbindet P, mit g,. (Weil der Punkt P, in unserer Zeichnung unzuginglich ist,
so beniitzt man zur Auffindung von ¢, P, eine der bekannten Hilfskonstruktionen,
ctwa das Dreieck ¢,4,0, zu welchem an noch zuginglicher Stelle ein dazu dhnliches
und dhnlich gelegenes Dreieck gezeichnet wird, wie in Abb. 17 gestrichelt angedeutet.
Man erkennt zugleich auch, daBl man die beiden ersten Punkte Q; und @, ziemlich
weit auseinanderliegend wéhlen durfte, ohne der Genauigkeit der Integralkurve
Abbruch zu tun.) Weiter zieht man Q30 und senkrecht dazu OP;, wo P, auf ¢, P,
liegt, ferner 0,0 und senkrecht dazu OP,, wo P, auf g3P; liegt, und so fort bis
P,, wobei innerhalb der Zeichengenauigkeit P, mit P zusammenfillt (weil der
Bogen Q¢Q; vom Fahrstrahl #=0 der Kurve €’ nicht mehr zu unterscheiden ist).
Dann stellt der Kehrwert der Strecke OFP, den Wert des uneigentlichen Integrals

0

p(0) = f gd® dar. Die Tatsache, dafl P; und P, recht genau zusammenfallen, 148t
—nl4

vermuten, dafl der gesuchte Wert recht genau getroffen wird. In der Tat ist abzu-

messen OP,=0,782, also p(0)=1,279, wogegen sich berechnet

p(0)=— fo 9-3dp= 3 (21" = 1,277,

—nf4
In Abb. 17 ist die Fortsetzung der Integralkurve fiir das Intervall 0 < < m/4 ohne
Konstruktion hinzugefiigt. Der endlichbleibende Wert des uneigentlichen Integrals
zeigt sich darin, dafl die Spitze der Integralkurve vom Nullpunkt O fernliegt. Bei
einem uneigentlichen Integral, YL

dessen Wert —oo geht, riickt die i
Spitze der Integralkurve in den 57
Nullpunkt. - % P
4. Integration von totalen Diffe- L - %
rentialgleichungen beliebiger Ord- =
nung. Am weitesten -trigt die 4 % ¢
Methode wohl bei der graphischen 3 oy
Behandlung von Differentialglei-
chungen, die von beliebig hoher  2&—77
Ordnung sein diirfen. Die vor- A %
gelegte Gleichung sei aufgelost ? B
nach dem Differentialquotienten o
héchster Ordnung in der Form - fpw
a
pOI(D) = | a

F(@, 5,99y, | O] s PP e o, Dt
und es mége sich um ein Anfangswertproblem handeln, d. h. es sei

P=bto, p'=py, PU=py, - PO N=ppN fiir 8=4, (4)

vorgeschrieben. {.Xbb: 18 zeigt (fiir » = 4) das Prinzip der Losung. Man zeichnet =
unter sich rechtwinklige Fahrstrahlen mit dem Azimut =4, gegen ein rechtwinkliges
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Achsenkreuz 0,AA' A" ... A™, trigt auf ihnen der Reihe nach von O aus die Kehr-
werte von pg, pg, ... Y und zuletzt von dem daraus.berechneten Wert p{=
F (8, p0, 15 - - - pP~Y) auf bis zu den Punkten Py, Fy, ... P, P und zieht den
Polygonzug P{® P{*—1 ... P; P,. Alsdann dreht man alle Fahrstrahlen um den gleichen
(unendlich kleinen) Winkel weiter bis zum Azimut ¢, markiert ihre Schnittpunkte
P, P,... P mit den Polygonseiten Py Py, Fy Fy', ... Bi*~1) P, berechnet aus
den Kehrwer’cen b1, Py - PUTY der Strecken OPl,OPl' L. OP(”_” den Wert
P =F (9, p1, p1, - p‘“"‘)) tragt den Kehrwert hiervon als Strccke O P auf dem
letaten Fahrstrahl auf und zieht den Polygonzug PM PP ... P/ A. In gleicher
Weise schreitet man von diesem Polygonzug zu den nachsten Punkten P2, p,...pFN

Abb. 19, Schema der Integration der Differentialgleichung #’*’* = F (8, p, 9, ’’, #'"’) nach der Sehnenmethode.

und P{ fort, usw, Dann stellt offensichtlich die Punktfolge (Kurve)
Py,PP,... das Polarbild der gesuchten Lésung p(#) der Differential-
gleichung dar [ebenso die Punktfolge P, P| P, ... das Polarbild von p’ (#), die Punkt-
folge Py’ P/’ Py’ ... dasjenige von p" (&) usw.].

Bei der wirklichen Durchfithrung wird man natiirlich wieder die Sehnen- oder die
Tangentenmethode beniitzen, wie dies Abb. 19 schematisch fiir die Sehnenmethode
(und n= 4) zeigt. Nachdem der Polygonzug Py Py P(”—l) P{™ gezeichnet ist, auf
dem das weitergedrehte Fahrstrahlkreuz die jetzt “mit Ql, i, ... 0" bezeichneten
Punkte liefert, markiert man die Mittelpunkte pj, py,...p0" ™ der Strecken
B0, POy, . .. w00 und zieht ) Py, py B, , ... p—9 PP, womit die Schnitt-
punkte B, P/, ... P % mit dem gedrehten Fahrstrahlkreuz gefunden sind. Um
auch P{"~Y zu finden, berechnet man die Lage des Punktes P in erster Niherung

aus P, P/,...P"® und Q¢ (statt P Y) und verbindet die Mitte p{ wvon
PM p# mit PV, Dies liefert P" in erster Ndherung. Nun berechnet man P
in zweiter Naherung aus P, Py, ... P{*® und der gefundenen ersten Niherung von

P{*=1 und wiederholt, wenn notlg, mit dem verbesserten Punkt P die Konstruktion
blS zu einer zweiten Naherung von P*~V usw. Inder Regel wird schon die erste Ndhe-
rung vollig ausreichen.. [Wenn sich die Punkte 0% und P{ fir irgendeinen Zeiger
i(=1, 2,...n—1) schr erheblich unterscheiden, so daf} p‘l") merklich verschieden
vom Mittelpunkt der Strecke P{) P ist, so wird man natiirlich nachtraglich die Kon-
struktion verbessern, indem man statt des ungenauen Punktes p{ den Mittelpunkt
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von P{) P verwendet, und nachpriifen, ob dies einen merklichen EinfluB auf die
Berechnung des Punktes P ausiibt.] In Abb. 19 ist ganz entsprechend auch noch
der nichste Schritt gezeichnet, der zu den Punkten P,, £, ... P{ fithrt. Das so
gefundene Polygon P A F,... besteht dann aus lauter Sehnen der Polarlinie der
Funktion p{8), die damlt graphlsch ermittelt ist; die weiteren Polygone P P| P; .

Py P'P; ... usw. sind die Sehnen der Polarhnlen von p’ (#), p"(9) usw.

~ Man kann vom zweiten Schritt an auch so vorgehen, dal man (anstatt in erster
Néherung mit 9§~ statt P{*") zu rechnen) den Punkt p{” schitzungsweisc annimmt,
etwa in der Verlingerung von B P und etwa mit P p{" = pMP™ dann der
Reihe nach p{" P, p‘"—l’P(”“2) . pa P, zieht und mit den damit gefundenen
Punkten Py P=2 . P, den Punkt P berechnet und nachprift, ob p{ der
Mittelpunkt von P{”) Pz‘”’ ist. Wenn nicht, so wiederholt man die Konstruktion und
die Rechnung mit dem verbesserten Punkt p{”, usw. In manchen Fillen fithrt dic so
definierte Iteration sogar rascher zum Ziel als die vorige.

Falls cinzelne Punkte tiber das Blatt hinaus oder ins Unendliche fallen, so nimmt
man, wie schon oben erdrtert, statt der Verbindungslinie mit dem etwa unzuga,nghch
gewordenen Halbxerungspunkt py die entsprechende Winkelhalbierende. Noch ge-
nauer ist es, wenn man an solchen Stellen nach der Tangentenmethode (statt nach
der Schnenmethode) verfihrt, bei der man im Grunde genommen die Halbierungs-
punkte (g; in Abb. 16) gar nicht braucht (sondern durch die nahezu auf den Winkel-
halbierungslinien liegenden Punkte p; in Abb. 16 ersetzen kann).

5. Beispiele. Als erstes Beispiel wihlen wir die Bestimmung der Hingekurve
eines Kabels, das zwischen der Spannweite 2/ sein eigenes Gewicht ¢, (je Lingen-
einheit des Kabels) sowie cine zusitzliche Hingelast ¢, (je Lingeneinheit der waage-
rechten Projektion) bei einer waagerechten Kabelzugkomponente H tragen soll. In
einem (x,y)-System mit waagerechter x-Achse und lotrechter y-Achse lautet die
Differentialgleichung der Hingekurve

a
HE% =gt o)/t +(22). (s)
Sie geht mit
2 =2 24! — 24!
= i, y="lp, a==2, b= (6)

in die dimensionslose Form
a2 dp\2
et Y1+ (3 7
iiber, die wir fiir e = § = 0,5 behandeln wollen. Wir haben es also mit der Differential-
gleichung

2p =1 L YT (8)
zu tun und schreiben fiir die Seilmitte x=0 vor

(d. h. waagerechten Verlauf in der Hohe y== 2 l),‘ somit
p=1, p'=0 fir #=0. (10)

In Abb 20 ist die graphische Integration mit samtlichen Konstruktionslinien
wiedergegeben, ausgenommen die Hilfslinien zur Erfassung der unzuginglichen Punkte
Py, 0; und P;. Fir die beiden ersten Intervalle ist die Tangentenmethode beniitzt
(da die Halblerungspunkte p} und p, unzuginglich sind). Die Bezeichnung der ein-
zelnen Punkte ist durchweg nach dem Muster der schematischen Abb. 19 gewahlt
so dafl die Konstruktion sich von selbst erklirt. Rechts oben in Abb. 20 ist in den
Koordinaten x/f und y/l die rechte Halfte der gefundenen Hingekurve mafBstiblich

28
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dargestellt. (Sie liegt, wie zu erwarten, zwischen der Parabel und der Kettenlinie,
die man mit lotrechten Achsen durch den tiefsten und héchsten Punkt der gefundenen

6'91}’11 ﬁﬁ: . ﬁ; o _;_ '51
g -'
o5t
y
41
x
I {
4 a5 b4
N
,\
' =15 3
N A [ ;
W <SSP g
o
v A (A
A p; 7 2 4
2\
P frem] =gz

' P7 B P e
Abb. 20, Integration der Hingekurve 29 =1 + J1 + p' 5

Kurve legen konnte.) Bei den Punkten P}’ geniigte in diesem Beispiel stets die zweite
Néherung (schon die erste lag nirgends um mehr als 0,3 mm von der zweiten ent-
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fernt und ist in Abb. 20 nirgends besonders markiert). Die ganze Konstruktion er-
fordert cinschliefilich der nétigen Zwischenrechnungen (mit Rechenschieber) nicht
viel mehr als eine Arbeitsstunde.

Das zweite Beispiel?® betrifft cine Differentialgleichung dritter Ordnung mit
zweiseitigen Randbedingungen, wie sie bei der Biegung rotierender Dampf-
turbinenscheiben beliebig vorgegebenen Profils unter dem Einflu von Axial-
kriften und Randmomenten auftritt. Die Durchbiegung # der Mittelebene gehorcht

hierbei der Gleichung 2
2" +a(r) " +b(r)d +c(r)=0; ; (11)

dabei bedeuten Striche Ableitungen nach dem (von der Drehachse aus gerechneten)
Fahrstrahl 7, und a, &, ¢ sind bekannte Funktionen von 7, namlich

a(r)=(1+3rZ),

—_ 3 ¥ 1 m:—1 ¢
br)= my 7_72—-—“127;';2E' y—;’ (12)
me—1 1
cy=12 0t T

und zwar ist # (=10/3) die Querdehnungszahl, E(=2,15 - 10% kg/cm?) der Elastizitits-
modul, y(r) das Scheibenprofil, o,(r) die Flichkraftspannung und 7, (r) die (mittlere)
axiale Schubspannung des Querschnitts . Das gewihlte Profil y(r) sowie die zu
o = 100 7 sek~? (entsprechend 3000 Uml/min) gehérige (durch eine Voraufgabe be-
stimmte) Flichkraftspannung o, ist in Abb. 21 links oben angegeben, ebenso die Schub-
spannung 7, (die sich aus Dampfkraft K4, Dampfiiberdruck und Scheibenprofil elemen-
tar ergibt). Die Randbedingungen sind ‘

=0, =0 fur Innenrand r=7,,
7 z’ _ mP—1 Uga - . _ . (1 3)
gt =2 AE Ty fir Auflenrand r=r,; ]

dabei ist of, die Biegespannung am Auflenrand (die sich aus den in Abb. 21 links
cingetragenen Groflen a,, a4, ¢, K4 und F, wo F die Fliehkraft der Beschaufelung
ist, ebenfalls elementar ergibt).

Man kann die Losung von (11) mit zwei noch offenen Beiwerten 4, 4, ansetzen zu

a=Ay+ Ay 7 +7, (14)

wobei 2, ein Integral der verkiirzten Gleichung (11) [mit ¢(r)=0] und # ein Integral
der unverkiirzten Gleichung (11) ist, und zwar sollen z; und % solche Integrale sein,
die mit willkiirlichen Anfangswerten , (ro), 2(ro), 27 (o), " (#o), jedoch 2, (ry) = &’ (re) =0
gebildet sind. In der Tat liefern dann dic erste und dritte der Randbedingungen (13)
in der Form

Ag+A; 2y (rg) +5(rg) =0

A, [2’1' (7a) + %’;"‘Z—] - [g’f (7’a) + #(va) _3B

n v,

(15)

zwei Gleichungen zur Bestimmung von A, und 4,, wihrend die zweite Randbedingung
(13) von selbst erfiillt ist. Die Aufgabe ist demnach als gelost anzuschen, sobald man
den Verlauf der Losungen 2, und % und insbesondere die Werte 2, (r,), 2/ (7.), &' (7a),
2"’ (rs) gefunden hat.

Um dies mit der neuen Methode durchzufiihren, bentitzt man die dimensionslosen
Verdnderlichen und Koeffizienten
4.7 =2 a=2%,0), ﬁs(iﬁ)zb(r), yz(i’i)si(.’l, (16)

2 7’ Zo ' n . T . T 2

! Bei der Durchfiihrung dieses und der folgenden Beispiele hat mich Herr H. Kauderer
in sehr wirksamer Weise unterstiitzt.
* Vgl. C. B. Biezeno u. R. Grammel, Technische Dynamik, S.683f. Berlin 1939.
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worin 2z, eine geeignete Lange ist, und hat; dann statt (11)

P bap! 4By Ly=0; (17)
hier bedeuten Striche nun Ableitungen nach 4. Zum Innenrand_?’:ro gehort (wenn
wir in Neugrad rechnen) das Argument d,= g-%(:zog), zum Auflenrand r=v,

das Argument & -:-—723 (=100¢). Lost man (15) nach A4, und 4; auf und bildet damit

nach (14) die allein wichtige Durchbiegung z(r,) des Aufienrandes, so findet man,
wenn man alles in p umschreibt,

z(ra) =2 {ﬁ (By) — P (G) + 4y [1 (B1) — 1 (196)]}
B— [0+ 7' (9)] (18)

mit

2
7% 2,
Ay =-"7°

B(By) + o ()

In Abb. 21 ist mit &=1 mm und den graphisch gegebenen Koeffizienten a (), b(7),
¢{r) sowie den Anfangswerten p (&) = 0,500, p'(Fy) = 0, p" (¥} = 0,100 die Losung
der unverkiirzten Gleichung (17) nach dem Sehnenverfahren durchgezeichnet; das
Ergebnis ist § () = 1,250, §' (#) = 2,597, p”' (&)= 4,717. In gleicher Weise ist —
hier nicht wiedergegeben — die verkiirzte Gleichung (17) mit den Anfangswerten
Pr(By) = 0,500, £} (8) = 0, Py (Bp) = 0,100 gelvst, wobei sich py (8) = 1,358, ) (8) =
2,076, py(8)= 5,556 crgab. Setzt man die gefundenen und dic gegebenen Werte
in (18) cin, so kommt als Randdurchbicgung der Scheibe

5(rs) = (0,0196 + 0,401 - 1073 6% ) mm  [o?, in kg/cm?).

Das erste Glied stellt den (ziemlich geringen) Einflufl der Schubspannungen dar, das
zweite den der Biegespannung 6%, am Rand. Da diese bei einer solchen Scheibe recht
wohl 300 kg/em? betragen kann, so hat man also Durchbiegungen von rund 0,14 mm
zu erwarten.

Das dritte Beispicl soll zeigen, wie man die allgemeine Losung des Problems
der biegesteifen rotationssymmetrisch gestalteten und belasteten Schale mit dieser
Methode verhdltnismafBig schnell finden kann. Es ist bekannt, dafl man das Problem
beherrscht, sobald je vier linear unabhéngige Integrale zweier Differentialgleichungen
vierter Ordnung hergestellt sind1. Fiir Schalen mit unverinderlicher Wandstarke %
lautet die erste dieser beiden Differentialgleichungen ‘

L*L*(U) 4 1(8) 5 + 12 +g(#)] U=0 (19)

mit dem Differentialausdruck

L*=a(9) 2 1 b(8) 4 o), (20)

wobei a, b, ¢, {, g und p? gegebene Funktionen des (als unabhingiger Verdanderlichen
beniitzten) Winkels ¢ zwischen der Meridiankurventangente und der Symmetrie-
achse der Schale sind, nimlich

a@ =8, p)=L (L) s Bogs, o)=L

g 0y A% \ o, et @s :
10) = o) g5 () 8@ = [e gel(g) o L 1 e
s 12 m2—1 i
W= T T omEgl

! Vgl C. B. Biezeno u. R, Grammel, Technische Dynamik, S.494f. Berlin 1939.
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hicrin bedeutet m (=10/3) die Querdehnungszahl, g, den Kriimmungshalbmesser der
Meridiankurve und g4 den Abschnitt auf der Meridiannormale zwischen Meridian-
kurve und Symmetricachse. Die zweite Differentialgleichung — fiir cine Verdnder-
liche y — geht aus (19) hervor, indem man f und g durch —/ und —g ersetzt, und
fiir veranderliche Wandstirke % wiren beide Gleichungen nur wenig umstdndlicher
und koénnten ebenfalls ganz nach dem folgenden Muster behandelt werden. Aus
den acht Integralen U und y und ihren Ableitungen d U/d#® und dx/d# (nebst gewissen
in der Regel leicht — eventuell ebenfalls mit dieser Methode — zu findenden Parti-
kuldrlésungen der nichthomogenen Gleichungen fir U und y) sowic aus den vor-
geschrisbenen Randbedingungen folgen alle Spannungen in be-

kannter, elementarer Weise, so dafl cs geniigt, die Herleitung pes
cincs dieser Integrale zu zeigen.

leridiankurve
der Schale

Abb. 22, Integration der Schalengleichung fGr einen Kesselboden.
/'f‘a"

Dies ist in Abb. 22 fiir den dort links unten im Meridianschnitt angegebenen Kessel-
boden geschehen. Der Boden ist gestaltet nach der Vorschrift, dafl durchweg g,:0,
=1:5 und dafl g,= 4 & fiir ¢ = 90° sein soll. Die Differentialgleichung vierter Ord-
nung {19) ist zerlegt in die zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung

) =22 +59 1 U, (22)
27 % U
DL e A e+ % a1 U], (23)

welche ein gekoppeltes System bilden, zu dessen Loésung eine U- und eine L*-Ebene
nebeneinander verwendet werden. Die Konstruktion ist in leicht verstindlicher Weise
mit &= 90° beginnend bis zu &= 5° durchgefiithrt (also diesmal im Gegensatz zu
bisher von grofieren zu kleineren Argumenten ¢ fortschreitend), und zwar mit den
Anfangswerten
dU
U=O,2, . 71—9—:

42U dL* oo
S =10, Sa-=1,0 fir 6=090°

Es ergab sich dabei als zweckmifig, statt des Kehrwertes von U den Kehrwert von
U 4+ 1 aufzutragen und statt des Kehrwertes von L* denjenigen von L*—2., Der

”—0151
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Abb. 23. Integration der ballistischen Glejchungen eines Ferngeschosses.
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crste Schritt des Verfahrens geschieht in der Weise, daf} fiir # = 90° die zu U, dU/d¥9
und 42 U[d9? gehbrigen Punkte in der U:Ebene markiert werden, dafl ferner aus (22)
der zugehorige Wert L*, aus (23) der zugehorige Wert d2L*/d9? berechnet wird, und
daf} dann die zu L* dL*/d® und d2L*/d92 gehorigen Punkte in der L*.Ebene mar-
kiert und die beiden entsprechenden Polygonziige gezeichnet werden. Die Drehung
der beiden Achsenkreuze um A# = —10° liefert — hier wieder mit dem Sehnen-
verfahren — die erste Naherung der nichsten Werte von U, dU/dd, L* dL*/d$ und
daraus zufolge (22) und (23) diejenigen von d2U/d9? und d2L*/d9? nebst ihrer ct-
waigen Verbesserung, die man in der frither beschriecbenen Weise crhédlt. Das End-
crgebnis ist in Gestalt der Kurven U (#) und d U/d# in Abb. 22 iiber cincr Abszisse &
dargestellt. '

Das vicrte Beispiel betrifft ebenfalls cin gekoppeltes System von zwei Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung, namlich die Ermittlung der Bahn und Geschwin-
digkeit cines Ferngeschosses. Am gecignetsten erweisen sich hier die Differential-
gleichungen der Bewegung in kartesischen Koordinaten mit waagerechter x- und
lotrechter y-Achse, also

552‘—1?)(}/,7)) ';.;_v ' ; :—w<y,l’)%“g(}’> (24)
Dabei bedeuten die Punkte Ableitungen nach der Zeit; g ist die (von der Hohe y nur
schwach abhangige) Schwerebeschleunigung und v = /42 4- 32 die Geschofigeschwin-
digkeit. Der auf die Massencinheit bezogene Luftwiderstand w ist mit der Geschwin-

digkeit v, dem Kaliber 2R, .dem Geschofigewicht G, den Luftdichten dg und 6, fiir
y=0 und y verbunden durch die Formel

Riq .
w20 g (y) 6,02 K (2), (25)

wobei K (v) cine bekannte Funktion von v bedeutet!l. Die Luftdichte 4, ist als
Funktion der Hohe ebenfalls bekannt.

vy
mfsek| km,
1500~ S0
v k4
1000t 20)-
500'— 7w
gL 1 1 ! J i 1 ! I L X
4 7 20 37 40 50 80 ¥4 &0 Jo0Km,

- Abb, 24, SchuBbahn und Geschwindigkeit,

Im vorliegenden Fall ist ein Ferngeschofi vom Kaliber 2R = 21 cm und vom
Gewicht G = 120kg gewahlt und als Anfangsgeschwindigkeit bei der Elevation
w=50° der Wert vy= 1700 m/sek. Abb. 23 zeigt die graphische Integration des
Systems (24) in einer x- und einer y-Ebene. Die Lingeneinheit betrigt 50 km, die Zeit- -
cinheit (100/%) sek; die den einzelnen Punkten beigeschriebenen Ziffern bedeuten die
Zeiten in sek. Als Schrittlingen sind anfanglich 2,5 sck, spiter 5sek genommen,

1 Vgl..C. Cranz, Lehrbuch der Ballistik, Bd. 1, S. 60, 5. Aufl., Berlin 1925. Aus bestimmten
Griinden sind die dort angegebenen Werte hier noch mit 0,7 multipliziert.
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und es ist bei der Konstruktion wiederholt davon Gebrauch gemacht, daff man zu
x und y nach Belieben additive Festwerte hinzufiigen darf; auch hat es sich als
zweckma fig erwiesen, bei der 15. Sckunde den Mafistab im Verhiltnis 5:2 zu dndern.
Im einzelnen bedarf dic Konstruktion keincr weiteren Erklarung, da sie — nach dem
Sehnenverfahren — in der friither geschilderten Weise durchgefiihrt ist. Dic Genauig-
keit reicht praktisch vollig aus, weil ja doch die nicht erfaBlbaren Stérungen infolge
atmosphérischer Einflisse (Wind usw.) weit grofler sind als dic Ungenauigkeiten der
Zeichnung (die natiirlich im Original viel gréfier durchgefiihrt worden ist).

Das Ergebnis zeigt Abb. 24. Die SchuBlhéhe betrdgt 29,6 km, dic Schuflweite
86,35 km, die SchuBzeit 155,75 sek. Die ebenfalls tiber » aufgetragene Geschwindig-
keit v 14t erkennen, dafl das Geschofl beim Aufsteigen in der Troposphire rasch
abgebremst wird, dann aber seine Geschwindigkeit von rund 600700 m/sek in der
Stratosphire auflerordentlich lang beibehilt. Dies erklirt die grofie SchuBweite. In
der Stratosphire unterscheidet sich die Schufibahn nicht merklich von einer Parabel.

o
(Eingegangen am 22. Juli 1939.)

Ausbildung eines Wirbels an der Kante einer Platte’.
Von Leo Anton in Berlin-Griinau.

I. Einleitung. Bewegt man cine Platte aus der Ruhe heraus quer zu ihrer Breite
durch eine ruhende Flissigkeit, so bildet sich bei Beginn der Bewegung an jeder
Kante ein kléiner Wirbel, der durch stetiges Hinzuflielen ncuer Fliissigkeitsteile sich
vergrofiert und in die Stromung hineinwichst. Bei scnkrechter Plattenstromung ist
zu Beginn der Flissigkeitsbewegung dic Lage der bé¢iden Wirbel symmetrisch. In
einem spiteren Entwicklungszustand ist sie, wic v. Kdrman nachgewiesen hat, labil.
Es entstehen sodann am oberen und unteren Plattencnde abwechselnd neue Wirbel,
dic sich hinter der Platte in einer bestimmten Weise gruppieren (Kdrménsche Wirbel-
straﬁe)

Im folgenden soll der soeben geschilderte Stromungsbegmn fur die scnkrccht
angestromte Platte, wo also Stromrichtung und Plattc einen rechten Winkel mit-
cinander bilden, behandelt werden. Da in diesem Falle die Wirbel spiegelbildlich
zueinander liegen, beschridnkt sich unsere Untersuchung auf dic Ausbildung und das
Anwachsen eines Wirbels an einer Plattenkante. Die Platte denken wir uns durch
einen plotzlichen Stofl in Bewegung gesctzt und dann gleichférmig, d. h. mit kon-
stanter Geschwindigkeit, Weiterbewcgt Fiir ein mit der Platte mitbewegtes Bewegungs-
system soll also die Geschwindigkeit im Unendlichen wihrend des Strémungsverlaufes
unverdnderlich bleiben. Auflerdem mbge dic Platte seitlich unendlich lang ausgedehnt
sein, so dafl wir cinen cbenen, nicht stationdren Strémungsvorgang haben.

Die Lésung des Problems wird wesentlich erleichtert durch Vernachlasmgung der
Reibung. Dies ist zuldssig, da die Relbung der meisten in Frage kommenden Fliissig-
keiten sehr klein ist. Wir legen daher eine ideale Fluss:gkelt bei der also die Z&higkeit
Null ist, zugrunde und verlangen ferner von ihr, dafl sie homogen und unzusammen-
druckbar ist. In dieser Fliissigkeit ist dann dle beschriebene Stromung aufzufassen
als cine Potentialstrémung mit freien, auf einer Unstetigkeitsflache einer sog. Wirbel-
fliche, verteilten Wirbeln. Das Geschwmdlgkcxtsfeld einer solchen Strémung ist ein-
deutlg bestimmt " durch die ‘Geschwindigkeit im Unendlichen und durch die Form
und Wirbelbelegung dieser Fliche.

1 Gottinger Dissertation.



