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Turbulente Str6mungen zwischen zwei rotierenden 
konaxialen Zylindern. 
Von F. Wendt in Clausthal. 

I. Einleitung. 
Die turbulente Bewegungsform einer Flfissigkeit ist dadurch gekennzeichnet, dal~ 

die Geschwindigkeit an jeder Stelle zeitlichen Schwankungen sowohl bezfiglich ihrer 
Richtung als auch ihrer Gr613e unterworfen ist. Bei der gew6hnlichen Turbulenz, d .h .  
bei der im Mittel geradlinigen Bewegung einer homogenen Flfissigkeit sind die Quer- 
komponenten,  wenn man y o n  der unmit telbaren Wandn~he absieht, allein durch die 
Schwankungen in der Hauptbewegungsrichtung bedingt. Es gibt aber Str6mungen, b e i  
denen gewissermal3en von auBen eingeprggte Krgfte die Querbewegung der einzelnen 
Flfissigkeitsteilchen beeinflussen. Die physikalische Na tur  eines solehen quer zur Haup t -  
richtung wirkenden Kraf t fe ldes  kann - -  wenn man einmal von nichtmechanischen 
Krgften absieht - -  yon zweierlei Art sein. H a t  man  z. B. die Str6mung einer inhomo- 
genen Fliissigkeit, deren Dichte eine Funkt ion der H6he ist, in einer horizontalen Rich- 
tung im Schwerefeld, so iiuBern sich die Querkr~fte als Auftriebskriffte 1. N immt  die 
Dichte mit  der H6he ab, so ist die Schichtung stabil, sie wirkt dem turbulenten Aus- 
tausch entgegen. Die stabilisierenden Kr~tffe k6nnen dabei so groB werden, dab sie die 
Turbulenz ganz ausl6schen. Eine Zunahme der Dichte mit  der H6he ergibt eine in- 
stabile Schichtung und damit  verst~trkte Turbulenz. 

Ahnlich verh~ilt sich die Bewegung einer homogenen Iqfissigkeit in gekrfilnm~er Bahn, 
wobei die Schichtung durch die Zentrifugalkriifte erzeugt wird. In  der vorliegenden 
Arbeit wird der einfachste Fall dieser Art, die ebene Str6mung in konzentrischen Kreisen 
experimentell  untersucht. Der erste Versuch einer Theorie fiir diesen Fall, und zwar 
ffir die ausgebildete Turbulenz, s t ammt  yon L. Prandtl 2, der unter Benutzung seines 
allgemeinen Ansatzes fiber#~len sog. Mischungsweg dutch eine Energiebetrachtung einen 
Einblick in die Verhfiltnisse zu gewinnen sucht. I m  ersten Tell dieser Arbeit wird die 
ausgebildete Turbulenz untersucht,  um die Ergebnisse der Prandtlschen Arbeit zu priifen. 
Der zweite Tell bringt Beobachtungen fiber kritische Reynoldssche Zahlen, und zwar 
sowohl ffir instabile als auch ffir stabile Sehichtung der Flfissigkeit. Diesbezfigliche 
theoretische Arbeiten s tammen yon G. I. Taylor a und H. Schlichting 4. 

Ii. VersuchseinricMung. 
Die Flfissigkeit ~ es wurde, im ersten Teil der Arbeit, reines Wasser verwendet,  

sp/iter auch Wasser-Glyzerinmischungen - -  befindet sieh zwischen zwei konaxialen 
Zylindern, die unabh~tngig voneinander jeder mit  einer eigenen Drehzahl angetrieben 
werden k6nnen. Der Appara t  besteht aus einem Augen- und einem Innenzylinder, die 
beide auf einer gemeinsamen, in ihrer Mitte durchbohrten Grundplat te  festgel6tet sind 

1 z. B. Temperaturschichtung str6mender Luft, siehe L. F. Richardson, Proc. Roy. Soc., Lond. 
97 (I920) S. 354; Philos. Mag. (6) 49 (1925) S. 8I. L. Prandtl, Vortr. a. d. Gcb. d. Aerodyn. Aachen 
1929, S. 1. 

2 L. Prandtl, a . a .O .S .  4. 
s G. I. Taylor, Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 223 (1923) S. 289. 
4 H. Schlichting, Nachr. Ges. Wiss. G6ttingen, Math.-Phys. Klasse 1932 S. 16o. 
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und so ein GefAl3 yon Kreisringquerschnitt  bilden (Abb. I). In dieses Gef~B tauchen 
yon oben zwei Zylinder ein, yon denen der eine z 1 auf der Mittelachse befestigt, der 
andere z 2 in der aus der Figur ersiehtlichen Weise gegentiber z 1 drehbar gelagert ist. 
Die oberen und die unteren Lager der beideli Zylfi}der Z und za sind durch d r d  auf der 
Tischplatte befestigte S~ulen miteinander zu einem festen Gestell verbunden. S und s 
sind die Antriebsscheiben des ~tuJ3eren hzw. des inneren Zylinders. Die zu untersuchende 
Str6mung spielt sich in dem Raum zwischen dell heiden Zytindern Z und zo ab. In  diesem 
Raum befinden sich die beiden Drucksonden, ein gew6hnliches Pi totrohr  zur Messung 
des Gesamtdrucks vom Durchmesser d = o,8 m m  und eine statische Sonde d = 1,2 m m  
mit  einem Kranz yon ftinf seitlichen L6chern. Sie sind an zwei diametral liegenden Stellen 

am RuBeren Zylinder angebracht  etwa 
in seiner halben t t6he  (H = 58 cm, 
h = 25 cm). Die Verstellung der Son- 
den geschieht durch eine Schrauben- 
spindel, die yon auBen her durch ein 
Handrgdchen gedreht wird. Durch eine 
Zahnradiibersetzung werden die Um- 
drehungen der Spindel auf einen ZXh- 
ler iibertragen, und zwar in der Weise, 
dab jede volle Umdrehung des Zfihlers 
eine radiale Versehiebung der Sonde 
um I m m  bedeutet.  Auf3er diesen bei- 
den Sonden ist noch in derselben H6he, 
um 9 ~ versetzt, eine Wandanbohrung 
vorhanden. Von den drei MeBstellen 
fiihren Leitungen an der Wand des 
Aul3enzylinders entlang senkrecht nach 
oben. Die zu messenden Drucke werden 
in einen eisernen Topf weitergeleitet, 
der bis etwa zur H~ilfte mit  Queck- 
silber gefiillt ist zum Absperren gegen 
den ~iutterei1 Atmosph~irendruck. In  das 
dreiarmige St/ick, welches das obere 
Lager tr~igt, sind drei zylindrische 
W~inde luftdicht eingel6tet, die in dem 
Quecksilbertopf zwei Kammern  bilden. 
Von hier aus ftihren Druckleitungen 

Abb. t. Schnittzeichnung des Versuchsapparats. nach aul3en zum Manometer. Dieses, ein 
gewShnliches U-Rohrmanometer ,  ist 

ebenso wie der Apparat  mit  Wasser gefiiilt und enth51t in seinem oberen Tell Luft, so dab 
die Drucke in cm-Wassers~tule gemessen werden. Zur Messung der Geschwindigkeitsver- 
teilung werden die beiden Sonden an den Quecksilbertopf angesehlossen. Die Verteilung 
des statischen Druckes erh~tlt man, wenn man Wandanbohrung mad statische Sonde gegen- 
einanderschaltet. Zur Festlegung des Koordinatensystems geht man yon einer Stellung 
aus, bei der die Sonden eine der beiden Zylinderw~nde gerade beriihren. Einer Beriihrung 
der AuBenwand entspricht z. B. die Koordinate r = r~ - �89 d (d Sondendurchmesser). 

Die doppelte Ausftihrung des inneren Zylinders gestat tet  eine Messung des Dreh- 
momentes,  das yon dem ~uBeren Zylinder Z dutch die Flfissigkeit hindurch auf den 
inneren Zylinder za tibertragen wird. Die beiden Zylinder z 1 und z~ werden durch eine 
geeichte Feder zu einem Anschlag gezogen. Die Anordnung der Feder ist aus Abb. 2 
zu ersehen. Das auf dem Zylinder z2 befestigte Joch J tr~gt ein Schneidenlager zur Aug  
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nahme des einen Endes der Feder. Das andere Ende der Feder kann vermittels einer 
an dem Ring R gelagerten, und damit auf z 1 festen Spindel verschoben werden. Die 
Spindelmutter besitzt eine Marke, deren Stellung auf der darfiber befindlichen Skala 
ein Mal] ftir die Federspannung gibt. Der Ausschlag des Stifles St ist durch zwei Platin- 
kontakte begrenzt, die in zwei verschiedenen Stromkreisen liegen (Abb. 3). Es sei der 
Stromkreis i~ geschlossen, d. h. die Lampe gl brennt. Wird nun das Reibungsmoment 

Abb. ~. Federwaage zur Messung des Widerstandes. Abb. 3. Schaltschema zur Widerstandsmessung. 

der Flfissigkeit bei einer bestimmten Umdrehungszahl des Apparates so grol3, dab die 
beiden Zylinder zl und z 2 sich gegeneinander verschieben, so wird der Strom unter- 
brochen, die Lampe gl erlischt. D a n n  ist das Reibungsmoment gerade gleich dem ein- 
gestellten Federmoment.  Wird die Drehzahl welter gesteigert, so w/ichst damit auch 
das Reibungsmoment. Der Kontaktst i f t  sch]~gt auf der gegenfiberliegenden Seite an 
und schlieBt den Stromkreis i 2, d. h. beide .Lampen gl und ga leuchten auf. Wegen tier 

Abb. 4. Gesamtansicht der Versuchseinrlchtung. 

Hintereinanderschaltung leuchtet gl jetzt  schw~cher als beim anderen Kontakt,  so dab 
man auch ohne Beobachtung von g~ das Vorzeichen der Gleichgewichtsst6rung erkennen 
kann. --- Die Stromzuleitung erfolgt durch die Achse des inneren Zylinders (Abb. I), 
die in einen Quecksilbernapf eintaucht, von der iibrigen Apparatur  is01iert, zu den Platin- 
spitzen. Die Ableitung geht durch das Gestell und das Lager. Zur Messung der Reibungs- 
momente wurden je nach ihrer Gr6Benordnung verschieden starke Federn benutzt.  

Der Antrieb der Zylinder erfolgt durch einen Motor mit Vorgelege (Abb. 4)- Ffir 
dieses Vorgelege stand ein Satz yon zehn Scheiben mit verschiedenen Radien yon 8,00 
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bis 1,33 cm zur Verfiigung, so daIt das Verhfiltnis der Drehzahlen des ~uBeren und des 
inneren Zylinder s stufenweise ge~tndert werden, konnte. Ftir den inneren Zylinder z2, 
der ausgewechselt werden konnte, waren drei verschiedene Zylinder vorgesehen mit 
den Radien : 

r~ = IO,OO cm; 12,5o cm; 13,75 cm. 

Der Radius des /iuBeren Zylinders war stets 

ra = 14,7o cm.  

Es wurde also die Str6mung bei folgenden Spaltweiten untersucht:  

ra -- r,. = 4,7o,cm; 2,2o cm; o,95 cm.  

Der Apparat war stets bis zu einer H6he von etwa 40 cm, vom Boden des Gef~iBes aus 
gemessen, mit Fltissigkeit geftillt. 

II!. Versuche. 
Bei den Geschwindigkeits- und Druckmessungen war es leider nicht m6glich, w~thrend 

der Rotation des Zylinders die Sonden yon einem MeBpunkt zum nAchsten nachzustellen. 
Eine ffir diesen Zweck bestimmte Vorrichtung Melt den bei hOheren Tourenzahlen der 
Zylinder auftretenden KrAften nicht stand. Daher muBte, abgesehen yon dem Sonder- 
fall des stillstehenden /iugeren Zylinders, nach jeder Einzelmessung der Apparat  zum 
Stillstand gebracht werden. Das Manometer zeigte erst nach mehreren Minuten einen 
konstanten Endwert  an; so ]ange brauchte die Flfissigkeit, his sie im Mittel s tat ioner 
geworden war. Ferner bewirkt der enge Querschnitt der Sonden eine betr~chtliche Ein- 
stellzeit des Manometers. 

Die Messungen liefern zun/ichst nur die Werte der Geschwindigkeit relativ zu den 
Sonden. Daraus ergibt s ich die Geschwindigkeit ftir einen nicht mitrotierenden Beob- 
achter als die Summe bzw. Differenz aus der Eigengesehwindigkeit der Sonden und 
der gemessenen Geschwindigkeit, je nachdem ob die Fliissigkeit die Sonde, oder die 
Sonde die Fltissigkeit iiberholt: 

~ ~" fD a 4 "  q,I, r e l a f i  v 

(m a Winkelgeschwindigkeit des iiuBeren Zylinders, r jeweiliger Radius, auf dem sich 
die Sonden befinden). Der Drehsinn des ~iuBeren Zylinders mug selbstverst~indlich so 
gewiihlt werden, dab das Pitotrohr mit seiner Offnung der Richtung der Geschwindig- 
keit relafiv zum Rohr zugekehrt ist. Bei der Messung des statischen Druckes ist der 
Drehsinn ohne EinfluB, doch wird man ihn zweckm~iBig auch hier wie oben wahlen, da 
sonst die St6rung dutch den eigenen Schaft der Sonde in die Messung eingeht. Die MeB- 
werte der GeschwindigkeitshOhen sind noch mit einer Korrektion I zu versehen. Diese 
ergibt sich daraus, dab die beiden Stellen der Druckabnahme, namlich die Stellen, an 
denen der mitrotierende und der ruhende Teil der Druckleitung aneinander grenzen, 
auf etwas verschiedenen Radien liegen (Abb. I). Im umlaufenden Teil herrscht ein radiales 
Druckgef~ille, das der Zentrifugalkraft das Gleichgewicht hiflt: 

dp 

(0 Dichte der Flfissigkeit). Durch Integration ergibt sich als Korrektion I :  

0g g 2 

(g Schwerebeschleunigung, rl und r2 Radien der ~iuBeren Druckabnahmestellen). 
Der statische Druck wird also stets zu klein gefunden. Diese Korrektion liigt sich 

auch durch das Experiment finden, n~imlich durch die Rotat ion der beiden Zylinder 
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mit gleicher Winkelgeschwindigkeit. Bei diesem Betriebszustande gibt die Geschwindig- 
keitsmessung gerade den Weft  dieser Korrektion unabhlingig v o n d e r  Stellung der Sonden. 
Die Beobachtungswerte sind noch mit einem Fehler behaftet,  der von dem Mitschleppen 
bzw. Aufstauen der Fltissigkeit dutch die Sonden herriihrt. Er  stellt sich allerdings als 
klein heraus und liegt an der Grenze der MeBgenauigkeit (maximal etwa 2 % des Stau- 
druckes). Er  ist nur  bei den instabilen Profilen, bei denen der AuBere Zylinder festgehalten 
wurde, beriicksichtigt worden. Gemessen wird er dadurch, dab man nn Manometer 
Staurohr und Wandanbohrung gegeneinanderschaltet und zweimal abliest: I .  bei heraus- 
gezogener dri t ter  Sonde, 2. mit der dri t ten Sonde auf demselben Radius wie das Stau- 
rohr. Die Differenz der beiden Manometerablesungen ergibt die St6rung durch die sta- 
tische Sonde. Die Wirkung der beiden Sonden zusammen wird wegen ihrer ungefiihr 
gleichen geometrischen Gestalt eliminiert durch Anbringen der doppelt so grogen Kor- 
rektion. 

Bei den statischen Druckmessungen ist zu der vom Manometer angezeigten Druck- 
differenz zwischen der statischen Sonde und der Wandanbohrung des ~uBeren Zylinders 
noch das radiale Druckgef~lle infolge der Eigenrotation der Mel3stellen hinzuzuftigen: 

p ( r ~ ) - p ( r )  __ I ~o~ /Ip 
......... ~ . . . . . . . . . .  T - ~  (r~ - r~) ~ - ~ -  + ~ h~ 

(Ap gemessene Druckdifferenz). Die Druckverteilungen kann man theoretisch zur Kon- 
trolle der Geschwindigkeitsverteilungen benutzen. An jeder Stelle r mug erfiillt sein: 

d p ~z 
d-7 = O -"r (~) 

Jedoch war die Genauigkeit der Druckverteilungsmessungen nicht grog genug, um eine 
sichere graphische Differentiation zu erm6glichen. 

Die Reibungsmomente wurden auf folgende Weise gemessen. Die geeichte Feder 
-wird auf eine bestimmte Spannung eingestellt, der Stromkreis i I i s t  geschlossen (Abb.3). 
Dann wird nach dem Anfahren die Tourenzahl der Zylinder so lange gesteigert, bis der 
Kontakt  eben unterbrochen ist und der Kontaktst if t  eine Mittelstellung zwischen den 
beiden Anschl~gen eingenommen hat. Beide Gliihlampen sind dunkek Es ist bier yon 
Wichtigkeit, dab man nach jeder Anderung der Tourenzahl w~ihrend der Messung ab- 
wartet, bis die Bewegung stationer, d. h. im Mittel stationer geworden ist. Ist z. B. n,: 
(Tourenzahl des inneren Zylinders) gr6ger als n~, so wird beim Steigern der Tourenzahl 
im ersten Augenblick das Widerstandsmoment, das in diesem Falle auf den inneren 
Zylinder verz6gernd wirkt, stets zu grog erscheinen, da die Geschwindigkeitsunterschiede 
in der NAhe der Innenwand anfangs zu grog sind. Es dauert einige Zeit, bis dutch die 
Wirkung der Z~higkeit und des turbulenten Austausches die endgiJltige Geschwindig- 
keitsverteilung und damit das endgiiltige Reibungsmoment hergestellt ist. Bei rotierendem 
inneren Zylinder gestaltet sich die Messung wesentlich schwieriger als bei ruhendem. 
Ist man niimlich in der N~he derjenigen Tourenzahl, deren Reibungsmoment gleich dem 
eingestellten Federmoment  ist, so wird jede kleine Ungleichf6rmigkeit im Antrieb des 
inneren Zylinders ein Hin- und Herpendeln des Kontaktstiftes hervorrufen. Erst  bei 
weiterem Anwachsen der Tourenzahl wird er sich lest auf der anderen Seite mflegen. 
Dies bedeutet ein klares Cberwiegen des Reibungsmomentes. Man erhMt also s ta t t  eines 
Megpunktes zu j edem Federmoment  ein Drehzahl-Intervall.  Durch Verwendung yon 
endlosen Gummiriemen t zum Antrieb der Zylinder an Stelle der vorher verwendeten 
Lederschnur konnte jedoch in jedem Falle die Gr6Be dieses Intervalles klein gehalten 
werden, bis zu etwa vier Umdrehungen in der Minute. Als MeBpunkt wurde die Mitte dieses 
Intervalls genommen, die Meggenauigkeit betrug also im Mittel 4 - 2  Umdr./Min. 

1 Die Drehzahlen beider Zylinder wurden stets mit Zi~hler und Stoppuhr bestimmt. 
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Die von dem jeweiligen Betriebszustand abh~tngige H6he der benetzten Oberfllicne 
des inneren MeBzylinders z 2 

M 
h - -  2 ~ T ,  - -  h 0 +  Ah 

(v Schubspannung, h o H6he bei na == ni = o) wurde durch mehrere elektrische Kon- 
takte  gemessen, die an seinem U m f a n g  in verschiedener H6he 

I 
i angebracht waren. Ihre Schaltung zeigt Abb. 5- Der Strom 
i wird bei Hebung oder Senkung des Wasserspiegels durch das i ZUP 

Wasser selbst geschlossen bzw. unterbrochen. Als Anzeige- 
i~'~sa = ]i instrument dient ein Milliamperemeter. Ffir jeden Betriebs- H 

h zustand n •  konst wurde eine Kurve  aufgenommen, die die 
. . . . .  ~V~a 

~.~ .- H6henkorrektion A h als Funktion der Tourenzahl n i oder n~ 
~.r ergab. Die Anzahl der Mel3punkte ist zun~chst gleich der Zahl 

j~  
~i za ~" der vorhandenen Kontakte ;  durch Variieren des ho k a n n  sie 

J jedoch vervielfacht werden. Es ergaben sich bei den Spaltweiten 
-, J zumaes/e// 0,95 cm und 2,20.cm ffir alle' Betriebszustande stets positive 

~ [ Werte fiirAh, beira--ri=4,7~ j edoehver- 
zut" I] nachl~tssigbar kleine Werte. 

A~se Die Zweidimensionalititt der Str6mung wird in der Haupt -  
Abb. 5. Messung der Steigh~She saehe durch die Verh~tltnisse am Boden des Gef~iBes beein- der Fl(]ssigkeit. 

tr~chtigO. Um festzustellen, wieweit diese St6rung in der 
H6he der Sonden noch wirksam ist, wurde das Geschwindigkeitsprofil des Betriebs- 
zustandes ni = o mehrfach aufgenommen, das eine Mal (1) mit  einem mitrotierenden 
Gef~.Bboden (e) = konst- -O)a)  , das andere Mal (II) mit einem ruhenden Boden 
(~o = konst ~--m, = o), der aus Grfinden der Momentenmessung nicht einfach an dem 
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Abb. 6. Einfluf~ der Bodenst6rung auf die Geschwindigkeitsverteilung. 
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Zylinder z 2, sondern an z 1 befestigt war (Abb. I). Das Ergebnis ist fiir die verschiedenen 
Spaltweiten aus Abb. 6a, b, c zu ersehen. Die St6rung ist bei a und b noch betr/ichtlich. 
Um eine einigermal3en gute Ann~therung an den Fall der ebenen Str6mung zu erzielen, 
wurde, wie auch bei den sp~teren Momentenmessungen (s. S. 585), eine von innen her 
bis zur Spal tmit te  reichende Bodenplat te verwendet (Kurve III). Ffir den instabilen 

1 Das Verh~tltnis Spaltbrei te:Flt issigkeitsh6he war im ungfinstigsten Fall  etwa i :9. 
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Zustand na = o war auch bei dem weitesten Spalt kein EinfluB der Bodenst6rung auf 
die Geschwindigkeitsverteilung festzustellen. Sogar die Gr6Be des Moments wurde nicht 
meBbar gefindert. 

IV. Mes  

! .  G e s c h w i n d i g k e i t s -  u n d  Druckverleilungen. Die einzelnen Geschwindigkeitsprofile, 
(zeitlicher Mittelwert der Tangentialgeschwindigkeit ~ als Funktion des Radius r) in 
Abb. 7 a, b, c wurden nach folgendem System erhalten: Zunttchst wird die Drehzahl 
eines Zylinders, z. ]3. die des ~u/3eren, festgehalten und die des inneren stufenweise ge- 
~tndert, und zwar ausgehend von dem Werte  des Aul3eren bis auf Null abnehmend, dann 
mit  entgegengesetztem Drehsinn wieder his auf den alten Wert  zunehmend. Entspre-  
chend ergeben sich die iibrigen Profile, nut  mit  dem Unterschied, dab die beiden Zylinder 
ihre Rolle vertauschen. 

T a b e l l e  d e r  D r e h z a h l e n  
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t~4 I -5-  I - ~ 7 ~ 1 + ~ , 3 7 6 1  ~4 I - 861 - 1 7 2 1 + " - , ~  
I r5 { - - 1 2 5  I - - I 7 2  I § 1'376" 
I 1 6  I - -  r S ~  I - -  172 I +  1,147 

Die Messungen zeigen, dal3 man zwei verschiedene Arten von Profilen zu unterscheiden hat : 
I .  Die Profile mit  sanften Geschwindigkeitsfiberg~ingen an den W~inden und einem 

durch die stabile Zentrifugalkraftschichtung stark behinderten Austausch. Hierzu geh6ren 
in erster Linie alle Profile mit  yon innen nach aul3en wachsender Geschwindigkeit und 
gleichem Drehsinn der beiden Zylinder. Abb. 7 a und b Nr. I bis 5, 7 c Nr. I his 6. 

2. Die Profile mit  sehr fiachem Verlauf, einem durch die Instabili t~t verursachten 
weitgehenden Ausgleich der Geschwindigkeiten im Innern der Flfissigkeit, daffir abe r  
mit  einem sehr ausgesprochenen Geschwindigkeitssprung an der Wand. Das sind vor 
allem die Profile, bei denen die Geschwindigkeit yon innen nach auf3en abnimmt.  

Die Profile mit  entgegengesetztem Drehsinn der beiden Zylinder geh6ren zum Typus I 
oder 2, je nachdem, ob der ~uBere oder der innere Zylinder schneUer rotiert. Teilweise 
stellen sie auch Zwischenformen dar, z. B. Abb. 7 a und b Nr. 6 bis 9. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen Profile, die trotz der hohen Reynoldsschen 
ZahI keine betrfichtlichen Abweichungen v o n d e r  Laminarst r6mung zeigen. Sie k6nnen 
dazu dienen, ein wichtiges Ergebnis der Prandtlschen Theorie zu prfifen. Nach ihr gibt 

' d ~ 2 / ~  
es einen Wertebereich einer die Stabilit~tt der Str6mung messenden Gr613e -~T/-7 ,  so da/3 

innerhalb dieses Intervalls  aus energetischen Griinden Turbulenz nicht m6glich ist, also 
bei noch so hoher Reynoldsscher Zaht eine turbulente Str6mung sich nicht erhMten, 
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kann. Augerhalb dieses Intervalls  besteht kein solches Turbulenzverbot,  die kritischen 
Zahlen k6nnen endliche Werte  haben. Die Grenze des Intervalls  ist nach der Seite der 
Instabilitttt lain der Wert  - I .  Das bedeutet,  dab der Drehimpuls unabhAngig yore 

Radius ist ~ + r =- o , die Str6mung sich also im indifferenten Gleichgewieht befindet. 

Ist  diese Bedingung an jeder Stelle des SpaRs erfiillt, so ergibt sich daraus durch Inte-  
gration der Potentialwirbel u r = konst. 

Diese Potentialstr6mung ist, wie die Messung zeigt, verwirklicht, wenn die obige 

l I 

�9 ~ ,~ ~;~,..~ ...~__~,~ 

J 
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Abb. 7- Geschwindigkeitsverteilungen. 
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Bedingung an den beiden W~nden erftillt ist, d. h. die Drehzahlen sich umgekehrt  wie 
die Quadrate der Radien verhalten: 

- -  (Abb. 7 a Nr.  13, Abb. 7 b Nr. 14, Abb. 7 c Nr. 16.) 

Das zmn Vergleich eingezeiclmete Laminarprofil  ist in bekannter  Weise gegeben durch 

b 
,~ = a r + - - ,  ( 2 )  f 

wo a und b durch die Wandgeschwindigkeiten bes t immt sind: 

Ffir alle turbulenten instabilen Profile sollte nach dieser Theorie an J eder Stelle ~ < o 
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sein, was jedoch nicht zutrifft. Der Drehimpuls ist im Innern nahezu konstant,  zeigt 
stellenweise sogar eine schwache Zunahme nach auBen. d ~  ,t 

Auf der Seite der Stabilit~it liegt die Turbulenzgrenze nach Prandtl bei -gT[~,/i~- = 2. 

Ist diese Bedingung fiber den ganzen Spalt erffillt, so folgt dureh Integration ~ ----- konst. 

11 12 18 I# 

~.._._~__..+_:~ ~+~/I  ~.__.~-~ ~ ' - I ~ I ~ ,  

u..~" / / / /  o lzz m I I 
/ / / /  2 0,80 

. / / i  8 ~ o,~ 
:~.a i / # /  ,~ o o 

�9 - - "  " l l  5 , - ~  - 4 ~ s _  
I 6 - - 8 # - 4 ~ e  

8 ~ - g  
8 O oo 

10 -~ §  

lg - ~  i §  

Abb. 8 a. 

71• 5. ~ /  

,7 
/ 

Abb, 8a bls e. Druckverteilungen. 

Abb.  8 e. 

Nr.  

o 
I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

I o  

~Z a 

172 

O 

- -  54 
- -  86 
~ I 2 5  

n t  

172 
125 

43 
28,5 

O 
- -  28,5 
- - 1 7 2  

~, /n c m  - - - - ~  
la m 

q l  / - a - r - q ~  - 

8 -172 -f 
g #8 -~ 

~0 0 ~.o 

12 "86 § 
t~ -lg.q § t~S8 

Abb. 8 b. 

n, : ~t. Verhalten sieh die Dreh- 
z zahlen der Zylinder wie 
0,725 ihre Radien, so ist auch 
o,25 im Innern der Fliissigkeit 
o, I66 
o die' Str6mung iiberall la- 

--o,I66 minar, Abb. 7 a und b Nr. i .  
- - I  

(Bei dem engsten Spalt 
+3,2 konnte aus Grfinden der 
+2 MeBgenauigkeit kein sol- 
+z,38 

ches Profil mehr beob- 
achtet werden.) Ob wirklich der Wert 2 des Stabilit~tsgrades und 
kein gr6Berer Weft  die untere Grenze der Turbulenz angibt, wird 
sp~tter bei dem Ansatz ffir die Schubspannung (S. 588) untersuCht. 

Abb. 8a, b, c zeigt einige Druckverteilungen. 

2. Reibungsmomente. Das Drehmoment M, das von dem einen 
Zylinder durch die Fliissigkeit hindurch auf den anderen fiber- 
tragen wird, ist OberflRche mal Schubspannung real Radius, also 

M = 2 n r . h T ( r ) . r .  

4 ~ 
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Speziell an der Innenwand gilt 
M = 2 ~ z r i h .  T ( r , ) . r~  

mit  demselben Wer t  yon M, da ja die Str6mung, im Mittel wenigstens, s tat ionar  sein 
soil. Und zwar ist M das Moment der Schubspannung, die auf ein Sttick der 0ber f l i che  
yon  tier H6he h wirkt. Setzt  man fiir wi den Wert  der !aminaren Schubspannung ein: 

-�88 Z=h keit) (3) 

und berficksichtigt gleichzeitig Formel (2), so ergibt sich das laminare Moment zu 

,.. .  4 = 6' h ' I  '," ( " .  =,~ s ='  'I. "I (n= _ n,) (4] M ~ - -  ~ \ ~7  r = -  ~i Vt i 6o ,u h ~ . 

Im  folgenden sind a l e  gemessenen Werte der Momente durch Division mit  den auf diese 
Weise berechneten zugeh6- 
rigen laminaren Momenten 
(h HShe der benetzten Ober- 
f l iche des Melzylinders z~) 
dimensionslos gemach t wor- 
den. Abb. 9 a, b, c, a', bringt 
die Momente ffir jede Spalt- 
weite zunichst  abh/ingig 
v o n d e r  relativen Winkel- 
geschwindigkeit der bei- 

den Zylinder -Ina-  n~[ wo 
P = - -  die kinematische 

Zihigkei t  ist. L~ngs jeder 
einzelnen Kurve ist das Ver- 
h~iltnis der Drehzahlen der 
beiden Zylinder konstant.  
Aus der ftir groBe Abszis- 
sen ann/ihernd geradlinigen 
Form der Kurven kann man 
auf ein n~herungsweise qua- 
dratisches z Widerstands- 
gesetz schlieBen: 

M ~ ( n  a - -  n ~ )  ~ *. 

gO f i 

j 

: -  " t -  I J  "c~ 
Q 3 -~/ 
�9 r -2 

S -4S 

0 I "~ 8 +025 

i • 9 +6 
g OM/n~len~la urn5 s~ 10 § 

vsr~choben �9 F1 +2 

0 0,5.10 q ~.#0 q ~,5.10 ~' 2.10 q 2,5.10 ~ 
I n = - n i l  ~,_ 

Ab'b. 9 c, 
lbb.  9 a bis d. Reibungsmoment~ abh~lnglg yon tier relativen Drehzahl der beiden lylinder 

bei festem Drehzahlverhgdtnis. 

Abb. Ioa ,  b, c zeigt die Momente in Abhingigkei t  yon ni/na als Kurvenscharen mit  dem 

Parameter  Jn~-n ,~  . F/it  die Abszisse co, d .h .  n~ = o, sind die Ordinatenwerte am 

Rande der Figur angemerkt.  
Das Gebiet der Laminarst r6mung liegt um den Abszissenwert + I (Rotation der Fl/issig- 

keit  als starrer K6rper) herum und reicht bei den einze]nen Spaltweiten verschieden 
weit nach rechts und nach links. Hier verlaufen definitionsgem/iB alle Kurven parallel 
zur Abszissenachse im Abstand I. In  diesem Gebiet konnten allerdings MeBpunkte wegen 
der Kleinheit der Momente mit  der Wasserffillung nicht mehr erhalten werden. Die 
letztcn MeBpunkte liegen noch im turbulenten Bereich. 

z W c g e r t  d e r  D i v i s i o n  d u r c h  Mia,~.  
* D e r  u n t e r s u c h t e  ]3e re ich  R e y n o l d s s c h e r  Z a h l e n  w u r d e  f t i r  d i e  b e i d e n  s p e z i e l l e n  B e t r i e b s z u s t A n d e  

n a ----- o u n d  n~ = o w e s e n t l i c h  u u s g e d e h n t  u n d  h i e r f t i r  a u c h  W i d e r s t a n d s f o r m e l n  g e f u n d e n  (S. 592 u.  593).- 

4 ~  



~ 8 8  W e n d t :  T u r b u l e n t e  S t r 6 m u n g e n  z w i s c h e n  z w e i  r o t i e r e n d e n  k o n a x i a l e n  Z y l i n d e r n .  Ingenieur-Ami~iw 

In welcher Weise sich der Obergang zu dem Gebiet der Laminarstr&Imng vollzieht, 
ist damit noch nicht gekl~rt. Sicher muB d i e A r t  des Obergangs und die Gr6Be des 
laminaren Gebiets yon der Reynoldsschen Zahl abhlingen. Vielleicht gibt es auch {)ber- 
gangsprofile, die stiickweise laminar und turbuleixt sind, denn die Turbulenzgrenze ist 
ja ein Differentialkriterium und gibt keine Aussage tiber das Gesamtprofil. Der Ansatz 
fiir die ,,scheinbare" Schubspannung ist eher geeignet fiir die Untersuchtmg dieses Kri- 
teriums. Er  lautet bei Prandtl 

(5)' �9 ~Tr 7- ,  ' 

dabei ist I der ,,Mischungsweg" und 19 der Quotient der beiden Arbeitsleistungen, einer- 
seits der Zentrifugalkr~fte, andererseits des turbulenten Austausches: 

7- 
1 9 -  e~ ~ (6) 

d r  r 

1 

-8 -4~ -2 0 E q 6 
r~: r~ ,,,, ~, 

Abb. xoa. 

"%1,  

2 q # - "  

8 1,0. ,, 

-8 -4l -,~ 

so I I ~ 

g ~ 8 
J~ : r/cg = :~ 

Abb. xob. 

, , ,  !%us, I I 

2 0,8. ,, 20,~-- - - - -  ~ - - - - T ~ _  
.~,g. " 

i 

- 6  - q  - g  0 2 ~ 6 

Abb. to c. 

Abb. to a his e, Reibungsmomente abh*angig vom DrehzahlverhMtnis. 

Die Funktion /(t9) wurde yon ibm vermutet  in der Form 

o ftir O >  I ,  

1(19)= 1 / i - 1 9  ~tir O < z ,  

wobei dann l nur yon der geometrischen Konfiguration des Gef{il3es, d. Ix. tier Spaltweite 
und dem Radius abhiingen sollte. 

Ira folgenden sind nun fiir die stabilen Profile Abb. 7 a und b Nr. 2 his 5, Abb. 7 c 
Nr. 3 his 6 aus der obigen Formel die Werte von 12] (6)) abhiingig vom Radius berechnet 
worden. Die Verteilung der scheinbaren Schubspannung ergibt sich aus 

~-- Taesamg - -  '['lam - -  2 oT r tll r fit ~ 7 " 

Bei einem Tell der Profile sind die Werte von M aus Abb. Ioa,  b, c durch Extra-  
polation entnommen. Die Fltissigkeitsh6he in AbhRngigkeit yore Radius erhlilt man, 
wenn man die in cm W. S. gemessene statische Druckdifferenz (Abb. 8a, b, c) auf die 
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absolut gemessene Steigh6he an der Innenwand (S. 582) bezieht. In Abb. I I a ,  b, c sind 
die Werte yon l=] (6)) sofort in Abh~ngigkeit yon 6) mit r als Parameter  aufgetragen. 
H~ngt l nut  von r ab, so mOBten alle diese Kurven his auf den Faktor  ? ( r )  dieselbe 
Funktion /(6)) darstellen. Auch mfil~ten die F I  (O)-Werte einen betr~tchtlichen Gang mit 

./0-~ 

/5 

j 

o x 
x 

./0-~ 

1 

i" 
~ -  ~ - 4 7 0 c m  

~, 143 
x 147 

�9 1a17 _ 
+ I~7 5 

+ 

;, J . ,~= ~ 

A b b .  =za  

Abb .  I i  n b i s  c. M i s d m n g s w e g  n n d  S t a b i l i t & t s g r a d  d e r  S t r 6 m u n g .  

der Spaltweite zeigen. (Setzt man fiir den geraden Kanal etwa 

l ~  wobei h = r = - r l  ist, so wird 1,~ x = o , I h . )  

hn  Gegensatz dazu behalten sie jedoch ftir alle drei Spaltweiten 
dieselbe Gr6genordnung. Es ist also eine Abhiingigkeit der 
l-Werte von 6~ anzunehmen, etwa l = r~(6)) oder l = hW(6)). 
Die Versuchswerte legen eine Darstellung nahe yon tier Form 

1 (O) - A y~ (t, - y)~ /o 0 + ~ .  (I) 

h 
Die Durchfiihrung der Rechnung fiir den Wert y-----7 er- 

gibt als einigermaBen brauchbare Werte der drei Konstanten 

A = o , I 6 ,  C = z 6 , 5  n = 3 .  ( I  a )  

])iese Kurve ist in Abb. :tla, b, c eingezeichnet. 
13ei den instabilen Profilen versagt der obige Ansatz. I wiirde 

unendlich groB, das Moment miiBte auBerdem sein Vorzeichen 
im Innern der Fliissigkeit wechseln, was physikalisch sinnlos ist. 
Abet es werden in dicsem Falle sicher auch die Voraussetzungen 
nicht zutreffen, unter denen die Rechnung durchgeftihrt wurde. 
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Der turbulente Austausch ist hier so lebhaft, dal~ Teilchen mit abweichender Geschwindig- 
keit bei ihrer Radialbewegung nicht in einer benachbarten Schicht stecken bleiben. Sie wet- 
den sich sehr weit von ihrer Ausgangslage entfernen, vielleicht sogar von einer Wand bis zur 
gegentiberliegenden vordringen, {ihnlich wie bei einem sehr stark verdiinnten Gase, wo 
die mittleren freien Wegl/ingen der Molekiile die Gr613enordnung der Gef~tBdimensionen 
annehmen und die Gasgese'ze ihre Giiltigkeit verlieren. Man muB daher unterscheiden 
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zwischen einer ,,schwachen" Turbulenz mit Wegen, die klein sind gegen die Gef~B- 
abmessungen, und einer ,,starken" Turbulenz mit Wegen yon der GrSBenordnung der 
GefiiBweite. Bei der starken Turbulenz kann natfirlich der bisherige Mischungsweg- 
Ansatz, der kleine Wege voraussetzt, kein sinnvolles Resultat ergeben. 

50 

qp TO C z'z~ 

�9 0 , 3 5 "  

i 

5 ~ 2 5 10 "~ 2 5 70 '/ 2 5 
u i ( ' r , - r l )  _ _ 

v 

Abb. z2. Reibungsmomcntc bci der instabilen StrOmung *la = o. 

20 

t~ 

i 
I 

j 
J 

3. Kritische Rcynoldssche Zahlen. Man kann erwarten, dab fiir genfigend klein(; 
Reynoldssche Zahlen stets die nur yon der relativen Winkelgeschwindigkeit der beiden 

/,5 

r a - ~  
o r 70 c'r~ 
• 2,20 " 

�9 ~95 . 

~5 3 ~5 

Abb. i3. Widerstandsziffer dcr instabilen Str6mung. 

~,5 5 

Zylinder abh~ngige Laminarstr6mung [s. Formel (4) S. 587] auftreten wird, und dab der 
Umschlag zur Turbulenz in starkem MaBe yon der Schichtung der Fliissigkeit durch 
die Zentrifugalkr~tfte abh~ingt. Ist doch in gewissen F~llen die M6glichkeit der Turbulenz 
iiberhaupt ausgeschlossen (s. S. 583), d.h. Rkr = oo . 

Dutch die Instabilit~tt der Str6mung wird die kritische Zahl gegenfiber derjenigen 
der gew6hnlichen geradlinigen Str6mung stark herabgesetzt, ein Resultat, zu dem schon 
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G. J. Taylor in seiner oben zitierten Arbeit 1 gelangte. Fiir den Sonderfall der Instabilitftt, 
bei dem der innere Zylinder rotiert, der 5ul3ere ruht, hat  L. Prandtl die Taylorsche Rech- 

Boden 
- - -  ~ m//toiler'end__ i ' ~ - -  

• yon/nnen his zurS,~Mhn/'~~mit- / I 
�9 :uhend /'o//ePe~ J 

/ /  

/ 

f .10s g.10 s 3.10 s q.10 5 

Abb, t 4 a .  

/ 

/ 

/ • 

5.105 6.10 s 7.105 

nung zu einer Niherungs- 1~ 
formel zusammengefaBt ~: 

--L Y J # r  

41,2 ~ : , . ,  (7) 1c 

wobei r,~ ein Mittelwert des d 
Radius, z. B. r,,, = } (r~ + r;) ] 
ist. ]3ei Erreichung dieser e[~ 
kritischen Zahl bilden sich ~* 
in der Fliissigkeit, wie die 
photographischen Aufnah- 
men yon Taylor zeigen, zu- 
n~chst ganz regelm~13ige, 
zur Achse symmetrische, 
station~re I Wirbeianord- 
nnugen aus, die dann mit zu- 
nehmender Reynoldsscher 

r~ J 
- 7 2  �9 n l - o  - -  _ 

B oden ! / B oden I / 
o m i / r o t / e m n d  _ _  = 2 ~ ,  ~ r  o m / t r o t / e r e n d  

/0 �9 ruhend ' 
x mn/n#en his zuz'Spa#md/e mit-/ 

. # 2Y 
o 1.fo ~ g.10 5 3.10 s q.10 5 

Abb. ~4h. Abb. t4e. 
Abb. x4a bis c. Reibungsmome~ate bei ruhendem innere~ Zylinder. 

Zahl in die ungeordnete Wirbelbewegung der Turbulenz iibergehen. Die obige Formel wurde 
bier noch einmaI nachgepriift. Die dazu benutzte Methode ist die Widerstandsmessung. Das 
fiir die LaminarstrSmung lineareWiderstandsgesetz Is. Formel (4) S. 587 ] zeigt beiErreichung 
der kritischen Zahl einen schroffen Umschlag: Das Reibungsmoment nimmt yon da ab 

x Siehe S. 577, FuBnote  3. 
L. Prandtl,  AbriB der  S t r6mungs lehre ,  S. lo% Braunschweig  I93 t, 
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wesentlich stXrker zu als mit  der ersten Potenz der Winkelgeschwindigkeit. Zur Erzielung 
meBbarer Geschwindigkeiten und Reibungsmomente des kritischen Bereichs Reynoldsscher 
Zahlen wurden Glyzerin-Wasser-Gemische von wechselnder Zithigkeit zur Fiillung der 
Appara tur  verwendet. Die Werte  der Z/ihigkeit lassen sich aus den laminaren Werten 
der Momente entnehmen, doch wurden sie zur Kontrolle noch mit  cinem der iiblichen 
Kapillarviskosimeter bestimmt.  Abb. 12 zeigt eine gute i3bereinstimmung der gemessenen 

kritischen Zahlen mit  Formel (7). 

. . . . . . . .  " "'jill'[ ziehungDefiniert man eine Widerstandszahl ~ durch die Be- 

/ ' ,!  �9 �89 (8) 

~ ~ / - -  ', i ~ so lassen sich ffir 2, wie man  aus Abb. 13 ersieht, im 
, , ,  ~ / ~ turbulenten Bereich brauchbare N~therungsformeln an- 

~1 , ,, geben. Es ist 

17~X~. r~ I u~ (r~ - -  r d 
/ , ~ , :  2~,~ = 4 (r2+-r~) ri ~ mi t  R . . . . . .  v . ( I I  a) 

~odea 2oo'en Ffir 4" I o e <  R < IO a gilt n~herungsweise 
m/frol/erend ~uhend 

geschwindlgkeit. 2 ~ 0 ,46.  ri ~ . . / ~ , ~  , (IT b) 

wobei natfirlich die untere Grenze i. a. noch yon der kritischen Zahl abhiingt. Fiir R > IO ~ 
wird die Abh~ingigkeit v o n d e r  Reynoldsschen Zahl geringer: 

A ~ o , u T j L -  r~ m,~ ffir IO ~ < R <  

2,5 -_ , [ ~ , 

1 ~ [ q O,~scmgCouelle) 
i I - I e ~ , 5 .  

Abb. 16. Widcrstandsziffer bei ruhendem inneren Zylindcr. 
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Auch im Falle des still- 
stehenden Inne~zylinders 
wurden kritische Zahlen be- 
obachtet  1. Diese liegen we- 
sentlich h6her als die dem 
Einsatz der Taylorwirbel im 
instabilen Fall entsprechen 
den Zahlen, was durch die 
stabilisierende Wirkung der 
Zentrifugalkraftschichtung 
erkl~rt wird. Das Ergebnis 
bringt Abb. I4a ,  b, c. Als 
Abszisse ist eine Reynolds- 
sche Zahl mit  der /iuBeren 
Wandgeschwindigkeit und 

dem AuBenradius R --  u, r, 
v 

gew~hlt. Die fiir jede Spalt- 
weite aufgenommenen drei Kurven, die sich durch verschiedene Bodenbedingungen 
unterscheiden: a) Boden mitrotierend, b) Boden ruhend, c) mitrotierender Boden, der 

1 Die in der Arbei t  yon  H. Schlichting mitgetei l ten,  yon  mir  gefundenen Wer te  mfissen als zu 
klein angesehen werdcn.  Die irrt t imlicherweise ffir Turbulenz  gehal tene Abweichung  yon  den laminaren  
~Verten des Moments  is t  eine Folge yon  Sekund~rs t r6 inungen,  die durch  die Bodens t6 rung  ve ru r sach t  
werden (siehe unten) .  
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von innen her bis zur Spaltmitte re icht ' - -  zeigen die grol3e Empfindlichkeit dieser Str6mung 
gegenfiber solchen Bodenst6rungen. Erst  ftir ein VerhMtnis H6he:Spal t  = 4o:1 wird der 
EinfluB auf das Moment einigermal3en klein. 

Zur ErklArung der Abweichungen yon dem laminaren \u  unterhalb der kritischen 
Zahl kann die nebenstehende schematische Skizze der Linien gleicher Winkelgeschwindig- 
keit Abb. I5a,  b dienen, deren gegenseitiger Abstand ein Mag fiir die Schubspannung 
ist. Sie wfirde im Falle a) die Werte M > Mza~, im Falle 
b) auch Werte M < M~a,~ erldAren. Allerdings kommt 
noch eine SekundArstr6mung hinzu. Sie erftihrt ihren An- 
trieb durch ein yon oben her den bodennahen Schichten 
aufgepr~igtes radiales DruckgefMle. Daraus ergibt sich im 
Falle a) eine Ablenkung der Bodenstr6mung nach aul3en 
infolge ihrer gr613eren Winkelgeschwindigkeit, im  Falle b) 
infolge ihrer zu kleinen Geschwindigkeit eine solche nach 
innen. Die ganze SekundArstr6mung hat  - -  wenn man 
von der Tangentialkomponente absieht - -  etwa das Aus- 
sehen eines Wirbelrings mit dem Kern in der N~ihe des 
Bodens. Die Folge ist in beiden FAllen zunAchst eine 
erh6hte Durchmischung, also ein vergr6Bertes Moment. 

- ~ M a / l a c # - -  
. Tay/or 
o Wen~ 

-2 -)' 0 gq 
/og - -~ ) - - -~  

Abb. I7. Kritisehe Zahlen bei ruhendem 
inneren Zylinder. 

Doch werden durch die Sekund~trstr6mung selbst die Isotachen noch verschoben, und zwar 
in dem Sinne, dab sie im Falle a) dichter an die Innenwand heran, im Falle b) yon der 
Innenwand weggedrAngt werden (mit Ausnahme vielleicht des Gebiets unten links in der 
NAhe des Bodens, Abb. 15 b). 

Bevor nAher auf die kritischen Zahlen eingegangen wird, sei noch eine Niiherungs- 
formel fiir den Widerstand angegeben. In Abb. 16 ist die Widerstandsziffer 

�89 ~ u~, ' (9) leo 

( ~ ~) (III a) ,,a ; ~ , ~ = 4 , ,  ~ ; ~  , 

aufgetragen abhiingig von der Reynoldsschen lSO'----- 
~a ~a 

Zahl ~, lga 

~ 1 6  ' 

I 

\ 

I 

r 

W~ihrend bei rut!endem AuBeren Zylinder die ~ 
ZAhigkeit ganz wesentlich an dem Widerstands- \ ~  _ o 
mechanismus beteiligt ist, spielt sie bei ruhendem ' " - -  
inneren Zylinder nur noeh eine geringe Rolle (wahr- la0----  
scheinlieh nur in unmittelbarer Wandn~ihe wie beim 
geraden Rohr). Ffir den asymptotisch v o n d e r  Rey- a~ - - - -  
noldsschen Zahl unabhAngigen Wert der Wider- I I 4 
standszahl gilt folgende grobe Formel: o 1o ,2ot In sek---~'r176 ~e 50 

i ~ o,ool 3 0,04 + ~ j  ) ,  ( I I I  b )  .... der Reynoldsschen Zahl. 

(Der Grenzwert von % ffir ra -~  oo ist allerdings nach dieser Formel nicht Null.) 

(u, r=) a l sFunkt ionvon  *~ - v'" Abb. 17 bringt die kritische Reynoldssche Zahl Rlcr = --K- k~ r, ' 

Altere Werte yon M. M. Couette t u n d  A. Mallock ~, sowie einige einer brieflichen Mit- 
teilung von G. J. Taylor an Prof. Prandtl (MArz 193o ) entnommenen Werte sind mit 
eingetragen. 

1 M. M. Couette, Ann. Chim. Phys. (6) 21 (i89o) S. 433. 
2 A. NaUock, Phil.  Trans. Roy. Soc., Lond. (A) I87 (i896) S. 41. 
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Ffir die beiden Grenzf~lle r , - r ~  r a - r ~  
- -  =: o und - -  -- I liegen theoretische Unter- 

r a  Y~ 

suchungen vor. Die allerdings an das ausgebildete Laminarprofil ankniipfende Rechnung 
hat for die Str6mung zwischen zwei parallelen gegeneinander bewegten Ebenen bei 
allen Reynoldsschen Zahlen Stabilitat ergeben 1. Das schliefft jedoch nicht aus, dab von 
den Zwischenformen des Profils, die bei der zeitlichen Ausbildung der StrSmung durch 
die Reibung auftreten, ein ~bergang zur Turbulenz mSglich ist. Tats~ichlictl Ifihrt die 
theoretische Untersuchung solcher unausgebildeten Profile auf eine Instabilitat ~. Ein 
Widerspruch besteht allerdings noch zwischen der so'gefundenen kritischen Zahl 

Rk~-----(u4~ = 19300 
k t ' /  k r  

und dem durch Extrapolation gefundenen experimentellen Wert 

( - - - ~  . . . . . . . .  o.  
lcr v .Jkr r. 

{h Abstand der beiden parallelen Ebenen, u ihre Relativgeschwindigkeit gegeneinander.) 

Ebenso ist nach $chlichting ~ fiir denFall  desverschwindenden Innenzylinders r~ -- r~ 

Turbulenz als Anlaufeffekt mSglich (doch bier wohl nur als eine v, oriibergehende St5- 
rungsanfachung, die im stationftren Endzustand, bei der Rotation der Elfissigkeit als 
starrer K6rper wieder abgeklungen sein muff). 

Er  erhglt als kritische Zahl 

R l c r =  (u~ r~ = 66000, 
\ V ] k r  

wfihrend die Extrapolation in Abb. 17 auf den Wert 

Rio r ~ 160000 
fiihrt. 

Diese Ergebnisse sind eher miteinander in Einklang zu bringen, wenn man bedenkt, 
dab bei dem theoretischen Wert  erst eine einzige WeUenl~nge der ,,!deinen St6rung" 
unged~mpft bleibt. 

Der zeitliche Einsatz der Turbulenz, abh~ngig yon der Reynoldsschen Zahl, konnte 
bei dem mittleren Spalt h = 2,20 cm einigermaBen verfolgt werden. Es ergab sich quali- 
tat iv der Verlauf der Kurve in Abb. 8 der Schlichtingschen Arbeit, wobei natfirlich nur 
der linke Ast in Frage kommt, da die einmal angefachte StSrung bier nicht wieder ver- 
schwindet. Es wurde das zu der betreffenden Reynoldsschen Zahl gehSrige laminate 
Moment an der MeBfeder eingestellt und die Zeit yore Beginn der Bewegung an bis zum 
Ausschlag der Federwaage bestimmt (s. Abb. 18). In diesem Wert  ist allerdings auch 
diejenige Zeit mitenthalten, die der Zylinder braucht, um aus der Ruhe heraus auf die 
entsprechende Geschwindigkeit zu kommen. Der Umschlag zur Turbulenz erfolgt ziem- 
lich kraff, die Vqaage schlfigt energisch aus. 

V. Zusammenfassung. 
Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur experimentellen Untersuchung des Ein- 

flusses von Fliehkr~ften auf die Turbulenz. Die Flfissigkeit befindet sich zwischen zwei 
konaxialen Zylindern, die unabhi~ngig voneinander jeder mit  einer eigenen Drehzahl 

x A. $ommerfeld, Atti IV. Congr. Int. Mathem. Roma 19o9. R.v. Mises, Heinrich-Weber- 
Festschrift (I9~2) S. ~r2. L. Hopi~ Ann. Physik 44 (x914) S. I. 

H. $chlichting~ Ann. Physik I4 (1932) S. 9o 5, 
s Siehe Ful3note 4 vo~x S. 577. 
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angetrieben werden k6nnen. Im ersten Tell der Arbeit wird die ausgebildete Turbulenz 
untersucht. Gemessen wurde die Geschwindigkeits-und Druckverteilung quer fiber den 
Spalt hinweg sowie das durch die F1/issigkeit hindurch iibertragene Drehmoment.  Je 
nach dem Charakter der durch die Fliehkrttfte erzeugten Schichtung hat man zwei ver- 
schiedene Typen yon Geschwindigkeitsprofilen zu unterscheiden: Eine instabile Form 
mit einem weitgehenden Geschwindigkeitsausgleich im Innern und daffir einem deut- 
lichen Sprung an der Wand und eine stabile Form mit einem starkbehinderten Aus- 
tausch im Innern und sanften ~bergtingen an den Wtinden. Der yon Prandtl berechnete 
Gfiltigkeitsbereich des Turbulenzverbots 1 erweist sich als richtig. Sein Ansatz ffir die 
scheinbare Schubspannung wird dahin modifiziert, dab die Mischungswege auger yon 
den geometrischen Abmessungen auch noch yon der Geschwindigkeitsverteilung abhtkngen. 
Dieser Ansatz gilt nicht fiir die dutch Instabilitttt verstttrkte Turbulenz. Hier scheinen 
ganz andere Verhttltnisse vorzuliegen, die Mischungswege sind erheblich gr613er, viel- 
leicht sogar yon der Gr613enordnung der Geft~Babmessungen. 

Im zweiten Teil werden die Str6mung bei ruhendem /tuBeren und die bei ruhendem 
inneren Zylinder n~her untersucht. Ffir den Widerstand werden N~herungsformeln 
angegeben. W~hrend bei ruhendem ttu/3eren Zylinder die Z/ihigkeit ganz wesentlich an 
dem Widerstandsmechanismus beteiligt ist, spielt sie bei ruhendem inneren Zylinder 
nur noch eine untergeordnete Rolle. Ferner werden mit Hilfe der Widerstandsmethode 
ffir diese beiden F/tHe kritische Zahlen gewonnen. Die von G. J. Taylor aufgestellte Theorie 
t/Jr den Fall des festgehaltenen /iuBeren Zylinders - -  eine daraus abgeleitete Nttherungs- 
Iormel s tammt yon Prandtl - -  konnte nochmals best/ttigt werden. Die fiir den Fall des 
ruhenden inneren Zylinders gefundenen kritischen Zahlen stehen, wenigstens ffir gro/3e 
Spaltweiten, im Einklang mit Ergebnissen yon H. Schliehting, nach denen yon einer 
relativ groBen Reynoldsschen Zahl ab Turbulenz als Anlaufeffekt m6glich ist. 

Siehe Ful3note 2 von S. 577. 

(Eingegangen am 16. September I933.) 


