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Schubspannungsverteilung im Querschnitt einer Schraubenfeder.
Von O. Géhner in EBlingen.

Die deformierte Schraubenfeder ist ein fiir die Technik besonders wichtiges und viel-
untersuchtes® Beispiel fiir die Biegung und Drillung diinner Stibe. Bei der mathema-
tischen Behandlung dieses ganzen Problemkreises 1aBt man (fiir anfinglich gerade oder
von Hause aus krumme Stédbe) im allgemeinen beliebig groBe Deformationen der Stab-
mittellinie zu. Dafiir wird auf den ,,diinnen‘’ Stab besonderes Gewicht gelegt ; das Verhiltnis
einer Querschnittsabmessung des Stabes zum Kriimmungs- und Windungshalbmesser der
Stabmittellinie wird als so kleiner Bruch betrachtet, daB man ihm die GréBenordnung
einer VerzerrungsgréBe zuschreibt und es wie eine solche nur linear in die Rechnung auf-
nimmt. Man kann dann zeigen, daB als Wert fiir die Drillungssteifigkeit derjenige fiir die
biegungslose Drillung des prismatischen Stabes beibehalten werden darf. Uber eine Ver-
teilung der Spannungen iiber den (sehr klein angenommenen) Querschnitt kann natiir-
lich damit nichts ausgesagt werden; vielmehr begniigt man sich mit der Betrachtung der
Resultierenden und des resultierenden Moments dieser Spannungen fiir den ganzen
Querschnitt.

Ublicherweise behandelt man auch eine dickere Schraubenfeder als einen ,,diinnen*
Stab. Je dicker aber die Feder (im Vergleich zum Wicklungshalbmesser), um so mehr
kann sich ein EinfluB der Kriimmung der Feder auf die Drillungssteifigkeit geltend machen.
Ist ‘dieser nicht mehr vernachlassigbar klein, so kann z. B. die Bestimmung des Schub-
moduls einer Zugfeder aus einem Zugversuch fehlerhaft ausfallen, falls man der Rech-
nung die gewShnliche Theorie des diinnen Stabes zugrunde legt. Darum verdient die Frage
nach der GroBe dieses Einflusses das Interesse des Ingenieurs. Ebenso wichtig kann fiir
diesen auch die Frage nach der Verteilung der Schubspannungen in einem Querschnitt
werden, falls infolge der Federkriimmung eine erhebliche Abweichung von der (linearen)
Verteilung der Drillungsspannungen im zylindrischen Stab auftritt. Denn diese Ab-
weichung beeinfluBt den Zusammenhang zwischen gréBter Schubspannung und Drillungs-
moment.

Die genannten beiden Fragen entstammen der Praxis des Festigkeitslaboratoriums:
Herr M, EnBlin hat sie anliBlich einer groBeren Reihe von Versuchen an Federn? auf-
geworfen und damit die Anregung zur folgenden Untersuchung gegeben.

1. Vercinfachende Anniahmen. Bei dem vorliegenden Versuch, den EinfluB der Kriim-
mung einer Schraubenfeder auf die Drillungsspannungen festzustellen3, wird eine Schrauben-
feder von kreisférmigem Drahtquerschnitt? und kleiner Steigung® vorausgesetzt, die
durch eine Kraft in Richtung der Achse beansprucht wird. Das Verhiltnis ¢/R des Quer-
schnittsradius 2 zum Wicklungshalbmesser R wird nicht mehr wie eine sehr kleine Grofle

1 Diesbeziigliche Literaturangaben s. z. B. im Handbuch der Physik Bd. VI, Kap. 3, Ziff. 34,
Berlin 1928,

2 Ausgefithrt im Festigkeitslaboratorium der Hoheren Maschinenbauschule EBlingen. Uber den
Zusammenhang der Ergebnisse mit vorliegender Theorie wird in einem besonderen Aufsatz berichtet
werden.

3 Vgl. auch den fritheren Versuch nach dieser Richtung: Die Berechnung zylindrischer Schrauben-
federn von M. Pilgram, Artill, Monatshefte Nr. 79, 80, 81 (1913). Vorliegende Arbeit geht ganz andere
Wege und liefert (fir den kreisfrmigen Querschnitt) genauere und weitergehende Ergebnisse.

¢ Die hier gegebenen Entwicklungen konnen auch auf andere Querschnittsformen ibertragen
werden, woriiber spater berichtet werden soll,

% Dieser Begriff , klein'‘ wird an gegebener Stelle naher priazisiert.
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behandelt. Dafiir soll keine beliebig groBe Deformation der Federmittellinie zugelassen
werden. Wir nehmen an, dal letztere wieder in eine Schraubenlinie iibergeht, und daB
dabei die Steigungsiinderung nur klein ist. Das Produkt aus Steigungsinderung und a/R
hat die GréBenordnung einer Verzerrung. In der gewshnlichen Theorie beruht seine Klein-
heit auf der Kleinheit von a/R. Im folgenden dagegen muB die Kleinheit der Steigungs-
dnderung wesentlich mitwirken?,

Das Problem der Schraubenfeder wird nicht unmittelbar in Angriff genommen;
vielmehr wird zunichst strenge nur folgende Aufgabe angefaBt: Statt der vielen Win-
dungen einer Schraubenfeder liege nur eine einzelne Windung vor, die anfinglich eine
sehr kleine Steigung habe. Durch eine Kraft in Richtung der Achse? gehe die Windung
in eine Schraubenwindung der Steigung Null iiber, also in einen Ringwulst (mit einem sehr
schmalen Spalt an der Anfangs- und Endstelle der urspriinglichen vollen Schrauben-
windung). Bei dieser Annahme hat man es in Strenge mit keinen Biegungsspannungen
mehr zu tun; als einzige Spannungen treten Drillungsspannungen auf (die infolge der
Kriimmung der Wulstmittellinie aus Gleichgewichtsgriinden in jedem Querschnitt auBer
dem resultierenden Drillungsmoment auch einen resultierenden Schub ergeben miissen).
Dieser Fall ist die einfachste Ubertragung der gewshnlichen Drillung eines zylindrischen
Stabes auf die Drillung eines gekriimmten Stabes, und an ihm werde zunichst der Einfluf}
der Kriimmung auf die Drillungssteifigkeit und die Verteilung der Drillungsspannungen
im Querschnitt untersucht. Die Aufgabe kann auf die Ldsung einer einzigen linearen
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriickgefithrt werden, die aber nicht
in geschlossener Form gelést wird. Es wird vielmehr nun von der Kleinheit des Bruches (2/R)
in dem Sinn Gebrauch gemacht, daf fiir die gesuchten Gréllen die Moglichkeit der Ent-
wicklung in eine rasch konvergierende Reihe nach GréBen von der Ordnung (a/R) voraus-
gesetzt wird. Die einzelnen Glieder der Entwicklung kénnen beliebig weit der Reihe nach
auseinander gefunden werden; es geniigt praktisch, mit dem Glied der Ordnung (2/R)?
abzubrechen.

Die so gefundene spezielle Losung fiir die Einzelwindung kann sodann, wie gezeigt
wird, auch als Niherungslésung fiir eine Schraubenfeder kleiner Steigung beniitzt werden.

2. Die VerzerrungsgroBen fiir eine deformierte Schraubenfeder. Ehe der soeben ge-
nannte spezielle Fall einer einzelnen Windung schr kleiner Steigung untersucht wird,
sollen die VerzerrungsgroBen fiir den allgemeinen Fall einer Schraubenfeder angegeben
werden. Dabei sei auf die allgemeine Theorie der Drillung und Biegung diinner Stibe,
wie sie im bekannten Lehrbuch der Elastizitit von A. E. H. Love entwickelt ist, Bezug
genommen?®, Zum Verstdndnis einer dort entnommenen Formel, die unsern Ausgangs-
punkt bilden wird, und gleichzeitig zur allgemeinen Orientierung und Verstindigung iiber
die Bezeichnungen seien einige erklirende Bemerkungen vorausgeschickt.

Im undeformierten Zustand der Schraubenfeder denken wir uns mit jedem Querschnitt
ein rechtshindiges Koordinatensystem derart verbunden,daB die x-, y-, 2-Achse der Reihe

1 Spiter zeigen wir, daB fir eine Feder , kleiner Steigung’® — bei der von uns angegebenen Néhe-
rung — die Forderung kleiner Steigungsinderung keine praktisch wesentliche Einschrankung bedeutet.
Es kommt dabei in Betracht, daB das in Rede stehende Produkt aus physikalischen Grinden einer
natiirlichen Beschrankung unterliegt. Dic Verzerrungsgrofen diirfen ja ein gewisses Mafl nicht iiber-
schreiten, wenn eine auf dem Hookeschen Gesetz begriindete mathematische Theorie iiberhaupt berech-
tigt sein soll, .

2 Ob und wie eine solche Kraftiibertragung praktisch moglich, ist hier belanglos, da es sich bei
der Aufgabe um einen rein theoretischen Hilfsfall handelt.

3 Deutsche Ausgabe, Leipzig und Berlin 1go7. Kap. XVIII. Es kommen insbesondere die
§§ 252, 253, 256, 259 in Betracht. Namentlich gibt § 259, und zwar der SchluB desselben (S. 457) die
grundlegende Formel, aus der die Verzerrungsgréfen mit unseren Annahmen entnommen werden. Fiir
mit der allgemeinen Theorie wenig vertraute Leser sei schon hier darauf hingewiesen, daB in Ziff. 3
die von uns weiterhin bendtigten spezicllen Ausdriicke fiir die VerzerrungsgréBen noch anschaulich-
geometrisch gedeutet werden,
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nach mit der Hauptnormalen, der Binormalen und der Tangente der Schraubenlinie, die
die Drahtmittellinie darstellt, zusammenfallen, wobei die positiven Richtungen der Achsen
mit den positiven Richtungen der genannten drei Geraden sich decken. Die positive
Hauptnormale weist nach dem Kriimmungsmittelpunkt der Schraubenlinie, und die posi-
tive Tangente zeigt die Richtung, in der die Schraubenlinic ansteigt. Wir denken uns
dabei etwa eine nach oben rechts gewundene Schraubenfeder mit vertikaler Achse. Dann
weist die positive Binormale nach oben (Abb. 1). '

Um das Koordinatensystem in einem Punkt P der Schraubenlinie mit dem System
in einem Nachbarpunkt P’ zur Deckung zu bringen, wo PP’ = ds sei und s die Bogen-
linge der Schraubenlinie bedeute, ist auBer der Parallelverschiebung von P nach P’
eine Drehung erforderlich, die durch einen Vektor mit den Komponenten x,ds, %pds, Ads
beziiglich des Systems in P dargestellt werdel. Da nach unserer Ubereinkunft das (%, ¥, 2)-
System sich mit dem Tripel Hauptnormale, Binormale, Tangente deckt und die Bewegung
dieses Tripels in P nach dem Tripel in P’ eine Drehung um die Binormale um Winkel
dsfg, und gleichzeitig um die Tangente um Winkeld s/a,
verlangt, wo gy den Kriimmungs- und ¢, den Win- ]
dungshalbmesser der Schraubenlinie bedeuten, se
folgt in unserem Fall:

LS =1
My =0, xo—go, 10—-0,0- (I)
Bezeichnet R, den Wicklungshalbmesser? und o, den
Steigungswinkel der undeformierten Feder, so ist be-

kanntlich

1 cos?q, I sina, cosa

E)— Ry 1) Ry

(2)

Im deformierten Zustand der Schraubenfeder weisen

wirim Punkt P, , in den der oben genannte Punkt Pver- Abb-x. Drabtmittclinie. Kootdinatensystem fir
schoben wurde, dem Querschnitt wieder ein (x, y, 2)-
System zu, wobei die + z- Achse die positive Tangentenrichtung der deformierten Schrauben-
linie in P, angibt, wihrend die (x2)-Ebene das Linienelement enthalt, das vor der Defor-
mation durch P in Richtung der x-Achse ging. Eine fiir den Fall der Schraubenfeder
naheliegende und hiufig gemachte verecinfachende Annahme gibt eine anschaulichere Vor-
stellung : Denkt man sich, daB der Richtung der Hauptnormalen in P nach der Deformation
wieder die Richtung der Hauptnormalen in P, entspricht, so hat man auch in P, dieselbe
Festsetzung beziiglich des Koordinatensystems wie in P, und fiir den Drehungswinkel,
der im deformierten Zustand nétig wire, um das System in P; nach dem System in einem
Nachbarpunkt im Abstand ds zu bewegen, und der wieder einen Vektor mit den Kom-
ponenten x,ds, xids, A,ds beziiglich des Systems in P, darstelle, hitte man zu (1)
und (2) analoge Formeln, wobei man nur durchweg den Index o durch Index 1 ersetzt,
wenn nun g,, 0y, Ry, & den Kriimmungsradins, Windungsradius, Wicklungshalbmesser,
Steigungswinkel der deformierten Schraubenmittellinie darstellen. Indessen machen wir
zunichst von dieser einfachen Zuordnung der Systeme in P und P, keinen Gebrauch,
sondern lassen diese Frage vorldufig dahingestellt, so daB x; nicht Null zu sein braucht
und #; und 4, sich etwas verwickelter darstellen. Ebenso behalten wir zundchst den Buch-
staben #, bei und ersetzen ihn noch nicht durch Null

Den Verzerrungszustand in der deformierten Schraubenfeder kénnen wir nun dadurch

1 Love schreibt 7 statt 4; wir beniitzen spater den Buchstaben 7 fiir die Schubspannungen, {Fiir
den seltener geschriebenen Windungshalbmesser haben wir ¢ — trotz dessen Verwendung bei den
Spannungen — belassen.)

2 Damit ist stets der zur Federmittellinie gehorige Zylinderradius gemeint.
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beschreiben, daB wir die Deformation zerlegt denken in eine Verlagerung je des Quer-
schnitts in P nach dem Querschnitt in P,;, so daB die entsprechenden Achsensysteme
(%, v,2) zur Deckung gelangen, und in zusitzliche Deformationen, die wiederum
einerseits aus einer Querschnittsverwdlbung, andererseits aus einer ebenen Querschnitts-
verformung bestehen. Irgend ein Punkt Q (x, y) des Querschnitts in P erleide dabei eine
zusitzliche Verschiebung, deren Komponenten beziiglich des Systems in P, mit &7,
bezeichnet seien ({ entspricht der genannten Verwélbung, & und # entsprechen der ebenen
Verformung).

Man wihlt jetzt, um die VerzerrungsgréBen zu berechnen, im undeformierten Zustand
auller dem genannten Punkt @ einen Punkt Q' in der Nihe von @ (der nicht mehr im
Querschnitt von P zu liegen braucht). Es sei die Strecke Q' = » gesetzt. Ferner seien
!, m,n die Richtungskosinus der Strecke QQ' beziiglich des (als raumfest gedachten)
Koordinatensystems in Py, das als solches mit (X, y, z) bezeichnet wird. Fiir die Linge 7,
der deformierten Strecke QQ’ erhidlt man nun die Formell

n

O i e )

+ AR — 2y — dan + ) — S22

—|—72{?ﬂl+(1+32)m+r+7 [ +Z°<y64——xg__>]

i
(3)
1ten ehyrnm
+ :+y [(4 — )x+11§—x1¢‘]-|-1+y}
[2] y) 9
T N B
-+ (II—:—E’))’n [(7, __;-co)y — (g — #g) ¥ — %, & + xln]} .
Dabei ist y, eine Abkiirzung:
Yo =My — %, (4)

wihrend ¢ die Dehnung der Schraubenmittellinie bezeichnet.
Aus dem Ausdruck (3) fir 72 entnimmt man nun mittels

2=7r1+ 2¢),
e=1¢e,, 2t e, ,mte, nte mnte nlte,lm

die gesuchten Verzerrungsgréfen e, usw. Dabei sehen wir, worauf schon Ziff. 1 hinwies,
auch die GréBen (4, — A) #, (A, — Ag) ¥, (¢, — %) ¥, (21 — 7g) #x als klein an (d. h. nehmen

! Diese Formel findet sich bei Love § 259, S. 457 unten. Es fehlen daselbst allerdings zwei hier auf-
genommene (aus der Durchrechnung sich ergebende) Glieder, die aber sowohl in der alten Theorie
wie in der hier gegebenen Entwicklung belanglos sind. Da die Formel bei Love nicht ausdriicklich ab-
geleitet ist, sei zur Nachpriifung eine Zwischenformel angegeben. Mit den Bemerkungen auf S. 457
fiihrt man die Rechnung von § 256 durch und erhilt an Stelle des S. 450 oben stehenden Ausdrucks
fur die X-Komponente des deformierten Vektors QQ':

”1[(‘+g‘f7)<‘ 202 ) g e i) SE 2 EE D hp ]

”2[ ( :r;o)+<l+g—3><”1—:‘j‘;o)+as I:Vo+%?ﬁ{—xlc+ll(x+s)}]

(t+eyn oL ni,y 9kt - miyx 9t = (I+£)
iy [ S S (1 PR ) 4 2 (= P 1 R L T e b e — e -6

Fir die Y- bzw. Z-Komponente desselben Vektors erhdlt man analoge Ausdriicke, wo nur /; durch m,
bzw. %, ersetzt ist. Durch Quadrieren und Addieren erhilt man sodann nach einiger Umformung den
Ausdruck (3).
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auch sie nur linear in die Rechnung auf), chne dies mit der besonderen Kleinheit der Ver-

héltnisse Qi, ;L ) ai ) g— zu begriinden. Wir miissen deshalb die Differenzen (s, — %),
0 Q (]

(27 — 2g), (A, — 4,) geniigend klein gewéhlt denken. Vernachlissigt man sodann im Aus-

druck (3) die nichtlinearen Glieder, so folgen die Ausdriicke:

o2& 2 9§ | @

Cor™ 77 1111:"3_3: e,c,,=5—y—+5—z—,
1 , ac elyy 1 o5 a§ a&

o =11 = A y—dnt+ ml+5— 7 ’I_}z[g;-i-lo(y%—xg;ﬂ-

1 3t | ehyy I Ty an an
oy =15 h—A) o+ hé—mll+ao+ 75 1+y0{5s‘+2°(y67_x5?ﬂ’

9 r / 2 ]

6u=6+;ql_yo[5%+(”1—%0)3’—("1—“0)x—"1§+”177+10(3’3—5—x£>]-

Auf diese Ausdriicke fiir die VerzerrungsgréBen wird in Ziff. 3 zuriickgegriffen.

3. Die Spannungen fiir den Fall der zum Ringwulst deformierten Einzelwindung. Im
allgemeinen Fall der eigentlichen Schraubenfeder denken wir uns das untere Ende fest-
gehalten und auf das obere Ende eine Kraft im Betrag P mit Wirkungslinie in der Achse
iibertragen. Ist diese Kraft vertikal nach oben gerichtet, so wirkt sie als Zugkraft, und
die Steigungsidnderung («; — o) ist positiv; im entgegengesetzten Fall wirkt sie als Druck-
kraft, und («; — o) ist negativ. Wir nennen die Kraft in der Folge stets den Zug und
bezeichnen demnach im ersten Fall den Zug als (+ P) oder kurz P, im zweiten Fall
als (— P).

Im nun vorliegenden Fall der Einzelwindung haben wir einen Zug (— P) anzu-
nehmen, so bemessen, daB «, zu Null wird. Fiir die nun negative Steigungsdnderung be-
halten wir (wegen spéterer Anwendung auf die Schraubenfeder) die Schreibweise (&; — )
bei. Da (&; — ay) als sehr kleine GréBe! zu betrachten ist, so ist «, sehr klein und damit

auch die Anfangswindung aio =4y, wihrend die Endwindung U—Il =2, = o0 ist. Esist

wegen &, = 0 weiter g, = R;.

Inirgend einem Wulstquerschnitt, dessen positive Normale die Richtung der 4 z-Achse
habe, miissen wir uns des Gleichgewichts halber den Schub S = (— P) denken (vertikal
nach oben rechnen wir § positiv) und das Moment M ; = (— P-g,) um die + z-Achse.
Das Moment ist ein reines Drillungsmoment; das Biegungsmoment fehlt, und darum
sind dessen Komponenten um die #- und y-Achse beide Null. Da nun nach der Theorie
der Biegung gekriimmter Stébe diese beiden genannten Biegungsmomente bzw. B (%, — #,)

. AR, . cps 4 .
und B (»; — #y) sind?, wo B =”—a4— die Biegungssteifigkeit fiir den Querschnitt be-

deutet, so folgt
H—g=0, % —x=o.

Aus der ersten Gleichung folgt bei Beachtung von (1):
% =0.

Dies besagt, daBl das (%, ¥, 2)-System fiir irgend einen Querschnitt des Wulstes mit
Hauptnormale, Binormale, Tangente der Wulstmittellinie zusammenfilit.
Weiter ist nach den Gleichungen (1) und (2), die nun auch mit Index I statt o

gelten,

1 I ,
Yo =

7

x1=—=

__ costoy,
2 Ry’ o )

I
@ R,

1 Vgl. dibrigens hierzu Ziff. 7. 2 Vgl. etwa Love § 259, Formel (28),

(5)
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Also gilt

R
QI=R1=:_0 . (6)

cos?o,

Wir stellen jetzt die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Spannungen im Wulst auf,
wobei das Federgewicht vernachlissigt werde.

Die SpannungsgréBen im System (x, v, z) irgend eines Punktes der Wulstmittellinie
seien mit 0,4, G4y, 0.5, Tyz, Ty, Toy Dezeichnet. Wir wihlen zur Darstellung in Abb. 2
als Punkt den Punkt M links im Meridianquerschnitt des Wulstes. Dann geht die -+ x-Achse
nach rechts, die 4 y-Achse vertikal nach oben, wahrend die 4 z-Achse anf den Beschauer
zu gerichtet ist. O bedeutet den Schnitt der Wulstmittelebene mit der Federachse.

Wir gehen von den bekannten Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten
aus. Fiir dicse wihlen wir eine »-Achse in der Wulstachse, positiv vertikal nach oben; der
Radiusvektor sei mit u bezeichnet und das Azimut mit 4. Der positive Sinn von y sei so

+» bestimmt, dafl mit 4 » zusammen cine Rechtsschraube ent-
steht,
+y In diesen Zylinderkoordinaten lauten nun die drei Gleich-
gewichtsbedingungen:
H do BTy, 1 0 Oup—0
v [ © I O%uy “p ve
x [7) du + v +M dy + I =0,
Bt,,,‘ [32: I ale 71/1 .
~=Lt =o,
| =R, du + dv T w dy +
’ OTyp Aty I dayy ""Wt
Abb. 2. Meridianschnitt durch den 79747 + L + 71— _611) T2 =0.
Ringwulst, X
Mit
Cuu = Ogz» Oy =0yys  Oyp =04, Tpp=1TTyss Tpu= —Tppr Tup = — Tays
und mit
B y a0 0 _ 20 9 _ 8
r=o—% 5T T ax av - T ay  ap Qs
erhalten wir als die gewiinschten Gleichgewichtsbedingungen:
adzz atmv I atwt Coy — Ope __
—(')x_+ +I*_x “9s + 01— # =0,
0,
dt,, | 9oy, AT Ty —
ax Ty VTR e T e % (7)
(51
a7, , 0%,y 1 do,, Tia .
ox +8y +1———’? ds 0,— % =0
31

Eine mogliche Ldsung von (7) ist
Opg = Oyy = 02y =Tpy =0 )

a‘l-'”, Tez
—2z2—f_ =0,
+ 01 — &
Diese Lgsung ist nun gerade eine fiir unseren Wulst passende; wegen des Verschwindens
der ¢ fehlen in irgend einem Querschnitt Biegungsmoment und Zugkraft; es sind ledig-
lich Schubspannungen im Querschnitt {ibrig. Der Wulstmantel ist spannungsfrei, wenn
die 7, , und 7,, geeignet bestimmt werden. Die Losung ist also dann die richtige, wenn
sie mit dem Ansatz fiir die VerzerrungsgréBen in Einklang zu bringen ist.

Gehen wir zu den VerzerrungsgréBen (5) zuriick, so haben wir daselbst zu beachten,
daBl — wie schon beriihrt — A4 als sehr kleine GréBe zu behandeln ist, und daB die Deh-

mit ] Tz ®
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nung & wegen (8) verschwindet. So erhalten wir mit »; = —;— , #y =1, == o fiir dic drei
1

letzten VerzerrungsgréBen in (5):

— ' [ — ¢ _r 9¢
ezm—1+yo{_ (A' }'0)y+ }—l_ ()x I+y0 9s ’
- _ t 99
v T 1 +7"0 ()'1 z'o)x + ay + I +,y0 ds *

Die erste Gleichungsreihe in (8) verlangt Verschwinden der VerzerrungsgréBen e, €,,,
€.z, €:y, Und damit folgt aus (5) und der letzten eben angeschriebenen Gleichung:

(Man beachte, daB & und # keine Bewegung des als starr gedachten Querschnitts ent-

halten.)
Wir haben so nur noch die eine unbekannte Funktion £, abhingig von x und v, und

es bleiben, wenn man noch nach (4) und (1)

, x
_ ?’n=-"‘ox=“'a
beriicksichtigt, die Bezichungen
— (A — 4
Cra = (4—‘9')_)’ + + C'T,
e o (r =)
+ = A)x | 00
g“, = _(-]'_._xﬂ_ ._}_ dy
T

SchlieBlich setzen wir noch 4; — A, == ¢. Die bei Zugfeder positive, bei Druckfeder
(wie im gegenwirtigen Fall) negative Konstante ¢ wird nach Gleichung (2), die jetzt auch
mit Index 1 statt o gilt,

sine; cosey  sine cosay
R, R, ° (9)

(Fiar den Wulst ist «; = 0 zu denken.)
Wir gewinnen damit die Ausdriicke

cy ¢ ¢
gz:u_I _x_+—6_x‘+ (1__>,
Qo & Qo (IO)
+cx af
Cry = P -+ Ty
I — ———
€o

So kommen fiir die Schubspannungen 7, , und z,,, die wir nun kiirzer und unmiBverstdnd-
lich mit 7, und 7, bezeichnen, die Gleichungen:

= e 6,
s afi-2) -
G 3
u=+c:+G C
T

41
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Die noch unbekannte Funktion { von x und y ist dabei aus der Gleichung (8) zu cr-
mitteln:
0T, Jt, T,

oz bl " ¥
(,)x—l-ay zel—x o*. (12)

Bei Erfilllung von (11) und (12) sind nun alle Forderungen erfiillt, die an eine richtige
Losung zu stellen sind.

Hierzu sei noch bemerkt: Unser Verzerrungsansatz (10) ist kein willkiirlich an-
genommener, der irgendwelcher nachtriglichen Bestitigung bediirftig wire, sondern der
aus dem allgemeinsten Ansatz (5) — fiir kleine Forménderung der Mittellinie — in unserem
Spezialfall — Ubergang von der Schraubenwindung zum Wulst — notwendig hervor-
gehende. DaB dieser Ubergang durch eine einem axialen Zug (— P) von richtig be-
messenem Betrag dquivalente Beanspruchung zu erzwingen ist, sieht man so: Das durch
unsere Entwicklungen im Unendlichkleinen gesicherte Gleichgewicht bedingt auch das
Gleichgewicht an einem durch zwei benachbarte Querschnitte herausgeschnittenen Wulst-
element. Da nun unsere Spannungen nur ein Drillungsmoment M ; (4~ um die + z-~Achse
gerechnet) ergeben und kein Biegungsmoment, so folgt, daB in x-Richtung kein Schub

auftreten kann und in y-Richtung gerade ein Schub S = % auftreten muB (vgl. Ziff. 5).

Eben diesen Zusammenhang zwischen S und M ; liefert aber d«lar Zug (— P),wegen S = — P,
M 4 = — Pp,. Die Endquerschnitte bringen keine besondere Randbedingung; sie ver-
halten sich wie ein beliebiger Querschnitt. So bleibt als einzige Randbedingung die Span-
nungsfreiheit des Wulstmantels oder das Verschwinden der Schubspannung 7 am Quer-
schnittsrand in radialer Richtung. Eben diese Randbedingung wird im folgenden zur Inte-
gration von (r1) und (12) beniitzt werden.

Ehe wir zur Integration dieser Gleichungen schreiten, sei noch nachtriglich eine an-
schauliche Deutung der fiir das Weitere grundlegenden Ausdriicke (10) gegeben. Wir be-
trachten vor allem in beiden Ausdriicken das wichtigste erste Glied. Dieses unterscheidet
sich vom entsprechenden Glied (— ¢y) bzw. (+ ¢ x) be1 der Drillung des zylindrischen Stabes

lediglich durch den Nenner (1 — -;—), der somit zu erkliren ist. Beim zylindrischen Stab
0

bedeutet ¢ den Drillungswinkel pro Lingeneinheit der Stabachse; fiir die Schrauben-
windung kann entsprechend ¢ als Drillungswinkel pro Lingeneinheit der Schrauben-

erklirt sich nun aus der Verschiedenheit

mittellinie aufgefaBt werden. Der Faktor p

I — —

Qo
der Linge der Fasern bei unserem gekriimmten Stab. Betrachten wir zwei benachbarte

Querschnitte im Abstand ds (auf der Mittellinie gemessen). Wihrend eine Faser durch
den Punkt (%, ¥) zwischen diesen beim zylindrischen Stab die Linge ds hat, hat bei der

Schraubenwindung die entsprechende Faser offenbar die Lange ( I — —;)ds. Fiir diese
0

Faser kommt darum der Drillungswinkel ¢ nicht mehr auf die Lingeneinheit, sondern auf

x

die Linge (I — g_) -1, sodaB auf die Lingeneinheit der Faser der Drillungswinkel ~—-C~7
0

I — —

Qo
entfallt. Es ist darum, wenn man von der Drillung des zylindrischen Stabes zur Drillung

der Schraubenwindung tbergehen will, ¢ durch zu ersetzen. Die von der Quer-

I — ——

2o

. e 2 ot . .
schnittsverwélbung £ herriithrenden zwei Glieder 5% bzw. 0—5 sind unmittelbar zu verstehen.

* Der Vergleich mit der Bewegung einer inkompressiblen Fltissigkeit in dem bekannten ,,hydro-
dynamischen Gleichnis'’ fiir g = 0© und @, = 00 versagt nun.
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Solche Glieder® hat man ibrigens auch bei der Drillung gerader prismatischer Stibe;
nur verschwindet dann ¢ bei kreisférmigem Querschnitt.

SchlieBlich ist noch der Beitrag

—~ zur VerzerrungsgroBe e,, zu deuten. Be-
oy
2o

trachten wir wieder zwischen zwei Querschnitten im Abstand ds die Faser an der Stelle

{x, y) mit der Linge ds' =ds (I — 9i> Zwischen den zwei Querschnittsebenen liegt nach
(]

d
der Deformation der Winkel dy = o . Die Verschiebungen { an den Enden der Faser

schlieBen daher auch diesen Winkel dy ein, so daB auf die Faser noch eine Verschiebung
in Richtung der x-Achse vom Betrag {dy kommt. Ihr entspricht fiir die Faser ds’ eine

d
zu e,, hinzuzufiigende Winkeldnderung g{% = ¢ Pt
51 (I - Q_o)

So ist der grundlegende Ansatz (10) einfach erklirt. Wenn trotzdem in Ziff. 2 die
allgemeine Theorie beigezogen wurde, so riihrt dics einmal daher, daB3 wir die speziellen
Ansiitze (10) bersichtlich und zwangsliufig aus (5) erhielten (mit £ =% =0); sodann
werden wir (3) und (5) auch wieder beim Ubergang zur Schraubenfeder benétigen
(Ziff. 7 und 8).

4. Gang der Integration der Differentialgleichung (12); Naherungslosung nullter Ord-
nung. Da bei sehr kleinem «, die GréBe cos?«, == I gesetzt werden kann und damit
nach (6)

01 =R, =Ry, (6)
haben wir statt (11) und (12), indem wir noch statt R, kiirzer R schreiben,
7, = cGy + G 64‘ C l
I — —
.Ie. ,
_ 4cGx | .0C (1)
Ty = g + 5—;
I — —
und
dr, O, T,
d‘¢+6y— R_x::o_ (IZ’)

Trigt man die Ausdriicke (11’) in Gleichung (12') ein, so entsteht fiir { eine lineare par-

tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie enthalt auller dem Ausdruck( XE + SZC)

den wir wie iiblich kurz als A bezeichnen, cin Glied mit 3—% ein weiteres Glied mit §

und endlich ein Absolutglied. Die so recht verwickelte Gleichung lésen wir durch suk-
zessive Niherung. Wir denken uns (vgl. Ziff. 1) fiir { einé unendliche Reihe angesetzt:

C=Co+é'1+€2+---,

wo £, den Faktor 1/R zur n-ten Potenz enthalten soll. Es wird dann £, von der GréBen-
ordnung a/R gegeniiber dem nicht verschwindend gedachten {,_,, und da a/R ein kleiner
Bruch, kann die Entwicklung rasch abgebrochen werden.

Wir nennen , ein Glied #-ter Ordnung. Es sei weiter bezeichnet

=08 +8&, {u=0C+ &+ L usw.
$o, o &opy - . heiBe Naherungslésung nullter, erster, zweiter usw. Ordnung fiir {. Eben-

solche Bezeichnungen und Indizesschreibweisen wenden wir sodann fiir die durch ¢ be-

1 Theorie von de Saint-Venant.
41%
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stimmten Schubspannungen 7, und 7, an und schlieBlich auch fiir das Drillungsmoment
M ; und den Schub S, die resultierenden Ausdriicke fir den ganzen Querschnitt. (S sei
in Richtung - y positiv, M ; bei Rechtsdrehung um +- z positiv gerechnet.)

Es ist nun wesentlich, daB gilt

fo=c. (13)
¢, ist das £ fiir R = oo, also im Fall der Drillung eines zylindrischen Stabes. Hier ist,
wie schon einmal erwihnt, die Lésung:

Too = — Gy, Tyo=+¢Gx. (4)
Weiter haben wir durch Integration iiber den Kreisquerschnitt

a0 = ff (X Typ — YTuo) B2 4y,

ncGat

Mgy =——- (x5)

also — wie bekannt —

Fiir den Schub S, folgt:
So = ffr,,odx ay,

Sp =o0. (x6)

Um nun aus der Néherungslosung nullter Ordnung die erster Ordnung zu gewinnen,

also

beachten wir, dal £, = {; eine GroBe erster Ordnung? ist und ebenso? aﬁ—i{ Werden diese

Grofen noch durch R dividiert, so entstehen bereits GréBen zweiter Ordnung, die fiir
unsern Zweck zu streichen sind. D. h.: Wollen wir die Niherungslosung {; ermitteln, so

kénnen wir in den den Faktor _1127 entha!tcnden Gliedern mit g—f; und ¢ der Differential-
gleichung ¢ durch {, = o ersetzen und erhalten so lediglich eine Potentialgleichung:
Af; = bekannter Funktion von x und v.
Nachdem mittels der Randbedingung {; ermittelt ist, geht man zur Berechnung von

. . . R .0 .
{;; analog vor, indem man in den vorhin genannten Gliedern mit 5% und { die unbekannte

Funktion durch {; ersetzt usw. Natiirlich wird auch der Bruch

L .
-~ in eine geometrische

I —

R
Reihe entwickelt, und es werden jeweils nur die bendtigten Glieder beibehalten.

In dieser Weise berechnen wir in Ziff. 5 und 6 die Lésungen erster und zweiter
Ordnung.

5. Niéherungslosung erster Ordnung. Von (x1’) haben wir hier beizubehalten

Tar =—cGy(I+ x)—l—GaC’

(17)
T, = —|—ch(1+ )—i—Ga:I
und von (12')
ag:’+'2@1——z%=o. (18)

Vor Ausfiihrung der Integration sei bemerkt, daB die wichtige GréBe M,, auch chne
Kenntnis von £ , ermittelt werden kann., Denn von seiten der zweiten Summanden in den
Ausdriicken (17) kommt als Beitrag zu M,

fo( é—cl—- v %il)dxdy.

1 Gegeniiber ¢ a-a, dem Hauptverschiebungsglied.
# Gegenitber ¢a, dem Glied nullter Ordnung in der Verzerrung e;¢ (Abb. 2).
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Nach dem Greenschen Satz koénnen wir dieses Fliachenintegral umformen in das Rand-

integral
—G§ (xdx + ydy),

und fiir die Kreisberandung wird xdx + ydy = o, womit das Integral verschwindet.
Es folgt also

M= chf(nﬂ + 9?) (1 T %) dxdy — cGﬂ'(xz 1 y?)dxdy.

Wir haben daher
Mz = MdO . (Ig)

Damit ist das bemerkenswerte Ergebnis gewonnen, daB in erster Niherung kein EinfluB3
der Stabkriimmung auf das Drillungsmoment statthat. Der Ansatz M4, fiir das Dril-
lungsmoment nach der gewohnlichen Theorie ist damit, solange man es nicht mit sehr
dicker Schraubenwindung zu tun hat, erhirtet, und unsere Untersuchung zeitigte so
bisher ein negatives Ergebnis. Fiir M,;; werden wir dagegen in Ziff. 6 einen von M4,
verschiedenen Ausdruck erhalten, und was die Spannungsverteilung (und damit Tmax)
anlangt, so werden wir schon in erster Naherung eine erhebliche Abweichung von der
Lésung nullter Ordnung finden. Diese zu bestimmen, integrieren wir nun (18).

Durch Einsetzen von (1%) in (18) erhilt man, wenn man durchweg nur Glieder erster
Ordnung beibehilt,

41;[_*_,_32 o
oder
Al =—2. (20)

Als Randbedingung fiir den Kreisquerschnitt haben wir, wenn wir neben % und y noch
Polarkoordinaten » und ¢ ecinfithren (Abb. 2):

T,=0 fiir r=a

oder, da die ersten Glieder in 7, bzw. 7, am Rande bereits tangential gerichtete Spannungen

Liefern:
{1 _
(W )r= = 0. (ZI)
Ein partikuldres Integral der Gleichung (20) ist nun
cy (%4 998) c¥ising
—~gr ~ oder ——43
. . Aa%crsi . .
Nehmen wir hierzu noch das Integral ¢’ ;Sm ? der homogenen Differential-
gleichung A4{; = o, so folgt der Ansatz
b= — 07351n(p + A4 ca::sinq;.
Es ist
(i@l) __ —3cal¥sing | Aca’sing
v lr=a 8R R )

Daher folgt aus (21) 4 =32 und so als Losung von (20)

__crsing(3a®—#?)

CI - 8R >
oder auch cy (22)
=% gar—x—y).
So kommt
17} —Ccxy ad
=R e Gl =gR3e a3y
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und damit nach (17)

= oGy oy,
cG (23)
Tyr =+ ¢Gx + g5 (7%* — 3y + 34%).
Als Schub §; folgt ff‘r,,ldxdy, also
G G
Sy = g—R‘UI(wcz —3y2 4+ 3a?)dxdy = ;szlf(‘*xz + 3a¥)dxdy
=2 (nat + 3at)
oder
cGat
Sy =24 (24)
Es gilt also nach (19) und (15)
M, M,
Sp=—pr="5" (25)

An einem Element des Wulsts zwischen zwei Querschnitten im Abstand ds bilden
die an den Endquerschnitten auftretenden Drillungsmomente den Winkel ds/R mitein-
ander und ergeben somit ein resultierendes Moment M ;ds/R um die x-Achse. Diesem
hilt das Kriftepaar Sds der Schubspannungen S an den Endquerschnitten eben das
Gleichgewicht, wie wir erwarten mulBten.

Die nun auch unmittelbar gegebene Gleichstellung von S, bzw. M; und dem Zug
{(— P) bzw. dem Moment (— PR) verfolgen wir hier zunichst nicht weiter, sondern stellen
spiter diese Betrachtung allgemein fiir eine eigentliche Schraubenfeder an. Ebenso ver-
schieben wir eine Diskussion von (23) und der entsprechenden Ausdriicke zweiter Ord-
nung in Ziff. 6 auf den SchluB des Aufsatzes, wo die Anwendung auf die Schraubenfeder
gegeben wird.

Es sei noch wegen einer Anwendung in Ziff. 8 die genauere Losung, bei der g, und g,
unterschieden sind, kurz angegeben. Mit

t“=-——cGy(I -}—Ex;)—}—G&

o (x7)
1
_ X OCI
T = +CGX<I +E(;) +GW
statt (x7) und
0T,y 0Ty Tel ,
95 T oy T 2% = O (18)
statt (18) kime fiir {;
2 I ’
ACI:_(E;_-E;)W’ (20)
und als Losung
= —2—-—i c_y_ 2 __ 242 ’
b= (2 — ) F G —x—. (22)
Damit wire
—-_ (3L
T,y=—c¢Gy (490—{—291)06953)_, )
9 I 3 /2 1
Tyr = + cGx -4 CG[(B—Q(" —4_91> x2 —'?(Z — 0—“) (yz — dz)].
Fir den Schub folgte damit
= Mao _ Mao ,
Sdl - 01 Rl » (25)

wie zu erwarten.
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6. Niherungslosung zweiter Orduung., Wir haben nun von (r1’) beizubehalten:

T_,,,H——A—cGy(I-}— +Rz>+GaCH+GCI’l

: (26)
’ - a
TvII=+CGx(I+—;?+£_2_>+G;)C;I ]
und von (12) ; )

Ta i 27y x

5t TR (1t g) =0 (27)

Wieder erledigen wir zunidchst die Frage nach dem Drillungsmoment M,,;.

Im Integral f f (%Tygr — ¥Ter) dxdy haben wir, wie mittels derselben Betrachtung
aCU

wie in Ziff. 5 einzusehen, keinen Beitrag von seiten der Glieder G —=- CH und G Es
bleibt so, wenn man (22) beriicksichtigt,
Mg = Mgy + Re _U' x4 2y dxdy — 8R2If 34 — ¥ —y2)ytdxdy,
= Mgy + s_mﬂ(w" + 9x%y* — 3a%y?)dxdy
cG mas nat

:Md0+8R2( 3 +9 3(127)

= My, + 2225,
Wir erhalten daher nach (15)

2
My = My, (1 + % (%) ) . (28)

Damit ist der Einflul der Stabkriimmung auf das Drillungsmoment bis zur zweiten Ord-

nung in (a/R) festgestellt. Da der Bruch % klein ist, ist die anzubringende Korrektion nur

bei sehr dicken Federn von Belang, so daB wieder hinsichtlich des Drillungsmoments

eine Bestitigung fiir die gute Niherung der gewdhnlichen Theorie geliefert ist.
Einsetzen von (26) in (27) liefert nun die Differentialgleichung

Aty — 224 Dp oy _rery L 29(; 2 o

Rox Rox R R
oder
_ 18y cy 2cxy
Mu=Fp: "R~ &
Mit {,; = {; 4 {, folgt unter Beriicksichtigung von (22)
9cxy
Ay = — s R (29)

Als Randbedingung folgt diesmal, da auch das Glied {;/R in 7, zu beriicksichtigen ist, das
die Komponente {; cosg/R in die Richtung des Radius wirft,

9 | &1 _
EP + FCosg =0 fir r = a,

also wegen (21)

(aai” + £Icos q;)r:a =o. (30)

Ein partikuldres Integral von (29) ist der Ausdruck

3¢ 3¢
—Tom¥ ¥y + %) oder e pE7isinz2 @,

Als Integral der reduzierten Gleichung A, = o nehmen wir hinzu

Acatr?sinz g
R?
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und haben so fiir £, den Ansatz

Cz=—' Rzr 51n2(p+ R2 ﬂsmzq;
Es ist
() =3 sinzg + 24 sinzg,
wahrend nach (22) gilt
(4%9), .. =55 sinzo.

Daher liefert die Randbedingung (30) die Gleichung

ca® . 2dAca’
"—-ﬁe‘éSIHZ(P +—Rz——51n2(]) =0,
und damit folgt

A4=%.
Also ist das gesuchte Integral von (29)
-
="t (4a* —37),

oder auch (31)
_ £xY 2 2 2

52_16}22(4“ —3X "—33’)-

Hieraus errechnet man

7
= e — gt —3y7) und T2 = I (4a% — 342 — g7).

Die Glieder zweiter Ordnung 7,, und 7,, in t,;; bzw. 7,;; sind nach (26)

Ty = — et + 652 GAL,

G a
Ty =+ S+ GO
oder nach der vorigen Gleichung und (22)
G x? G G
Top = — T+ 1 (40 — 94 — 39%) + T2 (302 — a2 — ),

clr a3 cGx
Ty2 = RE + =55 16 22 (4“2_3"2—93’)

Damit kommt nach Zusammenfassung

—c
T = “je s (274 + 59 — 104%),
J-cGx
Tye = s (1342 — 9% + 4a?).
Fiigen wir schlieBlich diese Glieder zu den Naherungslosungen erster Ordnung (23) hinzu,
so erhalten wir

.G G
= — Gy — 3G xy 28 g 4 55t — 00,
°G 2 2 2 cGx 2 2 2 (32)
Ty = +¢Gx + 35758 —3y*+38%) + ;5= (1322 —9¥* + 44%).

Der Schub S;; ergibt sich, da 7,, keinen Beitrag liefert, als nicht von S; verschieden:

MdI

Siy=S8r= = (33)
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(Es ist der GroBenordnung halber klar, daB3 S;; nicht LH entsprechen kann; erst S;;;

7. Giiltigkeitsbereich der gefundenen Niherungslosungen. In Ziff. 3 haben wir zur
Gewinnung des grundlegenden Ansatzes (11) und (12) die Voraussetzung beigefiigt, daB3
die Anfangssteigung unserer Schraubenwindung, die zum Ringwulst deformiert werden
soll, ,,sehr klein“ sei, Mit dieser Einschrinkung erreichten wir, daB die bereits beim Uber-
gang von (3) zu (3) (Weglassen der Glieder zweiten Grades) und weiter beim Ubergang
von (5) zu (1I) gemachten Vernachlissigungen ,beliebig klein‘* gedacht werden konnten,
so daB uns der Weg zu einer ,,beliebig genauen Losung freistand. Verlangen wir nun aber
nur die Genauigkeit einer vorgeschriebenen Ordnung, so brauchen wir nur mehr dafiir
zu sorgen, daBl die begangenen Fehler von hoherer als dieser Ordnung sind.

Wir priifen nun die in Ziff. 3 gefundene Losung § =% =& = 0 und % = 0, ohne

die frither gemachten Vernachldssigungen zu wiederholen. Dabei gehen wir, um auch die
Wirkung der Glieder zweiten Grades mitzubeurteilen, unmittelbar von (3) aus. Es
kommt

72=7’2[1+T—;—";7{ ()»1_20)3'4‘”15}]2+72[m+n(11:i:7}":)x]
_|_y2|:ac+m£+ +x1—1{~2;( - zgﬂ

Man erkennt, daBl die Ausdriicke (10) auch so stimmen, ohne daB wir irgendwelche
Annahme iiber «, machen. Dagegen werden nun, wie es doch sein miiBte, die Ausdriicke
fiir €54, €4y, €4y, €,, nicht mehr exakt zu Null. Wir haben die GréBenordnung der so ent-
stehenden Fehler zu priifen. Das Glied niederster Ordnung ist das (zu ¢, ,, d. h. dem Faktor
von #? gehdrige) Glied (A; — Ag)2 (2 4+ y3) = (ca)?, wenn wir wieder (4; — 44) durch ¢
ersetzen. Nun ist ca selbst von nullter Ordnung [vgl. (14)]; wir erhalten also die Ord-
nung von (ca)? = (ca)- (ca), wenn wir den zweiten Faktor ¢, mit dem der erste Faktor ca

nullter Ordnung multipliziert ist, zu /R in Beziehung bringen. Ist ca (%)”, so ist {ca)2

von #-ter Ordnung (gegeniiber ca), und damit haben unsere genannten Fehler dieselbe
Ordnung.

SchlieBlich verdient noch ein Punkt Erwihnung. Wir sind von (x1) und (12) auf
(x1’) und (12’) tibergegangen mit cos?«, ~ I. Diese Vernachlissigung spielt, wenn wir
jetzt den frither ,sehr kleinen Giiltigkeitsbereich erheblich ausdehnen, trotzdem gar

keine Rolle. Denn einmal kommt der dadurch entstehende relative Fehler —= ohnehm nur
auf Glieder von héherer als nuliter Ordnung, und dann ist weiter |4, — A(,[ N , also

a . . .
ca A o (JT) Ist also ca auch nur von zweiter Ordnung, so ist «, bereits von erster Ord-

nung klein und o«f schon ein Glied zweiter Ordnung, womit dann die absoluten Fehler
von mindestens dritter Ordnung werden.
Wir fanden damit: Die genaue Giiltigkeit der Néaherungslosung erster bzw. zweiter

Ordnung verlangt, dall ca von zweiter bzw. dritter Ordnung klein wird (gegenﬁber %) .

Bei den Verformungen, die ,,physikalisch zuldssig® heiBen sollen, d.h. bei denen
wir noch innerhalb der Proportionalititsgrenze bleiben, geht man wohl schon recht weit
mit dem Ansatz ca & '1%) als oberer Grenze (fiir Stahl). Nach der Niherung nullter Ord-

nung hat man es dann mit Tmax & 8000 kgfcm? zu tun, nach der Niherung erster oder
zweiter Ordnung (vgl. Ziff. 10) mit noch — bei dicker Feder erheblich -— gréBerem gy -
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Die Zahl;%bedeutet etwa zweiter Ordnung fiir % A ’IIT: und dritter Ordnung fﬁr% R —;—

So finden wir denn eine praktisch ziemlich weitgehende Anwendbarkeit unserer Lo-
sungen ; wir haben mit der gemachten Annahme fiir ca nach Obigem: Fﬁr alle ,,physika-

lisch zuldssigen Deformationen ist fiir eine Schraubenwindung mit 4 gwdie Losung

erster Ordnung richtig, flir eine Windung mit -1% = -;« auch die Lésung zweiter Ordnung.
Was die Windungen mit % zwischen ;Ia und % anlangt, so ist fiir siec der Einflu8 der Glieder

zweiter Ordnung schon gering; fiir —;— = %z. B. wird das Drillungsmoment um weniger

als 1/,%, gedndert, und im Bild der Schubspannungsverteilung und bei 7p,, interessieren
die Glieder zweiter Ordnung deshalb weniger, weil die Glieder erster Ordnung weit iiber-
wiegen. Beachtet man noch, daB wir mit ca bis zur oberen Grenze gingen und im all-
gemeinen kleinere Deformationen iiblich sind, so erhalten wir das praktische Ergebnis,
daB bei dickeren Windungen die Niherungslésung auch zweiter Ordnung brauchbare
Formeln liefert. Bei ganz diinnen Windungen gilt natiirlich auch die Lésung erster Ord-
nung nicht im vollen (physikalisch) méglichen Umfang; der Einflul auf das Drillungs-
moment ist hier praktisch Null.

8. Anwendung auf die Schraubenfeder. a) Allgemeiner Ansatz fiir die Ver-
zerrungsgréBen und Gleichgewichtsbedingungen. Wir suchen zu beurteilen, in-
wieweit die Anwendung der gewonnenen speziellen Losung fiir die zum Ringwulst de-
formierte Schraubenwindung auf eine Schraubenfeder berechtigt ist. Zundchst stellen
wir wie frither neben die Ausdriicke fiir die VerzerrungsgréBen, fiir die wir nun im all-
gemeinsten Fall — ohne besondere vereinfachende Annahmen — (5) zu iibernehmen
haben, die Gleichgewichtsbedingungen. Es geniigen nun aber nicht die in der gewdhn-
lichen Theorie beniitzten Gleichgewichtsbedingungen fiir die Resultierende und das re-
sultierende Moment im Querschnitt!; vielmehr benétigen wir wiederum die Gleich-
gewichtsbedingungen im Unendlichkleinen. Dabei ist zu beachten, daf die Spannungs-
komponenten 6y, 0yy, 0., Tyss Taz, Tzy Sich auf ein jedem Querschnitt eigentiimliches
Koordinatensystem (x, ¥, 2) beziehen, also nicht auf ein raumfestes System. Um die ge-
suchten Bedingungen abzuleiten, gehen wir analytisch vor: Wir denken uns mit dem
System (%, ¥, z) in dem Querschnitt des Punktes M der deformierten Schraubenmittel-
linie, den wir betrachten wollen, ein raumfestes System (X, ¥, z) zur Deckung gebracht.
Fiir dieses seien die Spannungskomponenten g,y . . ., Tqy - Die Gleichgewichtsbedingungen
lanten nun bekanntlich:

30’xx a‘fxy Itz
+ +5; =0,
a’” '9"” 40, (34)
a‘rzx al'zy 0‘rzz _
ax T + =0

Diese Gleichung gilt es auf das System (%, v, 2 zu transformieren., Fiir das System
(%, ¥, 2) in einem beliebigen Punkt N der deformierten Schraubenmittellinie seien die
Richtungskosinus beziiglich des festen Systems in M gegeben durch das Schema:

x|y |z

x| L | myim

Y|l |my| ng

2| ly [ mg | ny

1 Vgl. etwa Love §259, (26) und (27).
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Dann gilt?
a1 , al al ,
79?1=12'11—ls”1» 3_:=l3"1_l1a1» 'g‘leﬂ‘l"lz"n

. . . . Ony ]
und zwei analoge Gleichungstripel fiir % und -(% .

Lassen wir N mit M zusammenfallen, so daB sich (x, v, 2) mit (X, y, z) deckt, so
folgt:

l, = m, =n, = 1, const verschwindende Richtungskos.
ol aly aly ,
5“;-—~0; '.‘d';——‘ﬂl, '5:;:%1,
omy; dm, Oy (35)
5 = a0 m T T
ony , dny ong
T T s o
. . : o _ 90 40 _0 d daB
Wir beachten bei der Transformation von (34), daB z7-=—= un By — 3y wnd da

damit in allen drei Gleichungen die beiden ersten Summanden unverdndert bleiben, wo-
fern man nur die Buchstaben X, Y, z durch %, y, z ersetzt. Dagegen erfordert jeweils
das dritte Glied eine sorgfaltige Behandlung.

Zunichst stellen wir fest, daB fiir den Vektor von einem Punkte (x, v) im Querschnitt
von M nach dem Nachbarpunkt (x, 4) im Querschnitt von M', wo MM’ = ds ist, die
z-Komponente wird:

dz = ds(x + nyy — #4,2)
oder kurz

WO

dz = ds(x +71)'} (36)

. Y1="%y — %%,
Damit wird
d

A
P A T
Fiir die drei Spannungskomponenten im jeweils letzten (linken) Summanden von (34)
haben wir
Tuz = WGy + (g + Lymy) Tyy + lyg0yy + (h7g + l3ny) T,
+. (g + lgy) Ty, + U750,
Tyy = MyM Opy + (MM + Mahy) Tpy + MyTy 0y + (Mg 05 -+ MyNy) Ty, (37)
+ (””2”3 + ms”z) Tyz + M3ha 0,y s ]
Oz = ”%o':r:u -+ 20 MyTyy + ng Oyy + 2M Ry Ty, + 2Ny NgTy, + %go‘” :
Nunmehr ist die Umformung auch des jeweils dritten Gliedes eine bloBe Differen-
tiationsangelegenheit mit Berticksichtigung von (35) und (36); es kommt

9Txz I o1,

dz =I+y1 ( asl_xllaxm+%iazz+xlrmv—llrvz)'
aTyz I dT z .

dz I+‘)’1< 6;—+”10'1111—”10'”“"”17051;+/117-'mz):
a(fzz I do, z

% =TT (—d—;— — 2T, + ler“) .

Damit folgen die gewiinschten Gleichgewichtsbedingungen, die'in dieser allgemeinen
Form fiir jeden durch Biegung und Drillung verzerrten Stab Giiltigkeit haben:

1 Vgl. z. B, Love § 253, Gleichung (5).
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80‘,, 81.',“, 1 671: ’

a5+ T3y Y, [—as— + %1 (05 — Ogg) + #3Txy — 11'%;] =o, l

47,5 , 00, 1 07y, '

'—a_:,_ + a;ﬂ + I—+—‘y;[ a: - %I(Uzz - aw/) — HTgy + 'QIT-M] =0, (38)
61:,, aT, I aazz

57 + a'yv + T—i—T&[ gs 2%t 2”11‘”‘} =o.

Wir erwahnen noch, daBl mit #;, = 0, 4; = o0 und (36) gerade wieder die Differential-
gleichungen (7) fiir den Ringwulst aus (38) hervorgehen.

Ist A, =& 0, so treten 7., und 7, in den beiden ersten Gleichungen auf, selbst wenn
man die Abhingigkeit von s ignorieren wollte. Der einfache Ansatz wie beim Ringwulst
ist nicht mehr méglich; & tind % verschwinden nicht mehr. Die drei Gleichungen (38)
sind miteinander gekoppelt und geben drei Gleichungen fiir die drei unbekannten Funk-
tionen &, %, {.

b) Die Schraubenfeder kleiner Steigung. Wir setzen von jetzt ab fest, daB3
wir unter , kleiner Steigung‘‘ eine Steigung erster Ordnung klein verstehen wollen, wobei
wiederum a/R die ordnungsbestimmende Gré8e ist. Darunter verstehen wir etwa, daB
tg uy & oy die GroBe z/R nicht ibersteigt. Eine Gang auf Gang gepackte Feder hitte

oty R na—R; diese Feder kann also um die doppelte Achsenlinge verldngert gedacht werden,

ohne daB wir aus dem Bereich ,kleiner Steigung’’ heraustreten. Die Feder kleiner Stei-
gung hat darum fiir Deformationen einen noch weiten Spielraum. Aus ihm soll aber
unsere Feder nicht heraustreten; auch fiir o, soll gelten, was fiir «, festgesetzt wurde.
Wir beachten noch, daB die Feder kleiner Steigung bei méglichst groBer Deformation
(durch den ganzen genannten Spielraum hindurch) eine Anderung (¢, — «,) von erster

Ordnung erfahrt; dann ist also ca & (ot; — o) -1% eine GroBe zweiter Ordnung.

Nunmehr betrachten wir zunichst eine sehr kleine Deformation einer Schraubenfeder
kleiner Steigung. Wir fragen, ob wir nicht fiir eine N&herungsldsung bis zur zweiten Ord-
nung die frithere Losung iibernechmen kdnnen. Das ist der Fall, wenn wir dabei nur Gréfien
von mindestens dritter Ordnung zu vernachlissigen brauchen. Wir haben wieder { als
GroBe erster Ordnung anzusehen. § und #% werden auch mindestens von erster Ordnung
klein; aus den zwei ersten Gleichungen (38) kénnen wir sogar schlieBen, da8 & und %

GroBen zweiter Ordnung werden; denn dort sind die [nach (5)] € und % entsprechenden
Spannungen mit 4,7, , und 4,7, , gekoppelt (a—g%und %5 diirfen wir uns mindestens ebenso
klein denken). Ay aber ist Ay %1— und damit al,7,, bzw. al;7,, ebenfalls von zweiter Ord-

nung klein (gegeniiber ca G).

Betrachten wir (5), so erkennen wir damit unter Beriicksichtigung des Umstandes,
daB (aly) und (a4,) und ebenso (@ #,) und &' von mindestens zweiter Ordnung klein werden,
daB fiir e, und e¢,, die Gleichungen bestehen:

1 , ¢ 1 9
gzm=_’_|_—o(— (Aa— Ay +40) +?97+I_:i_-15;'

1 oL 1 dy
v = T (A — Ag) % Yo T

Was die bereits genannte GroBe anlangt, so werden wir bei der kleinen Abwei-
chung vom Fall des Ringwulstes mit der (z. B. in der Lord Kelvinschen Theorie der
Schraubenfeder? beniitzten) Anniherung #, = 0 rechnen diirfen (die auch bei beliebiger
Steigung gut wire, wenn die Steigungsinderung sehr klein angenommen wird). Genauer

1 ¢ ist sogar von der Ordnung oy (A, — 4;) a®/R.
2 §. etwa Love §271.
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wire! | %, | = %, tg B, wenn § den Winkel zwischen x-Achse und Hauptnormale im de-
formierten Zustand bedeutet. Dieser Winkel # brauchte nur klein von erster Ordnung
zu sein, damit & #, klein von zweiter Ordnung wird. In Wirklichkeit wird g viel kleiner
sein (insbesondere bei der angenommenen sehr kleinen Steigungsinderung). Ist %, = o,
hat also die x-Achse die Richtung der Hauptnormalen, so bleibt in jedem Querschnitt
die Orientierung des (x, v, 2)-Systems gegeniiber der Richtung des Zuges P und gegen-
iiber der Achse des Moments Pp, dieselbe (schon 2, =: konst geniigt hierzu). Das Dril-
lungsmoment P, cos «, ist ohnehin stets dasselbe, und nun bleiben auch die Biegungs-
momente immer gleich: um die x-Achse = 0 und um die y-Achse = Pp, sin ;. Damit
entfiillt ersichtlich die Abhidngigkeit von s. So gelangen wir von den oben angeschriebenen
Ausdriicken fiir ¢, , und ¢,, wieder zu (10) und von der dritten Gleichgewichtsbedingung
(38) wieder zu (12).

SchlieBlich kénnen wir wie in Ziff. 7 von der ,,sehr kleinen’* Deformation noch zur
,,physikalisch zuldssigen” Deformation iibergehen. Das dort Gesagte gilt wiederum,
wobei wir nur — wie zuletzt bemerkt — auBerdem x; vernachlissigbar klein und ebenso
damit 8/0s als klein héherer Ordnung anschen miissen. Nach dem schon Ansgefiihrten
werden wir kein Bedenken haben, diese Annahme zu treffen. Damit kénnen wir das am
SchluB8 von Ziff. 7 Ausgefiihrte auf die Schraubenfeder kleiner Steigung unmittelbar
iibertragen. Es sei nur noch hinzugefiigt, dafl der Giiltigkeitsbereich fiir die Lésung erster
Ordnung fiir unsere Feder sozusagen ein unbeschrinkter ist: Da ca hier nur von zweiter
Ordnung klein ist, so kann die Feder kleiner Steigung iiberhaupt jede ihr als solcher zu-
stehende Deformation ausfithren, wenn diese physikalisch zuléssig ist.

Wir fiigen noch eine Bemerkung zur Anwendung auf die Schraubenfeder bei. Dal
wir uns auf kleine Steigungen wirklich beschranken miissen, erkennen wir z. B. so: Die
Gleichgewichtsbedingung (12), die wir nun auch auf die Schraubenfeder anwenden, fiihrt
mit dem Ansatz (11) auf eine N&herungsldsung erster Ordnung, die — wie am Schluf3
von Ziff. 5 gezeigt — den Schub von der GréBe M ;o/g, liefert. Dieser Schub miiite aber den
Wert M 4o/ R, haben. (Frither war g, = R;). Dies geht unmittelbar aus der Federbelastung
hervor. Tiefer in den Gleichgewichtszusammenhang dringen wir ein, wenn wir ein Feder-
element zwischen zwei benachbarten Querschnitten herausgreifen: Die Kriimmung 1/p,
verlangt, um die Richtungsénderung von M, an den Endquerschnitten zu kompensieren,
einen Schub M 4o/0,, wie wir ihn auch aus unserer Rechnung erhalten wiirden, und wie er bei
fehlender Torsion der einzige wire. Nun verlangt dazu noch die Windung 1/¢,, um die-
Richtungsinderung des Biegungsmoments My, = Mgy tg «; 2zu kompensieren, den

M P ¢ sin o cos o 1 cos? ¢ .
Schub—"?. Mit — = ——%=-—" und — = ——~* erhalten wir so den Gesamtschub
51 0 1 &1 1
Mgocos?a; + Mygsina; Mgy,
Rl Rl - Rl ’

{Man erkennt wieder, wie die Drillungsspannungen nun mit den iibrigen Spannungen
gekoppelt sind; wir haben kein reines Drillungsproblem mehr.)
Im Gesamtschub haben wir also bei unserer Niherungsrechnung den Fehler
Mg, sin® oy
1 e
Ist o, von erster Ordnung klein (Feder kleiner Steigung), so ist dieser Fehler von dritter
Ordnung klein.
Man kénnte auch einen (formal) richtigen Schub M4o/R; erzwingen, wenn man in oben
genannter Gleichgewichtsbedingung g, durch R, ersetzt, also cos &, durch 1. Der so ge-

gemachte Fehler in Q:_x ist von dritter Ordnung und darf darum begangen werden.

1 S. Love, S. 442, Gleichung (3): ﬁ—_—-%—f.
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SchlieBlich ersetzen wir (vgl. eine Bemerkung in Ziff. %) g, durch R, und R, durch R,.
Dann kommt mit der Schreibweise R, = R gerade die Ausgangsgleichung (12").

Unser Begriff der , kleinen Steigung® ist hinsichtlich der praktischen Verwendungs-
fahigkeit zwar fiir die dicksten Federn gewiB ausreichend, kann aber bei weniger dicken
Federn etwas zu eng erscheinen. (Von ganz diinnen Federn sehen wir bei vorliegender
Theorie natiirlich ganz ab). Da nun nach Ziff. ¥ die Anwendbarkeit der Naherung zweiter

Ordnung fiir solche Federn (etwa % < —;—) nur noch in beschranktem MaBe genau gilt

und hier ohnehin die Korrektionen zweiter Ordnung weniger interessieren, kann man
auch den Ubergang vom Wulstproblem zur Feder im Hinblick auf eine bloSe Anwendung
der Losung erster Ordnung untersuchen. Man findet leicht, daf3 der Begriff , kleine Stei-
gung*‘ dann wesentlich erweitert werden kann: Es gentigt, dafl das Quadrat der Steigung
der Feder etwa die GroBSe /R hat, womit dann sicherlich der praktischen Verwendungs-
fahigkeit keine Schranken mehr gesetzt sind. Die am SchluB von Ziff. 7 gefundene Regel
fiir ,,physikalisch zuldssige'* Deformationen lautet nun: Fiir alle physikalisch zuldssigen
Deformationen gilt die Ndhcrung zweiter Ordnung genau fiir Federn kleiner Steigung

(Steigung Y %) und % > —;—, die Naherung erster Ordnung bereits fiir Federn mit kleiner

Steigung im erweiterten Sinn (Quadrat der Steigung ~ %) und -;—g;—o Die Angaben

iiber die Steigung bedeuten praktisch keinerlei Einschrinkung, wohl aber die Angaben
iiber das Verhéltnis (¢/R). Es ist indessen hierzu zu sagen, daf3 wir nicht nur mit den De-
formationen bis zur Grenze physikalischer Zulissigkeit gingen, sondern auch in Ziff. 7
zum Ausgangspunkt unserer Abschitzungen die Forderung strenger Giiltigkeit der be-
treffenden Niherungslésung machten. Im Sinne einer bloBen ,,brauchbaren Naherung®
ist zweifellos der Giiltigkeitsbereich ein erheblich weiterer, und der Praktiker mag in
diesem Sinne die entwickelten Ergebnisse (Ziff. 9 und 10) unbedenklich {ibernehmen,
dabei die Frage, ob in einem vorliegenden Fall die Losung nullter, erster oder zweiter
Ordnung zu nehmen sei, lediglich nach der praktischen Uberlegung beurteilend, bis zu
welcher Ordnung sich fiir ein bestimmtes vorliegendes (a/R) das Mitfithren von Korrek-
tionsgliedern lohnt.

9, Zusammenhang zwischen Verlingerung und Zugkraft fiir eine Schraubenfeder. Die
Feder, die in unseren Benennungen etwa als Zugfeder gedacht ist, habe » Windungen,
den Wicklungshalbmesser R, den Querschnittsradius a. Die Zugkraft sei P. Wir be-
zeichnen noch die Linge der Federmittellinie mit /, die Hohe der Feder oder die Achsen-
lange mit % und die Verlingerung von 4 mit 8%. Die Steigung der Feder sei von der Ord-
nung (2/R) klein.

Zunichst gehen wir bei unserer Betrachtung in der einfachen Weise vor, wie man in
der Festigkeitslehre gewdhnlich zu verfahren pflegt, d. h. wir setzen

COS tg AY COS 0y AY I, sin ety A 0, sine; A «;, R, ~ Ry = R.
Fiir die Verlingerung &% haben wir dann wegen s = Isin a,
8h ~ Loy — o).

Weiter ist
I~2anR.

Also folgt der Wert
dh=2anR (0 — x)- (39)

Wir haben weiter das Drillungsmoment &~ PR und andererseits nach (28) und (15),
wenn wir nun die genauere Formel fiir M, beniitzen,

4
M, =L (1 g 3 (2, (40)
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Hier ist noch ¢ aus (g) einzutragen; in unserer Néherungsrechnung wird einfach

c=27% (41)
So kommt die Beziehung
7 (@ty — ) G at 2
PR =IO ;3 (o)) (42
und wegen (39)
R p 2
dh = f%a—- (I — 1_36 (—;—) ) . (43)

Diese kurze geniherte Ableitung fiir /% ist insofern unvorsichtig, als die bei den begange-

nen Vernachlissigungen entstehenden Fehler selbst von der zweiten Ordnung in (4/R)

sein kénnten, so daf} dann die Beniitzung des Korrektionsgliedes zweiter Ordnung in M,

wirkungslos wiirde. Wir priifen daher noch die Berechtigung unserer Entwicklung.
Statt (42) hitten wir genauer zu schreiben, wenn ¢ aus (g) entnommen wird,

TG at fsin o) cos oy sin &, COS o, 3 [a\2 ,
PRI COS oy = > < R, — R, ) I+ BT (E) - (_(.2 )
So kommt
__ anGat /sing sin gy €OS oy 3 [a\2
P 2 <R§ T R, R, cosocl) I+ 3 (E) )
I I . . «
Nun ist 5 — 5~ von der Ordnung (o; — o) ot klein. Man kann diese Differenz berechnen,
1 0

wenn man vom Biegungsmoment (um die y-Achse) M, = M, tg o, ausgeht, wobei fiir
M hier der Wert M,;, gentigt:

matE (cos2 oy cos? oco) Gma® oy — oy
[~
R, Ry

4 V2 R, %

So bestitigt man leicht die Behauptung. Ferner ist der Faktor

10
cos 2 o — ol
i ) —~ R I + 1 0 s
COS oy 1 o 54 2
2
COS
also auch (ET{Q — I) von der Ordnung (x; — o) og-
1
. . . a \2 a \3
Denken wir uns nur Forménderungen mit («; —etp) A (T) ,d.h.auch ca ~ <F) )

so sind demnach die gemachten Fehler gerade von héchstens dritter Ordnung. Nun fanden
wir in Ziff. 7 und 8, daB der Forminderungsbereich, fiir den (c4) von dritter Ordnung
klein ist, auch eben derjenige ist, in dem fiir die Feder kleiner Steigung die Niherungs-
l16sung zweiter Ordnung (und damit M,;;;) genau gilt. Zugleich liegen fiir dicke Federn,
fiir die man ja eben das Korrektionsglied in M; mitnehmen méchte, die physikalisch
zuldssigen Deformationen in diesem Bereich (Ziff. 7). Der Praktiker kann daher un-
bedenklich in den ihm gewohnten Rechnungen den genaueren Wert (40) fiir M beniitzen,
falls er die Korrektion zweiter Ordnung beriicksichtigen will.

Der genauere Ansatz (42') statt (42) entspricht gerade der Genauigkeit (mit Aus-
nahme natiirlich des Korrektionsgliedes in M), wie sie in der Lord Kelvinschen Theorie
der Schraubenfeder erreicht wird. In der bei Love! hierfiir angegebenen Formel

ah=P1R2(

sin? & cos? oc)
y

B o (44)

1 Love §271 S.478.
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wo B die Biegungssteifigkeit und C die Drillungssteifigkeit bezeichnet, miissen wir nun
bei Anwendung des Wertes M,y fiir M; die Drillungssteifigkeit ersetzen durch

nGat 3 fa\2
C== (I"'Ts'(E))' (45)
Kehren wir zu (43) zuriick, und denken wir uns diese Formel nach G aufgelést. Man

erkennt, daB ein aus Zug- oder Druckversuchen mit dicken Federn bestimmter Schub-

modul G sich nach der fritheren Theorie etwas zu groB ergibt. Der relative Fehler ist

a

durch den Bruch ;36 (-ﬁ)z gegeben, errechnet sich also z. B. fiir

I . @ I v a I
iy zu %%, fur—R—=T zu 1,17%, fiir =3 zu 2,08 % .

10. Schubspannungsverteilung im Querschnitt einer gespannten Feder kleiner Steigung;
Zusammenhang zwischen Drillungsmoment und grofiter Spannung. a) Niherungslésung
erster Ordnung. Nach (23) haben wir

G G
P S P

Lings der x-Achse haben wir
Tpr =0, 1y1=ch+Si%(7x2+3a2).

An die Stelle lincarer Verteilung tritt eine parabolische Verteilung. Fiir —%:—;- zeigt
a
3
diagrammen ist zu beachten, daB die + x-Achse gegen die Federachse weist. (Vgl. Abb. z).
Der mit ¢ (a) bezeichnete Randpunkt x = - 2 (¥ = — a) ist also der innerste (AuBerste)
Randpunkt; die Randpunkte x = o sind als Punkte mittleren Achsenabstandes mit
bezeichnet.

Die Abbildungen wurden sehr einfach auf graphischem Wege gewonnen. Man gelangt
leicht zu dieser Konstruktion, wenn man die Korrektionsglieder

[ G
Tm1=_'546R xy, Tv1=+§?(7x2—3y2+342)

diese Abb. 4. Bei diesem und den weiteren, ebenfalls fiir = %gezeiehneten Spannungs-

in Polarkoordinaten darstellt. Man erhilt so an Stclle von 7., und v,,

=250 (= (e =) (2] e

wbezy Wir setzen noch
_.3caG a (T 2
&P w=2 (7 1= (2]
p T caG [ a 7 \2
\ & - d X
N i%‘f v=" (@) +7(5)]
= O
d%’ ul Y™ Zeichnet man fiir vorliegendes & und a/R nach Annahme
R e — 7 von caG (Randspannung fiir die Naherungslésung nullter
a Ordnung) # und v als Funktion von # auf, wie das in
Abb. 31, Die HilfsgréBen % und v flir die a 1 . . .
Spannusgen. Abb. 3 fiir & = — geschah, so hat man fiir die graphi-
sche Ausfithrung nur noch zu beachten:
T,y = #sing, Ty = U COS .

Die beiden Kurven fiir # und v sind gewdhnliche Parabeln mit gemeinsamem Scheitel
auf der Ordinatenachse,

1 Abb. 3 ist in groBerem MabBstab gezeichnet als die Abb. 4 bis 7.
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Bei jedem zu zeichnenden Diagramm geht man von der linearen Verteilung aus und
bringt unsere Korrektionsglieder z,; und 7,, an. In Abb. 4 ist ¢ = o bzw. == 180°, also

3
caG

Tpy =0, Tgpy = + v bzw.

= — v. In Abb. 5 ist ¢ = go®
bzw. = 270%, also 7,; =# bzw. = — # und 7,, = 0.
Langs eines beliebigen Durchmessers ¢ bzw. (180° -+ ¢),
] wie in Abb. 6, verfihrt man etwa, wie in Abb. 3 fiir
einen Punkt (r =—g—> angedeutet. Will man die Span-

nungen langs eines Kreises auftragen, wie in Abb. 7 die

a

Randspannungen und die Spannungen fiir » =—, so

2

N beniitzt man zweckmdBig — wie angedeutet — aunlBer
Abb. 3 noch Hilfskreischen mit den Radien « bzw. v
{fiir das entsprechende #) 1.

; cal tm
" { S
{ B
\a
u
7 a \ 1A
m a
/ u
m
Abb. 4. Spannungen lings der x-Achsc. Abb, 5. Spannungen lings der y-Achse.

Was die Spannungslinien fiir die Losung erster Ord-
nung anlangt, so ist ihre Differentialgleichung in Polar-
koordinaten dr 7,
Zr,

>
'

3¢Ga? r\2\ .
T, == BB I— (7{) s g,

2
Ty =c¢G7 -+ —ogi— (3 47 (—2—)2> cos .

Man kann die Differentialgleichung in folgender
Weise leicht ndherungsweise integrieren: Die Spannungs-
linien werden nur wenig von Kreisen abweichen. Der
Radius des durch die Schnittpunkte einer Spannungslinie
mit der y-Achse gehenden Kreises um M sei p. Wir setzen
fiir diese Spannungslinie # = ¢ 4+ ¢ und behandeln & als
kleine Gré8e. Dann wird, wenn man in den Korrektions-
gliedern der v die GréBe » durch g ersetzt mit den Ab-
kiirzungen

L At . a? (_@_)2
A “87(1 (a)> k “2372‘(3"'7 a) )
1 Die Randspannungen konnen auch (graphisch oder rech-
nerisch) einfach nach der fuar sie giiltigen Bezichung: )-rf +13
5 %

=cal; (I -+ —‘;— _€> ermittelt werden.
\

mit

Abb. 6. Spannungen lings eines beliebigen
Durchmessers.
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die Differentialgleichung der zu # = g gehérigen Spannungslinie:

de _ hsin ¢
(o-+¢e)dp og-tetkcosg’

Unter bloBer Beriicksichtigung der Glieder erster Ordnung in den kleinen GréBen e, &
und % erhalten wir
€= -—hcosg

und damit schlieBllich als Gleichung unserer Spannungslinie genihert:

v~ po—hcosg =g——%%2<1——(%)2>cos<p.

Auf Grund dieser Glei-

chung entstand Abb. 8
a __ 1
(z=3)

Eine Kurve der Abb. 8
kann als eine zum Kreis-
chen vom Durchmesser 4
gehorige Konchoide aui-
gefalBlt und so konstruiert
werden.

Von der Deformation

’ 7 ¢ \ r ' der  Querschnittsfliche
* " /‘ durch die Verwélbung {;
Dﬁ? J‘ ‘,;’ o ” kann man sich in nach-
/ v < , y folgender Weise leicht ein
"\ \ Bild machen. Die defor-

d ‘v mierte Fliche hat in be-
‘\ s zug auf das (x y 2)-System

: - der unverwdlbten Fliche
nach (22) folgende Glei-

5:} chung: .
£} cy
¥ zzﬁ(3a2__x2_y2).

Diese Fliche dritten Gra-
des enthilt die x-Achse.

Der Schnitt mit der yz-
Ebene ist die Parabel
dritten Grades

/v
caG—————

A
Vil
/’-

Abb. 7. Spannungen lings des Randes und eines konzentrischen Kreises, 7 = 56% (3 a? — yz) )
Diese in Abb. g gezeichnete Kurve hat im Mittelpunkt einen Wendepunkt und fiir
y = -+ a Tangenten parallel zur y-Achse. Ein Schnitt der Fliche mit einem Kreis-
zylinder x2'4 y? = g2 liefert wegen z = konst -y eine ebene Kurve, die demnach eine
Ellipse ist. Die Fliche ist der geometrische Ort einer Schar von Ellipsen, die auf der x-Achse
ihre kleine Achse haben. Zu irgend einem Punkt P der Kurve von Abb. g gehért eine
Ellipse mit der grofen Halbachse M P und der kleinen Halbachse M P’. Diese Ellipsen-
schar ist durch Verzerrung der Schar konzentrischer Kreise des urspriinglichen Quer-
schnitts entstanden.

Die besondere Betrachtung von tmex erledigen wir zusammen mit der Ndherungs-
16sung zweiter Ordnung.’ V
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b) Ndherungslésung zweiter Ordnung; gré8te Spannung. Nun haben wir
die Ausdriicke (32)

cG cGy
Ty, == —cGy—%h—xy— T (27 %% -+ 5y — 104%),

Gx

cG
Ty oG+ g (722 — 39 + 340 + 5 (1342 — gyt + 4ad).

Wir verzichten auf eine graphische Darstellung ; die bisherigen Abbildungen wiirden nur
wenig abgeindert. In den Punkten ¢ und a (vgl. Abb. 4) wird nun beidemal die Span-

f+y
cmax
P! P
o
M +;
Abb. 8. Spannungslinien. Abb. 9. Schnitt der verwélbten Querschriittsﬂﬁche mit der

z y=Ebene ({ stark itberhéht).

nung vergroBert und um denselben Betrag; in den Punkten m war vorher die Span-
nung = caG und wird nun (und zwar beidemal gleich) um ein Geringes vermindert.

Fiir die genannten wichtigen Randpunkte wollen wir die Spannungen, ihre Betrége
mit t;, T,, T, bezeichnend, anschreiben. Es ist

7 =caG(1 + {:—(%) +i—g(%)2).
n=ees (=3 (7)+ £(F)): “
T, = caG(I - ;‘%(%)2).

Wir bringen nun noch 7; = Tmax in Zusammenhang mit M ;. Eliminiert man aus der
ersten Gleichung (46) und aus (40) die Konstante ¢, so folgt

i+ (%) + 5 (&) ]

Tmax = -~ g 37a\
= [“rﬁ(f]

mmex = 78 [1+ 2 (5) + £ (7). (47)

oder auch

2

Wieder gilt, wie bei Gleichung (43), daB die Mitfilhrung des zweiten Korrektionsgliedes
nur dann sinnvoll ist, wenn M, bis zur zweiten Ordnung genau angegeben wird. Genau
wire: Mg = P, R, cos«,.
Zu dem dem Praktiker gewohnten Ersatz M; = PR ist wieder dieselbe Bemerkung
wie bei (43) zu machen. Dieser Ersatz ist demnach unbedenklich.
42"
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11. Zusammenfassung. Es werden die VerzerrungsgroBen fiir eine durch Zug oder
Druck deformierte Schraubenfeder von kreisférmigem Querschnitt bei kleiner Form-
anderung ohne Vernachlidssigung des Verhiltnisses /R {Querschnittsradius : Wicklungs-
halbmesser) aus der allgemeinen Theorie der Biegung und Drillung diinner Stibe ent-
nommen, Fiir den Sonderfall einer Einzelwindung, die zum Ringwulst deformiert wird,
werden (unter Angabe des Giiltigkeitsbereichs) die Drillungsspannungen bis zur GréBen-
ordnung (a/R)? genau berechnet. Eswird gezeigt, daB diese Losung mindestens auf den
Fall einer Schraubenfeder mit einer Steigung von héchstens A7a/R tbernommen werden
kann. Der EinfluB der Federkrimmung auf das Drillungsmoment ergibt sich als nur
geringfigig. Dagegen zeigt die Spannungsverteilung eine erhebliche Abweichung von der
beim gedrillten zylindrischen Stab auftretenden linearen Verteilung. Dies bedingt auch
cinen starken EinfluB auf den Zusammenhang zwischen maximaler Schubspannung und
Drillungsmoment.

(Eingegangen am 1. September 1930.)



