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Schubspannungsverteilung im Querschnitt einer Schraubenfeder. 
Von O. Gfhner  in El31ingen. 

Die deformierte Schraubenfeder ist ein ffir die Technik besonders wichtiges und viel- 
untersuchtes 1 Beispiel fiir die Biegung und Drillung dtinner Stiibe. Bei der ma thema-  
tischen Behandlung dieses ganzen Problemkreises l~13t man  (ffir anf~inglich gerade oder 
yon Hause aus k rumme St/ibe) im allgemeinen beliebig groBe Deformationen der Stab- 
mittellinie zu. Dafiir wird auf den, ,di innen" Stab besonderes Gewieht gelegt; das Verhiiltnis 
einer Querschnit tsabmessung des Stabes zum Kri immungs-  und Windungshalbmesser der 
Stabmittellinie wird als so kleiner Bruch betrachtet ,  dab man ibm die Gr6Benordnung 
einer VerzerrungsgrfBe zuschreibt und es wie eine solche nur linear in die Rechnung auf- 
nimmt.  Man kann dann zeigen, dal3 als Wert  fiir die Drillungssteifigkeit derjenige ffir die 
biegungslose Drillung des prismatischen Stabes beibehalten werden darI. ?3ber eine Ver- 
teilung der Spannungen fiber den (sehr klein angenommenen) Querschnitt  kann natiir- 
lich damit  nichts ausgesagt werden; vielmehr begniigt man  sich mit  der Betrachtung der 
Resultierenden und des resultierenden Moments dieser Spannungen ffir den ganzen 
Querschnitt. 

?3blicherweise behandelt  man auch eine dickere Schraubenfeder als einen ,,dtinnen" 
Stab. Je dicker aber die Feder (im Vergleich zum Wicklungshalbmesser), um so mehr 
kann sich ein Einflul3 der Kri immung der Feder auf die Drillungssteifigkeit geltend machen. 
Is t  "dieser nicht mehr vernachliissigbar klein, so kann z. B. die Best immung des Schub- 
moduls einer Zugfeder aus einem Zugversuch fehlerhaft ausfalIen, falls man  der Rech- 
nung die gewfhnliche Theorie des dfinnen Stabes zugrunde legt. Darum verdient die Frage 
nach der GrOBe dieses Einflusses das Interesse des Ingenieurs. Ebenso wichtig kann ffir 
diesen auch die Frage nach der Verteilung der Schubspannungen in einem Querschnitt  
werden, falls infolge der Federkrf immung eine erhebliche Abweichung von der (linearen) 
Verteilung der Drillungsspannungen im zylindrischen Stab auftri t t .  Denn diese Ab- 
weichung beeinfluBt den Zusammenhang zwischen gr~Bter Schubspannung und Drillungs- 
moment .  

Die genannten beiden Fragen en ts tammen der Praxis des Fest igkeitslaboratoriums: 
Herr  M. En~lin hat  sie anl~Blich einer grSl3eren Reihe yon Versuchen an Federn ~ auf- 
geworfen und damit  die Anregung zur folgenden Untersuchung gegeben. 

l. Vereinfachcnde Annahmen.  Bei dem vorliegenden Versuch, den EintluB der Krfim- 
mung einer Schraubenfeder auf die Drillungsspannungen festzustellen 8, wird eine Schrauben- 
feder yon kreisfSrmigem Drahtquerschni t t  4 und kleiner Steigung 5 vorausgesetzt,  die 
dutch eine Kraf t  in Richtung der Achse beansprucht  wird. Das Verh~iltnis aiR des Quer- 
schnittsradius a zum Wicklungshalbmesser R wird nicht mehr  wie eine sehr kleine GrSBe 

x Diesbezfigliche Literaturangaben s. z. B. im Handbuch der Physik Bd. VI, Kap. 3, Ziff. 34, 
Berlin I928. 

2 Ausgeffihrt im Festigkeitslaboratorium der H6heren Maschinenbauschule ]s ~ber den 
Zusammenhang der Ergebnisse mit vorllegender Theorie ~vird in einem besonderen Aufsatz berichtet 
werden. 

a Ygl. auch den fri~heren Yersuch nach dieser Richtung : Die Berechnung zylindrischer Schrauben- 
federn yon M. Pilgram, Artill. Monatshefte Nr. 79, 8o, 8I (I913). Vorliegende. Arbeit geht ganz andere 
Wege und liefert (lilt den kreisf0rmigen Querschnitt) genauere und weitergehende ]~rgebnisse. 

Die hler gegcbenen Entwicklungen k~nnen aueh auf andcre Querschnittsformen iibertragen 
werden, woriiber sp~ter berichtet werden soll. 

5 Dieser Begriff ,,klein" wird an gegebener Stelle n~her pr~zisiert. 
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behandelt.  Dafiir soil keine beliebig groBe Deformation der Federmittellinie zugelassen 
werden. Wit nehmen an, dab letztere wieder in eine Schraubenlinie fibergeht, und dab 
dabei die Steigungsitnderung nur klein ist. Das Produkt  aus Steigungs~nderung und a/R 
hat  die Gr6Benordnung einer Verzerrung. In der gew6hnlichen Theorie beruht seine Klein- 
heit auf der Kleinheit von a/R.  I m  folgenden dagegen muB die Kleinheit der Steigungs- 
itnderung wesentlich mitwirken 1. 

Das Problem der Schraubenfeder wird nicht unmit te lbar  in Angriff genommen;  
vielmehr wird zuniichst strenge nur folgende Aufgabe angefaBt: Start  der vielen Win- 
dungen einer Schraubenfeder liege nur eine einzelne Windung vor, die anfAnglich eine 
sehr kleine Steigung habe. Durch eine Kraf t  in Richtung der Achse 2 gehe die Windung 
in eine Schraubenwindung der Steigung Null fiber, also in einen Ringwulst (mit einem sehr 
schmalen Spalt an der Anfangs- und Endstelle der urspriinglichen vollen Schrauben- 
windung). Bei dieser Annahme hat  man es in Strenge mit  keinen Biegungsspannungen 
mehr zu tun;  als einzige Spannungen t reten Drillungsspannungen auf (die infolge der 
Krfimmung der Wulstmittellinie aus Gleichgewichtsgrfinden in jedem Querschnitt aui3er 
dem resultierenden Dril lungsmoment auch einen resultierenden Schub ergeben miissen). 
Dieser Fall ist die einfachste Obertragung der gew6hnlichen Drillung eines zylindrischen 
Stabes auf die Drillung eines gekri immten Stabes, und an ihm werde zun~chst der EinfluB 
der Krf immung auf die Drillungssteifigkeit und die Verteilung der Drillungsspannungen 
im Querschnitt untersucht.  Die Aufgabe kann auf die L6sung einer einzigen linearen 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriickgeffihrt werden, die aber nicht 
in geschlossener Form gel6st wird. Es wird vielmehr nun vonde r  Kleinheit des Bruches (a/R) 
in dem Sinn Gebrauch gemacht,  dab ffir die gesuchten Gr6Ben die M6gliehkeit der Ent -  
wicklung in eine rasch konvergierende Reihe nach Gr6Ben v o n d e r  Ordnung (a/R) voraus- 
gesetzt wird. Die einzelnen Glieder der Entwicklung k6nnen beliebig weit der Reihe nach 
auseinander gefunden werden; es genfigt prakt isch,  mit  dem Glied der Ordnung (a/R) ~ 
abzubrechen. 

Die so gefundene spezielle L6sung ffir die Einzelwindung kann sodann, wie gezeigt 
wird, auch als N~iherungsl6sung fiir eine Schraubenfeder kleiner Steigung benfitzt werden. 

2. Die Verzerrungsgriillen fiir eine deformierte Schraubenfeder. Ehe der soeben ge- 
nannte  spezielle Fall einer einzelnen Windung sehr kleiner Steigung untersucht  wird, 
sollen die Verzerrungsgr6Ben fiir den allgemeinen Fall einer Schraubenfeder angegeben 
werden. Dabei sei auf die allgemeine Theorie der Drillung und Biegung dfinner St~ibe, 
wie sie im bekannten Lehrbuch der Elastizitfit yon A. E. H, Love entwickelt ist, Bezug 
genommen 3. Zum Verst~indnis einer dort en tnommenen Formel,  die unsern Ausgangs- 
punkt  bilden wird, und gleichzeitig zur allgemeinen Orientierung und Verst~indigung fiber 
die Bezeichnungen seien einige erkl~irende Bemerkungen vorausgeschickt. 

I m  undeformierten Zustand der Schraubenfeder denken wir uns mit  j edem Querschnitt 
ein rechtsh~indiges Koordinatensystem derart  verbunden, dab die x-, y-, z-Achse der Reihe 

1 Spltter zeigen wir, dal3 ffir eine Feder ,,kleiner Steigung" - -  bei der yon uns angegebenen N~he- 
rang - -  die Forderung kleiner Steigungs~nderung keine praktisch wesentliche Einschrlinkn~g bedeulet. 
Es kommt dabei in Betracht, dab das in Rede stehende Produkt aus physikalischen Grfinden einer 
natflrlichen Beschrltnkung unterliegt. Die VerzerrungsgrSl~en dfirfcn ja ein gewisses MaB nicht fiber- 
schreiten, wenn eine auf dem Hookeschen Gesetz begrt~ndete mathematische Theorie fiberhaupt berech- 
tigt sein soil. 

Ob und wie eine solche Kraftabertragung praktisch m6glich, ist bier belanglos, da es sich bei 
der Aufgabe um einen rein theoretischen Hilfsfall handelt. 

3 Deutsche Ausgabe, Leipzig und Berlin i9o 7. Kap. XVIII. Es kon, men insbesondere die 
w167 252, 253, 256, 259 in Betracht. Namentlich gibt w 259, und zwar der Schlu0 desselben (S. 457) dic 
grundlegende Formel, aus der die Xrerzerrungsgr6~en mit unseren Annahmen entnommen werden. Ffir 
mit der allgemeinen Theorie wenig vertraute Leser sei schon bier darauf hingewiesen, dab in Ziff. 3 
die yon uns weiterhin ben6tigten spezieIlen Ausdrficke ffir die Verzerrungsgr6i3en noch anschaulich- 
geometrisch gedeutet werden. 
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nach mit der Hauptnormalen, der Binormalen und der Tangente der Schraubenlinie, die 
die Drahtmittellinie darstellt, zusammenfallen, wobei die positiven Richtungen der Achsen 
mit den positiven Richtungen der genannten drei Geraden sich decken. Die positive 
Hauptnormale weist nach dem Kriimmungsmittelpunkt der Schraubenlinie, und die posi- 
tive Tangente zeigt die Richtung, in der die Schraubenlinie ansteigt. Wit denken uns 
dabei etwa eine nach oben rechts gewundene Schraubenfeder mit vertikaler Achse. Dann 
weist die positive Binormale nach oben (Abb. I). 

Um das Koordinatensystem in eiuem Punkt P d e r  Schraubenlinie mit dem System 
in einem Nachbarpunkt P'  zur Deckung zu bringen, wo P P '  = ds sei und s die Bogen- 
1/inge der Sehraubenlinie bedeute, ist aui3er der Parallelverschiebung von P nach P '  
eine Drehung erforderlich, die dutch einen Vektor mit den Komponenten gods, nods, $ods 
beziiglich des Systems in P dargestellt werdeL Da nach unserer l~bereinkunft das (x, y, z)- 
System sich mit dem Tripel Hauptnormale, Binormale, Tangente deckt und die Bewegung 
dieses Tripels in P nach dem Tripel in P'  eine Drehung um die Binormale um Winkel 
ds]o o und gleichzeitig um die Tangente um Winkel d s/a o 
verlangt, wo ~o den Krfimmungs-und ao den Win- 
dungshalbmesser der Schraubel~linie bedeuteu, so 
folgt in unserem Fall: 

I I t 
~o = o ,  ~ o = - - ,  ~0 = - - -  (~) Oo ao 

Bezeichnet R 0 den Wicklungshalbmesser 2 und ~o den 
Steigungswinkel der undeformierten Feder, so ist be- 
kanntlich 

I - -  COS'2~Z0 ~ Y - -  S i D g  0 COS0~ 0 

0o /~o ao Ro (2) 

Im deformierten Zustand der Schraubenfeder weisen 
wir im Punkt P1, in den der oben genannte Punkt P ver- 
schoben wurde, dem Querschnitt wieder ein (x, y, z)- 

I 

A b b .  I .  D r a h t m i t t e | l l n i e .  K o o r d i n a t e n s y s t e m  fOr  
e i n e n  Q u e r s c h n i t t .  

System zu, wobei die + z-Achse die positive Tangentenrichtung der deformierten Schrauben- 
linie in P1 angibt, w~hrend die (xz)-Ebene das Linienelement enthXlt, das vor der Defor- 
mation dutch P in Richtung der x-Achse ging. Eine ffir den Fall der Schraubenfeder 
naheliegende und h~ufig gemachte vereinfachende Annahme gibt eine anschaulichere Vor- 
stellung : Denkt man sich, dab der Richtung der Hauptnormalen in _P nach tier Deformation 
wieder die Richtung der Hauptnormalen in P1 entspricht, so hat man auch in PI dieselbe 
Festsetzung bezfiglich des Koordinatensystems wie in P, und flit den Drehungswinkel, 
der im deformierten Zustand n6tig w~re, um das System in P1 nach dem System in einem 
Nachbarpunkt im Abstand ds zu bewegen, und der wieder einen Vektor mit den Kom- 
ponenten ulds,  U'ldS, ~lds bezfiglich des Systems in P1 darstelle, hAtte man zu (I) 
und (2) analoge Formeln, wobei man nur durchweg den Index o durch Index I ersetzt, 
wenn nun ~1, al, R1, xx den Krfimmungsradius, Windungsradius, Wicklungshalbmesser, 
Steigungswinkel der deformierten Schraubenmittellinie darstellen. Indessen machen wir 
zunRchst von dieser einfachen Zuordnung der Systeme in P und -Pl keinen Gebrauch, 
sondern lassen diese Frage vorlAufig dahingestellt, so dab ~r nicht Null zu sein braucht 
und u~ und 21 sich etwas verwickelter darstellen. Ebenso behalten wir zun~chst den Buch- 
staben uo bei und ersetzen ihn noch nicht dutch Null. 

Den Verzerrungszustand in der deformierten Schraubenfeder k6nnen wir nun dadurch 

x Love s c h r e i b t  T s t a t t  2; wi r  benf i t zen  spAter  den  B u c h s t a b e n  T ffir d ie  ' S c h u b s p a n n u n g e n .  {Ffir 
den  se l t ene r  g e s c h r i e b e n e n  \ V i n d u n g s h a i b m e s s e r  h a b e n  w i r c r  - -  t r o t z  de s sen  V e r w e n d u n g  bel de~ 
S p a n n u n g e n  - -  be lassen . )  

2 D a m i t  i s t  s t e t s  der  zur  F e d e r m i t t e l l i n i e  geh6r ige  Z y l i n d e r r a d i u s  g e m e i n t .  
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beschreiben, dab wir die Deformat ion  zerlegt denken in eine Verlagerung je des Quer- 
schnit ts  in P nach dem Querschni t t  in P1, so dab die entsprechenden Achsensys teme 
(x, y, ,) zur  Deckung gelangen, und  in zusi~tzliche Deformat ionen,  die wiederum 
einerseits aus einer Querschnit tsverw61bung, andererseits  aus einer ebenen Querschnit ts-  
ver formung bestehen.  I rgend ein P u n k t  Q (x, y) des Querschni t ts  in P erleide dabei eine 
zusiitzliche Verschiebung, deren Kom pone n t e n  beztiglich des Systems in P1 mit  4, ~, 
bezeichnet  seien (~ entspr icht  der genannten  Verw61bung, ~ und  ~ entsprechen der ebenen 
Verformung).  

Man w~hlt jetzt,  u m  die Verzerrungsgr6Ben zu berechnen,  im undeformier ten  Zus tand  
auBer dem genannten  P u n k t  Q einen P u n k t  Q' in der Niihe von  Q (der nicht  mehr  im 
Querschni t t  yon  P zu liegen braucht) .  Es  sei die Strecke QQ'  = r gesetzt.  Ferner  seien 
l, m,  n die Richtungskosinus  der Strecke QQ' beziiglich des (als raumfes t  gedachten)  
Koord ina tensys tems in P~, das  als solches mi t  (x, y, z) bezeichnet  wird. Fiir die Liinge rl 
der deformierten Strecke QQ' erhiilt m a n  nun  die F o r m e P  

+ r ' { ~ x l + ( I - ~ - ~ ) m +  i +7oLOS +,~o(, O~ 
(3) + (~ + e) n 

+ r ~ / ~  0 e r a  ~ [ o ~  or 
tb-~ +o-y-  + ( I + * ) n + ~ + ~ o L O s  +~~ y~ 

+ i 7+~o [ ( ~  - -  ~o) y - (~; - -  ~;) x - ~ ~ + ~ ~]. . 

Dabei  ist 7o eine Abki i rzung:  

~'~ = ~o Y - -  ~ x ,  (4) 

wiLhrend ~ die Dehnung  der Schraubenmit tel l inie  bezeichnet.  
Aus dem Ausdruck  (3) ffir r~ e n t n i m m t  man  nun mittels  

r~ = r~(I + 2e) ,  

e = e~l z + evvm~ + e,~n a + ewmn + e~n l  + e~lm 

die gesuchten Verzerrungsgr6gen e ~  usw. Dabei  sehen wit, worauf  schon Ziff. I hinwies, 
auch die Gr6gen (~  - -  ~o) x,  (~  - -  ~o) Y, ( ~  - -  ~o) Y, ( ~  - -  ~0) x als klein an (d. h. nehmen  

x Diese Formel findet sich bei Love w 259, S. 457 un~en./s fehlen daselbst Mlerdings zwei bier au/- 
genommene (aus der Durchrechnung sich ergebende) Glieder, die aber sowohl in der alten Theorie 
wie in der bier gegebenen W.ntwicklung belanglos sind. Da die Formel bei Love nicht ausdrltcklich ab- 
geleitet ist, sei zur Nachprilfung eine Zwischenformel angegeben. Mit den Bemerkungen auf S. 457 
ftlhrt man die Reehnung yon w 256 durch und erh~tlg an Stelle des S. 45o oben stehenden Ausdrucks 
ftlr die X-Komponen*e des deformier~en Vektors QQ': 

~ , [ ( ~ §  + ~ + 7 o ~ + ~  ~+n~ ~ o, ~:#Vo + ~u r162162 

,* (~ + ,) n. . r J 

~'lir die y- bzw. Z-Komponen• desselben Vektors erhAl~ man analoge Ausdriicke. wo nur l, durch rn~ 
bzw. ~t ersetzt: ist. Dureh Qoadrieren und Addieren erhiilt man sodann nach einiger Omfformung den 
Ausdruck (3)- 
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auch sie nur linear in die Rechnung auf), ohne dies mit  der besonderen Kleinheit der Ver- 

x y x Y zu begrfinden. Wir miissen deshalb die Differenzen (n i - -  no), h~iltnisse q-~, ~o '  ao '  ao 

(hi - -  no), (21 - -  ~o) geniigend klein gew~ihlt denken. Vernachlitssigt man sodann im Aus- 
druek (3) die nichtlinearen Glieder, so folgen die Ausdrtieke: 

e,,,,~= ~-~,  e,,.,,, = :  b 7 ,  e~'" = b 7  "-I O ~ '  

'- oC ~aoy ~_For ( ar xo~) -] 
e . . = r _ ~ 7 o [ - - ( 2 a - - ~ o )  Y - - 2 a ~ +  x~C]-~ ox i~L;,-o+~+yoLa~+~o Y~-~-- b}-}]' 

aC _ x a C  = + y -  + +  o(y t + ?oL0~ 

Auf diese Ausdrficke fiir die Verzerrungsgr6gen wird in Ziff. 3 zurfiekgegriffen. 

3. Die Spannungen fiir den Fall der zum Ringwulst deformierten Einzelwindang. I m  
allgemeinen Fall der eigentlichen Schraubenfeder denken wir uns das untere Ende fest- 
gehalten und auf das obere Ende eine Kraf t  im Betrag P mit  Wirkungslinie in der Achse 
fibertragen. I s t  diese Kraf t  vert ikal  nach oben gerichtet, so wirkt sie als Zugkraft ,  und 
die Steigungsi~nderung (ai - -  ao) ist positiv; im entgegengesetzten Fall  wirkt sie als Druck- 
kraft ,  und (cq - -  c%) ist negativ. Wir nennen die Kraf t  in der Folge stets den Zug und 
bezeichnen demnach im ersten Fall  den Zug als ( +  P) oder kurz P, im zweiten Fall 
als ( =  P). 

Im nun vorliegenden Fall der Einzclwindung haben wit einen Zug (--P) anzu- 
nehmen, so bcmcssen, dab 0c i zu Null wird. Ffir die nun negative Stcigungsinderung bc- 
haltcn wit (wegcn sp~tterer Anwcndung auf die Schraubenfeder) die Schreibweise (0q -- o%) 
bei. Da (~ -- o%) als sehr kleine Gr680 zu betrachten ist, so ist o% schr klein und damit 

I I 
auch dic Anfangswindung --~ ='~o, w~ihrend die Endwindung ~ = '~i = o ist. Es ist 

wegen ~i = o welter @i = Ri. 

In irgend einem Wulstquerschnitt, dessen positive Normale die Richtung der + z-Achse 
habe, miissen wir uns des G1eichgewichts halber den Schub S = (-- P) denkcn (vcrtikal 
nach oben rechnen wir S positiv) und das Moment Ma = (-- P'@z) urn die + z-Achse. 
Das Moment ist ein reines Drillungsmoment; das Biegungsmoment fchlt, und alarum 
sind dcssen Komponenten um die x- und y-Achse beide Null. Da nun nach der Thcorie 
der Biegung gekrfimmter St~tbe diese beiden genannten Biegungsmomente bzw. B (x i -- no) 

a~E 
und B (x~ - -  n~) sind*, wo B - -  die Biegungssteifigkeit ffir den Querschnitt  be- 

4 
deutet,  so folgt 

~ 1 - -  ~0 = O, ~ l  - -  n0 = O. 

Aus der ersten Gleichung folgt bei Beachtung von (I): 

~1=0. 

Dies besagt, dab das (x, y, z)-System fiir irgend einen Querschnitt des Wulstes mit 
Hauptnormale, Binormale, Tangente der Wulstmittellinie zusammenfRllt. 

Weiter ist nach den Gleichungen (I) und (s), die nun auch mit Index I statt o 
gelten, 

I T ~ I COS~ ~0  

(5) 

1 Vgl. fibrigens hierzu Ziff. 7. a Vgl. etwa Love w 259, Formel (28L 
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Also gilt 
Ox = R~ =: Ro 

cos~o . (6) 

Wit stellen jetzt  die Gleichgewichtsbedingungen ffir die Spannungen im Wulst auf, 
wobei das Federgewicht vernachl~issigt werde. 

Die Spannungsgr6gen im System (x, y, z) irgend eines Punktes der Wulstmittellinie 
seien mit ao:~, auv, a , , ,  r,u~, "G,, z~,, bezeichnet. Wir w/ihlen zur Darstellung in Abb. 2 
als Punkt  den Punkt  M links im Meridianquerschnitt des Wulstes. Dann geht die + x-Achse 
nach rechts, die + y-Achse vertikal nach oben, wfibrend die + z-Achse anf den Beschaner 
zu gerichtet ist. O bedeutet den. Schnitt der Wulstmittelebene mit der Federachse. 

Wir gehen yon den bekannten Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkgordinaten 
aus. Ffir diese w/ihlen wir eine v-Achse in der Wulstachse, positiv vertikal nach oben; der 
Radiusvektor sei mit # bezeichnet und das Azimut mit ~o. Der positive Sinn yon ~o sei so 

~+~ bestimmt, dab mit + v zusammen eine Rechtsschraube ent- 
steht. 

In diesen Zylinderkoordinaten lauten nun die drei Gleich- 

Abb. 2. Meridianselmitt dutch den 
Ringwulst, 

! 
I 
] gewichtsbedingungen : 

! Oat. ~, O~t, ,, x O'r 
J" - -  - -  - - 0 ~  

[ Oz,,t. Oa,,,. I OT,.w 

21 o~ + - o ~  + # or, + T , , ~  = o  
I 

01-* + - O v  + # OW t* " 

Mit 

und mit 
a o o a a a 

t t = Ox -- x ,  a# Ox ' o~, = H- -~y, o~ 01 

erhalten wir als die gewiinschten Gleichgewichtsbedingungen: 

0o 'x=  O ' r = v  , I 0 T . ,  O'z, - -  o'| = 0 
o--F--a-~-y + ~  a T  + o~-~ ' 

. l  - -  l ~  

~t 

OT~ Oa w I OT~ Tx~ ~ 0 
~ ) U - F T ) - y  + �9 o ~ - - -  o , - i  ' 

o-~== OT,  u x Oaz~ "r ~ O, 
Ox +-~-y + x as 2 q l - x  

% . . . .  

Ol 

Eine m6gliche L6sung yon (7) ist 

(7) 

mit a~,~ 0:,, T,~ (8) 
0 X  -1- 0 y  2 0 1 - - X  " 

Diese L6sung ist nun gerade eine ffir unseren Wulst passende; wegen des Verschwindens 
der a fehlen in irgend einem Querschnitt Bie'gungsmoment und Zugkraft;  es sind ledig- 
licit Schubspannungen im Querschnitt tibrig. Der Wulstmantel ist spannungsfrei, wenn 
die T~ ~ und z,~ geeignet bestimmt werden. Die L6sung ist also dann die richtige, wenn 
sie mit dem Ansatz ffir die Verzerrungsgr6Ben in Einklang zu bringen ist. 

Gehen wir zu den Verzerrungsgr6Ben (5) zurfick, so haben wir daselbst zu beachten, 
dab - -  wie schon berfihrt -7  20 als sehr kleine Gr6Be zu behandeln ist, und dab die Deh- 
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hung  e wegen (8) verschwindet .  

le tzten VerzerrungsgrSl3en in (5) : 

I t So erhalten wir mi t  v. 1 = -~ , nx = 2~ == o fiir die drei 

i C ] oC 

oC 
(21 - -  20)x + ~ + ezv = I + T '~- '~  

e,~ i 470 ~T 

r + ? o  Os '  

i + ? o  Os ' 

Die erste Gleichungsreihe in (8) ver langt  Verschwinden der Verzerrungsgr6Ben ex~, eu v, 
e,~, e~u, und  dami t  folgt aus (5) und  der le tzten eben angeschriebenen Gleichung:  

0C 
~:---- ~2 = -bT = o .  

(Man beachte,  dab ~ und ~1 keine Bewegung des als s tarr  gedachten  Querschni t ts  ent-  
halten.) 

Wir  haben  so nur  noch die eine unbekann te  Funk t ion  ~, abh~ingig yon  x und y, und  
es bleiben, wenn m a n  noch  nach  (4) und  (I) 

X # 

7o = - -  ~oX . . . . .  @o 

beriicksichtigt,  die Beziehungen 

OC C -(Z~-Zo) y + ~ +  
e z ~  - -  - -  .T 

(2:) I - - - - -  ~1 I - -  
Qo 

+ ( ; t l  - 2o)x 0C 
e,~ - �9 + -b~;" 

X - - - -  

~o 'I 
Schliel31ich setzen wir noch t x - -  2 0 = c. Die bei Zugfeder posit ive,  bei Druckfeder  

(wie im gegenw~irtigen Fall) negat ive Kons tan te  c wird nach Gleichung (2), die je tz t  auch 
mit  Index  I s ta t t  o gilt, 

sin C( I cos ~I sin O~ o COS ~ o  

c = R, Ro (9) 

(Fiir den Wulst  ist oq = o zu denken.)  
Wir  gewinnen dami t  die Ausdrficke 

- - c y  OF C ] 
e , ~ -  x + - 3 - ;  + x ' 

I e l ( I -  ) 

I eo -~o 

e,~--  + cx + OC " ~ .  
" r  _ _  _ - -  

Oo 

(so) 

So kommen  fiir die Schubspannungen  T** und  v**, die wir nun  kiirzer und  unmil3verstiind- 
lich mit  v ,  und  ** bezeichnen, die Gleichungen:  

"r~ ~ -- cGy 

Oo 

r~ -- + eGx OF 
x + G o y "  

oo 

X 

41 

(Ix) 
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Die noch unbekannte  Funktion ~ yon x und y ist dabei aus der Gleichung (8) zu cr- 
mitteln : 

O--V + ~ - -  2 " - -  O * .  ( I 2 )  Ox--x 

Bei Erffillung von (II)  und (12) sind nun alle Forderungen erffillt, die an eine richtigc 
L6sung zu stellen sind. 

Hierzu sei noch bemerkt :  Unser Verzerrungsansatz (IO) ist kein willkfirlich an- 
genommener,  der irgendwelcher nachtr~iglichen Best~itigung bedfirftig ware, sondern der 
aus dem allgemeinsten Ansatz (5) - -  fiir kleine Form/inderung der Mittellinie - -  in unserem 
S p e z i a l f a l l -  13bergang voh der Schraubenwindung zum Wulst  - - n o t w e n d i g  hervor- 
gehende. DaB dieser Obergang dutch eine einem axialen Zug ( - - P )  von richtig be- 
messenem Betrag ~iquivalente Beanspruehung zu erzwingen ist, sieht man so: Das durch 
unsere Entwicklungen im Unendlichkleinen gesicherte Gleichgewicht bedingt auch das 
Gleichgewicht an einem durch zwei benachbar te  Querschnitte herausgeschnittenen Wulst-  
element. Da nun unsere Spannungen nur ein Dril lungsmoment Ma (-I- um die + z-Achse 
gerechnet) e~geben und kein Biegungsmoment,  so folgt, dab in x-Richtung kein Sehub 

auftreten kann und in y-Richtung gerade ein Schub S = M__~, auftreten muB (vgl. Ziff. 5)- 

Eben diesen Zusammenhang zwischen S und M e liefert aber der Zug (-- P), wegen S = - -  P,  
Ma = -  P01. Die Endquerschnit te  bringen keine besondere Randbedingung;  sie ver- 
halten sich wie ein beliebiger Querschnitt. So bleibt als einzige Randbedingung die Span- 
nungsfreiheit des Wulstmantels  oder das Verschwinden cler Schubspannung z am Quer- 
sehnit tsrand in radialer Riehtung. Eben diese Randbedingung wird im folgenden zur Inte-  
gration yon (II)  und (12) benfitzt werden. 

Ehe wir zur Integrat ion dieser Gleichungen schreiten, sei noch nactltr~iglich eine an- 
schauliche Deutung der ffir das Weitere grundlegenden Ausdriicke (IO) gegeben. Wir be- 
t rachten vor allem in beiden Ausdriicken das wichtigste erste Glied. Dieses unterseheidet 
sich vom entsprechenden Glied ( - -  c y) bzw. ( +  c x) bel der Drillung des zylindrischen Stabes 

lediglich durch den Nenner I - -  ~0 ' der somit zu erkl~iren ist. Beim zylindrischen Stab 

bedeutet  c den Drillungswinkel pro L~ngeneinheit der Stabachse; fiir die Schrauben- 
windung kann entsprechend c als Drillungswinkel pro L~ingeneinheit der Schrauben- 

I 
mittellinie aufgefaBt werden. Der Faktor  ~ erkl~irt sieh nun aus der Verschiedenheit 

0o 
der L~nge der Fasern bei unserem gekr/ immten Stab. Betrachten wir zwei benachbar te  
Querschnitte im Abstand ds (auf der Mittellinie gemessen). W/ihrend eine Faser  durch 
den Punkt  (x, y) zwischen diesen beim zylindrischen Stab die L~nge ds hat,  ha t  bei der 

Schraubenwindung die entsprechende Faser  offenbar die L~inge ( I - - - ~ ' ~ ) d s .  Fiir diese 

Faser kommt  darum der Drillungswinkel c nicht mehr auf die L~ingeneinheit, sondern auf  

die l .~ inge  I - -  �9 i ,  so daI3 auf die L~ingeneinheit der Faser  der Drillungswinkel x 

0o 
entf/illt. Es  ist darum, wenn man yon der Drillung des zylindrischen Stabes zur Drillung 

C 

der Schraubenwindung iibergehen will, c d u r c h - - - - -  T- zu ersetzen. Die yon der Quer- 

o0 

schnittsverw61bung ff herriihrenden zwei Glieder ~ bzw. sind unmit telbar  zu verstehen. 

* Der Vergleich mit der Bewegung einer inkompressiblen Flfissigkeit in dem bekannten ,,hydro- 
dynamischen Gleichnis" fttr 00 = oo und 01 = o~ versagt nun. 
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Solche Glieder ~ hat  man fibrigens auch bei der Drillung gerader prismatischer StAbe; 
nur verschwindet dann ~" bei kreisf6rmigem Querschnitt. 

Schliel31ich ist noch derBei t rag zur Verzerrungsgr6Be e,~ zu deuten. Be- 

trachten wir wieder zwischen zwei Querschnitten im Abstand ds  die Faser an der Ste]le 

(x, y) mit der Liinge ds" = ds  I - -  -~o " Zwischen den zwei Querschnittsebenen liegt nach 
ds 

der Deformation der Winkel d Z ----= 0~-" Die Verschiebungen ~ an den Enden der Faser 

schlieBen daher auch diesen Winkel dz ein, so dab auf die Faser noeh eine Verschiebung 
in Richtung der x-Aehse vom Betrag ~dz kommt. Ihr  entspricht ffir die Faser ds" eine 

zu e.~ hinzuzufiigende Winkel~nderung ~-d-~----- 

01 x - - ~ o  

So ist der grundlegende Ansatz (IO) einfach erkl~rt. Wenn trotzdem in Ziff. 2 die 
allgemeine Theorie beigezogen wurde, so rfihrt dies einmal daher, dab wir die speziellen 
Ans~itze (IO) fibersichtlich und zwangsl~iufig aus (5) erhielten (mit ~ = ~  = o); sodann 
werden wir (3) und (5) auch wieder beim Obergang zur Schraubenfeder ben6tigen 
(Ziff. 7 und 8). 

4. Gang der Integration der Differentialgleichung (12); Niiherungsl~sung nullter Ord- 
hung. Da bei sehr kleinem ~o die Gr6Be cos 2 Uo : I gesetzt werden kann und damit 
nach (6) 

~1 ----- R~ ----- R o, (6) 

haben wir s ta t t  (~I) und (I2), indem wir noch stat t  R o k/irzer R schreiben, 

z.-- -- + G  + G  

+ c G x  O~ 
z~ - -  + G 

I - -  - -  

R 

und 

( i i ' )  

/)'r~ 0-r v T: 
o,~ + ~ - -  2 R - - ~ - ~  = o. (i2') 

Tr~igt man die Ausdrficke (II ')  in Gleichung (12') ein, so entsteht  fiir ~ eine lineare par- 
( o ~  o ~  

tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie enth~ilt aul3er dem Ausdruck b-fix'* + 0y~]' 
0~ 

den wir wie iiblich kurz als A~ bezeichnen, cin Glied mit ~xx' ein weiteres Glied mit 

und endlich ein Absolutglied. Die so recht verwickelte Gleichung 16sen wir durch suk- 
zessive N~iherung. Wir denken uns (vgl. Ziff. I) ffir ~ ein6 unendliche Reihe angesetzt: 

wo ~ den Faktor  I / R  zur n-ten Potenz enthalten soll. Es wird dann ~ yon der Gr613en- 
ordnung a i r  gegeniiber dem nicht verschwindend gedachten ~n-1, und da a i R  ein kleiner 
Bruch, kann die Entwicklung rasch abgebrochen werden. 

Wir nennen ~ ein Glied n-ter Ordnung. Es sei weiter bezeichnet 

G = ~o + ~ ,  ~iI = ~o + G + ~ ,  usw. 

~'o, ~x, ~'IZ . . . .  heil3e N/iherungsl6sung nullter, erster, zweiter usw. Ordnung fiir $'. Eben- 
solche Bezeichnungen und Indizesschreibweisen wenden wir sodann fiir die durch ~ be- 

I Theor i e  yon  de Saint-Venant. 
41" 
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stimmten Schubspannungen z~ und zv an und schliel31ich auch fiir das Drillungsmoment 
Ma und den Schub S, die resultierenden Ausdriicke fiir den ganzen Querschnitt. (S sei 
in Richtung + y positiv, Md bei Rechtsdrehung u m +  z positiv gerechnet.) 

Es ist nun wesentlich, dab gilt 
~0 = c .  (I3) 

~0 ist das ~ fiir R = oo, also im Fall der DriUung eines zylindrischen Stabes. Hier ist, 
wie schon einmal erw/ihnt, die L6snng: 

z| = --cGy, v~o = + c G x .  (14) 

Welter haben wit durch Integration fiber den Kreisquerschnitt 

Mdo = f f  (1%o - y%0) dx dy ,  
also - -  wie bekannt - -  

:r c G ai 
Mao = 2 (15) 

Fiir den Schub S O folgt" 

also 
So - f f  v o, X dy,  

So = o. (16) 

Um nun aus der N~herungs15sung nullter Ordnung die erster Ordnung zu gewinnen, 
0~x 

beaehten wir, dab $i ---- r eine GrSBe erster Ordnung x ist und ebenso ~ -871" Werden diese 

GrSl3en noch durch R dividiert, so entstehen bereits GrSBen zweiter Ordnung, die ftir 
unsern Zweck zu streichen sind. D. h. : Wollen wir die NRherungsl/3sung $~ ermitteln, so 

kSnnen wir in den den Faktor  -~ enthaltenden Gliedern mit 3-T und $ der Differential- 

gleiehung ~ dutch $0 --  o ersetzen und erhalten so lediglich eine Potentialgleiehung: 

A ~---- bekannter  Funktion yon x und y. 

l~achdem mittels der Randbedingung ~i ermittelt ist, geht man zur Berechnung yon 

~zz analog vor, indem man in den vorhin genannten Gliedern mit ~x und ~ die unbekannte 
I 

Funktion dureh $x ersetzt usw. Nattirlich wird aueh der Bruch ~ in eine geometrische 

R 
Reihe entwickelt, und es werden jeweils nur die benStigten Glieder beibehalten. 

In dieser Weise bereehnen wir in Ziff. 5 und 6 die LSsungen erster und zweiter 
Ordnung. 

5. Niiherungsli~sung erster Ordnung. Von (II ')  haben wir hier beizubehalten 

Oy 

OTml OTyl Tml 
Ox + O y - - 2 - R - = ~  

und yon (12') 

(I7) 

(18) 

u  Ausfiihrung der Integration sei bemerkt,  dab die wichtige Gr6Be Max auch ohne 
Kenntnis yon ~I ermittelt  werden kann. Denh yon seiten der zweiten Summanden in den 
Ausdriicken (17) kommt als Beitrag zu Mal  

G ~ f ( x  O~z Or  

1 Gegentiber r a.a,  dem HauptverschJebungsglied. 
Gegenfiber ca,  dem Glied nullter Ordnung in der Verzerrung ezc p (Abb. 2). 
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Nach dem Greenschen Satz k6nnen wir dieses Fl~chenintegral umformen in das Rand- 
integral 

--G~G (~d~ + ydy), 

und fiir die Kreisberandung wird x d x  + y d y  = o, womit das Integral verschwindet. 
Es folgt also 

Wir haben daher  
Max = Mao. (19) 

Damit ist das bemerkenswerte Ergebnis gewonnen, dab in erster Nitherung kein EinfluB 
der Stabkrtimmung auf das Drillungsmoment stat that .  Der Ansatz Mao ffir das Dril- 
lungsmoment nach der gew6hnlichen Theorie ist damit,  solange man es nieht mit sehr 
dicker Schraubenwindung zu tun  hat, erh~rtet, und unsere Untersuchung zeitigte so 
bisher ein negatives Ergebnis. F/it  Man  werden wir dagegen in Ziff. 6 einen yon Mao 
versehiedenen Ausdruck erhalten, und was die Spannungsverteilung (und damit Vmax) 
anlangt, so werden wit schon in erster NAherung eine erhebliche Abweichung yon der 
L6sung nullter Ordnung finden. Diese zu bestimmen, integrieren wit nun (18). 

Durch Einsetzen yon (17) in (18) erh~lt man, wenn man durchweg nur Glieder erster 
Ordnung beibeh~lt, 

c y  2 c y  
A C r - - ~ + ~ - = o  

oder 

oder auch 

So kommt 

A Cz --  cy (2o) 
R "  

Als Randbedingung fiir den Kreisquerschnitt haben wir, wenn wir neben x und y noch 
Polarkoordinaten r und ~0 einffihren (Abb. 2): 

~'r = O fi . ir  r ~--- a 

oder, da die ersten Glieder in v~ bzw. % am Rande bereits tangential gerichtete Spannungen 
liefern : (o,,) 

~ -  , =  = o .  ( 2 I )  

Ein partikul~res Integral der Gleichung (2o) ist nun 

cy (x*+y*) oder c r a  sinq~ 
8 t /  8 R  

Nehmen wir hierzu noch das Integral  A a2crsin9 R der homogenen Differential- 

gleichung d ~, = o, so folgt der Ansatz 

c r~ s i n  9 A ca2 r s i n  q~ 

~z--- s R  + - - R  
Es ist 

( 0r __ - -  3 c a ~ s i n 9  A c a '  s i n 9  

Or/r=a~ 8R + R 

Daher folgt aus (21) A = ~ und so als L6sung yon (2o) 

~I = crsinq)(3a~--r~) ] 
8R 

~Y / (22) 

OCx - - cxy  0 ~  c 
Ox --  4 ~  und -Oy = g-R ( 3 a 2 - x * - 3 y 2 )  
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nnd damit nach (17) 
5cG } % x =  - - c G y - -  ~ x y ,  

cG (23) 
"r = + cGx + g-~(7x*--3y2 + 3a2). 

Als Schub S z folgt ff~:~,dxdy, also 

c G t' t" 2 c G t" t" a 
S~--~-~J3(7x  - - 3 y  ~ + 3  a2) d x d y = ~ - j J ( 4  x + 3 a ~ ) d x d y  

cG 

oder 
z~ c G a 4 

Sz = "  2 R (24) 

Es gilt also nach (19) und (15) 
$1 _ .  Ma I Ma o p (25) 

An einem Element des Wulsts zwischen zwei Querschnitten im Abstand ds bilden 
die an den Endquerschnitten auftretenden Drillungsmomente den Winkel ds/R mitein- 
ander und ergeben somit ein resultierendes Moment M a ds/R um die x-Achse. Diesem 
h/ilt das Kr/iftepaar Sds der Schubspannungen S an den Endquerschnitten eben das 
Gleichgewieht, wie wir erwarten muBten. 

Die nun auch unmittelbar gegebene Gleichstellung yon S x bzw. M z und dem Zug 
(-- P) bzw. dem Moment (-- PR) verfolgen wir hier zun~ichst nicht weiter, sondern stellen 
sparer diese Betrachtung allgemein fiir eine eigentliche Schraubenfeder an. Ebenso ver- 
schieben wir eine Diskussion yon (23) und der entsprechenden Ausdrficke zweiter Ord- 
nung in Ziff. 6 auf den SchluB des Aufsatzes, wo die Anwendung auf die Schraubenfeder 
gegeben wird. 

Es sei noch wegen einer Anwendung in Ziff. 8 die genauere L6sung, bei der 00 und 01 
unterschieden sind, kurz angegeben. Mit 

x 0r } 
z'xz= - - c G y ( I  +~o)  + G-b-~x 

0Cz (IT') 
':,I= + cGx(Z +~o) + G~-;; 

statt (17) und 

OtXiOx + 0,~0y --2TJ-L01 = ~  (18') 

statt (18) k~ime ffir Cz 

= - -  - -  c y ,  (20') 

und als L6sung 
(2 ~ ) C, a2 x, ~ z =  ~ - - ~ o  Y ( 3  --  - -y~) .  (22') 

Damit wiire 

[(~ ' 3 2 I a')l '_ (23') 

Ffir den Schub folgte damit 
S a l  ~-  Mao = Mao (25') 

01 R1 ' 
wie zu erwarten. 
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6. Niiherungsl6sung zweiter Or&tung. Wir haben nun yon (II') beizubehalten: 

~ , z = : - - c G y ( I  + - ~  +-R-~ + G ~  + G ~ ,  

= ( x z 2) GOCzz ] ~zz + c G x l + -~ + -ie. Y + ay 

und yon (12') 

(26) 

ar,~ a,~.  2 ~ r (  _~) a---Y-~ + ay z + = o. (27) 

Wieder erledigen wir zun~ichst die Frage nach dem Drillungsmoment Mau.  
Im Integral f f  (x,.~ - y,~z,) d x d y  haben wir, wie mittels derselben Betrachtung 

O Czz 0 ~'zz 
wie in Ziff. 5 einzusehen, keinen Beitrag von seiten der Glieder G ~ und G - ~ -  . Es 

bleibt so, wenn man (22) berficksichtigt, 

cG PP 2 ff(x,  + x y )dxdy-- g- jj (3a - x ,  y,)y dxdy, Ma~ = Mao + ~-r 

cG / 'P'  4 
= Mao + (9x + 9x~y * --  3a2y*)dxdy  

cG / ~ a  o ~ a  o 2z~a~'~ 
= M a o + -g-~ ~ 9 - g -  + 9 --~-4 - -  3 a ---~- J 

= ~ r  + 3 c G ~ a 8  
3 2 

Wir erhalten daher nach (15) 

Damit ist der EinfiuB der Stabkrfimmung auf das Drillungsmoment bis zur zweiten Ord- 
hung in (a/R) festgestellt. I)a der Bruch ~ klein ist, ist die anzubringende Korrektion nut  
bei sehr dicken Federn von Belang, so dab wieder hinsiehtlich des Drillungsmoments 
eine Best~tigung ffir die gute N~.herung der gew6hnlichen Theorie geliefert ist. 

Einsetzen von (26) in (27) liefert nun die Differentialgleichung 

_ act o~r c y 2cxy 2cy (  R )  
A r  R R, + - - ~ -  I +  = o  

oder 
x OCz c y  2 c x y  

A C z z =  n ax R R~ 

Mit Cn = Cz + r folgt unter Beriicksichtigung yon (22) 

Ar z = 9c xy 4 R" " (29) 

Als Randbedingung folgt diesmal, da auch das Glied r in z,  zu berticksichtigen ist, das 
die Komponente Cz cos~0/R in die Richtung des Radius wirft, 

ar 
Or + c o s ~ 0 = o  fiir r = a ,  

also wegen (21) 

-~-r +-~cosqg)r= = o .  (3 ~ ) 

Ein part ikul~es Integral yon (29) ist der Ausdruck 

3c 3c r4 sin 2 9. ~6R*xy(x ~ + y 2 )  oder 3zR 2 

Als Integral der reduzierten Gleichung A ~a-----o nehmen wir hinzu 
A c a ~r  s s i n 2  ~p 

R" 
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und haben so f/ir r den Ansatz 

Es ist 

3 c  

32 R 2 
r ~ s i n 2 9 + ~ r * s m 2 9 .  

( ad__~ ) -~- 3 c a  ~ 2 A ca ~ . 
r=a - -  8R - - ~ s i n 2 q ~  + R 2 s m 2 T '  

w~ihrend nach (22) gilt 

r = a  = - g - s i n  2 qo. 

Daher liefert die Randbedingung (3 o) die Gleichung 

c a  3 2 A c a  3 . 
- -  4 R---~ sin 2 9 + ~ sin 2 ~0 = o,  

und damit  folgt 
A - -  x 

Also ist das gesuchte Integral  yon (29) 

r c r a s i n  2 9 
= 3zR~ ( 4 a 2 - - 3 r ~ ) ,  

oder auch (31) 
c x y  

r = ~ (4 a 2 -  3 x 2 - -  3Y2) .  

Hieraus errechnet man 

0r cy Ox x - - 6 - - ~ ( 4 a Z - - 9 x 2 - - 3 y  2) und 0r cx  _ x2 - - =  07--7=x6R -~ 3 - - 9 y 2 )  �9 

Die Glieder zweiter Ordnung v,2 und %~ in Tzl / bzw. Tui I sind nach (26) 

cGx2y  -OCz 

t a x  8 0r 
z v 2 = + --R-e- + G 0 7  

oder nach der vorigen Gleichung und (22) 

c G x ~ y  c G y  c G y  
r x 2 =  R2 + ~ ( 4 a 2 - - 9 x 2 - - 3 Y  2) + - ~ - - f f ( 3 a 2 - x 2 - y 2 ) ,  

oGx 3 c G x  
z~2 = ~ w  + ~ (4 a2 - -  3 x~ - -  9 y2). 

Damit  kommt  nach Zusammenfassung 

- c G y y2 IO aS), ~ 2  = - ~ - ~ - ( 2 7 x  2 + 5 - -  

+ c G x  yZ 
% 2 = - - x ~ ( X 3 x  2 - 9  + 4a2)  �9 

Ffigen wir schlieBlich diese Glieder zu den N~herungsl6sungen erster Ordnung (23) hinzu, 
so erhalten wir 

5cG cGy ( 2 7 x 2 + 5 y 2 _ I o a 2 ) ,  ] 
z~x~ = - -  c G y - -  ~ x y i-6--~2 (32) 

c6: ~G.  ( i3x  2 4a2) " ~v1I---- + c G x + ~ - ~ ( 7 x ~ - - 3 y 2 + 3 a Z ) + ~  - - 9 Y ~ +  

Der Schub SI~ ergibt sich, da %2 keinen Beitrag liefert, als nicht yon S I verschieden: 

S~rz = $1 = Mal  (33) 
R 
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�9 _ .  M d l l  (Es ist der GrOBenordnung halber klar, dab Szz mcn~ T entsprechen kann; erst S m 
1via H 

wfirde genau ~ gleich werden.) 

7. fiiiltigkeitsbereich der gefundenen NiiherungsliJsungen. In Ziff. 3 haben wir zur 
Gewinnung des grundlegenden Ansatzes (I1) und (12) die Voraussetzung beigeffigt, dab 
die Anfangssteigung unserer Schraubenwindung, die zum Ringwulst deformiert werden 
soll, ,,sehr klein" sei. Mit dieser Einschritnkung erreichten wir, dab die bereits beim Ober- 
gang yon (3) zu (5) (Weglassen der Glieder zweiten Grades) und weiter" beim ~3bergang 
yon (5) zu (II) gemachten Vernachl~ssigungen ,,beliebig klein" gedacht werden konnten, 
so dab uns der Weg zu einer ,,beliebig genauen" L6sung freistand. Verlangen wir nun aber 
nur die Genauigkeit einer vorgeschriebenen Ordnung, so brauchen wir nut  mehr daffir 
zu sorgen, dab die begangenen Fehler yon h6herer als dieser Ordnung sind. 

a 
Wir priifen nun die in Ziff. 3 gefundene L6sung ~ = ~  = ~ = o und ~s = o, ohne 

die frfiher gemachten Vernaehl~ssigungen zu wiederholen. Dabei gehen wir, nm auch die 
Wirkung der Glieder zweiten Grades mitzubeurteilen, unmittelbar von (3) aus. Es  
kommt 

+ L z ~ , n  3-y + n + ----i + 70 b - - ; - - x  ay/ .J  " 

Man erkennt, dab die Ausdrficke (IO) auch so stimmen, ohne dab wir irgendwelche 
Annahme fiber a 0 machen. Dagegen werden nun, wie es doch sein mfil3te, die Ausdrficke 
ffir ex ~., ex v, e, v, e, z nicht mehr exakt zu Null. Wir haben die Gr6Benordnung der so ent- 
stehenden Fehler zu prfifen. Das Glied niederster Ordnung ist das (zu e~,, d. h. dem Faktor  
von n* geh6rige) Glied ( 2 1 -  2o) 2 ( x ~ +  y2)  = (ca)~, wenn wir wieder (21--2o) durch c 
ersetzen. Nun ist c a  selbst yon nullter Ordnung [vgl. (14)]; wir erhalten also die Ord- 
nung von (c a) ~ ----- (c a) -(c a), wenn wir den zweiten Faktor  c a, mit dem der erste Faktor  c a 

Ordnung multipliziert ist, zu a / R  in Beziehung bringen. Ist c a  ~ (~)'~, so ist (ca) ~ nullter 

yon n-ter Ordnung (gegen/iber ca) ,  und damit haben unsere genannten Fehler dieselbe 
Ordnung. 

SchlieBlich verdient noch ein Punkt  ErwAhnung. Wir sind yon (I1) und (12) auf 
(II ')  und (12') fibergegangen mit cos2,o ~ I .  Diese Vernachl~ssigung spielt, wenn wir 
jetzt  den frfiher ,,sehr kleinen" Gfiltigkeitsbereich erheblich ausdehnen, t rotzdem gar 

keine Rolle. Denn einmal kommt der dadurch entstehende relative Fehler ~ ohnehin nur 

auf Glieder yon h6herer als nullter Ordnung, und dann ist welter [ 2~ -- 20 [ ~ ~-, also 

ca  m 0c o (~-) .  Ist also c a  auch nur yon zweiter Ordnung, so ist ao bereits von erster Ord2 

nung klein und a~ schon ein Glied zweiter Ordnung, womit dann die absoluten Fehler 
yon mindestens drit ter Ordnung werden. 

Wir fanden damit:  Die genaue Gfiltigkeit der Nitherungsl6sung erster bzw. zweiter ( o) 
Ordnung verlangt, dab c a  yon zweiter bzw. dri t ter  Ordnung klein wlrd gegeniiber-g . 

Bei den Verformungen, die ,,physikalisch zul~issig" heil3en sollen, d .h .  bei denen 
wir noch innerhalb der Proportionalit~.tsgrenze bleiben, geht man wohl schon recht weit 

1 
mit dem Ansatz c a  ~ ~o'--S als oberer Grenze (fiir Stahl). Nach der N/iherung nullter Ord- 

nung hat  man es dann mit ~max ~ 8ooo kg/cm ~ zu tun, nach der Niiherung erster oder 
zweiter Ordnung (vgl. Ziff. lO) mit noch - -  bei dicker Feder erheblich - -  gr6Berem ~m,~x. 
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~ O  a I I Die Zahl bedeutet etwa zweiter Ordnung ffir ~ ~. ~ und dritter Ordnuug fiir R ~ 5-" 

So finden wir denn eine praktisch ziemlich weitgehende Anwendbarkeit unserer L6- 
sungen; wir haben mit der gemachten Annahme fiir ca nach Obigem: Fiir alle ,,physika- 

a 
lisch zul~ssigen" Deformationen ist ffir eine Schraubenwindung mit ~__  ~o die LSsung 

a x 
erster Ordnung richtig, ffir eine Windung mit -~ __~ ~ auch die L6sung zweiter Ordnung. 

V~ras die Wmdungen mlt ~ zwischen ! und ! anlangt, so ist fiir sie der EinfluB der Glieder 
i o  5 
a i 

zweiter Ordnung schon gering; fiir R = ~ z .  B. wird das DriUungsmoment um weniger 

als 1/~% gc~ndert, und im Bild der Schubspannungsverteilung und bei zma x interessieren 
die Glieder zweiter Ordnung deshalb weniger, weil die Glieder erster Ordnung weit tiber- 
wiegen. Beachtet man noch, dab wir mit ca bis zur oberen Grenze gingen und im all- 
gemeincn kleinere Deformationen tiblich sind, so erhalten wit das praktische Ergebnis, 
dab bei dickeren Windungen die N~aherungslSsung auch zweiter Ordnung brauchbare 
Formeln liefert. Bei ganz diinnen Windungen gilt natiirlich auch die LSsung erster Ord- 
hung nicht im vollen (physikalisch) mSglichen Umfang; der Einflul3 auf das Drillungs- 
moment ist hier praktisch Null. 

8. Anwendung auf die Schraubenfeder. a) A l lgeme ine r  Ansa t z  ftir die Vcr- 
zerrungsgr6i3en und G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g e n .  Wir suchen zu beurteilen, in- 
wieweit die Anwendung der gewonnenen speziellen LSsung fiir die zum Ring~vulst de- 
formicrte Schraubenwindung auf eine Sehraubenfeder berechtigt ist. Zun~chst stellen 
wir wie friiher neben die Ausdriicke fiir die VerzerrungsgrSi3en, fiir die wir nun im all- 
gemeinsten Fall ~ ohne besondere vereinfachende Annahmen ~ (5) zu iibernehmen 
haben, die Gleichgewichtsbedingungen. Es gentigen nun aber nicht die in der gew6hn- 
lichen Theorie beniitzten Gleichgewichtsbedingungen ffir die Resultierende und das re- 
sultierende Moment im Querschnittx; vielmehr ben6tigen wir wiederum die Gleich- 
gewichtsbedingungen im Unendlichkleinen. Dabei ist zu beachten, daJ3 die Spannungs- 
komponenten a~ ,  avu, a~,, zv~, z~, v~  sich auf ein jedem Querschnitt eigentfimliches 
Koordinatensystem (x, y, z) beziehen, also nicht auf ein raumfestes System. Um die ge- 
suchten Bedingungen abzuleiten, gehen wit analytisch vor: Wit denken uns mit dem 
System (x, y, z) in dem Querschnitt des Punktes M der deformierten Schraubenmittel- 
linie, den wit betrachten wollen, ein raumfestes System (x, y, z) zur Deckung gebracht. 
Fiir dieses seien die Spannungskomponenten ~• x . . . . .  z x y. Die Gleichgewichtsbedingungen 
lauten nun bekanntlich: 

O0"xx ,'9't'X y O~'l'x z 
ax -F - ~ -  + - ~ - -  = o, 

c~yx OO'yy O'~y z 
Ox + ~ + ~ --- O, (3~) 

O~Vzx Otzy OVzz 
Ox + - E ~ + O z  = o .  

Diese Gleichung gilt es auf das System (x ,  y, z) zu transformieren. Fiir des System 
(x, y, z) in einem beliebigen Punkt N der deformierten Schraubenmittellinie seien die 
Richtungskosinus bezfiglich des festen S 

1 Vgl.  e t w a  Love w 259, (25) u n d  (27). 

,stems in M gegeben durch das Schema: 
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Dann  gilt ~ 
, O l~ 0 l a 

011 = 1 2 ~  1 - -  l a x  I - -  = / 3 X l  - -  / 1 ~ 1 ,  - -  l l ~  ~ - -  l $ ; g l  , Os ' Os Os 

Ore, O n~ 
und  zwei analoge Gleichungstr ipel  fiir - ~ -  s und  0--T" 

Lassen Wir N mi t  M zusammenfa l len ,  so dab  sich (x ,  y,  z) mi t  (x, y, z) deckt ,  so 
folgt : 

l~ ---- m, = n a = I , sonst  verschwindende  Richtungskos .  I 
Ol 1 Olz __ Ol~ , I 
0--2----" o ,  a ,  ~ '  -Ss~ = ~ '  

o ~ ,  o,,,~ o,,,~ ~ ( (35) 
Os - -  ~ '  Os - - 0 "  Os - -  ~1, [ 

I On z __ , 0 n~ On s 
as ~ ' O s - -  ~z , 0---~ -~ O . 

0 0 0 0 
Wir  beachten  bei der  T rans fo rma t ion  von (34), dab-d-X- x =-0-T und  ~ =-0-) - '  und  dal3 

d a m i t  in allen drei  Gleichungen die beiden ers ten S u m m a n d e n  unver~indert  bleiben, wo- 
fern m a n  nur  die Buehs taben  x, y, z durch  x ,  y ,  z ersetzt .  Dagegen erforder t  jeweils 
das  dr i t te  Glied eine sorgf~iltige Behandlung.  

Zun~chst  stel len wir  fest,  dab  ffir den Vektor  yon  e inem Punk t e  (x, y) im Querschni t t  
yon  M nach dem N a c h b a r p u n k t  (x,  y) im Querschni t t  yon  M ' ,  wo M M '  = ds  ist, die 
z - K o m p o n e n t e  wird:  

d z  = dS(T  + ~:lY - -  ~'~x) 
oder kurz  

wo dz = d s ( I  +,) '1) '1  (36) 

71 = XlY -- XlX" J 
D a m i t  wird 

o o 

az  - -  (~ + 71-) o~"  

Fiir die drei  S p a n n u n g s k o m p o n e n t e n  im jeweils le tz ten (linken) S u m m a n d e n  von (34) 
haben  wir  

~'xz = l l n la~x  + (lln2 + l~nl) Tx~ + l ~ n ~ a ~  + ( l ln  3 + 18nl) Tx~ I 

+.(1,n, + l.n,)Tv, + lsnaa,,, l I 
"r = mx nx ax ,  + (rain2 + m~nl) z , , ,  + m z n ~ a ~  + (mx n a + ,nsnl)  % , ~  (37) 

+ (m2n~ + rn3n~)%: + ma%a**' "[ 
n a  + 2 n n T  n a 2 n n T  2 n n T  n a  ] 

N u n m e h r  ist die U m f o r m u n g  auch des jeweils d r i t t en  Gliedes eine bloge Differen-  
t ia t ionsangelegenhei t  m i t  Berf icksicht igung yon (35) und  (36); es k o m m t  

a~• _ _  I (a~ . . . .  ) 

a ,yz _ i [ aT , ,  , ) 
aZ I ~ 71 \Ts -  ~- ~ I G Y V  - -  ~ I G z '  - -  XlT~ - [ -  21TIn* ' 

aa, z _ i ( aa, ,  , ) 

D a m i t  folgen die gewfinschten Gleichgewichtsbedingungen,  d i e ' i n  dieser al lgemeinen 
F o r m  fiir ieden durch  Biegung u n d  Dri l lung verzer r ten  S tab  Gtil t igkeit  haben :  

1 Vgl. z.B. Love w 253, Gleichung (5), 
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a ~  + ~ + ~-~--~ L a~ - -  ~ ( ' ~ "  - -  a~,,) - -  x ~  + ~ , _  = o, I (38) 

i I Fa,,. 
a~ + -a~- + T + ~  L-~-~ 

Wir erwAhnen noch, dab mit ~1 = o, ~i = o und (36) gerade wieder die Differential- 
gleichungen (7) ffir den Ringwulst aus (38) hervorgehen. 

Ist ~1 4 = o, so treten z,~ und T,~ in den beiden ersten Gleichungen auf, selbst wenr~ 
man die Abh/ingigkeit yon s ignorieren wollte. Der einfache Ansatz wie beim Ringwulst 
ist nicht mehr m6glich; ~ bnd 2/ verschwinden nicht mehr. Die drei Gleichungen (38) 
sind miteinander gekoppelt und geben drei Gleichungen ffir die drei unbekannten Funk- 
tionen 2, 7, ~- 

b) D ie  S c h r a u b e n f e d e r  k l e i n e r  S t e i g u n g .  Wit setzen yon jetzt  ab fest, dal3 
wir unter ,,kleiner Steigung" eine Steigung erster Ordnung klein verstehen wollen, wobei 
wiederum a i r  die ordnungsbestimmende Gr6Be ist. Darunter  verstehen wir etwa, dab 
tg ~o ~ 0% die Gr68e a i r  nicht fibersteigt. Eine Gang auf Gang gepackte Feder hiitte 

a 
~o ~ ~--~; diese Feder kann also um die doppelte AchsenlAnge verlAngert gedacht werden, 

ohne daB wir aus dem Bereich ,,kleiner Steigung" heraustreten. Die Feder kleiner Stei- 
gung hat darum ffir Deformationen einen noch weiten Spielraum. Aus ihm soll aber 
unsere Feder nicht heraustreten; auch ffir 0c 1 soll gelten, was ffir ~o festgesetzt wurde. 
Wit  beachten noch, dab die Feder kleiner Steigung bei m6glichst groBer Deformation 
(dutch den ganzen genannten Spielraum hindurch) eine Jknderung (0c 1 --~0) yon erster 

a 
Ordnung erf/thrt ; dann ist also ca ~ (al --  a0) ~- eine Gr613e zweiter Ordnung. 

Nunmehr betraehten wir zuniichst eine sehr ldeine Deformation einer Schraubenfeder 
kleiner Steigung. Wir fragen, ob wir nicht ffir eine NAherungsl6sung bis zur zweiten Ord- 
hung die friihere L6sung fibernehmen k6nnen. Das ist der Fall, wenn wir dabei nut  Gr6f3en 
yon mindestens drifter Ordnung zu vernachlAssigen brauchen. Wit  haben wieder ~ als 
Gr6Be erster Ordnung anzusehen. ~ und ~ werden auch mindestens yon erster Ordnung 
klein; aus den zwei ersten Gleichungen (38) k6nnen wir sogar schlieBen, dab ~ und r/ 
Gr613en zweiter Ordnung werden; denn dort sind die [nach (5)] ~ und ~ entsprechenden 

Spannungen mit ~lrv,  und ~r**  gekoppelt ~ -3s  u n a - ~ -  dtirfen wir uns mindestens ebenso 

) klein denken ./l~ aber ist ~ ~- und damit a ~ r ~ ,  bzw. a,~r~, ebenfaUs yon zweiter Ord- 

nung klein (gegeniiber ca G). 
Betrachten wir (5), so erkennen wir damit unter Berficksichtigung des Umstandes, 

dab (a,~o) und (aA1) und ebenso (a ~1) und ~1 yon mindestens zweiter Ordnung klein werden, 
daft fiir e, ~ und e,~ die Gleichungen bestehen: 

x OC I 0~ 

~o (,~1 - -  ~0) x + ~ + ~ + r0 o ;" 

Was die bereits genannte Gr6/3e n~ anlangt, so werden wir bei der kleinen Abwei- 
chung vom Fall des Ringwulstes mit der (z. B. in der Lord Kelvinschen Theorie der 
Schraubenfeder ~ benfitzten) Ann/~herung nl = o rechnen dfirfen (die auch bei beliebiger 
Steigung gut ware, wenn die SteigungsAnderung sehr klein angenommen wird). Genauer 

1 e i s t  s o g a r  YOn d e r  O r d n u n g  ott ( ~ x - - ~ 0 ) a 2 / R "  

S. etwa Love w 271. 
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w ~irel ] nl ] --- nl tg fl, wenn fl den Winkel zwischen x-Achse und I taup tnormale  im de- 
formierten Zustand bedeutet.  Dieser Winkel fl brauchte  nur klein yon erster 0rdnung 
zu sein, damit  a ~1 klein von zweiter Ordnung wird. In  Wirklichkeit wird fl viel kleiner 
sein (insbesondere bei der angenommenen sehr kleinen Steigungs~inderung). Is t  nl ---o, 
hat  also die x-Achse die Richtung der Hauptnormalen ,  so bleibt in jedem Querschnitt 
die 0rient ierung des (x, y, z)-Systems gegenfiber der Richtung des Zuges P und gegen- 
fiber der Achse des Moments PQ1 dieselbe (schon x~ - - k o n s t  genfigt hierzu). Das Dril- 
lungsmoment  P01 cos cq ist ohnehin stets dasselbe, und nun bleiben auch die Biegungs- 
momente  immer  gleich : u m  die x-Achse = o und um die y-Achse = P01 sin cot. Damit  
entfiillt ersichtlich die AbhS, ngigkeit yon s. So gelangen wir yon den oben angeschriebenen 
Ausdrficken fOx e, ~ und e, v wieder zu (IO) und v o n d e r  dri t ten Gleichgewichtsbedingung 
(38) wieder zu (12). 

SchlieBlich k6nnen wit wie in Ziff. 7 von tier ,,sehr kleinen" Deformation noch zur 
,,physikalisch zulfissigen" Deformation fibergehen. Das dort Gesagte gilt wiederum, 
wobei wir nur - -  wie zuletzt bemerkt  - -  augerdem ~1 vernacblgssigbar klein und ebenso 
damit  O/Os als klein h6herer Ordnung ansehen mfissen. Nach dem schon Ausgeffihrten 
werden wit kein Bedenken haben, diese Annahme zu treffen. Dami t  k6nnen wit das am 
Schlug yon Ziff. 7 Ausgeffihrte auf die Schraubenfeder kleiner Steigung unmit te lbar  
fibertragen. Es sei nur  noch hinzugeffigt, dab der Gfiltigkeitsbereich fox die L6sung erster 
Ordnung fox unsere Feder sozusagen ein unbeschr~nkter  ist: Da  ca hier nut  yon zweiter 
Ordnung klein ist, so kann die Feder kleiner Steigung iiberhaupt jede ihr als solcher zu- 
stehende Deformation ausffihren, wenn diese physikalisch zul~issig ist. 

Wir fiigen noch eine Bemerkung zur Anwendung auf die Schranbenfeder bei. DaB 
wir uns auf kleine Steigungen wirklich beschr~inken mfissen, erkennen wir z. B. so: Die 
Gleichgewichtsbedingung (I2), die wir nun auch auf die Schraubenfeder anwenden, fiihrt 
mit  dem Ansatz (II)  auf eine N~iherungsl6sung erster Ordnung, die - -  wie am SchluB 
von Ziff. 5 gezeigt - - d e n  Schub v o n d e r  Gr6Be Me o/01 liefert. Dieser Schub mfil3te aber den 
Wert  Mao/R 1 haben. (Frfiher war Q1 = R1). Dies geht unmit te lbar  aus der Federbelastung 
hervor. Tiefer in den Gleichgewichtszusammenhang dringen wir ein, wenn wir ein Feder- 
element zwischen zwei benachbarten Querschnitten herausgreifen: Die Krf immung I[~ 1 
verlangt,  um die RichtungsAnderung yon Mao an den Endquerschnit ten zu kompensieren, 
einen Schub Mao/~ 1, wie wir ihn auch aus unserer Rechnung erhalten wfirden, und wie er bei 
fehlender Torsion der einzige w~re. Nun verlangt  dazu noch die Windung X/al, um die. 
Richtungsiinderung des Biegungsmoments Mb o = Mao tg ~i zu kompensieren,  den 

Schub Mbo M i t  __x = sin ~t cos 0t x und ! = c~ et erhalten wir so den Gesamtschub 
~1 " a l  R 1 0 t  R1 

Maocos2cq 2 ~ a 0 s i n ~  x Ma o 
RI -~" R1 - -  R1 �9 

(Man erkennt wieder, wie die Drillungsspannungen nun mit  den fibrigen Spannungen 
gekoppelt  sind; wir haben kein reines Drillungsproblem mehr.) 

I m  Gesamtschub haben M r  also bei unserer N~iherungsrechnung den Fehler 

Mao sin2 ~l 

R1 

I s t  ~ yon erster Ordnung klein (Feder kleiner Steigung), so ist dieser Fehler yon dri t ter  
Ordnung klein. 

Man k6nnte auch einen (formal) richtigen Schub M a o[R1 erzwingen, wenn man  in oben 
genannter Gleichgewichtsbedingung ~1 durch R 1 ersetzt, also cos ~x dutch I.  Der so ge- 

gemachte Fehler in ~ ist von drit ter Ordnung und darf  da tum begangen werden. 

1 S. Love. S. 442, Gle ichung (3): f l = " ~ - - - ] .  
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Schliel31ich ersetzen wir (vgl. eine Bemerkung in Ziff. 7) ~o durch R o und R 1 durch R o. 
Dann kommt mit tier Schreibweise R o -----R gerade die Ausgangsgleichung (12'). 

Unser Begriff der ,,kleinen Steigung" ist hinsichtlich der praktischen Verwendungs- 
f/~higkeit zwar ffir die dicksten Federn gewiB ausreichend, kann aber bei weniger dicken 
Federn etwas zu eng erscheinen. (Von ganz dfinnen Federn sehen wir bei vorliegender 
Theorie natfirlich ganz ab). Da nun nach Ziff. 7 die Anwendbarkeit der N/iherung zweiter 

Ordnung ffir solche Federn etwa-~- < ~- nur noch in beschr~inktem Mal3e genau gilt 

und hier ohnehin die Korrektionen zweiter Ordnung weniger interessieren, kann man 
auch den t~bergang vom Wulstproblem zur Feder im ttinblick auf eine blol3e Anwendung 
der L6sung erster Ordnung untersuchen. Man findet leicht, dal3 der Begriff ,,kleine Stei- 
gung" dann wesentlieh erweitert werden kann: Es genfigt, dab das Quadrat der Steigung 
der Feder etwa die Gr6ge aiR hat, womit dann sicherlieh der praktischen Verwendungs- 
fiihigkeit keine Sehranken mehr gesetzt sind. Die am Schlul3 yon Ziff. 7 gefundene Regel 
ffir ,,physikalisch zulS.ssige" Deformationen lautet  nun: Fiir alle physikalisch zulS.ssigen 
Deformationen gilt die N~iherung zweiter Ordnung genau ffir Federn kleiner Steigung 

Steigung ~ und -~ ~ ~-, die N~iherung erster Ordnung bereits fi.ir Federn mit kleiner 

( R )  a ~ ~___ Die Angaben Steigung im erweiterten Sinn Quadrat  der Steigung ~ und ~ - _  io" 

fiber die Steigung bedeuten praktisch keinerlei Einschr/inkung, wohl aber die Angaben 
fiber das Verh/iltnis (a/R). Es ist indessen hierzu zu sagen," dab wir nicht nut  mit den De- 
formationen bis zur Grenze physikalischer ZulSssigkeit gingen, sondern auch in Ziff. 7 
zum Ausgangspunkt unserer Abschiitzungen die Forderung strenger Gfiltigkeit der be- 
treffenden N~herungsl6sung machten. Im Sinne einer bloBen ,,brauchbaren Niiherung" 
ist zweifellos der Gfiltigkeitsbereich ein erheblich weiterer, und der Praktiker mag in 
diesem Sinne die entwickelten Ergebnisse (Ziff. 9 und IO) unbedenklich iibernehmen, 
dabei die Frage, ob in einem vorliegenden Fall die L6sung nullter, erster oder zweiter 
Ordnung zu nehmen sei, lediglich nach der praktischen 13berlegung beurteilend, bis zu 
welcher Ordnung sich ffir ein bestimmtes vorliegendes (air) das Mitfiihren yon Korrek- 
tionsgliedern lohnt. 

9. Zusammenhang zwischen Verliingerung und Zugkrait fiir eine Schraubenfeder. Die 
Feder, die in unseren Benennungen etwa als Zugfeder gedacht ist, habe n Windungen, 
den Wicklungshalbmesser R, den Querschnittsradius a. Die Zugkraft sei P. Wit be- 
zeichnen noch die L~inge der Federmittellinie mit l, die H6he der Feder oder die Achsen- 
I/inge mit h und die VerlSngerung yon h mit ~ h. Die Steigung der Feder sei yon der Ord- 
nung (a/R) klein. 

Zun/ichst gehen wir bei unserer Betrachtung in der einfachen Weise vor, wie man in 
der Festigkeitslehre gew6hnlieh zn verfahren pflegt, d .h .  wir setzen 

cos ~0 ~ cos el "~ i ,  sin ~-o ~ e0, sin 0q "m el ,  Rt ~ Ro = R. 

F/it die Verl/ingerung Oh haben wir dann wegen h = l sin % 

/, ~ l(~1 - -  ~o). 
Weiter ist 

l ~ 2JrnR.  
Also folgt der Weft  

h = 2 ~r n R (~1 - -  %). (39) 

Wir haben welter das Drillungsmoment m P R  und andererseits nach (28) und (I5), 
wenn wir nun die genauere Formel fiir Ma beniitzen, 

c G al f ~ / a ~  (40) 
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Hier ist noch c aus (9) einzutragen; i n  unserer Niiherungsrechnung wird einfach 

So kommt die Beziehung 

P R =  

und wegen (39) 

C - -  0C1 -- Cs176 
R (41) 

~h--4nRsP( -~(R) 2) 
a* G I -- 

(42) 

(43) 

Diese kurze geniiherte Ableitung ffir cSh ist insofern unvorsichtig, als die bei den begange- 
nen Vernachl~issigungen entstehenden Fehler selbst v o n d e r  zweiten Ordnung in (a/R) 
sein k6nnten, so dab dann die Beniitzung des Korrektionsgliedes zweiter Ordnung in Ma 
wirkungslos wtirde. Wir prfifen daher noch die Berechtigung unserer Entwicklung. 

Statt  (42) h~itten wir genauer zu schreiben, wenn c aus (9) entnommen wird, 

.7 s in  ~1 cos s in  % cos ~o 

So kommt 
p _ _  , ' zGa 4 ( s i n c e  t s in  % cos ~o I + ~ 

Rz/~o  cos 0q 

Nun ist Rz Ro yon der Ordnung (uq -- ~0) ~o klein. Man kann diese Differenz bereehnen, 

wenn man vom Biegungsmoment (urn die y-Achse) Mb ----Ma tg ~-z ausgeht, wobei fiir 
Ma bier der Wert Mao genfigt: 

So best~tigt man Ieicht die Behauptung. Ferner ist der Faktor 

][ - - - - -  

2 

/ COS ~ o  \ 
also auch (,co-~, i )  yon der Ordnung ( ~ 1 -  "o)~o- 

(o: (o? 
Denken wir uns nur Form~nderungen mit (ez -- %) ~ -~  , d. h. auch c a ~ -~- , 

so sind demnach die gemachten Fehler gerade yon h6chstens dritter Ordnung. Nun fanden 
wir in Ziff. 7 und 8, dal3 der Form/inderungsbereich, fiir den (ca) von dritter Ordnung 
klein ist, aueh eben derjenige ist, in dem fiir die Feder kleiner Steigung die N~iherungs- 
16sung zweiter Ordnung (und damit MalZ) genau gilt. Zugleich liegen ffir dicke Federn, 
ffir die man ja eben das Korrektionsglied in Ma mitnehmen m6chte, die physikalisch 
zuliissigen Deformationen in diesem Bereich (Ziff. 7). Der Praktiker kann daher un- 
bedenklich in den ihm gewohnten Rechnungen den genaueren Wert (4 o) fiir Ma benfitzen, 
falls er die Korrektion zweiter Ordnung beriicksichtigen will. 

Der genauere Ansatz (42') s tat t  (42) entspricht gerade der Genauigkeit (mit Aus- 
nahme natiirlich des Korrektionsgliedes in Me), wie sie in der Lord Kelvinschen Theorie 
der Schraubenfeder erreicht wird. In der bei Love z hierfiir angegebenen Formel 

COS 2 0r 

(44) 

* Love w S. 478 . 
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wo B die Biegungssteifigkeit und C die Drillungssteifigkeit bezeichnet, mfissen wir nun 
bei Anwendung des Wertes M a n  fiir M a die Drillungssteifigkeit ersetzen dureh 

= - -  I + - . (45) 
2 

Kehren wit zu (43) zur/iek, und denken wir uns diese Formel nach G aufgel6st. Man 
erkennt, dab ein aus Zug- oder Druckversuchen mit dicken Federn bestimmter Schub- 
modul G sich nach der frfiheren Theorie etwas zu grol3 ergibt. Der relative Fehler ist 

durch den Brueh ~ gegeben, errechnet sich also z. B. fiir 

g 1" a T a 1[ 

R - -  5 zu � 90  fiir . . . .  R 4 zu I,x 7 % ,  ffir -R-=- -3  zu 2,08 %.  

10. Schubspannungsverteilung im Querschnitt einer gespannten Feder kleiner Steigung; 
Zusammenhang zwischen Drillungsmoment und gr~iSter Spannung. a) N R h e r u n g s l 6 s u n g  
e r s t e r  O r d n u n g .  Nach (23) haben wir 

5cG 
~rxr ~ - -  c G y - - - - ~ - y  x y , 

L~ngs der x-Achse haben wir 

"t'xi --- O, 

cG ya 
"cvi= + c G x  + u - R ( 7 x 2 - - 3  + 3a~). 

cG 
r v x  - -  c G x + ~f f  (7 x2 + 3 a ~) �9 

An die Stelle lincarer Verteilung tri t t  eine parabolische Verteilung. F i i r - R - = ~ - z e i g t  
a~ I . 

diese Abb. 4. Bei diesem und den weiteren, ebenfalls ffir -R- -~ -5- gezelchneten Spannungs- 

diagrammen ist zu beachten, dab die + x-Achse gegen die Federachse weist. (Vgl. Abb. 2). 
D e r m i t  i (a) bezeiehnete Randpunkt  x ---- + a (x = --  a) ist also der innerste (~uBerste) 
Randpunkt ;  die Randpunkte x = o sind als Punkte mittleren Achsenabstandes m i t m  
bezeichnet. 

Die Abbildungen wurden sehr einfach auf graphischem Wege gewonnen. Man gelangt 
leicht zu dieser Konstruktion, wenn man die Korrektionsglieder 

5 c G  cG 
~ l =  4R xy ,  T~I----- + ~ ( 7 x ~ - - 3 Y 2 + 3 a ~ )  

in Polarkoordinaten darstellt. Man erh~.lt so an Stelle yon ~ und r~, 

3tag t a g  
: - T  + 7 cos . 

u b~,.u Wir setzen noch 

3caG/a'~F / r \s ' ]  

" =  - J '  
t a g  a r 

Zeichnet man ffir vorliegendes a und a i R  nach Annahme 
yon t a G  (Randspannung fiir die N~herungsl6sung nullter 

" Ordnung) u und v als Funktion yon r auf, wie das in 
Abb. 31. Die I - I i l f sgr6Ben  u u n d  v f 0 r  d i e  a I 

Spanntmgen. Abb. 3 fiir-~ = -~ geschah, so hat  man fiir die graphi- 

sche Ausffihrung nur noch zu beachten: 
z~l : usin ~0, T~I : v cos 9.  

Die beiden Kurven ffir u und v sind gew6hnliche Parabeln mit gemeinsamem Scheitel 
auf der Ordinatenachse. 

t Abb. 3 ist in gr6f~erem Mal3stab gezeichnct als die Abb. 4 bis 7. 
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Bei  j e d e m  zu ze ichnenden  D i a g r a m m  geh t  m a n  v o n d e r  l inearen  Ver te i lung  aus  und  
b r ing t  unsere Kor rek t ionsg l i ede r  %,~ u n d  z~ l  an. I n  Abb .  4 is t  9 = o bzw. : :  18o ~ also 

Abb. 4. Spannungen ]Sings der x-Achse. 

W a s  die Spannungs l in i en  fiir  die LSsung ers te r  Ord-  
nung  an lang t ,  so is t  ihre Di f fe ren t i a lg le i chung  in Po la r -  

k o o r d i n a t e n  d r  T r 

r d q) T~j, 

mit  

T~ ~ 8 R i - -  sin q0, 

% = c G r + - ~ - ~ 3  + 7 cos 9"  

Man k a n n  die Di f fe ren t i a lg le ichung  in fo lgender  
Weise  le ich t  nRherungsweise in t eg r i e ren :  Die Spannungs -  
l inien werden  nur  wenig  yon  Kre i sen  abweichen.  Der  
R a d i u s  des  d u t c h  die S c h n i t t p u n k t e  einer  Spannungs l in ie  
m i t  der  y -Achse  gehenden  Kre ises  u m  M sei 0. W i r  setzen 
ftir diese Spannungs l in i e  r = 0 + ,  und  b e h a n d e l n  e als  
k le ine  Gr6Be. D a n n  wird,  wenn m a n  in den  Kor r ek t i ons -  
g l iedern  der  z die Gr6Be r durch  0 e rse tz t  mi t  den Ab-  
k i i rzungen  

h := ~ 7  ~ I - -  , k = ~--~ 3 + 7  - , 

i Die Randspannungcn k6nnen auch (graphisch oder rcch- 
nerisch) einfach nach der fiir sie giiltigen Beziehung: ]'v.~. + v ~  

= c . G ( t  + 5 x ) 4 ~- crmittelt wcrden. 

~:~1 ---- o,  z ,1  - -  -r v bzw. = - -  v. I n A b b .  5 ist ~ = 9 ~ 
bzw. ~ 27 o~ also z~l = u bzw. = - -  u und  z~l  = o. 
Li~ngs eines be l ieb igen  Durchmesse r s  ~0 bzw. (18o ~ -r 9). 
wie in Abb .  6, verfi~hrt m a n  e twa,  wie in Abb .  3 fiir 

( r  = ~ - ) a n g e d e u t e t .  Wi l l  m a n  die  Span-  
B 

einen P u n k t  

nungen  l~ings eines  Kre ises  auf f ragen ,  wie in  Abb .  7 die  

R a n d s p a n n u n g e n  u n d  die  Spannungen  fiir r = ~ - ,  so 

ben i i t z t  m a n  zweckm~13ig - -  wie a n g e d e u t e t  - -  auBer 
Abb.  3 noch Hi l f skre i schen  mi t  den R a d i e n  u bzw. v 
(ftir das  en t sp rechende  r )1 .  

.~: c~z G ~rn 

Abb. 5. Spannuagen l~ngs der j.,-Aeh~. 

Abb. 6. Spanntmgen liings eines beliebigen 
Durchm ,'w, sers. 

4-' 
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die Differentialgleichung der zu r = ~  geh6rigen Spannungslinie: 

d e It s i n  9 

(o + ~)d~ = 0"4- e + k cos 9" 

Unter bJoller Berticksichtigung der Glieder erster Ordnung in denkleinen Gr6Ben e, h 
und k erhalten wir 

e = -- hcos 9 

und damit schlieBlich als Gleichung unserer Spannungslinie gen/ihert: 

r ~ 0 - - h c o s ~ v = 0 - - ~ - f f  I - -  cos~o. 

Auf Grund dieser Glei- 

~ t chung : ; t s t a n d  Abb. 8 (~----- . 

Eine Kurve der Abb. 8 
kann als eine zum Kreis- 
chen vom Durchmesser h 

,4 geh6rige Konchoide auf- 
_~ gefal3t und so konstruiert 

werden. 
Von der Deformation 

der Querschnittsfl/iche 
durch die Verw61bung ~x 
kann man sich in na~ch- 
folgender Weise leicht ein 
Bild machen. Die defor- 
mierte Fl~che hat in be- 
zug auf alas (x y z)-System 

"~ ~ der unverw61bten Fl~iche 
~ nach (22)folgende Glei- 

....... * chung: 

Z~--__ 
c y  

...... ~ g-y (3 a~ -- x~ -- y~). 

~ I  Diese Fliiehe dritten Gra- 
des enth/ilt die x-Achse. 
Der Schnitt mit der yz- 
Ebene ist die Parabel 
dritten Grades 

--.  c y  Abb. 7. Spanntmgen l/tags des Ramies und eines konzentrischen Kreises. g - -  ~ -  (3  a2  - -  Y$)" 

Diese in Abb. 9 gezeichnete Kurve hat im Mittelpunkt einen Wendepunkt und fiir 
y = - t - a  Tangenten parallel zur y-Achse. Ein Schnitt der F1/iche mit einem Kreis- 
zylinder x 2 + yS = 0z liefert wegen z -- konst, y eine ebene Kurve, die demnach eine 
Ellipse ist. Die F1/iche ist der geometrische Ort einer Schar yon Ellipsen, die auf der x-Achse 
ihre kleine Achse haben. Zu irgend einem Punkt P der Kurve yon Abb. 9 geh6rt eine 
Ellipse mit der groBen Halbachse M P  und der kleinen Halbachse M P ' .  Diese Ellipsen- 
schar ist durch Verzerrung der Schar konzentrischer Kreise des urspriinglichen Quer- 
schnitts entstanden. 

Die besondere Betrachtung von rmax erledigen wir zusammen mit der N/iherungs- 
16sung zweiter Ordnung. 
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b) N ~ i h e r u n g s l 6 s u n g  z w e i t e r  O r d n u n g ;  gr613te S p a n n u n g .  Nun haben wir 
die Ausdriicke (32) 

5 cG cGy y2 a2), 
r ~ = - : - - c G y - - - ~ - x y - -  ~ ( 2 7 x 2 + 5  ~ I O  

cG y~ cG x __ + . 
r~ -- + c G x + ~ (7 x~ - -  3 + 3 a~) + ~ (13 x 2 9 y2 -t a~) 

Wir verzichten auf eine graphische Darstellung ; die bisherigen Abbildungen w/irden nur 
wenig abgdindert.  In den Punkten i und a (vgl. Abb. 4) wird nun beidemal die Span- 

l + L a x  
r &  

/Tt 

Abb. 8. Spannungslinien. 

]I- 
+Z 

Abb. 9, Schnitt der verw61btea Quer~chrfittsflliche mit der 
z y-Ebene (~ stark iiberh6ht). 

nung vergr6Bert und um denselben Betrag,  in den Punkten m war vorher die Span- 
nung -- caG und wird nun (und zwar beidemal gleich) um ein Geringes vermindert.  

Fiir die genannten wichtigen Rand punkte wollen wit die Spannungen, ihre Betriige 
mit zi, %, zm bezeichnend, anschreiben. Es ist 

z ~ = c a G z + -~  +- i -6  ' 

T~ = t a g  z - - ~ -  + y ~  , (46) 

Wir bringen nun noch ri = Tmax in Zusammenhang mit Ma.  Eliminiert man aus der 
ersten Gleichung (46) und aus (40) die Konstante c, so folgt 

oder auch 

5 x7 

% " m a x = - -  ~ a '  [ 3 ( a ' ~  "~-] 

M, L "gmax = ~ a.----~ I + T + 8 \ R /  ] "  (47) 
2 

Wieder gilt, wie bei Gleichung (43), dab die Mitfiihrung des zweiten Korrektionsgliedes 
nur dann sinnvoll ist, wenn M a his zur zweiten Ordnung genau angegeben wird. Genau 
w~ire : M a = Pa R1 cos ~t. 

Zu dem dem Praktiker gewohnten Ersatz M a  = P R ist wieder dieselbe Bemerkung 
wie bei (43) zu machen. Dieser Ersatz ist demnach unbedenklich. 

42* 
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i !. Zusammenfassung. Es werden die Verzerrungsgr613en f/ir eine durch Zug oder 
Druck deformierte Schraubenfeder yon kreisfbrmigem Querschnitt bei kleiner Form- 
~inderung ohne Vernachliissigung des Verhiiltnisses air (Querschnittsradius : Wicklungs- 
halbmesser) aus der allgemeinen Theorie der Biegung und Drillung diinner St~tbe ent- 
nommen. Fiir den Sonderfall einer Einzelwindung, die zum Ringwulst deformiert wird, 
werden (unter Angabe des G61tigkeitsbereichs) die DriUungsspannungen his zur Gr613en- 
ordnung (a/R) ~ genau berechnet. Eswird gezeigt, dab diese Lbsung mindestens auf den 
Fall einer Schraubenfeder mit einer Steigung von h6chstens ~a/R  6bernommen werden 
kann. Der EinfluB der Federkr6mmung auf das Drillungsmoment ergibt sich als nur 
geringfiigig. Dagegen zeigt die Spannungsverteilung eine erhebliche Abweichung vonder  
beim gedrillten zylindrischen Stab auftretenden linearen Verteilung. Dies bedingt auch 
einen starken EinfluB auf den Zusammenhang zwischen maximaler Schubspannung und 
Drillungsmoment. 

(Eingcgangen am I. September i93o.) 


