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Die Stabilitiit der Kreiszylinderschale. 
Von W. Fliigge in G6ttingen 1. 

Seit im Jahre 1926 auf der Gesolei die erste mit zylindrischen Schalen iiberdeckte 
Halle errichtet wurde z, hat  sieh diese neue Bauweise weitgespannter Dachkonstruktionen 
rasch ein groBes Anwendungsgebiet erobert. Die Markthallen in Frankfurt  und Budapest 
sind die gr6Bten Vertreter einer groBen Anzahl yon Bauten, bei denen das neue Konstruk- 
tionsprinzip Anwendung gefunden hat. Nachdem durch die grundlegenden Arbeiten yon 
F. Dischinger und U. Finsterwalder ~ die statische Wirkungsweise der zylindrischen Schalen- 
d/icher gekl/irt und damit die M6glichkeit der Ausffihrung dieser nur wenige Zentimeter 
starken Bauglieder gegeben war, hat die Frage nach ihrer Knicksicherheit mit jedem neuen 
GroBbau, der geplant oder errichtet wurde, immer mehr an Bedeutung gewonnen. 

Einen vollstSndigen Oberblick fiber die Behandlung, die dies Thema bisher gefunden 
hat, enthMt die ktirzlich erschienene Arbeit yon K.v.  Sanden und F. Ttilke 4, auf die wegen 
ausfiihrlicher Literaturangaben verwiesen sei. Drei fiir den Bau von Schalend~chern 
wesentliche Fragen sind in den dort aufgefiihrten Arbeiten teils nech nicht ersch6pfend 
behandelt,  teils noch gar nicht in Angriff genommen worden: 

I. Wie groB ist die Knicksicherheit, wenn Druckkr~tfte in Richtung der Erzeugenden 
und in Ringrichtung gleichzeitig in beliebigem Gr6Benverhiiltnis vorhanden sind ? 

2. Welchen EinfluB auf die Knicksicherheit hat  die Anordnung dicht liegender Ver- 
stttrkungsrippen ? 

3. Ist es zul~tssig, die bisher allein der Rechnung zug~nglich gewesenen hochsymmetri- 
schen Spannungszust~nde zu benutzen, urn dle Knicksicherheit eines Schalendaches mit 
seiner ganz andern Spannungsverteilung danach zu beurteilen ? 

Der Klttrung dieser drei Fragen dient die vorliegende Arbeit in den Absehnitten !1, V, 
VI. Die Ergebnisse des Abschnittes II wurden durch Versuche fiberprfift (Abschn. IV), und 
zur Aufkl~rung der dabei gefundenen Abweichungen dienen die ErSrterungen unter Ill. 

I. Die Orundlagen der Spannungstheorie. 
I. Geometrie der Verformungen. Unsere Rechnung baut  auf tier Theorie der dfinnen 

Schalen auf, die wir im wesentlichen als bekannt  voraussetzen und durch folgende An- 
nahmen pr~tzisieren : 

I. Die bei der Verformung der Schale eintretende Verschiebung eines beliebigen 
Punktes ist dutch die Verschiebung des zugeh6rigen Punktes der Mittelfl~iche derart  be- 
stirnmt, dab die Normalen zur Mittelflliche auch nach der Verfonnung zur nenen Mittel- 
fl~iche nornlal sind und ihre Lttnge nicht ~tndern. 

2. Die Schalenstiirke ~ sei gegen die Abmessungen der Mittelfl~ehe, insbesondere gegen 
ihre Krtimmungsradien vor und nach der Verformung, so klein, dal3 die unter der ersten 
Annahme aufgestellten Rechnungen ein brauchbares Bild des tats~chlichen Spannungs- 
zustandes ergeben. 

x Erweiterte G6ttinger Habilitationsschrift. 
F. Dischlnger u. O. Finsterwalder, ]3auing. 7 (1926) S. 929. 

a F. Dischinger, Handb. f. Eisenbetonbau, ]~d. XII, 3. Aufl., ~erlin 1928. U. Finsterwalder, Diss. 
]Vliinchen 193o. 

4 K .v .  Sanden u. F. T61ke, Ing.-Arch. 3 (1932) S. 24. 
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3. Die Verschiebungen seien klein gegen die Schalenst~trke. 
Als Koordinaten auf der Mittelfl~che der Schale w~hlen wir x und 99 nach Abb. I und 

ffihren fiir die nach ihnen genommenen Ableitungen einer beliebigen Funktion [ (x, 99) die 
Abkiirzungen ein: 

0, 0, 
N a-0-; =I',. ~-~/--t'. 
'-L~z Zur Aufstellung des Zusammenhangs der Verschiebungen eines Punktes  

der Mittelflftche mit  den Verformungen und Schnit tkraften am Schalen- 
T element brauchen wir, noch eine drit te Koordinate  z, die wir von der 

Mittelflliche aus radial nach auBen messen wollen. Dies Koordinatensystem 
_ kann nun in doppeltem Sinne gebraucht  werden. Einmal  kann man sich 
~" - " [~a -  i an jeden Punkt  der Schale die Koordinaten angeschrieben denken, die 

i ihm im undeformierten Zustand zukommen, und dieses Zahlentripel 
A b b .  I .  K o o r d i n a t e n -  

system, auch nach der Deformation zur Kennzeichnung des Punktes  verwenden 
(biegsame Koordinaten).  Zum andern kann man auch das Koordinaten- 

system als starr  betrachten und den yon einem Punkte  zurfickgelegten Versehiebungs- 
weg durch die Differenz seiner Koordinaten vor und nach der Deformation beschreiben 
(starre Koordinaten).  

Wir benutzen zunaehst ein starres Koordinatensystem und definieren die drei Kompo- 
nenten der Verschiebung eines beliebigen Punktes,  wie folgt : 

ist der Zuwaehs von x, 
*/ ist der Zuwachs yon 99, multipliziert mi t  dem Radius a der MittelflXche, 

ist der Zuwachs yon z. 

Die Verschiebungen der Mittelfl~tche, also die Werte  ~, ~, ~ fiir z -=- o, wollen wir mi t  be- 
sonderen Buchstaben bezeiehnen, ntimlich mit  u, v, w. Unsere erste Aufgabe ist nun, 

J 'l 

I 
A b b .  2a ,  b .  L i i n g s s c h n i t t  q~ = k o n s t  u n d  Q u e r s c h n i t t  x = k o n s t  d u r c h  d i e  u n v e r f o r m t c  u n d  d i e  v e r f o r m t e  Scha l e .  

r ~t, ~ durch u, v, w auszudrficken. Dazu betrachten wir, wie im folgenden immer, unsere 
Koordinaten als biegsam. In Abb. 2 ist ein Stfick der Schale vor und nach der Verformung 
dargestellt. Uns interessieren die Unterschiede zwischen den Verschiebungen ~, ~, ~ eines 
Punktes P und denen des zugeh6rigen Punktes  P0 der Mittelfl~ehe. Sie rfihren davon her, 
dab sich die Schalennormale PPo bei der Form~tnderung um den Winkel w'/a in der 
x-z-Ebene und w'/a in der 99-z-Ebene verdreht.  Dadurch wird der Punkt  P in x-Rich- 

io  q ?M I 
tung um die Strecke z sin .... ~ z - -  zurfickgeschoben, so dab seine Gesamtverschiebung 

in dieser Richtung 

= u - -  Z w' (I a) 
r 

ist. Die entsprechende Verschiebung N in 99-Richtung findet man aus Abb. 2b. Durch die 

Verdrehung w'/a wird P um z-c~- zuriickgeschoben. Wir miissen nun beachten, dab wir 
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unter ~ nicht die Verschiebung yon P selbst verstehen, sondern deren radiale Projekt ion 
auf die ursprfingliche Mittelflfiche. Wir haben daher yon der MittelflAchenverschiebung v 

W" a 
abzuziehen. Hier  machen wit v o n d e r  Grundannahme 3 Ge- d e n B e t r a g z -  a + z + w  

brauch und vernachl~ssigen im Nenner w gegen z, so dab wir erhalten 

Z 
w' .  (~b) ~7--:v a + z  

Die Verschiebung ~ schlieBlich unterscheidet sich, wie man aus beiden Abbildungen 2 fest- 
stellen kann, yon w nur um Glieder, die in w' und w" quadratisch sind und deshalb weg- 
bleiben k6nnen : 

r = w .  (~ c) 

Von den sechs Dehnungen und Gleitungen interessieren uns nur die drei, die die Vor- 
gange in einer F1/~che z = konst beschreiben. Sie sind mit  den Verschiebungen durch 
folgende Gieichungen verbunden:  

a 

Jt - 7  d(p + ~ d 9 ~j. ~. 

~'dqo a a __ ~" 

Die zweite und drit te Ir 
reel bedfirfen der Erl~ute- 
rung: In Abb. 3a ist ein 
Schnitt x = konst durch 
die undeformierte Schale 
dargestellt. Die s tark ge- 
zeichnete Faser  im Ab- 
stand z yon der Mittelfl~che 
ist auch in der Lage ein- 
gezeichnet, in die sie durch 
die Form~tnderung kommt ,  

+ a + z *1' 

(2 a--<) 

und aus den angeschriebenen Bezeichnungen kann man unschwer die Formel.(2 b) ablesen. 
Abb. 3b zeigt in diinnen Linien die Ansicht eines Schalenstticks, das nach unten 

durch die Mittelfl/iche und nach oben durch eine Fliiche z = konst  begrenzt ist, also nicht 
durch die inhere und iiuBere Laibung der Schale. Die Fl~che z = konst  geht bei der Form- 
~tnderung in die s tark gezeichnete Gestalt  fiber. Die gesuchte Gleitung 7x,v, die natfirlich 
yon z abh/ingt, ist die Summe der beiden kleinen Winkel B A  B '  und C A C ' ,  und diese 
Winkel sind gerade die in (2 c) angegebenen Summanden.  

Durch Einsetzen yon (i) in (2) folgt ohne weiteres 

Ul Wit I ~ - -  a Z ~ ,  

D" Z W" " ~2) 
~ . . . . . .  (3) a a a + z  + a + z '  [ 

a + ~ v ' - - T  a "" + _ ~  + 
7~q, - -  a + z 

2. Die Schnittkr/ifte. In  einem Schnitt  x --= konst durch die Schale wirken die Normal-  
spannung a~ und die Schubspannungen zx~ und z ~ ,  in einem Schnitt 9 - - -kons t  ent- 

\ 
Abb. 3a, b. VerzerrungsgrSgen im Abstand z yon der Mittelflfiche. 
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sprechend a~, ~ ,  ~m~ (Abb. 4). Diese Spannungen sind Funktionen von x, T, z. Nach 
einem einfachen Gesetz der Festigkeitslehre ist v ~  = z r  = 3. Die Spannungen werden in 

Abb. 4. Positive Riehtung der Spannungen am 
Schalene[ement. 

tiblicher Weise durch In teg ra t ion  in z-Richtung zu 
Resultierenden und resultierenden Momenten zu- 
sammengefaBt. Dabei ist ffir den Schnitt  x = konst 
zu berficksichtigen, dab die Schnittl~nge an .der 
innern und Aul3ern Laibung der Schale verschieden 
ist. Danach ergeben sich folgende Definitionsgleichun- 
gen der Schnittkr/ifte: 

+6/2 +,3/2 

Liingskr~fte: ,Vr = f a dz, N= = fa~  
-,y2 -,~t2 

+~t2 +~/2 

a / d z  , 

-~12 -~,,2 
+6t2 -t-,U2 

Biegungsmomente:  M~. = - - f a z d z ,  M. = - - f ~ ( i + : ) z d z ,  
-&~2 -,~12 

+3f2 +iV2 

Drillungsmomente: M<rz=-- f 'czdz,  Mx~.=--  f'r (i+~)zdz, 
-6t2 -<k'2 

+,~12 +<512 

Querkr/ifte: Qr -~ - - f v~ ,dz  Q~ - - - - f v , ~ , ( I +  :)dz. 
--~12 --<5/2 

(4a - -k )  

6 
In  diesen Formeln bezeichnen die Integrationsgrenzen z = i 2  die innere und z --  + ~- 

die AuBere Laibung der Schale. Die Minuszeichen bei den Momenten bedeuten, dab solche 
Momente positiv sind, bei denen an der inneren Laibung positive Spannungen auftreten. 
Es sei noch besonders darauf aufmerksamgemacht ,  dab Nr + N~, Mr + M~r obwohl 
die Schubspannungen paarweise gleich sind. Fiir M e ,  = Mxr = o (Membrantheorie!) 
werden die beiden SchubkrAfte einander gleich, da d a n n v  yon z unabh~ngig ist und vor 
die Integrale gezogen werden kann. 

Zur Aufstellung des Elastizit~tsgesetzes der Zylinderschale mug nun der Zusammen-  
hang dieser Schnittkr~fte mit  den Verformungen tier MittelflAche festgestellt werden. 
Diese sind bes t immt dutch u, v, w und deren Ableitungen nach x und T. Ausgehend yore 
Hookeschen Gesetz des dreidimensionalen Kont inuums erh~lt man mit  ~ = y,~ ~ = y~,  = o, 
also unter der fiblichen Vernachl~issigung der Form~inderung durch die Querkr~fte, 

E 

E 

E 

und damit  unter Benutzung der Gleichungen (3) z. B. ffir N~ 

+ <Y 2 

- & ' 2  
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und/ihnl ich ffir die fibrigen Schnittkrlifte. Die so erhaltenen Formeln fiihren dazu, das 
elastische Verhalten der Schale durch zwei Steifigkeitsgr6gen zu kennzeichnen, 

E(5 
die Dehnungssteifigkeit D = 7 -  v ~- '  

a' (6) 
und die Biegungssteifigkeit K = x2(~--v2~" 

Dann wird der Zusammenhang der Schnittkfiifte mit der~ Verschiebungen dutch Iolgende 
acht Gleichungen dargestellt: 

n (w + w") D (v"-+- w + 7, u') + ~ N ~  = -d-  

D K 
N~ -- ~ (u' + vv" + v w ) - -  w", M 

K ~ - ~ (u" + w") ,  
2Vq,,~ - -  a 2 

_ - -  K I - - V  

2~&~ D I v (r  v 'J  -~ a3 72 (V'  - -  W " )  , 
a 

(7) 
M~. - -  ~ (w + w'" + ~, w") 

g . i i  M~ = ~ ( w  + v w " - - ~ ' - - v v ' ) ,  

K u' v' 
M~f~ = ~-. ( I -  " ) (w" + 2 ~ ) ,  

It" (I -- v) (w' "-- v') M~q, = a-- ~ 

Es ist niitzlich, sich den Inhalt  dieser Gleichungen ansehaulich Mar zu machen. Setzt 
man K = o, so verschwinden die Momente, und ffir die LAngs- und Schubkf/ifte erh/tlt 
man die durchsichtigen Formeln der Membrantheorie: Jede L/ingskraft ist proportional 
der in ihre Richtung fallenden Dehnung der Mittelfl~iche und dem v-fachen der andern 
Dehnung, und die beiden Schubkr/ifte sind einander gleich und proportional der Schub- 
verzerrung der Mittelfl~tehe. Bei den vier Momenten ist die Bedeutung yon w und seinen 
Ableitungen leicht verst/indlich: w + w'" und w "  sind die Verkrfimmungen, w" ist die 
Verwindung der Mittelfliiche. Bei M~ treten Zusatzglieder auf: u'  ultd v v'. Sie bedeuten, 
dab die bei entsprechenden Versehiebungen entstehenden, gleiehmABig fiber die Schalen- 
st~rke verteilten Spannungen (bei v v" aus der Querdehnung) in bezug auf die Mittelflltche 
ein Moment ergeben; denn der Schwerpunkt der trapezf6rmigen Seitenfl/iche eines Schalen- 
elements liegt auBerhalb der Mittelfl~tche. Ferner vermiBt man bei M,  ein Glied mit v w ,  

entsprechend dem w bei M~, Dies rfihrt daher, dal3 die zu w geh6rigen Spannungen un- 
gleichf6rmig und gerade so fiber die Schalenst/irke verteilt sind, innen gr613er als aul3en, 
dab dadurch die Wirkung der Trapezform des Schnittes kompensiert wird. Der EinfluB 
Yon u" und v' auf die DriUungsmomente ist ganz ~hnlich zu d e u t e n . -  Die Zusatzglieder 
bei den L~tngs- und Schubkr~tften rfihren daher, dab die Spannungsverteilung fiber die 
Schalenst/irke nicht linear ist. Die mit D multiplizierten Anteile enthalten die Spannungen 
der Mittelfl~tche, die nicht mit den Mitte!werten der Spannungen fibereinstimmen. Den 
Unterschied stellerL die mit K multiplizierten Glieder dar. Alle diese Zus~tze entsprechen 
sinngemliB den bekannten Korrekturen in der Theorie der Biegung krummer St~ibe. 
Sie sind also sehr klein und k6nnen in der Spannungstheorie in der Regel ganz fort- 
bleiben. 

Die Gleichungen (7) sind das Elastizitfi, tsgesetz der Zylinderschale und bilden die 
Grundlage ffir deren strenge Biegetheorie, soweit eine Darstelhmg dreidimensionaler 
Vorgi~nge dutch ein zweidimensionales Kontinuum fiberhaupt als streng gelten kann. 

32 
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u  den von Love au~ anderem Wege gewonnenen 'und  von E. Schwerin und K. MieseP in 
ihren Arbei ten benu tz ten  Formeln  weichen sie in den Korrekturgl iedern  zum Teil erheblich 
ab =. Es  scheint,  als ob der Wef t  dieser Glieder, die von den in mancher  Hinsicht  willkfir- 
lichen Grundannahmen  auf S. 463 so s ta rk  abhiingen, weniger in einer E r h 6 h u n g  der Ge- 
nauigkeit  besteht ,  als in der du tch  sie erreichten logischen Geschlossenheit des ganzen 
Formelwerks.  

Wenn  auch die weitere Rechnung  auf den Formeln  (7) aufbaut ,  so sei bier doch noch 
eine andere Fassung derselben Gleichungen gegeben, die einiges Interesse bietet.  Wi t  
kennzeichnen die Deformat ion  im kleinen du tch  folgende sechs Form~inderungsgr6Ben 
d e r  M i t t e l f l / i c h e  : 

Dehnungen :  e~o = 7 '  e~o = %- + ~-,  

U" V r 
Gleitung:  Y=~o = -a- + ~ - '  

Z.r ~ -~- i0"" 
Verkrf immungen:  ~ ~ a-T' ~9 - -  aa ' 

WP" 
Drillung: ~ - -  7 

(8a - - f )  

und  durch  die Drehung  des F1Achenelements um die Schalennormale  

v~ _-- - -  -~. - -  . (Sg) 

Fiihrt  man  (8) in (7) ein, 

N~ 

N. ---- 

N~x ---- 

N . .  

M~ 

M~ 

M ~  

so erhiilt man  

K 
D (~o + �9 ~o) + ~-  % ,  

arc 
D (e~o + veq, o) - -  -~-v.~, 

a 2 ~l'tOa~ " j -  2 ~  

r 2 ~l~re r176 2 t~ J 

D Y ~ o  + 2 

= D  I - v  
2 ~ z ~ O  

= K ( ~ +  v ~  ~.o + ~ + 0 ) ,  

( , . o  
K(I--v) ~ 2a 7, " 

(9) 

Wie diese Gleichungen lehren, kann  m a n  die Zylinderschale als ein zweidimensionales 
anisotropes K o n t i n u u m  behandeln.  Das  Elastizit~ttsgesetz ist n icht  drehungsinvar iant .  
Ursache der Anisotropie ist die nach verschiedenen Rich tungen  verschiedene Kr f immung  
der Mittelfl~che. 

3. Die Form~inderungsarbeit. I m  Anschlul3 an  die Entwick lung  der Beziehungen fiir 
die Schnittkr~ifte der Zylinderschale ermit teln wir noch die Form/inderungsarbei t .  Die 

1 Love-Timpe, Lehrbuch der Elasfizit;~t, S. 604--6o6, Leipzig 19o 7. E. Schwerin, Z. angew. Math. 
Mech. 2 (1922) S. 341. K. Miesel, Ing.-Arch. i (i93o) S. 32. 

2 Die Abweichungen sind die folgenden: Die Glieder mit K bei L~ngs- und Schubkr~ften sind 
hinzugetreten. Bei den Biegemomenten steht w start --v" und umgekehrt. Bei den Drillungsmomenten 
sind die Koeffizienten yon u" und v r anders, cbenso das Vorzeichen yon u '  in M=. 
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potentielle Energie der Form~nderung, bezogen auf die F1Acheneinheit der Schalenmittel- 
fliiche, ist 

I 

wie man aus  dem allgemeinen Ausdruck fiir die Formlinderungsarbeit des elastischen 
K6rpers herleitet. Durch ]s yon (5) erh~ilt man 

+ ~/2 

--~/2 

Dabei bezeichnen %,  e~, 7 ~  die von z abhAngigen Werte ftir einen beliebigen, nicht not- 
wendig auf der Mittelfl~iche liegenden Punkt .  Ersetzt  man sie nach (3) durch die Ver. 
schiebungen und ihre Ableitungen und rechnet die Integrale aus, so erhiflt man die Form- 
finderungsarbeit als Funkt ion der Verschiebungen der Mittelfl~iche: 

a ~ -  y-~a2 u 2 +  ~. v u ' 2 + ( I - - v ) u ' v ' + ~ v u ' v ' + v ' ~ ' +  I--vv'2+2 2 v ' w + w 2 + 2 v u ' w  

+ ~ K  ( ~ -2 ~u'2 + Y3 (I - v) v'~ - 3 (i - v) v' w'" - -  2 v v 'w" + w" + w "~ + w "'~ 

+ 2 (I -- v) w"* + 2 ww'" + 2 v w " w "  - -  2 u 'w"  + (I - -  v) u ' w " ) .  l 
(~I) 

Auch dieser Ausdruck kann mit  Hilfe der Gleichungen (8) auf die Verzerrungsgr613en der 
Mittelfiliche einschlieBlich der Drehung v ~ umgerechnet werden. Die einfache Rechnung 
liefert 

---~ t 8~0  eq~0 a T D  e ~ o +  ~ + 2 v ~ 0  +---y-7~q,o) 

- ~ O ~ (I - v) 0 ~) + 2 ~ 7 ~ 0  - ~- 

Man kann hieran noch eine interessante Er6rterung knfipfen: Differenziert man a nach 
den darin vorkommenden GrSBen, so erhMt man nur  zum Teil die entsprechenden Schnitt- 
kriifte, zum Teil aber auch Linearkombinationen yon mehreren. Das ist nicht verwunder- 
lich, wenn man bedenkt, dab durch Differenzieren nach sieben Veriinderlichen nicht gut  
acht verschiedene Schnittkr~ifte erhalten werden k6nnen. Diese Verschiedenheit der Zahl 
der Schnittkr~fte yon der ZahI tier unabh~ngigen Parameter  der Form~nderungsarbeit  
findet ihre einfache Erkl~irung darin, dab die Schnittkr~ifte, wie man schon aus den Glei- 
chungen (9) erkennen kann, nicht linear unabhlingig voneinander sind. Vielmehr besteht 
zwischen ihnen eine Beziehung, die im wesentlichen die Aussage von der paarweisen 
Gleichheit der Schubspannungen enth~ilt. B e i  der Aufstellung der Gleichgewichtsbedin- 
gungen wird noch darauf zur/ickzukommen sein. 

11. K n i c k u n g  unter  vo l l symmetr i scher  Liings- und  Querbelastung.  
I. $tatischer Ansatz. Gegenstand der Untersuchung ist in diesem Abschnitt  ein Kreis- 

zylinder, der durch einen auf seine beiden R~inder x = o und x ~ 1 wirkenden Normal- 
druck P (Abb. 5) und durch einen auf seinen ganzen Mantel gleichf6rmig radial nach 
innen wirkenden Fl~chendruck p (in der Abbildung nicht dargestellt) belastet ist, und zwar 
bezeichnet P die auf die L~ingeneinheit des Zylinderrandes wirkende, p die auf die Fl~ichen- 

$2* 
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einheit der Zylindermittelfl~che bezogene Kraft. Diese Lasten erzeugen im Zylinder 
Schnittkr~fte, die wit durch den zusStzlichen Index I kennzeichnen wollen: 

N ~ I  = - P ,  N ~ I  ----' - -  ~ a .  (13) 

Die Randbedingungen des Knickvorgangs werden wir sparer noch genauer zu formulieren 
haben. Hier soil nur die eine Forderung schon vorweggenommen werden, dab bei der Be- 
lastung der dureh (13) dargestellte Spannungszustand entstehen soll, ohne am Rande ge- 
stSrt zu sein. Nachdem man die Belastung bis zur Knickgrenze getrieben hat, sollen dann 
erst die sp~tter noch anzugebenden Randbedingungen ffir den Kniekvorgang in Kraft 
treten. Diese nur sehr sehwer erfiillb~re Voraussetzung ist n6tig, um zu einem einfaehen 

Knickvorgang zu kommen. Wit werden in Abschnitt Ill sehen, inwieweit ~ p man sich von dieser Einschr~nkung freimachen kann. Die Rechnung stellt 
eine in der Regel nicht streng erfiillbare Idealisierung dar, und es ist dem- 
entsprechend der Bruch im Versuche schon unterhalb der Knickgrenze 
zu erwarten. Der Weft ehler StabilitAtsbetrachtung liegt, wie fibrigens 
auch bei der Knickung der St~be, wenigstens unter technisch m6glichen 
Lagerbedingungen, darin, dab der wirkliche Bruch n i c h t  we l t  unter 
der StabilitAtsgrenze erfolgt. 

Wir fragen nun nach der StabilitAt des durch (13) dargestellten 
~ m ~ J  elastischen Gleichgewichts, d. h. wir fragen: Ist es m6glich, dem belasteten ~ '  2~ 

Abb. 5. t~la~t~.g Zylinder eine unendlich kleine FormAnderung zu erteilen, nach der er sieh 
dutch L~.g~- wieder im Gleichgewicht befindet ? Wir suchen also eine benachbarte Gleich- 

druck P. 
gewichtslage. Die bei der kleinen Gestalt~nderung des Zylinders auf- 

tretenden Verschiebungen wollen wir mit u, v, w bezeichnen, die zugeh6rigen Schnitt- 
kr~fte mit N~x, M.  usw. Auch die Kr~fte N.z  und N~I erfahren dabei )~nderungen, 
die wir mit N.  und N .  bezeichnen wollen. Der Spannungszustand des belasteten und aus 
der geraden Gleichgewichtslage gebrachten Zytinders wird also dargestellt durch 

N~ = N~I + N~, Ng, = N~. I + N~,, N ~ ,  N ~ ,  M~, M,~,'M~, M ~ .  Die sechs zuletzt 
genannten Gr6Ben sind ebenso wie N~ und N .  vonder  Gr66enordnung der Verformungen, 

d. h. beliebig klein, wAhrend Nx und N~ v o n d e r  Gr6Benordnung der Lasten sind. Wir 
werden nun ftir den deformierten Zustand die Gleichgewichts- 
bedingungen am Schalenelement aufstellen und sehen, dab 
sich darin die Kr~fte yon der Gr6i3enordnung tier Belastung 
herausheben, so dab wir Gleichungen bekommen zwischen 
Schnittkr~ften yon der GrSBenordnung der Verformung. 
Produkte der Lasten mit FormAnderungsgr6Ben sind yon 
derselben Gr66enordnung und dfirfen deshalb nicht, wie in 
der Spannungstheorie, vernachli~ssigt werden. 

Das Gleichgewicht der KrRfte in Richtung x liefert fol- 
gende Gleichung (Abb. 6): 

N : +  + a +N-~U" ~-  ~. o. (i4a) 

Die Bedeutung der beiden ersten Glieder ist aus der Span- 
nungstheorie bekannt. Das dritte rfihrt daher, dab das 
Schalenelement durch die Deformation etwas verdreht ist, 

so dab die auf ihm senkrecht stehende Kraft pa de? dx mit der Richtung w den Winkel w'/a 
~f) t  . 

bildet und dementspreehend eine Komponente pa dq~ dx s in -  a- an x-Richtung wirft. 

Vertausehung des Sinus mit dem Winkel und Division mit dcp dx gibt den dritten Sum- 
manden der Gleiehung. Das letzte Glied beruht auf einer besonderen Vereinbarung fiber 
die Riehtung der Sehnittkr~fte am deformierten Element. Abb. 6b zeigt in Draufsicht 

N-x 

Abb. 6. Schnittkrlifte in x-Richtung. 
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ein durch Schubkr~tfte rhombisch deformiertes Teilchen. Wir woilen nun unter Nz,  N~,  
Nx ~, N~, x immer die Kr~ifte verstehen, die sich durch eine Komponentenzerlegung parallel zu 

den Riindern des verzerrten Fl~ichenelements ergeben. Dann hat N~, in Richtung x die 

Komponen teNe  ~-*-dx und der Unterschied dieser Kom- 

ponenten auf dem vorderen und hinteren Rand des Ele- 
ments ergibt sich durch Differenzieren nach ~0 zu 

0~V~ , u" . u" 
-O-9-aep-Tgx + N ~ - d g ) d x .  

Da nun N , x  von q9 unabh~tngig ist, s o  ist 0N,  _ ON~ 
0 9 t)q~ 

Abb. 7. SchnittkrMte in  ~-Riehtung.  

von der Gr6Benordnung der Verschiebungen, das erste der beiden Glieder also von 
zweiter Ordnung klein, wXhrend das zweite nach Division mit d~o dx den letzten Sum- 
manden der Gleichung (I4 a) bildet. 

Die Bedingung des Kr~tftegleichgewichts in Richtung 9 erh~ilt man durch ganz analoge 
Betrachtungen (Abb. 7): 

. . . . .  T t  - -  v t t  

N ;  + lkx~,--'Q~o + N,~- a = o.  (i4b) 

Die ersten drei Glieder sind wieder aus der Spannungstheorie 
bekannt.  Ein Glied, das die Schr~igstell.ung der Mantellast 
p a d q ~ d x  berficksichtigt, ist hier nicht vorhanden, weil 
die mit der Mantellast im Gleichgewicht stehenden Krltfte N~ z 
die Drehung mitmachen. Der letzte Summand kommt eben- 
so zustande wie das letzte Glied yon (I4a). 

Die n~tchste Gleichung, die das Gleichgewicht der auf den Zylinderradius projizierten 
Kr~tfte ausdrfickt (Abb. 8), enth~tlt die meisten Glieder. Sie lautet 

-d - - N ~ - g - + p a  I + - 2  + , + - a  = o .  (r4c) 

Die ersten drei Glieder treten auch in der Spannungstheorie auf, das dritte jedoch ohne 
die Klammer. Diese enthlilt eine Korrektur  des Kontingenzwinkels zwischen den beiden 

KrSften N~ d x. Dieser Winkel ist wegen der Verformung nicht einfach d q), sondern 

( I + -a ~ -  d~.  Das vierte Glied stellt die Resultierende der mit dem Kontingenz- 

winkel w"/a angreifenden Kr~tfte N~ dar und das letzte enth~ilt den Manteldruck. Die 
Klammer bedeutet die VergrSl3erung der Druck aufnehmenden Mantelflliche infolge der 
Verformung. 

Die drei weiteren Gleichgewichtsbedingungen 
stellen das Gleichgewicht der Momente dar und 
haben dieselbe Form wie in der Spannungstheorie, 
ohne Zusatzglieder (Abb. 9). Sie lauten 

M ~ + M ' ~ ,  - a Q e = o :  

M;  -'- M~ ~ -- a Qx = o ,  (I4 d- -  f) 

a N ~  -- a N ~  + M ~  = o .  

Abb. 8. Schnittkr~fte in z-Richtung. 

m 
Setzt man N~ = -- P + N~ und N~o = - -  pa + N ,  in die Gleichungen ein, und eliminiert 
man mit Hilfe yon ( i4d ,  e) die Querkr~fte Q~ und Qe, so erh~lt man 

N ~ + N ~ , x  + P ( w ' - -  u") = o ,  
N'  --M~, M'  - - P v "  = o  a N'~2 + a x~ - -  ~ ' ( I5a--d)  

M ~ + M "  " " ,] ,x~, -~-M~. ,+ M., + a N ~ , + p a ( u '  + w + w " )  + P w " - - o  

a N,9, -- a N~,~ + M~,~ -~- o.  ] 

Abb. 9. Schnittkr~ifte, die zu den Momenten- 
gleichungen (r4d--f)  Beitr~tge liefern. 
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Das sind vier Gleichungen mit  acht unbekannten Schnittkr~iften. Dazu treten die acht 
Gleichungen (7) zwischen diesen Kr~iften und den drei Verschiebungen u,  v, w. Das sind 
insgesamt 12 Gleichungen ffir I I  Unbekannte.  Der GleichungsfiberschuB ist nur scheinbar; 
denn (I5d) erweist sieh, wenn man die Kr~ite durch die Verschiebungen ausdriickt, als 
Identit~it. Das findet seine Erkliirung in dem bereits in I, 3 angedeuteten Umstand,  datl 
bei der Aufstellung der Gleichungen (4) schon die Beziehung zx~ = T~,~ verwendet wor- 
den ist, durch die eine lineare Abh~ngigkeit zwischen den Schnittkr~iften geschaffen ist. 
Gleichung (15 d) enth~lt dieselbe Aussage, nur sind die Schubspannungen mit  (a + z) dz  
multipliziert und integriert. 

Wir behalten also, wenn wir ie tzt  nach (7) die Schnittkr~fte durch die Verschiebungen 
ausdriicken, nur noch die ersten drei Gleichungen (I5) fibrig. Ehe wir diese Gleichungen 
in der neuen Form aufschreiben, ist es gut, noch ein paar  neue Bezeiclmungen zu ver- 
einbaren, und zwar erweist es sich als niitzlich, die Lasten und das Verhfiltnis der Dehnungs- 
zur Biegungssteiligkeit durch dimensionslose GrSBen darzuste]len : 

K __~2 __P ~ = __i~ (16) 
k = O a ----2- ----- ~2 ~2 , ql ~-- D ' q~ O ' 

Mit diesen Abkfirzungen schreiben sich die Gleichgevdchtsbedingungen in folgender Form:  

,, + - -~  -- v u'" + J_ :f_!2 v'" + ~, w' + k --T--- " - -  w'" + 

+ q~(--  u'" + w') = o ,  

+ <  + + 
- "2 - - - g  . . . .  ~ -  / -" q2 v" - -  0 (17) 

vu'  + v" + w + k()- ~ ~u  ''" - -  u ' " - -  3 - Vv"" + w "  2w'"" + w:: + 2w" + w )  

+ ql (~'~' + w + w") + q~ w" = o .  

Diese Gleichungen sind die Differentialgleichungen unserer Aufgabe. Ihre Eigenwerte be- 
s t immen die Knicklast,  und ihre L6sungen stellen die Knickfiguren dar. 

Die allgemeine L6sung des Systems gibt ein Exponentialansatz.  Unter  geeigneten 
Randbedingungen kommt  man mit  Kreisfunktionen aus. Man muB dann auf eine Ein- 
spannung der ZylinderrRnder verzichten. Wir wfihlen diesen Ansatz, um die Rechnung nieht 
unn6tig zu erschweren: 

u ~--A c o s m g c o s ~  ~ 

B sin mqo sin~. ~-a ' (2 = n ~.-~-) (18) U =  

w = C c o s m g s i n 2 Z .  
a 

Die Randbedingungen, denen dieser Ansatz geniigt, sind folgende: Is t  n eine ganze Zahl, 
so ist an beiden R~ndern der Schale v = o und w = o und nach (7) auch M,~ = o, w~ihrend 
u nicht verschwindet. Da jedoch die Verschiebungen u, wie die Ausrechnung yon Zahlen- 
werten zeigt, nur klein sind, so hat  man eine LSsung vor sich, die ffir die an den R~tndern 
x = o und x ----- l frei gelagerte Schale brauchbar  ist. Ffir eingespannte R~nder muB man 
zum Exponent ialansatz  greifen oder (18) durch Summieren fiber n = I ,  2, 3 . . . .  zu 
einer Fourierreihe ausbauen. Der einfache Ansatz liefert iedoch schon so viel wertvolle 
Ergebnisse, dab auf eine Verfeinerung in dieser Richtung in der vorliegenden Arbeit ver- 
zichtet werden m6ge. 

COSmfCOS ~ ~" 
Setzt man (18) in die Differentialgleichungen ein, so kann man mit  sin sin T 

kfirzen und erhalt drei lineare, homogene Gleichungen ffir die Amplituden A ,  B ,  C:  
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A } . . . .  !'~Lm + B  - - m  2 - - k .  2- +qo~2  
'-" (19)  

+c[ - k = o  
2 s 

+ C [ I  + k(~4 + 2~.2m~ + m 4 - -  2 m  2 + I )  + q ~ ( z - - m ~ )  - -  q222] _--0.  

Diese Gleichungen haben dann und nut  dann eine von Null verschiedene L6sung, wenn 
ihre Koeffizientendeterminante verschwindet.  Das gibt eine Gleichung zwischen den 
Lasten ql und q2, durch die die Knickgrenze bezeichnet ist. 

2. Arbeitsansatz. Bevor  wit an die Auswertung der Knickdeterminante  gehen, woUen 
wir sie noch auf einem anderen Wege zu gewinnen versuchen. Die zur Erzeugung der Ver- 
schiebungen u ,  v ,  w n6tige Energie setzt sich zusammen aus der dazu notwendigen Form- 
~nderungsarbeit und der gegen die ~ul3eren Lasten zu leistenden Arbeit. Das elastische 
Gleichgewicht ' ist  stabil, wenn dieser Energiebedarf stets pos i t iv i s t ,  dagegen labil, wenn 
es Verschiebungen gibt, bet denen Energie frei wird. Die Stabilit~itsgrenze, die wir suchen, 
ist dadurch gekennzeichnet, dab Verschiebungen m6glich sind, bei denen i iberhaupt keine 
Energiet6nung eintritt.  Wir setzen sie nun an und suchen die Bedingungen, unter  denen 
sie Null wird. 

Wenn wir den Grundspannungszustand Nxz usw. in den Zustand Nxz + N~ usw. fiber- 
fiihren, so kommen zu der schon vorhandenen Form~nderungsarbei t  Glieder mit  Nxz .N~:  
hinzu und solche, die in den neuen SchnittkrXften N ~ . . .  quadratisch s in& 'Wir  wollen 
die Summe der letzteren mit  A~ bezeiehnen und mit  A 2 + A~ den in den Nx usw. linearen 
Tell, d. h. die Arbeit, die bet den Verschiebungen u,  v, w gegen die schon vorhandenen 
innern Kr~tfte geleistet werden muB. Ffir A1 gilt dann unmit te lbar  die Gleichung ( I I ) :  

,2, ,  0 + -~ #<~ + ~t ~ ~ ~ ~ 

A,=af fadxdg. (2oa) v'{~d~ ..-~" "f-~"~ I 
o o v" " < . ~ / ~ 1 - - " ~  \Iris 

Da der Ausdruck in den Verschiebungen quadratisch ist, ,~ ' -d-~ ~ _ ~Vl~ L .  ! 
haben wir auch im folgenden die Quadrate  der Verschiebun- AUb .... Li~i~l~, t  ~i,,~ Ri.gf .... 
gen zu beriicksichtigen, w~hrend wir h6here Potenzen stets ~ = k o n s /  z u r  Beredmungderarbeit 

der RingkrMte. 
abstogen werden. 

Die Arbeit Az ist die Arbeit der Ringkr~fte N~, s = - -  p a  und A3 die der in Achs- 
riehtung wirkenden Kraffe Nzz = --  P. N e s  leistet Arbeit bet einer Ringdehnung. Abb. IO 
zeigt die Projektion einer deformierten Linie x = konst  auf ihre urspriingliehe Ebene. Zu 
den beiden darin sichtbaren Komponenten yon ds  kommt  noch die auf dieser Ebene senk- 
rechte hinzu : u" d ~0. Daraus ergibt sich 

tinter Fortlassung dri t ter  und h6herer Potenzen in den Verschiebungen 

( ~a d s ~  2~f_ v" w~ v'2 w'~ u'2 v 'w 
d~/ = : +  , + 2  a + ~ 2  q - - ~ + - ~ + - ~ - + 4 - ~ - ~  

und durch Entwicklung der Quadratwurzel  

I d s  W V" I 
a d ~ - -  I + a + a + 2 a - - ~ :  (w'2 + ~*'~ + 2 v" w ) .  



474 F l i i g g e :  D i e  S t a b i l i t l i t  d e r  I ( r e i s z y l i n d e r s c h a l e .  Ingenieur-Archiv 

Der Zuwachs der Bogenliinge bei der Verformung ist also 
A d s  d s - - a d c p  v ' + w  u ' Z + 2 v ' w + w  "~ 

adq~  a d c p  a + 2a 2 

und die Arbeit der Ringkr~fte 

A d s  
A~= - - p , f f - ~ c d , d x .  (2ob) 

l} t) 

Die Dehnung der L~tngsfasern kann entsprechend gefunden werden. Abb. I I  zeigt einen 
Aehsschnitt des Zylinders. d s  bedeutet jetzt das verzerrte Element d x .  Zu seinen 

V t 

beiden in der Abbildung sichtbaren Komponenten kommt wieder eine dritte y d x  

~ [ ~ ,  ds hinzu, so dal3 (( ~)2 w,2 ~,'z) 

d s  ~ : t + - -  + ~ + ~,~ d x  2 

-'---~-~ ist, woraus dann ebenso wie bei den Ringkraften gefunden wird 
Abb. xx. Linienelement 

einer Liingsfaser A d s  d s  - -  d x  u '  v t2 + w 'a 
= k o . ~ t ,  ~ -  ...... 7~ . . . .  -;- + " -2-.2 ' 

und damit ist die Arbeit der Kr~.fte N~z 

A3 = - -  P a  - 2 ~ x - d x d ~ .  (2oc) 
0 0 

SchlieBlich ist noch die Arbeit der/iuBern Kr~fte zu ermitteln. Sie besteht aus der Arbeit 
der Randkr~tfte P und der Fl~tehenlast p. Die Randkrfdte leisten die Arbeit 

P a f (u~  0 -- U=~)d 9 . 
0 

Zur Berechnung der Arbeit der F1Achenkrafte client Abb. IO. Wir denken uns dell Mantel- 
druck dutch den Druck einer Fliissigkeit erzeugt. Dann ist seine Arbeit gleich dem zwischen 
gestreckter und deformierter Zylinderfl~che liegenden Volumen, multipliziert mit dem 
Druck p. Wit betrachten zun~tchst den Schnitt x = konst. Er liefert 

Die Arbeit des Manteldrucks ist mit dieser Bezeichnung 

0 r 

Insgesamt erh~tlt man so als Arbeit der auBern Kr~tfte, wenn man wieder die Glieder 
dritter und h6herer Ordnung in den Verschiebungen unterdriickt, 

2 ~  I 2 ~  I 2,~ 

0 0 0 0 0 

Die ganze fiir eine Verformung aufzuwendende Energie ist 
4 

'7 A . A=~ 
i 
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Man kann  nun  einen beliebigen Ansatz  fiir die Verschiebungen u ,  v, w machen  und  dann  die 
Frage  untersuchen,  ob fiir diese Verschiebungen bei i rgend einem Wer t  der Las ten  P und f9 
die Arbei t  A - -  o wird. Dann  ist fiir diese Las ten  das elastische Gleichgewicht indifferent.  
Eine Knickgrenze  ist nati irl ich erst dann  gefunden, wenn man  denjenigen yon  allen mit  den 
Randbed ingungen  vertr~glichen Verschiebungsans~itzen benutz t ,  der die kleinsten Werte  
fiir die Las ten  liefert. U m  diesen zu finden, stellen wit  die Verschiebungen als b iharmonische 
Reihen dar :  

x I u = A~,,, cos m 9" cos n ~ - 7 '  
r ~=1 ( o) x ~ = n ~ . T  (22)' v---- z ~ B m ~ s i n m g ' s i n n ~  t ' ( 

w = 2 C,~ cos m 9"  sin n ~ ~'-. 

Das l~ann man  in (2o) einsetzen und  die In tegra le  auswerten.  Man erhrdt A als quadra t i sche  
Form in den Verfinderlichen A . . . .  B . . . .  C,~ ~ : 

Z t  -it 2 I - - V  I - - V  2 
A - -  ~ a  A ~  ~ + ......., m 2 + k  - 2 - m  - - q , m  2 

+ A [ -  + 

+ B .... C , ~ [ 2 m  + k (3 --  v) ~2m] 

~2 m 2 - -  2 m 2 + i) ql ( m2 I) --  q222] + C,,,,~ [i + k (~4 + 2 + m4 --  - -  

k ( - -  
-1 

+ C,, ,nA~n [ -  2~'~ -t- 2~a + (I - -  v) ~ m  2) - -  ql '2~.]J .  (23) 

Dabei  bedeute t  der Akzen t  an dem ersten Summenzeichen,  dab die Glieder ftir m = o 
doppelt  zu summieren sind. DaB in (23) nur  solche P roduk te  der Ampl i tuden  A ,  B ,  C vor-  
kommen,  deren Fak toren  dieselben Indizes haben,  liegt an der Orthogonali t l t t  der cos 

und  sin. 
Das elastische Gleichgewicht wird labil, wenn A fiir geeignete Wer te  Am,,, Bm ~, C~, 

negat iv  wird. Wir  suchen alas Minimum von A auf und  bes t immen dessen Vorzeichen. Das  
Minimum wird bes t immt  durch die 3 m n  Gleichungen 

OA OA OA 
-0~ ;i ,,- --= o, 0 B,,, ~ - o, o c,~ ~ - o 

oder ausgeschrieben 

A , , ,  [2 2 2 +  (I - -  v )m 2 + k (I - - ? ' ) ~ / , ~ 2  - -  2qlm~] + B, , ,~[--  (I + v ) 2 m ]  

-,~- C,,~, [ - -  2 v ). + k (--- 2 ~3 + (I - -  v) ~ m ~) - -  ql" 2 A] --  o, 

A,~; , [ - -  (I + v ) ~ m ]  + B ~ , [ 2 m  ~ + (I - -  v)X ~ + k .  3 (I - -  v) 2~ --  2qa~  ~] (24} 

+ C , ~  [2 m + k (3 - v) 22 m] ~ o ,  

A ,,, ~ [ - -  2 v ,~ + k ( - -  2 ~3 + (~ _ v) 2 m~) - -  q~. 2 ~] + B,~ ~ [2 m + k (3 - -  v) ~ m] 

+ C , ~ [ 2 + k ( 2 ~ + 4 2 ~  m ~ + 2 m  ~ - 4 m ~ + 2 )  + q l . 2 ( I - - m  ~ ) - q ~ . 2 X ' ]  ----0. 

Dieses Sys tem ~ron 3 m n  linearen, homogenen Gleichungen zerfitllt in m - n  einzelne Systeme 
yon je drei Gleichungen. I m  allgemeinen haben  alle Gleichungen nur  die triviale L6sung 
Null. Nur  wenn die dreireihige Dete rminante  eines Teilsystems verschwindet ,  existiert 
eine L6sung, bei der einige Unbeka lmte  yon Null verschieden sin& Ftir die quadra t i sche  
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Form heiBt das, dab sie im allgemeinen nut  ein Ex t r emum im Nullpunkt hat, zu dem der 
Wert  

A = o  

geh6rt, und das fiir kleine Lasten ein Minimum sein muB, da jedes elastische Gleichgewicht 
ffir hinreichend kleine Lasten stabil ist. Verschwindet eine Teildeterminante, so hat  man 
ein L6sungssystem A . . . .  B~ ~, U,~ ~, und j edes durch Multiplikation mit einer Konstanten 
daraus entstehende Gr613entripel fiihrt wieder zu einem Minimum yon A,  das dann not- 
wendig yon dieser Konstanten unabhiingig sein mug ,  also wieder gleich Null ist. Man hat 
einen Zustand an der Stabilit~ttsgrenze vor sich, und die Knickbedingung lautet:  

[22 ~ + (I - -  r) m 2 
-~- k (I --  v) m 2 - - 2 q l m  2] 

[ - - 2vZ  + k ( - - 2 Z  z 

+ (1 --  v) 2 m~)-- 2 ql 4] 

[ - -  (I + v);t m] 

[2 m~ + (i  - ~) ;t~ 

+ k.  3 (I - -  v) 22-- 2 q22 ~] 

[2 m -[- k (3 - -  v)~2m] 

[ -2v~  + k(-- 2~18 

+ (I  - -  v) ;~m ~) - -  2 q~ t ]  

[ 2 m  + k (3 - -  ~') , ~ m ]  

[2 + 2k(A4+ 222m 2 
+ m* ~- 2 m 2 + I )  
+ 2 qx (I --  m ~) - -  2q2 ~2] 

- -  o .  (25) 

Das ist aber bis auf den Faktor  - -  8 dieselbe Determinante,  wie die aus den Koeffizienten 
der Gleichungen (I9) gebildete. 

Aus der bier gegebenen Herleitung der Knickbedingung erkennt man noch folgendes: 
Jede durch die biharmonische Reihe (22) darstellbare Deformation ist durch eine ab- 
brechende Entwieklung dieser Art  beliebig genau approximierbar.  Von allen abbrechenden 
Reihen aber liefert die Knieklast eine solche, die nur aus einem einzigen Gliede besteht. Es 
genfigt also, sich auf den Ansatz (18) zu beschriinken, wenn man dasjenige Wertepaar  m, n 
best immt,  zu dem die kleinste Knicklast geh6rt. 

Die Frage, ob das Gleiehgewicht oberhalb der indifferenten Stelle labil wird, oder ob 
noch einmal stabile Zonen kommen, ist konstrukt iv  yon geringem Interesse. Sie l~iBt 
sich durch Untersuchung der Schwingungen des Systems leicht dahin beantworten,  dab 
immer  Instabili t i i t  eintritt ,  worauf hier jedoch nicht eingegangen werden soil. 

3. Aufli isung der Knickdeterminante .  Mit der Aufstellung der Gleichung (25) ist das 
Knickproblem noch nicht gel6st. Es bleibt noch die doppelte Aufgabe, das ungfinstigste 
Wer tepaar  m, n zu best immen und die Gleichung (25) in eine Form zu bringen, die die Er- 
gebnisse iiberblicken 1/il3t. Beides geht Hand  in Hand.  

Die Knickbedingung (25) liefert eine Gleichung, die in ql und q~ je vom zweiten Grade ist : 

q + c~ k + c 5 k 2 + c 6 k 3 = (c 8 + c 7 k + c 8 k 2) ql + (co + C10 k) ql q2 + (ql + C12 k) q~ 

+ (c4 + q3 k + q4 k2) q2 + (c15 + q6 k) q~ + c17q~q2 + qsqlq~.  (26) 

Der iibliche Weg w~ire nun der, mi t  Hilfe dieser Gleichung etwa ql als Funktion yon q2 
auszudriicken und nach m und 2 zu differenzieren, um die kleinste Knicklast zu finden. 
Das gibt algebraische Gleichungen hohen Grades in m und ;~, deren Aufl6sung sehr miih- 
sam wfire. Es bietet sich ein einfacherer Weg, zum Ziele zu kommen. Wit sehen uns zu- 

~52 
nlichst die Gr6Benordnung der Bestandteile yon (26) an. k --  iz a" ist eine sehr kleine 

Gr613e. ql und q2 stellen, wie man  aus ihren Definitionsgleichungen erkennt,  im wesentlichen 
die elastischen Dehnungen der Mittelfl~iche in Richtung ~0 und x infolge der Knicklasten 
dar, sind also, solange die Spannungen gegen den Elastizitlitsmodul klein bleiben, eben- 
falls kleine Gr613en. tJber das gegenseitige VerhNtnis tier drei Gr6Ben zueinander kann 

keine Aussage gemacht werden. ). = nzr-~- kann je nach der Schlankheit des Zylinders al le 
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Werte zwischen Null und oc annehmen, kann also gegen Eins sehr klein oder sehr groB sein, 
w~ihrend m als ganze Zahl yon der Gr6Benordnung I oder gr6Ber ist. Daraus ergibt sich 
folgende Regel: Die h6chstm6gliche Gr6genordnung eines Koeffizienten c~ ist bestimmt 
durch seine h6chste und niedrigste Potenz yon 2 und seine h6chste yon m. In Gleichung (26) 
kann jedes Glied vernachllissigt werden, das klein gegen ein anderes ist. Dazu ist n6tig, dab 
es I. eine h6here Potenz yon k, ql oder qz enthMt als das andere, und dab 2. sein Koeffi- 
zient cl niemals yon h6herer Gr6Benordnung ist als tier Koeffizient des andern. Um das zu 
iibersehen, ist die Iolgende TabeUe zusammengestellt. Sie enth~ilt in der zweiten SpaRe die 
zur Beurteilung der Gr6Benordnung maBgebenden Potenzen von 2 und m. Die folgenden 
Spar  en geben fiir die am Kopfgemachten Annahmen die Gr6Benordnung der Koeffizienten an. 
o bedeutet die Gr6Benordnung der Einheit, positive Zahlen groBe, negative kleine Werte. 

K o e f f i -  W e s e n t l i c h e  
z i e n t e n  S u m m a n d e n  

C 1 
C 2 

C 5 

C6 

I I 

m ~ ~ [ m r r ] m > >  i m > >  I m ~ r m > >  ~ i n  (26)  

,~4 o 4 o 4 - -  4 - - 4  1 
~s  + m s o 8 8 8 o 8 k 
~8 + m s o 8 . 8 8 o 8 k "  
2 s + 2 . 2 m  ~ o 8 6 , 8 .-- 2 4. h a 

GI? 
C18 

o 4 6 6 o 
o 6 8 8 o 
o 6 6 8 - - ,2  

o 4 4 6 - 2  
o 6 6 8 - - 2  

o 4 6 6 o 

o 4 4 6 - 2  

o 6 zt 6 - 2  
o 8 6 8 - - 2  
o 8 6 8 - - 2  

o 6 2 0 - ' 4  
o 4 2 6 - - 4  

4 - - 2  
2 - 4  

c a 2 4 m  z + m ~ 
c~ ~.~176 + m s 
cs 2 ~ m  z + ] . % u  6 

% ~.* m'2 + ) f i m  4 
cj,~ 2 6 m  2 + 2 2 , n  ~ 

c~1 2" + m 6 
c r  2 ] 4  + 22 m 1 

c~ 2 n + 2 ~~ m *  
q a  28  + 2"~ m ~  
cxl 20  ~, 22m 6 

qs  Z 6 + 24 m" 
c1,~ ~ 4 m 2 

~.1 + 2" m 4 

In der Tabelle kann man zwischen zwei wage- 'r 

6 q ,  

8 .l~q I 
4 ,'e-ql 

2 qlq'-" 
4 hqaq~. 

6 q'~ 
2 kq'~ 

2 q~ 
4 I~q~ 
4 h"q'a 

q8 
hq~ 

---2 
- - 2  

- - 2  t q~q"-q 

rechten Strichen den folgenden Koeffizienten 
gegen den vorhergehenden vernachlttssigen, wenn 
er in keiner Spalte eine h6here Gr6Benordnung 
aufweist. AuBerdem kann man vernachl~issigen : 
c 9 und cn gegen %, clo gegen c v, c~5 und ca7 gegen 
c 4, c v und cx3 gegen %. Von unsrer Knickbedin- 
gung bleibt nur noch tibrig 

c 1 + % k  = csq t  + c4q..,,. (26') 

Die darin vorkommenden Koeffizienten k6nnen 
leicht aus (25} berechnet werden. Sit heiBen 

C 1 = ( I  - -  ./;.2) ,~r  

Abb. 12. Darstellung dec KnidCbedinguug (26') durclx 
ein Diagranml mi t  geraden Linien. 

c2 = (2~ + m2) ~ -  2 (v26 + 3 2 ' m  2 + (4 --  v) a2m a + m") + (2 (2 - -  v) 227n 2 + m ' ) ,  

c~ = m2 0 7  + m2) ~ - -  (3).2m~ + " r  

q = ~.2 (~.,~ + m2)~ + 22m2, 

(27) 
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wenn man durch einen allen gemeinsamen Faktor  durchdividiert und auBerdem alle Summan- 
den streicht, die nach tier Tabelle vernachliissigt werden k6nnen (Glieder mit ;~ in c,, c~. ca). 

Die Beziehung (26') ist in den Lasten linear, so dab man zu einer sch6nen Darstellung 
kommt:  Man tr/igt sich q~ und q, als rechtwinklige Koordinaten auf (Abb. 12):und kann 
dann zu jedem Wertepaar 4, m nach (26') eine Gerade zeichnen. 

/;y 

I I I ~ 1  1 

1-;1 , I ~ I I I I I 

i / 

/ ( -  �9 

r 

.~ Z 

~ s  

/ ,  N 

i I I 
"~, ~ 

,,.4 ea 

i < 
i 

Diese Linie besagt: Wenn die Lasten ql und q~ so weir gesteigert werden, dab der 
Diagrammpunkt die Gerade erreicht, so wird das elastische Gleichgewicht derart labil, 
dab die Schale mit einer durch die zugeh6rigen Parameter  ~ und m bestimmten Knick- 
figur ausknicken kann. Indem man zu vielen Werten ,t und m die Geraden (26) in das 
Diagramm eintr~igt, findet man als eigentliche Knickgrenze ein Polygon, das dem Ko- 
ordinatenursprung die konkave Seite zukehrt. 
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In den Abb. I3a ,  b sind ffir k = lO -:5 , v = ~. eine Reihe yon Polygonen gezeichnet, 
die zu verschiedenen Werten $ geh6ren. Welche yon diesen Kurven maBgebend ist, hiingt 
yon der Zylinderl~inge l ab. Wenn der Zylinder m i t  einer Halbwelle in der L~ngsrichtung 

a 
knicken soll, so mul3 ~ = ~ -/- sein. Wenn ein ganzes Vielfaches hiervon zu einer kleineren 

Knicklast  fiihrt, ist dieses mal3gebend, und der Zylinder knickt mit  mehreren Halbwellen 
in der Litngsrichtung. Dies kommt,  wie man sieht, nur bei fiberwiegendem Axialdruck in 
Frage, wo sich die ~-Polygone fiberschneiden. 

Die Abbildungen zeigen, dab bei gleichzeitiger Wirkung yon Axial- und Ringdrficken 
die Knicklast  kleiner ist, als wenn nur einer yon beiden da wNre, aber gr613er als man dutch 
lineare Interpolat ion aus den beiden GrenzfMlen ql ---- o und q2 = o finden wfirde. Sie zeigen 
welter, dab innerer ~be rd ruck  das Knicken unter  axialer Last  nur wenig beeinflul3t, 
wi~hrend axialer Zug die Knickfestigkeit  s tark erh6ht. 

4. Die Sonderfi i l le  m ---- 0 und m = I. Diese beiden Sonderf~lle beanspruchen ein 
besonderes Interesse. Fiir m = o fAllt in (18) die mitt lere Gleichung weg, ebenso auch in 
(19). Die beiden verbleibenden liefern die Knickbedingung 

i ;t 2 - - v ) . - - k ~ - q l ~  ~2 - - - ~  (28) 
- -v~- l~)~3- -q l  ~ I + k(~4+ I )+ql - -q ,2  

Entwickelt  gibt das mit  denselben VernachlSssigungen wie frfiher 

I -- V 2 q2 ---- --~v~ + k (Z 2 -  2 v).  (28') 

Darin ist besonders auffiiUig, dab der Knickfall m = o, d. h. das rotat ionssymmetrische 
Ausknicken, nur unter  einem Axialdruck P zustande kommen kann, wi~hrend ein gleich- 
zeitiger Manteldruck p auf die H6he der Knicklast  ohne Einflul~ ist. Gleichung !28') wurde 
schon yon Timoshenko ~ angegeben. Sie lautet  do r t  unter  Benutzung unserer Bezeichnungen 

I - -  *p2 
q~ ---- - )2 - -  + k ~t 2 . 

Das iehlende Glied erkliirt sich aus den Annahmen fiber die Verschiebung u. Zahlen- 
mlii3ig spielt es kaum eine Rolle; denn entweder kann es gegen h a vernachlfissigt werden 
(ffir groBe A), oder der Summand  ist i iberhaupt klein. 

Der einfache Bau der Formel  erm6glicht eine einfache Diskussion des ungfinstigsten 7, 
die auch yon Timoshenko herriihrt  und auf die hier kurz hingewiesen werden soil: Fiir 
einen unendlich langen Zylinder, ffir den jedes ~ mit  den Randbedingungen vertrliglich 

Oq2 
ist, erhMt man aus ~ ---- o den kritischen Wert  

I -- V 2 
2 - -  h 

F/ir kleines aft, also lange Zylinder, wird ne ine  grol~e Zahl, so dab die Forderung der Ganz- 
zahligkeit nicht mehr  viel zu bedeuten hat.  Man kommt  so zu dem bekannten Ergebnis, 
dab ffir die zentralsymmetrische Knickfigur die Knieklast  langer Zylinder yon der L~nge 
unabh~ingig ist. Wir werden bei der Bespreehung der reinen LAngskniekung allerdings 
sehen, dab der M6glichkeit einer solchen Knickfigur enge Grenzen gezogen sind, so dab 
man das Ergebnis nicht auf die Zylinderknickung schlechthin verallgemeinern daft.  

Auch der Fall m = I verdient eine besondere Betrachtung.  Die Kniekbedingung kann 
ohne weiteres aus (25) abgelesen werden. Sie heil3t 

- -  ql + ( ~t4 + 2) q~ = (I - -  v 2) )~ + k (i~ + 2 (2 - -  v) A*). (29) 

1 S. T i m o s h e n k o ,  Z. M a t h .  P h y s .  58 (191o) S. 337.  K . v .  S a n d e n  u.  F.  T61ke, I n g . - A r c h .  3 ( I932)  

S. 44. 
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Setzen wir zun~ichst einmal ql = o, betrachten also den Fall einfacher axialer Be- 
anspruchung! Dann ist die Knicklast 

~2 + 2 (2 - v) ~4 
q 2 = ( ~ - - ~ ) ~ + k ~ 6  2 + Z 4  

Wenn der Zylinder sehr lang und n : I ,  also ), :-- n - i  eine kleine Zahl ist, so erh~lt ,man 

angen~hert 
:71:2 (,2 

q ~  ~ - =  

oder, wenn man fiir D seinen Wert einsetzt und die Gleichung so schreibt, dab links die 
ganze vom Zyllnder getragene Last steht, 

~2  
P . 2 ~ a  = E ~ S a 3 ~  ~-~. 

Das ist aber genau die Eulersche Knickformel I ffir einen Stab vom Tr~igheitsmoment 
] = 6 a ~ .  Besondere Beachtung verdienen die Randbedingungen: Wahrend ffir m @ I 
die Verzerrung der Zylinderrfinder infolge tier Verschiebungen u nut  eine nicht sehr wesent- 
liche Verw61bung bedeutet, ist die Verschiebung URana ' = : ~  A cos ~o eine freie Verdrehung 

des Querschnitts, frei deshalb, well infolge U'Rana ==- o der Randwert  der Liingskraft Nx 
beim Knicken unverlinderlich ist, der als Stab aufgefal3te schlanke Zylinder also kein Ein- 
spannungsmoment erh~tlt. 

Dies Ergebnis stellt eine Best~tigung der Rechnung dar und war nicht anders zu er- 
warten. Um so fiberraschender sind die Folgerungen, die man ffir q~ : o aus (29) ziehen 

kann. Man erhiilt 

q~ = - (~  - ~)~. ( 3 0 )  

A. J ~--1 Das Glied mit k kann fortbleiben, da wir unter der se]bstverst~nd- 
�9 lichen Voraussetzung rechnen, dab q~ eine kleine Zahl ist, so dab auch 

~ _ ~ _ ~  ~ klein sein mug. Gleichung (3o) sagt aus, dab ein hinreichend langes 
zylindrisches Rohr unter innerem tdberdruck seitw~trts ausknicken 

', kann. Da das Glied mit k keinen Einflul3 hat, ist dieser Vorgang yon der 
Biegungsteifigkeit der Schale unabh~tngig, also ein reines Dehnungs- 
knicken. EineOberschlagsrechnung zeigt die Abmessungen, bei denen 
es eintritt:  Nehmen wit ffir Eisen q~ ----- IO -3, v = .~, so wird 

~ =  ]/~ IO-~ = 3,35" I o-2 
~ dR 

Abb. x4. Liings- und Quer- 
sehnitt durch ein L~lngen- 
element eines sehlanken 

Zylinders. 

uud 

3,35" Io-2 = 94 a .  

Der Zylinder mug also etwa 50 Durchmesser lang sein, damit ein solches Knicken vor 
~3berschreitung der Elastizit/itsgrenze eintreten kann. Dabei ist vorausgesetzt, dab die 
Schale keine Kr~fte in Achsrichtung ffihrt, der auf die Abschlugb6den wirkende Druck 
also anderweitig aufgenommen wird. Ein Achszug vergr613ert die Knicklast, und wenn man 

~ gegen 2 vernachl~ssigt, ist ffir q~ = q-~ nach (29) schon kein Knicken unter innerem 
2 

13berdruck mehr m6glich. 
Das Knicken eines Systems, in dem fiberhaupt keine Druckspannungen vorkommen, 

ist ffir den ersten Augenblick einigermaBen merkwiirdig. Man kann sich den Vorgang 
jedoch anschaulich klar machen. Abb. 14 zeigt ein Stiick der Zylinderschale yon der 
L~nge d x ,  dessen ursprfinglich parallele Begrenzungsschnitte infolge der Form~nderung 

1 K.v. Sanden u. F. TSlke, a. a. O. S. 43. 
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einen Winkel da  einschlieBen. Die Resultierende der Manteldriicke ist fiir dieses Element  

2 ~  

d R  = - -  f p  cos  9 (dx -- a a~ cos  9 ) a  d 9 = - -  p ~ a~ d ~ .  
0 

Aus der gezeichneten Verzerrung folgen auch LAngskrAfte N x - -  Dex = D a de cos ~o d x , die 

sich, wenn man den ganzen Zylinder einfach als Stab betrachtet ,  zu einem Biegungs- 
moment  M zusammensetzen lassen: 

2~ 

M = f g ~ a 2 c o s ~ d q o  = D ~ a 3 ~ x .  
0 

Fiir eine vorgegebene Deformation entsteht  also eine bes t immte Querbelastung d R / d x  

des Rohres. Betrachtet  man dieses als Tritger auf zwei Stfitzen, so miissen die zu dieser 
Querlast geh6renden Angriffsmomente gleich den eben ausgerechneten Momenten der 
innern KrMte sein. Is t  das Rohr  kiirzer, so haben die innern Kriifte das l~bergewicht und 
fiihren es in die gestreckte Lage zurfick; ist es l~nger, so knickt es aus. Nehmen wit fiir eine 
iiberschl~gliche Rechnung einmal an, dal3 d R / d x  konstant  sei lltngs des Zylinders, seine 
Achse also zu einem Kreis gebogen wfirde, so ist das Angriffsmoment in der Mitte 

l ~ d R  p l  ~ - d o t  

M A =  s dx  - -  g a ~  

und aus der Gleichsetzung mit  dem Spannungsmoment  folgt ffir die Knickgrenze 

p a a 2 

---D = q l =  --8-12-. 

Das s t immt  mit  (30) einigermaBen fiberein, so dab die bier gegebene ErklArung das Wesent- 
liche des Vorgangs trifft. 

5. Der Sonderfall der reinen Liingsknickung. In  tier in Ziff. 3 gegebenen L6sung sind 
auch die beiden SonderfAlle der reinen Axialbelastung (L~tngsknickung) und der reinen 
Mantellast (Querknickung) enthalten. Sie besonders zu untersuchen, lohnt sich nicht nut,  
well sie leicht diskutierbare Ergebnisse liefern, so dab yon da aus ein bequemer 13berblick 
fiber das Ganze erhalten werden kann, sondern auch deshalb, well diese Fiille in iilteren 
Arbeiten schon behandelt  sind, mit  deren Ergebnissen hier verglichen werden kann. 

Die reine L~ingsknickung ergibt sich, indem man in (26') ql --= o setzt, und liefert 

q2 ~- ( I - - v 2 ) ~ 4 + h [ ( ; ~ + m a ) 4 - - 2 ( v ' t s + 3 ' ~ 4 m ~ + ( 4 - - v ) ) L 2 m 4 + m B ) + ( 2 ( 2 - - v ) ) 3 m 2 + m 4 ) ]  (31) 
~2(t~2 + m~)~ + ~2m2 . 

a ~ 
Dabei ist ). = n ~ -T lm wesenthchen die reziproke Wellenliinge f fir die Fal tung des Zylinders 

in Lfingsrichttmg. Man triigt zweckmiigig in einem Diagramm die dimensionslose Knick- 
P 

last q2 ----- -D-- als Funktion der halben Wellenl~tnge ~ n a = -~- auf. Jeder  Wert  m liefert eine 

1 geschehen, und zwar unter  Ver- Kurve.  Das ist in Abb. 15 ffir k = 1 0 : 5  und v = g  
wendung logarithmischer MaBstlibe in beiden Richtungen, um das ganze Gebiet bequem 
fiberblicken zu k6nnen. Von jeder Kurve interessiert immer nur das Stiick, in dem ihre 
Ordinaten kleiner sind, als die jeder andern. Das Diagramm lehrt folgendes: 

l = ~  ) decken sich verschiedene Kurven fast In  seinem linken Tell links von na  
l 

ganz. Sie steigen alle nach links hin rasch an und gehen fiir - - - +  o gegen e c .  Bedenkt  
n a  

man, dab am linken Ende der Abbildung die H6he der Halbwelle (H6he des Zylinders) 
2,5% des Durchmessers ist, so vermute t  man, dab sich bier tier Knickvorgang v o n d e r  
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Knickung eines ebenen Bleches nicht mehr viel unterscheidet. Die Formeln daffir sind in 
!|, 7 abgeleitet, und die zugeh6rige Diagrammlinie ist in Abb. 15 aufgenommen. 

l 
Rechts yon --- = o,17 bis nahe an die rechte Grenze der Zeichnung besteht die Knick- 

grenze arts einer Wellenlinie, die im groBen ganzen Schwach Iiillt. Es ist dies das Gebiet der 
eigentlichen Zylinderknickung. Ein Beispiel m6ge die Dinge erl~utern: Es sei ein Zylinder 

der L~nge l = 9 a gegeben. Dann liest man bei Abszisse -I _-- 9, ~ auf der Kurve 'm = 3 

ab, dab er mit einer Halbwelle in L~ngsrichtung und 3 ganzen Wellen auf de m Umfang 
bei einer Last von q2 = 6,1. IO -a au.sknicken kann..Verfolgt man das Diagramm nach links, 

so sieht man, dab die Knickung mit n ---- 2 Halbwellen in L~tngsrichtung bei Abszissen-~ =4,5 

l 
eine etwas h6here Knicklast q= ---- 6,25" IO -a erfordert, w~ihrend ftir n = 3, also n---a = 3,oo. 

die Knicklast nur q= = 5,65" IO -a betrligt. Dabei ist m = 4. Eine Ausbiegung mit noch 

.70-z 

d 

d 

1 
.70-Z 

.W-j - -  _ _  _ 
5 

*des 

/ /  h 

47 Cz o,~ r 47 7 e .e 

' / / / 'Y  / / / /  

X 7',, / 

\ 
,r z 70 eo do g/n,z ,.'o 

Abb. zS. Knickgrenze f~r axialr Belastung als Funktion der Zylinderl'ange, k = xo-~, w = {s ' 

ktirzeren Wellen wiirde wieder h6here Lasten erfordern, so dab n = 3, m = 4 zu erwarten 
w~re. Gleichzeitig abet sieht man, dab die Unterschiede der kritischen Lasten fiir die ver- 
schiedenen Knickfiguren keineswegs groB sind. Da nun bei allen KnickvorgAngen, ganz 
besonders abet beim Schalenknicken, kleine Unregelmiil3igkeiten in Form und Elastizit~t 
des K6rpers und unvermeidbare Unsauberkeiten in den Randbedingungen (Auftreten von 
Biegungsmomenten vor Erreichung der Knicklast)groBen EinfluB haben k#nnen, so darf 
man sich nicht wundern, wenn bei einem Knickversuch zwar die Knicklast innerhalb der 
erreichbaren Grenzen richtig ausfAllt, die Knickfigur aber yon der ungfinstigsten etwas 
abweicht. 

Das Knickdiagramm hat schlieBlich ganz rechts noch einen dritten, wesentlich andern 
Teil, der yon der Kurve m ~ I gebildet wird. Diese Kurve strebt nicht, wie die andern, 
rechts nach oben, sondern nach unten. Wir sahen in Ziffer 4, dab wir bier zur Eulerknickung 
geffihrt werden, d. h. zur Knickung des Zylinders als Ganzem. Die der Eulerschen 
Knickformel entsprechende Linie ist in die Abbildung eingetragen. Man erkennt, wie 
sich ihr die Kurve m = I asymptotisch n~hert. 

Da von jeder der in Abb. 15 eingetragenen Linien immer nur derjenige Teil in Betracht 
kommt,  in dem sie kleinere Knicklasten liefert als die andern Kurven, so braucht fiir den 
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praktischen Gebrauch auch nur dieser gezeichnet zu werden. Das ist in Abb. 16 fiir ver- 

schiedene Werte  von k = - -  d'' geschehen. 
I 2  g2  

Die Knickung der Kreiszylinder unter  zentrischer Axiallast ist schon 1911 von 
R. Lorenz ~ behandelt  worden. Mit seiner Gleichung s t immt  die hier gefundene Gleichung (31) 
nicht fiberein, wohl abet  im wesentlichen mit  Gleichung (59) der mehrfach zitierten Arbeit 
yon K. v. Sanden und F. T~lke. Die geringen Abweichungen sind auf die verschiedene 
Fassung der in Abschnit t  l gegebenen Grundgleichungen zuriickzuf/ihren. 

6, Der Sonderfall der reinen Querknickung. Der andere Sonderfall, der sich aus den 
Ergebnissen von Ziffer 3 gewinnen l~tgt, ist die Knickung des Zylinders unter  iiuBerem 
l~berdruck, wie sie z. B. bei Flammrohren vorkommt.  Mit q~ = o liefert (26') die Knick- 
formel 

q l ~ -  ( I - - v 2 ) ~ 4 + k [ ( ~ ~ 1 7 6 1 7 6  (32) 
m " ( ~  ~ + "~-)'-' - -  (3 Z%~'-' + ~n 4) 

5 

~-P/o X 

2 

\X\ \  
.70-d 

d 

3 

2 

~os 47 o,2 

i 2 a 2  
Abb.  16. K n i c k g r e n z e  f i l r  ax i a l e  B e l a s t u n g  als  1 ;unkt ion  d e r  Zyl inder l / inge  1/ne  und  d e r  S t e i f i gke i t s zah l  k = - -  

~$ ~d o,7 z 2 5 7 1o 2o dO Z/rzzz 

�9 v ~  t . 

Diese Gleichung kann ebenso behandelt  werden wie (31). Das entsprechende Diagramm 
zeigt Abb. 17. Auch bier ist das Ergebnis wieder eine aus vielen Kurvenstticken zu- 
sammengesetzte Wellenlinie. Die ganze Abbildung zerf/illt in zwei verschiedene Teile. 

l 
Der linke, etwa his n~ = 2o, ist der eben erwlihnte gebrochene Linienzug. Wenn man 

den Zylinder kiirzer macht ,  steigt die Knicklast unbegrenzt, wobei gleichzeitig die Zahl m 
der Ringwellen zunimmt,  w/ihrend in der L/ingsrichtung immer nur eine Halbwelle auf- 
t r i t t .  Der andere, rechte Teil des Diagramms wird ganz von der Kurve  m = 2 gebildet, 
die fiir groBe I eine wagerechte Asympto te  hat.  Solche Asymptoten  haben alle Kurven, 
jedoch sind sie fiir m > 2 bedeutungslos. Die zugeh6rigen Lasten sind die kritischen Lasten 
eines durch AuBendruck beanspruchten kreisf6rmigen Stabes (unendlich langer Zylinder 
= Zylinder ohne Endversteifungen). Die H6he des asymptot ischen Knickdruckes findet 
man aus (32) durch Grenztibergang 

lim ql = k (m 2 - -  I) 
~.--~0 

x It. Lorenz, Physik. Z. i2,i (I9IX) S. 241. 
33 
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u n d  Iiir  m = 2 
l im  qz = 3 k.  (33) 

Das  s t i m m t  mi t  der  aus  der  B a u s t a t i k  b e k a n n t e ~  F o r m e l  fiir die K n i c k l a s t  des Kre i s -  
s t abes  f iberein:  K 

P---- 3 ~ - .  

Die  K n i c k u n g  des Zy l inde r s  u n t e r  AuBendruck  wurde  schon durch  R. v. Mises t in ter -  
such t  1. Seine F o r m e l  s t i m m t  m i t  Gle ichung (32) gu t  i iberein,  j edoch  n i ch t  vol l s t~ indig .  

'k\x%\ 

g 

�9 ~ ' - 2 . 1 0  -s 

.1c.r 

b-8.70 ~ 
2...F.10-6 

]c_2.10-~ 

k= 10 -G 

20 50 700 ~ zoo O,Z o,5 I 2 5 70 

d2 
Abb. I 7, Knlckgrenze ffir Manteldruck als Funktion der Zy/inderlange l/'a und der Steifigkeitszahl/~ = ~ .  ~ = /r. 

Das  wi rd  auch  n ich t  besser,  wenn m a n  noch ber i icks ich t ig t ,  dab  be i  R. v. Mises n ich t  Nx ,  
sondern  sx ~ o gese tz t  ist .  De r  Un te r sch i ed  i s t  j edoch  unwesen t l i ch  und  k o m m t  in den  
numer i schen  Ergebn issen  n ich t  zum Ausd ruck .  E r  d i i r f te  seine Ursachen  in de r  e twas  
abweichenden  F o r m u l i e r u n g  der  in A b s c h n i t t  1 'da rges te l l t en  Grundfo rme ln  haben .  Das -  
selbe gi l t  auch  yon  Gle ichung (74) de r  A r b e i t  yon  K. v. Sanden und  F.  TSlke ~, d ie  yon  
unserer  Gle ichung (32) nu r  in numer i sch  unwesen t l i chen  Gl iedern  abweicht .  

7. Z u s a m m e n h a n g  mit  der P l a t t e n k n i c k u n g .  Aus  den  Ergebn i s sen  yon  I!,  I bis  3 k a n n  
m a n  d u t c h  einen Grenz i ibergang  a -+  oo le icht  d ie  b e k a n n t e n  F o r m e l n  der  P l a t t e n k n i c k u n g  
her le i ten .  W i r  vol lz iehen ihn in der  K n i c k d e t e r m i n a n t e  (25). Von den  da r in  v o r k o m m e n d e n  

z R.v .  Mises, Z. VDI 58 (z9z4) S. 75 o. 
2 K.v .  Sanden u. F. T5lke, a . a . O . S .  47. 
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Gr6Ben gehen gleichzeitig mit  dem Zylinderradius auch % und m (bei konstanten Wellen- 
1Angen) nach oo. Wir ffihren darum folgende neuen Bezeichnungen ein: 

l ~ a  
Linge  einer Halbwelle in x-Riehtung:  l~ = - 7  = - Y - '  

LAnge einer Halbwelle in 9-Richtung:  l~ = ~__~a. 

Von der Koordinate ~0 gehen wir zu der kartesischen y = a ~ in der Plat tenebene fiber, 

/4 a -  2 und erzeugen die RingkrAfte 2V~ nicht mehr durch eine Mantellast p, setzen k = ~ -  

sondern durch die Randlast Pv = --  i~) yon der gleichen Art  wie P,  das wir je tz t  Px 
nennen wollen. Mit all diesen ~nderungen lautet  die Knickdeterminante 

i ~2 ~2 ~ K ~a 

g = 2 ~2 

__~2 , I-u+,),.,. ] j 

E = =( + I =+2 =(=' =' "' 
I "  " ' I  - = , i = + ~  (=- ,}~ 2W=+~(s_~)~= -=-= =; 

P~ .-~- a2 
--2-~- Z. ] 

Dividiert man ietzt jede Zeile durch ~a 2, die letzte noch auBerdem dureh 2, und macht 
man dann den Grenzfibergang a -+ ~x), so erh~It man als Knickbedingung 

R + ~I ~ . - ~=~,~ o 

o o ~ = ~  + ~,. ~ ~ 

Die Determinante zerftllt .  Wenn der zweireihige Minor versehwindet, so findet ein bie- 
gungsfreies Knieken s ta t t  (w = o), das dem Labflwerclen einer Longitudinalsehwingung 
entspricht. Entwiekelt  man die Determinante,  so erkennt *a' 

P .  P~ ,q, 
dab dabei -b- und ~)- nicht mehr klein gegen z sein _~, ,,,,,,,,,,,-,,,,,,,, ,,,,,,, .lllll[llllltlllli~lfllll[lllll / man, 

k6nnen" Ein  s~ Knicken ist daher nur in einem Material ~'~ I 1 
m6glich, dessen Elastizit~ttsmodul yon der Gr6Benordnung & 
seiner Bruchspannung ist, kann abet auch dann mit  unserer ~--M ~_ ._x . , ,  
Theorie nicht beherrscht werden. Es bleibt dann als Knick- ~ A~I]IIIII]IIIIIIII[III]III/II 
bedingung nur die, dab das letzte Glied der Determinante ver- ~ bx :4 
schwindet. Ffihrt man stat t  der Halbwellenlingen l~, l ,  die a~b. =s. ~'a~Iel =u beide~ Kanten- 

b~ b~ rlchtungen gedrllckte Platte. 
Zahlen n~ =-~ ,  und n~ = - 2 7  der Halbwellen ein, die auf 

einer rechteckigen Plat te  b=b~ Platz haben (Abb. x8), so lautet  die Gleichung 

%V 2,. =~== + ~ = K== (~  + ~I,' 
Das ist die bekannte Kn.ickbedingung der nach Abb. I8 belasteten Plat te  a. 

x Auerbach-Hort, Handb. d. physik, u. techn. Mechanik, Bd. IV, i, S. I3O. 
33* 
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Die ausfiihrliche Diskussion ist von Timoshenko geliefert worden. Wit wollen hier 
nur den Fall P~ = o, b~ >~ b, nliher untersuchen. Dann ist 

Das wird ein Minimum f f r  n~ = I, und wir kommen fiir die Knickung des unendlich 
langen Streifens auf die Formel 

C~3 ~2 

P~ ----- E i~ (~ -~;~) -b.ii.. (34) 
6a 

Das ist die Eulerformel f0r einen Stab der Breite I mit dem Tr~gheitsmoment J - ~2 (~ - v"-) 

und der Li~nge b~. Der Nenner (I -- vg) r f h r t  yon der Behinderung der Querdehnung her 
und t r i t t  hier ebenso auf wie beim l~bergang yon der gebogenen Rechteckplatte auf den 
Sonderfall der Balkenbiegung. Gleichung (34) stellt die asymptotische Form dar, der sich 
die Knickbedingung ffir die Zylinderschale n~thert, wenn der Radius wfichst und die L~tnge 
abnimmt. Mit den beim Zylinder benutzten Bezeichnungen heil3t sie 

/ \ a ,  2 
q2 

In dieser Form ist sie in das Diagramm f f r  die reine L~ngsknickung, Abb. 15, aufgenommen 
worden. 

11I. Ursachen eines Biegungsbruches vor Erreichen der Knicklast 
axial gedriickter Zylinder. 

1. Behinderung der Querdehnung am Rande. Bei Herleitung der Knickbedingung 
mul3ten wir die Voraussetzung machen, dab die ffir den  Knickvorgang geltenden Rand- 
bedingungen erst bei Erreichung der Knicklast in Kraft  t reten sollten. Es muB insbesondere 
auch die Radialverschiebung w am Zylinderrande ungehindert m6glich sein, w~thrend die 
Last yon Null auf den kritischen Wert anw~ichst. Diese Bedingung ist praktisch wegen der 

aussteifenden B6den so gut wie unerfiillbar. Wir wollen in diesem Ab- 
g~: P ~ x  schnitt die Folgen untersuchen, die die Behinderung der Ringdehnung 

I hat,  und beschriinken uns zur Vereinfachung der Rechnung auf den 
Fall des reinen Lfingsdruckes. Die dabei gewonnenen grundsXtzlichen 
Erkenntnisse lassen sich natfr l ich auch auf jede andere Belastung fiber- 
tragen. Man kann sie sogar zum Teil bei der Knickung des geraden 
Druckstabes wiederfinden, wo sie abet bedeutungslos und deshalb un- 

~ ~_~x beachtet geblieben sind. 
~P Wenn wir eine Kreiszylinderschale der Belastung P = q~D unter- 

Abb..9. Behlna~ung werfen, so wird sich ihr Durchmesser infolge der Querdehnung etwas ver- 
der Querdehnung am 
Rand~ tier Zy~i.der- gr6Bern, n~mlich yon 2a auf 2 (a + w), vcenn wit jetzt  im Gegensatz 
schale. Die gcstrichelte Li,ie bez~iohnet d~, zum Abschnitt II unter u,  v, w die yore s p a n n u n g s l o s e n  Zustandaus 
~p . . . . .  ,~1o~o~z~u,o. gemessenen Verschiebungen verstehen. An den beiden Zylinderenden 

ist wegen der B6den w -= o. Die R~nder sind also etwas eingeschniirt, 
und es wird dort eine Querkraft Q~ eingetragen (Abb. 19). Zur Berechnung der Form- 
~inderung der Schale und der dabei auftretenden Schnittkr~tfte dienen die homogenen 
Differentialgleichungen (i7) , zu denen aber ietzt  inhomogene Randbedingungen treten. 
Die Gleichungen vereinfachen sich wegen ql = o und wegen der Drehsymmetrie bedeutend 
und heiBen 

~ " + ~ w  r - l ~ w  m ~ O ,  / (36) 
v 4 + w - k (~"'-- w""--  w) + r w " =  o.  I 
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Die Randbed ingungen  heiJ3en ftir den frei drehbaren,  unverschieblichen R a n d  

M ~  ~ D k (w "  - -  u ' )  ----- o ,  w = o ,  

beides fiir x = o und  ftir x ----- l. Eine fiinfte Bedingung f0rdert,  dab fiir irgend ein x die 
L~ngskraf t  

N ~ =  D y (u' + v w - -  k w") = - -  P. 

ist, und  schlieBlich k6nnen wir noch fiir x ---- o vorschreiben u ~ o. Dadu rch  wird eine 
starre Verschiebung ausgeschlossen, die sonst noch in der L6sung en tha l ten  w~re. 

Wi t  16sen die Differentialgleichung dutch  einen Exponen t i a l ansa tz  

u = A e ~ / ~ ,  w -~ C e ~'~/~, 

der sie in zwei gew6hnliche Gleichungen ffir A und  C iiberffihrt:  

A . 2  2 + C .  (v~  - -  k2~) ---- o ,  

A . ( v J ~ - - k ~ ) ) + C - ( x + k + l ~ ) .  4 + q , 4  2 ) = o .  

Aus dem Verschwinden ihrer De te rminan te  folgt die Gleichung ffir 2 : 

k 

Sie ha t  die Doppelwurzel  
25 = 2~ = o 

und  ferner die vier Wurze ln  

).,,2,a,,---- �9 - -  72-k-- . ~ ]/q~ --  4 ( T . -  v2) k .  (37) 

Wir wollen zun~chst  den Fall  untersuchen,  dab 

q~ < 4 (I - v2) k 

ist. Dann  werden diese vier  Wurze ln  alle komplex  und  k6nnen 

~1,2,3,4 = ~ 4-  ifl 

geschrieben werden, wobei c~ und fl reelle, positive Zahlen sind, die ffir gegebenes/~ und  % 
in bekannter  Weise ausgerechnet  werden k6nnen.  An der oberen Grenze unseres Las t -  
bereichs, die wir hier  ausschliel3en wollen, wird ~ = o. 

Die vier  Par t ikular l6sungen e z~x/a bis e z~m k6nnen un te r  Einf i ihrung neuer In te -  
gra t ionskons tan ten  du tch  ein yon  ihnen linear abhiingiges L6sungssys tem ersetzt  werden, 
das aus P roduk ten  yon  reellen e-Funkt ionen und Kreisfunkt ionen bes teh t :  

u : e A l c o s / 3 ~  +A2s in f l~  - 

1--X 

+ e  ~ Aacos/3 ~ + A ~ s i n f l l - - . ~  + A s + A s d ,  
a 

(38) 

w - -  e C, cos/3 -~ + C~ sin fl 

l --X 

+ e  ~ a ECa cos /3 _ a_ + C 4 s i n / 3  . . . . . .  + Cs-{-C0 a " 
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen ergeben sich zwischen den A und C lineare 
Beziehungen : 

I 
A~ . . . .  C5, C6 = o .  

v 

A 5 geht nicht in die Differentialgleichungen ein und wird wegen der sechsten Rand- 
bedingung Null. Die vorletzte Randbedingung ergibt, wenn man die L6sung einsetzt und 
die A,~ durch die O~ ausdriickt, 

V 

C 5 ~  ~ _ v 2 q 2 a ,  

und die vier andern ffihren nach geringer Umformung auf folgende Gleichungen: 

C1 + Ca e -~-  cos 3z + C4 e a sin/sl = _ C~, 
a 

_ 

- - C o +  C a e -  ~ s i n - h  - -  

C1 e ~ cos + Co- e -  ~ sin ~ { + C 3 = - -  C 5 , 
a t~ 

C,e a s i n - - - -  C=e 7cos ~- - - C 4 =  C5 (~=--t-~~ 
a a \ 2=3 2v=M" 

(39) 

Dieser Gleichungssatz, der zu gegebener Last  Durchbiegungen und Spannungen der Schale 
best immt,  ha t  eine eindeutige, endliche und im allgemeinen yon Null verschiedene L6sung, 
soiange seine Koeffizientendeterminante nieht verschwindet. Wir wollen zeigen, dab das 
nicht geschehen kann, solange ~ und fl, wie vorausgesetzt ,  reell und yon Null verschie- 
den sind: 

Entwickelt  man die Determinante  A und rechnet die Glieder zusammen, so erh~lt 
man 

--2~-- --4r 
A = 4 o ~ 2 f l  o- I - - 2 e  <'cos2f l -"  + e  , 

und das kann ffir q~ < 4 ( 1  --vo-)k nut  versehwinden, 
wenn also 

1 l 
q0i 2 ~ y = c o s  2 f l  %- 

wenn die Klammer  Null wird, 

ist. Das ist ffir kein reelles Wertepaar  x, fl m6glich. Die erste Nullstelle der Determinante 
liegt mit  0~ = o gerade an der hier ausgeschlossenen obern Grenze des betrachteten Last-  
bereichs. 

Ftir hinreichend kleine Lasten ist ~ klein und noch fast bis an die Grenze des Bereichs 
kann man e -~ z/a gegen I vernachlAssigen. Dann zerf~llt das System (39) in zwei yon einander 
unabh~ngige Gleichungspaare. Mechanisch heiBt das, dab an iedem Schalenrand eine Zone 
vorhanden ist, in der Biegungsmomente und Querkr~fte auftreten, und dab diese St6rung 
vom Rande weg schnell abklingt,  so dab sich die Vorg~tnge an den beiden Enden des 
Zylinders gegenseitig nieht beeinflussen. Erst  nahe  an der Grenze qz z = 4 (I - -  v 2) k waeh- 
sen die St6rungszonen in der Zylindermitte zusammen. In Abb. 20 ist dieser Vorgang dar- 
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gesteUt. Die letzte Abbildung entspricht gerade der Grenzlast. Zu ihrer Berechnung ist 
unser Ansatz nicht mehr zu gebrauchen, da dann alle Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung und ebenso alle PartikularlSsungen paarweise gleich sind. Die ErgAnzung des 

Ansatzes durch Glieder der Form x e ,~ ist bekannt, und wir wollen auf die Durchrechnung 
des Sonderfalles verzichten und uns damit begniigen, die Ergebnisse anzugeben. 

Vorher aber wenden wir uns dem wichtigen Fall zu, dal3 die Last 

q~ > 4 (I -- v ~) k 

ist. Dann sind ~1 bis ~ rein imagin~ir und wir schreiben 

21 = - -  ~ 2  = i / ~ 1 ,  ~ 3  = - -  ~-4 = i / * 2 ,  

wobei #1 und/~,  reell sind und aus (37) leicht entnommen werden k6nnen. Die LSsung 
heiBt damit 

x + A~cos/*t z Aa sin #1 -~ -- A4 sin/~.~ ~- + e ~-,  u = A1 cos/ '1  ~- ~ - -  

~" ~ + C,  c o s / ~ -  + C5, w = C1 sin #1 ~ + C~ sin/~2 ~ + Ca cos/~1 a- a 

und durch Einsetzen in die Differentialgleichungen findet mall zwischen den A- und 
die Beziehungen: 

~ ~ '  4 ~ ~ ' = - - ~ v C ~ "  

Zur ~.!nffihruug der Raudbedingungen empfiehlt es sich, das Koordinatensystem derart 

zu verschieben, dab die Zylinderenden bei x =  4- ~- liegen. Die Randbedingung N~ P 

fiir einen der RAnder ergibt fiir C 5 den friiheren Wert, w~hrend die Forderungen w = o 
l 

und Mx = o fiir x ~-- ~ 2 auf die folgenden vier Gleichungen fiihren : 

:t: C-1 sin/*1l ~ U~ s in /~l  + Cs cos/~1l + Ca cos/~2 l = _ Cs ' 
2 a  2 a  2 a  2 a  

Al ~1 sin ~a/:~: 2~z #z sin ttz/2a -- A-3~lC~ ktz/--~a J~--4#2 c~ l ~---2a -- v ~C5" 

Darin sind die ] nach den eben gegebenen Formeln durch die C auszudrticken. Dutch paar- 
weises Addieren und Subtrahieren kann man das System in zwei yon einander unabhiingige 
Gleichungspaare spalten. Das eine mit  den Unbekannten C~ und Cl gibt den Anteil der 
Durchbiegungen w, der zur Mittelebene x = o des Zylinders symmetrisch ist, wiihrend 

das andere Paar mit  den Unbekannten C1 und C~ den antimetrischen L6sungsanteil 
liefert. Wir wollen die Gleichungspaare ku~z als symmetrisches und antimetrisches be- 
zeichnen. 

Das symmetrische hat von Null verschiedene Absolutglieder. Es liefert in Fortsetzung 
der aus (32) erhaltenen Ergebnisse die unter steigenden Lasten weiter anwachsende Ver- 
biegung des Zylinders, und wenn seine Determinante Null wird, so gehen die Durch- 
biegungen nach unendlich. Das geschieht, wie man leicht nachrechnet, wenn die Gleichung 

0' - ~ )  cos ~ cos " ~  = 0' - ~ )  cos "~_A cos " ~ _ A  
2 a  2 a  2 ~  2 ( ~  
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erffillt ist. Wegen #1 ~= #~2 muB einer der Kosinus verschwinden, es muB also 

/~1 oder /~s = ~,~r i- (40) 

sein mit  ganzzahligem, u n g e r a d e m  n. 
Das antimetrische Gleichungssystem ist homogen. Es liefert zur Deformation der 

Schale nur dann einen Beitrag, wenn seine Determinante  Null ist, und dann hat  dieser 
Beitrag eine unbest immte Ampli tude,  gibt also eine Folge unendlich benachbarter  Gleich- 
gewichtslagen. Die Lasten q2, ffir die das eintritt ,  sind demnach regelrechte Knicklasten, 
bei denen ein stabiles Gleichgewicht in ein labiles fibergeht.  Als Bedingung ftir das Ver- 
schwinden der Determinante  findet man leicht die eben angegebene Formel (4o), jedoch 
diesmal mit  g e r a d e m  n. 

Es bleibt noch der Grenzfall q~ = 4 (I - -v  ~) k zu besprechen. Die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung werden dann paarweise gleich. Die Durchrechnung, die nichts Neues 

~-2 .10  "dd 

l~ -2,s~. h-m -s 
s 5,5 s 

))) 

I ) 
) 

i 

= ~ 2 3 2  7 " 70  -3  

Abb. 20. Fortsehreitende Verbiegung eines axial 
gedrflekten Zylinders mit  behinderter Quer- 

1 
dehnung am Rande. k = zo-5, ~-~  2,5. Die 

Durchbiegtmgen sind 34-fach vergrSflert. 

bietet, wollen wir hier iibergehen und nur erwAhnen, 
dab sie wieder auf die Formel (40) fiihrt, die aber mit  
der Nebenbedingung/~1 = / ~ ,  nut  fiir ganz bes t immte  
Zylinderl~tngen erfiillt werden kann. 

Durch Einsetzen yon #1 oder/z2 nach (37) best~tigt 
man leicht, dab (40) mit  der in ll, 4 gefundenen For- 
reel (28') identisch ist. Das Hinzutre ten  der Rand-  
st6rung infolge behinderter Querdehnung hat  also 
die Wirkung, dab diejenigen Knicklasten, zu denen 
eine gerade Halbwellenzahl geh6rt, Knicklasten bleiben, 
w~hrend die andern in Unendlichkeitsstellen der Form-  
~tnderungen und Spannungen/ibergehen. Deren mecha- 
nischer Sinn ist bekanntl ich tier, dab die kleinste von 
ihnen die H6chstlast  darstellt, bis zu der ein Bie- 
gungsbruch vollendet sein muB. Die Stelle gr6Bter Be- 
anspruchung liegt, wie die Abb. 20 erkennen lassen, 
beim ersten Maximum yon w. Die dort herrschende 

P 
Spannung iibertrifft den Mittelwert a = - ~  um so 

mehr, ie gr6fler die Durchbiegungen werden, d. h. je 
n~her man der kritischen Last  kommt,  und besonders 
dann, wenn diese weir fiber der Fliei3grenze liegt, 

wird der Zylinder an dieser Stelle nachgeben, noch ehe die mitt lere Spannung die Elastizi- 
t~tsgrenze erreicht hat. Die erste Welle wird dann einfach plattgedriickt,  und mit  
steigender Last  schreitet die St6rung von einer Biegungswelle zur andern welter, bis 
der ganze Zylinder, von den Enden ausgehend, zusammengebrochen ist. Diese Erscheinung 
ist zuerst von J. Geckeler bei Knickversuchen gefunden und yon ihm und L. F6ppl erkl~rt 
worden 1. 

Die Knicklasten, die wit fiir gerade n fanden, und deren kleinste fiir geeignete Zylinder- 
l~ngen unterhalb der ersten Unendlichkeitsstelle liegen kann, haben praktisch keine Be- 
deutung, da die kleinsten kritischen Las ten  alle so nahe beieinander liegen, dab sie sich 
experimentell nicht trennen lassen. Bei dem in Abb. 20 dargestellten Zylinder liegt z. B. 

die Grenzlast qi = 2 ] / ~ - -  v2)k, die Knicklast  des unendlich langen Zylinders, bei 
6,2327"1o -3, die erste wirkliche Knicklast des endlichen Zylinders mit  n-----14 bei 
6,2329-1o -3 und die erste Unendlichkeitsstelle mit  n = 15 bei 6,286. IO -a. Wie man den 

1 j. Geckeler, Z. angew. Math. Mech. 8 (I928) S. 341. L. F6ppl, Sitzungsber. d. Bayr. Ak. d.\Vissensch. 
(1926) S. 27. 
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Zahlen ansieht, ist logarithmische Rechnung n6tig, um die Unterschiede zwischen ihnen 
zu linden. Die wesentliche Erkenntnis,  die diese Rechnung vermit tel t ,  ist die, d a b  b i e r  
e in  G l e i c h g e w i c h t  l a b i l  w e r d e n  k a n n ,  d a s  n i c h t  b i e g u n g s f r e i  i s t  1. Man kann 
diese Erscheinung auch am gew6hnlichen Knickstab wiederfinden, worauf wir bier jedoch 
nicht eingehen wollen. 

Bei der Anwendung der in Abschnit t  II entwickelten Theorie hat  man darauf zu 
achten, daB sie nut  dann gilt, wenn die aus ihr errechnete Knicklast  unterhalb der Last  
liegt, die den eben geschilderten Biegungsbruch erzeugt. Dazu ist n6tig, dab zur kleinsten 
Knicklast  eine Ringwellenzahl m > o geh6rt, und dab die kleinste zu m = o geh6rende 
Knicklast  erst in gr6Berem Abstande folgt. AuBerdem wird die Knickerscheinung natfir- 
lich um so besser der Theorie entsprechen, je welter unter  der Quetschgrenze sie auftr i t t .  
Die Knickformel gilt t rotz der am Rande behinderten Querdehnung exakt,  solange auch 
an der Stelle grSl3ter Biegungsbeanspruchung noch kein FlieBen begonnen hat. 

Auf andere Belastungen, insbesondere auf den radialen Manteldruck, lassen sich die 
hier gefundenen Ergebnisse sinngem~B fibertragen. Die Verh~iltnisse liegen dort fiir das 
Zustandekommen wirklicher Knickvorg~nge gfinstiger, well auch bei gr6Beren Wand-  
st~rken die kritische Last  noch unter der FlieBgrenze liegt. 

2, Abweichungen yon der vollkommenen Zylinderiorm. Die im Abschnit t  iV be- 
sprochenen Versuche zeigen, dab es auch ftir die in Richtung der Achse gedriickten Zy- 
linder gelungen ist, die eben dargelegten Anforderungen zu erfiillen. Die Zylinder sind 
nicht zusammengefaltet ,  sondern ausnahmslos verbeult  mi t  Ringwellenzahlen m > o. 
Trotzdem wurden nach Tabelle 3 die rechnerischen Knicklasten nut  zu 50 bis 60 % er- 
reicht. Die Erkl~rung daffir ist in Formfehlern der Zylinderschalen zu suchen, deren Ein- 
flufl wir jetzt  ermitteln wollen. 

Die Mittelfl~iche der Schale sei bes t immt dutch die Abweichungen U, V, W ihrer 
Punkte  yon einer genauen Zylinderflltche. Wir machen dafiir den Ansatz 

U - - o ,  
x 

V =  V o s i n m o ~ s i n 2  o ~ ,  

W = W o cos mo 9 sin ~0 ~ �9 (L 

(41) 

Die Amplituden V o und W o k6nnen beliebig vorgegeben werden. Es wiirde geniigen, 
V o ~ o zu setzen und die Schale durch die eine Koordinate  W allein zu beschreiben. Ffir 
die Rechnung ist es zweckmliBiger, V o so zu wfihlen, daB das Bogenelement in ~0-Richtuug 
ftir Schale und Zylinder dasselbe ist: 

V 0 ~ wo 

Die Schale werde wieder nur durch einen L/ingsdruck P belastet.  Wenn die Abweichungen 
V, W von der genauen Form die Gr613enordnung elastischer Durchbiegungen haben, und 
das wollen wir annehmen, so mfissen wir zur Berechnung der entstehenden Spannungen 
von den Differentialgleichungen (17) ausgehen. Dabei  ist zu beachten, daB die darin ent- 
haltenen Verschiebungen u, v, w,  soweit sie mit  den Lasten ql, q2 multipliziert sind, Ab- 
weichungen der elastisch deformierten Schale v o n d e r  Zylinderform darstellen, hier also 

i Zusatz bei der Korrektur: Eirl gtmliches Problem findet sich bei F. Schleicher, Stabilit~t leicht 
ge!arfimmter 1Rechteckplatten.Abh. Intern.Vereinigung f. Brfickenbau u. Hochbau, Bd. I, S. 433, Zfirich 
I932. Eine typisch nichtlineare Aufgabe, die auch zum Labilwerden eines Biegungsgleichgewichts 

ffihrt, hat E. Chwalla behandelt: Sitzungsber. d. Ak. d. Wissensch., Wien, IIa ,  J4 o (I93 I) S. I63. 
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durch u + U, v + V, w + W zu ersetzen sind, w~ihrend die andern Summanden der Glei- 
chungen die dutch die elastischen Verschiebungen ausgedriickten Schnittkr~ifte sind, die 
auch bier wieder yon den e 1 a s t is c h e n Verschiebungen allein abh~ingen. Die Differential- 
gleichungen unseres Problems heiBen also 

i - - v  ( ~ - - v  w,..) = ~ ~" + -- 2 if" + ~ +2 1 v" + v w' + k I --~ ~- u'" - -  w'" + - T - -  ' 

' + ~ u " + v " +  ~ - ' v " + w ' + k ( r  ( I - v )  , _ 3 - v  - - q , v " = q ~ V " ,  (42) 

v~' + v' + w + k (  I - v u ' ' ' -  3 - ~ v " ' +  zdm + 2w"" + w" 4- 2 w " +  " 

+ q2 ~z" = -- q~ W". 

Die Gleichungen sind inhomogen. Wir kSnnen sofort eine Partikularl6sung angeben: 

u = A cos m o ~o cos ;to ~ ,  

x 
v ----- B sin m 0 9 sin ;to ~a '  

w ~ - - C c o s m  o g s i n ; t  o5  a . 

(43) 

Setzt man das ein, so erh~tlt man ein System yon drei linearen, nicht homogenen Glei- 
chungen fiir A, B, U. Die linken Seiten sind dieselben wie in (19), jedoch mit  io und m o 

2 q2;t0 ~ Wo. Die Koeffizienten s ta t t  ~t und m, und die rechten Seiten heiBen o, --q2;toVo, 
enthalten zum Tell die Last  q~. Die Absolutglieder sind der Last  und den Fehlerampli- 
tuden V o, W o proportional. Daraus folgt: Die in der Schale entstehenden Nebenspannungen, 
d. h. die Spannungen abziiglich der gleichm~Bigen Druckspannung P/b, sind proportional 
der Abweichung von tier Zylinderform, proportional den Lasten jedoch nur  so lange, als 
die q2-Glieder in den Koeffizienten vernachl~issigbar klein sind. Wird q2 gr6Ber, so wachsen 
die Deformationen und die Nebenspannungen schneller und gehen nach unendlich, wenn 
die Nennerdeterminante des Gleichungssystems Null wird. Die Last,  bei der das geschieht, 
kennen wit schon. Es ist die zu m = m o, ;t = ~o gehSrende Knicklast.  

Zu der angegebenen Partikularl6sung haben wir noch die in Ziff. I aufgestellte L6sung 
tier homogenen G1eichungen zu addieren, mit  der wir die Randbedingungen erffiUen k6nnen. 
Sie besteht,  wie wir gesehen haben, aus einem linearen Tell, der die gleichmABige elastische 
Zusammendri ickung durch die Kraf t  N~ darstellt,  und aus Exponentialfunktionen mit  
komplexem oder imagin~trem Argument,  durch die der EinfluB einer Randst6rung wieder- 
gegeben wird, die bei steigender Last  schlieBlich den ganzen Zylinder erfaBt. 

Die homogenen Difs haben abet fiir ausgezeichnete Werte q~ noch 
die L6sungen (18). Fiir alle Knicklasten des Zylinders, ftir die m =~ m 0 oder ~ + 2o ist, kann 
man diese L6sung mi t  beliebiger Ampli tude addieren, erh~lt also eine Folge unendlich 
benachbarter  Gleichgewichtslagen. Daraus ergibt sich folgendes: 

Wenn die Schale in der durch (41) dargestellten Weise v o n d e r  genauen Zylinderform 
etwas abweicht, so wachsen diese Abweichungen unter  steigender Last  immer stlirker an 
und gehen nach unendlich, wen.n q2 die zu m o, ;t o gehSrende kritische Last  erreieht. Das 
ist die ~ul3erste Grenze, h i s  zu der die Schale durch i3berschreitung ihrer Biegungsfestigkeit 
zu Bruch gegangen sein muB. Is t  fiir die niedrigste Knieklast  der Schale entweder m + m o 
oder ;t 4 = 2o oder beides, so wird bei Erreichung dieser Last  der sich vorbereitende Biegungs- 
bruch unterbrochen, und  es t r i t t  eine regelrechte Knickung ein. Auch hier wird also ein 
elastischer Gleichgewichtszustand labil, der nicht biegungsfrei ist. Gleichzeitig mit  diesen 
Vorg~ingen spielen sich die in Ziff. ! behandelten ab. Sie treten nicht in Erscheinung, 
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wenn die kleinste kri t ische Last iiberhaupt weit genug unter der kleinsten Knicklast mit 
drehsymmetrischer Knickfigur liegt. 

Da, wie wir schon sahen, die Nebenspannungen den ursprfinglichen Abweichungen 
yon c~er genauen Form proportional sind, so kann man den Ansatz (41) zu einer biharmo- 
nischen Reihe erweitern. Mit andern Worten:  Wenn man die Einfliisse der stets vor- 
handenen unregelm/iBigen Formfehler einer Schale untersuchen will, so muB man diese 
Fehler der harmonischen Analyse unterwerfen und sie durch eine doppelt unendliche Reihe 
darstellen, deren Glieder wie (4I) gebaut sin& Dieienigen Harmonischen, deren t ,  m zu 
den kleinsten Knicklasten des Zylinders geh6ren, wachsen unter steigender Last am 
st~rksten an und bestimmen die entstehende Ausbeulung. "Wenn die zur allerkleinsten 
kritischen Last geh6rende Harmonische eine besonders Heine Amplitude hat, so k6nnen 
die n~chstfolgenden so stark hervortreten, dab sie schon lange vor Erreichung der Knick- 
grenze zu einem Biegungsbruch fiihren und das Aussehen der Bruchfigur bestimmen. Je 
geringer die Formfehler sind, und je weniger einzelne Harmonische fiberwiegen, mn so 
besser wird man die rechnerische Knicklast und die zugehdrigen Wellenzahlen m u n d  n 
erreichen. 

IV. Versuche zur Zylinderknickung. 
Zweierlei kann man an Knickversuchen messen, die Lasten ql, q~ und die Wellen- 

zahlen m, n. Beide sind den im vorigen Abschnitt  geschilderten St6rungen unterworfen, 
iedoch in sehr verschiedenem MaBe. Abweichungen der Wellenzahlen riihren von Unvoll- 
kommenheiten der Schalenform her, durch die eine Knickfigur, deren kritische Last nur 
wenig fiber der kleinsten liegt, unter Umstanden bevorzugt wird. Die Wellenzahlen weichen 
dabei immer nur wenig, meist nur um eine Einheit,  yore Sollwert ab. Ganz anders steht 
es mit den Lasten. Sie k6nnen durch unvollkommene Randbedingungen und ungenaue 
Schalenform sehr wesentlich herabgedriickt werden. Das  gilt natfirlich gailz besonders 
f~r die Anwendung der Theorie auf technische F~ille, wo man es noch viel weniger in 
der Hand hat,  einwandfreie Randbedingungen zu schaffen. Auch die gew6hnliche Stab- 
knickung, bei der man im Laboratorium alle Exzentrizit~iten vermeiden kann, muB in 
der Praxis in der Regel auf St~be angewandt werden, die mit andern Bauteilen biegungs- 
fest verbunden sind und in die dadurch eine unerwfinschte Exzentrizit~it hineingetragen 
wird. Diese Unstimmigkeiten miissen durch einen entsprechenden Sicherheitskoeffizienten 
abgegolten werden, fiir den die Stabknickung reiches ErfahrungsmateriaI bietet  und fiir 

L1 
I I 106,2 
2 | 91,4 
3 76, 2 
4 76, 2 
5 i o l , 6  
6 o,635 
7 2,o3 
8 4,o4 
9 7,I2 

I0 11,18 
I i  17,8o 

t~ 
c n l  

.50,0 
68,55 

7,62 
lO,16 
IO, I6 

1,334 
1,334 
1,334 
1,334 
1,334 
1,334 

6 
c n l  

o , 8 1  

o,635 
O, lO9 
O, lO9 
O,lO9 
0,O2I 4 
o,o211 
o,o216 
o,o216 
0,O211 
o,o216 

Material  

Eisen (?) 
Eisen (?) 
Eisen (?) 
Eisen (?) 
Eisen (?) 
Messing 
Messing 
Messing 
Messing 
Messing 
Messing 

T a b e l l e  I. 

E h 
kg /cm 2 

2,1O-lO 6 12,I9" IO~5 
2,IO. io 6 7,13"10 -6 
2,1o" lO 6 1,71'1o -5 
2 , io .  io  6 9,62.10 -6 
2,IO. IO tt 9,62" IO -6 
9,84 �9 lO s 2,I 3 .1o -5 
9,84.1o 5 2,o8.1o -~ 
9,84 �9 lO 5 2 , I8 ' 10  -5 
9 , 8 4 - 1 0 8  1 2 , I 8 "  10  - 5  
9 ,84 . io  ~ 2,08. lO -5 
9,84 �9 lO 5 2,18- lO -5 

gP." 
kg/cm ~ 

24 
9,0 
4,6 
2,75 
2 , I 8  

38,2 
16,9 
lO,4 

4,6I 
3,23 
2,'2-6 

p [ Ver- [ 
her. [hMtnis] m 

kg/cm2[ % Igem" 
I 

3;, 8 [ 76 5 
12,4 I 73 6 

4,68 98 - -  
2,871 96 
2,08 lO 5 

8 5 , 8 1  44 8 
~9,25 88 4 
lO,3 i I oI  4 
6,29 73 3 
3,29 98 2 
2,I6 lO 5 2 

~n 
bet. 

5 
7- -8  

3 
3 
3 

> i o  
6 

4 - -5  
3 - -4  

3 
2 

C~ 

I 

2 

3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

Quellen: i. Bach, Z. V D I  38 (1894) S. 689; zit iert  bei R. Lorenz, Phys ik .  Z. 12, I ( 1 9 1 1 )  S. 259. 
2. Richards, Engineer  (1881) I, S. 429; abgedruck t  bei Wehage,  Dinglers polytechn.  J. 242 (1881) 
s;  236; bei C. v. Bach, 'Maschinenelemente,  7. Aufl., S. 191. R. Lorenzj a. a. O. u n d  R. v. Mises, Z. V D I  58 

�9 (I914) S. 754. 3- Fairbairn,  Trans.  Roy. Soc. L o n d .  (1858) S. 389; zit iert  bei R. v. Mises, a. a. O. 
4. Gilbert Cook, Philos.  Mag. 5 ~ (1925) S. 848. 
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dessen Festsetzung auch die im folgenden wiedergegebenen Versuche einen Anhalt  
geben. 

In der Literatur  linden sich zahlreiche Mitteilungen fiber Versuchsergebnisse zu dem 
unter I1, 6 behandelten Fall der Knickung unter Manteldruck. Davon mfissen v ide  aus- 
geschieden werden, well bei ihnen das Material schon vor Eintr i t t  der Knickung fiber 
seine Elastizittitsgrenze hinaus beansprucht  war (plastisches Knicken !). Von den zum Ver- 
gleich mit der Theorie geeigneten gibt Tabelle I eine Auswahl. 

Bei der Auswertung der Versuche wurde Abb. 17 benutzt ,  die im Hinblick auf ihre 
i gerechnet ist, und durch Stichproben geprfift, Verwendung im Eisenbetonbau fiir v = 

dab der EinfluB der Querdehnungszahl unwesentlich ist. An den Versuchen erkennt man 
folgendes: Bei langen Zylindern (Nr. 5 und I I )  wird die errechnete Bruchlast um einige 
Prozent fiberschritten, wtihrend die andern meist 5 bis lO% zu wenig geben. Die ~tlteren 
Versuche (Nr. I und 2) geben geringere Bruchlasten. Ihre Urheber waren bestrebt,  tech- 
nischen Bedingungen m6glichst nahe zu kommen und haben deshalb auf einwandfreie 
Randbedingungen und genaue Kreisform kein Gewicht gelegt. Die Zahlen zeigen, mit  
welcher Fest igkeitsverminderung gegeniiber sorgf~iltigen Laboratoriumsversuchen man in 
der Praxis etwa zu rechnen hat. 

Ganz aus der Reihe f~illt Nr. 6. Dieser Zylinder, d e r n u r  44 % der rechnerischen Last  
getragen hat, ist nur {~ Durchmesser lang. Wegen dieser geringen L~tnge und des hohen 
Knickdrucks mul3 natfirlich die Behinderung der Ringdehnung an den Enden stark zur 
Wirkung kommen, so (lab schon vor Erreichung der Stabilit~ttsgrenze ein Biegungsbruch 
zustande kommt.  

hn  Anschlug an diese Versuche sind die von R. v. Mises gemachten zu erwfihnen: :  
bei denen eiserne Zylinder einem allseitigen, auch auf die B6den wirkenden Druck aus- 
gesetzt wurden, so dab ql:q~ = 2:1 ist. Bei allen Versuchen war k = 2,o85.1o -6 , 
E = 2,I .  lO 6 kg/cm 2, v = o,3o. Es wurde hierffir ein Diagramm nach Art  der Abb. 13 ge- 
zeichnet und daraus die Knicklasten entnommen.  Sie sind in Tabelle 2 den gemessenen 
Werten gegeniibergestellt. 

Nr. 1 a, 

cm cm 

1 2,0 4o,o 
2 8,0 40,0 
3 4, ~ 4~ o 
4 8,0 0o,o 
5 7,0 6o,o 
0 6,0 6o,o 
7 6,0 80,0 

6,0 120,O 

9 4,0 120,O 

(5 
c m  

0 ,20  
0 ,20  
0 ,20  

0 ,30  
0,.30 
0 ,30  
0 ,40  
0 ,60  
0,60 

T a b e l l e  2. 

P bPr. gem. 
l:g/cm 2 kg /cm 2 

O, I 1 3 , 4  

3,9 8,4 
3,3.5 6,17 
7,0 13,4 
5,I 8,4 
4,15 6,17 
6,0 8, 4 
9,5 13,4 
7,2 8,4 

V e r -  
h~l tn is  

% 

46 
46 
54 
52 
61 
67 
71 
7: 
86 

Svn 
gem. 

17 
15 
~4 
17 
I5 

13--14 
1 4 - - I 5  

16 
14- - i  5 

~n 
ber. 

I 6 - - I  7 
14 

12--13 
16--17 

14 
12--13 

14 
16--17 

14 

Unter  den berechneten m-Werten sind zwei benachbarte  angegeben, wenn der Diagramm- 
punkt  in der N~the einer Ecke der polygonalen Knickgrenze liegt. Die Versuche zeigen 
eine auffallend gute 1Dbereinstimmung der gerechneten und beobachteten Knickfiguren, 
wfthrend die erreichten Bruchlasten um so stiirker zurfickbleiben, je kleiner die Versuchs- 
k6rper sind. Die Abb. 6 der Originalarbeit l~tl3t vermuten,  dab durch die Art des Anschlusses 
der B6den St6rungen in den Spannungszustand hineingetragen worden sind. 

{3ber Versuche zur L/ingsknickung waren in der Li tera tur  keine Zahlenangaben zu 
finden. Es sind deshalb einige Versuche gemacht worden. Die Verwendung von Metall- 

: R. v. Mises, Stodola-Festschrif t ,  S. 418If., Ztirich 1929. 
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& a 2 & ~  & ~  z y l i n d e r n  k 0 m m t  n i c h t  i n  F r a g e .  U m  v o r  

. . . . . . .  n ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ E r r e i c h u n g  d e r  E l a s t i z i t ~ t s g r e n z e  z u  k n i c k e n  

~ ~ ~ -  ~l-  ~1- .~- ~ -  r  - ~  eel  t t~  ~t-  �9 ~ �9 

u 

t~ 

~77  
0 0 0 0 0 ~ t ' - ~ I  ~I ~'I t,l "I r e,l 'N 

c~ c~ o ~ ~ d ~ ~ ~  
~o ~o i~ 

777 
000.r.~ ~0 ~ - 0 0 , ~  

go ~ A 4 e 4 C C ~ e ~ 4 - ~ 4 - 4 - 4 ~ , 4 -  ~ . ~ 0  

77~17~7~777~77'? 
~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

q q qQq~qqqqqqqqq A b b . . ~ t a ,  Z y l i n d e r  Z z ,  ~n = ,1, n ~= ~ .  

0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0  

~.~.~-a.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~.~-~ 

u ' l  ~ eth tclC~CJ 

t t ~ t t 3  t r3  ~ -  ~ - e l  t ' l  ~t~ t t~  I t3  t t 3  ~t'~ t t~  t e l  cr'l tt'~ 
q q q o o o q q q q R o o q o o  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

4 4 4 4 4 ~ 4 4 4 4 4 4 4 4 4  

k~ ~ ~ N t,,l N NI t~ N N N t,q N N N N 
A b b .  ~ I b .  Z y i i u d e r  Z 6 ,  In  = :  4 ,  ~1 = 2 .  

m ( i s s e n  s i e  s o  g e r i n g e  \ V a n d s t ~ i r k e n  h a b e n ,  

d a b  k a m n  d a r a u f  z u  h o f f e n  i s t ,  d a b  s i e  b e i  
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Verwendung auch nur einigerma/3en kreisrund sind. Es wurden deshalb zun~tchst Frei- 
handversuche mit Gummizylindern gemacht, die aus etwa 0,5 mm starkem Gummi her- 
gestellt sind. Sie sind in der L~ngsnaht stmnpf geklebt und an den Enden dutch B6den 
aus Pappe ausgesteift. Dutch vorsichtiges Kleben k0nnte erreicht werden, dab diese Kanten 
scharnierartig wirkten, wie es die Theorie voraussetat. Zur Belastung dienten vorsichtig 
und m6glichst zentrisch aufgelegte Gewichte; oder die Zylinder wurden auf eine gr6Bere 
Briefwage gestellt und mit der Hand niedergedrfickt. In beiden FMlen ist das Eigengewicht 
der Zylinder bei Bestimmung der Knieklast mit in Ansatz gebraeht. Von diesen Versuchen, 
die wegen der Schwierigkeit der Kr.aftmessung auf  Genauigkeit natfirlich keinen Anspruch 
maehen k6nnen, sind in Tabelle 3 einige wiedergegeben. Die Hauptschwierigkeit scheint 
nicht in den Randbedingungen zu liegen, sondern in der Herstellung und Erhaltung der 

genauen Zylinderform. 
Ffir genauere Untersuchungen wurden 

Zylinder aus ZeUuloid gebaut 1. Das Material 
wurde in  ebenen Tafeln bezogen, in die ge- 
wtinschte Form gebracht und durch l~tngeres, 
gleichmfiBiges Erw~trmen entspannt.  Die L~tngs- 
n~.hte sind mit schw~.cherem Material dop- 
pelt verlascht und haben bei den Versuchen 
keinen merklidlen Einflug auf die Ausbildung 
der Kniekfigur ausgefibt, so dab angenommen 
werden kann,  dab sie weder zu schwach, 
noch zu steif geraten sind. Die Enden der Zy- 
linder sind durch 4 mm starke Sperrholzb6den 
ausgesteift, die mit dem Zelluloid fest verklebt 
sind. Eine scharnierartige Befestigung ge- 
lang nicht. Da die Versuchsk6rper mit einer 
Ausnahme (Z 5 a) ziemlich lang sind, ist alas 
nicht so wesentlich. Die Feststellung der ge- 
nauen Abmessungen vor den Knickversuchen 
zeigte, dab es leider nicht gelungen ist, wirklich 
kreisrunde Zylinder zu erhalten. An den aus- 

Aub . . . . .  Zyli,dor'Z S . . . .  4 . . . . .  gesteiffen Enden stimmten selbstverstandlich 
Abb. 2~a bis c. Zelluloidzylinder naeh Erreichung der 

I(nicklast. alle Durchmesser fiberein, abet in der g i t t e  
schwankten sie um I b i s  2 mm. Das hat 

natfirlich die Knickfestigkeit ungfinstig beeinflul3t. 
Zum Abpressen diente eine handgetriebene Amslermaschine mit 20o kg MeBbereich 

(Bruchlasten 28 bis 1:44 kg). Zwischen die H~tupter der Presse und den Versuehsk6rper 
wurde eine Zwischenlage aus Gummi und Pappe eingeschoben, um eine gleichm~tBige 
Druckverteilung zu erzielen. Die erreichten Knicklasten zeigt Tabelle 3, einige Knick- 
figuren Abb. 21. 

Der Auswertung ist Abb. 16 zugrunde gelegt und wieder durch Stichproben fest- 
gestellt, dab Abweichungen der Querdehnungszahl fast einfluBlos sind. Das Ergebnis der 
Versuche bestiitigt, dab die Bruchvorg~nge l~_ngsbelasteter Zylinderschalen starken St6- 
rungen ausgesetzt sind, worauf schon hingewiesen wurde. Die erreiehten 13ruchlasten liegen 
zwisehen �89 und % der Sollwerte und zeigen, welche TragfAhigkeit technisch etwa zu 
erwarten ist, wo man es auch mit K6rpern zu tun hat, die Abweichungen yon der genauen 
Form und st6rende Randeinflfisse haben. Immerhin w~tre es eine lohnende Aufgabe, die 
Herstellung der Versuchsk6rper so welt zu vervollkommnen, dab die Abweichungen yon 

Die Versuche wurden im Institut ffir angewandte Mechanik der Universit~t G6ttingen ausgcffihrt. 
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der kreiszylindrischen Form nicht mehr merklich sind. Ein geeigneter Baustoff fiir der- 
artige Versuche scheint im Zelluloid gefunden zu sein, da das Verh~ltnis des Elastizit~tts- 
moduls zur Elastizit~itsgrenze mit 2,5" IO 4 : 16o = 156 jedenfalls sehr viel giinstiger liegt 
als bei den meist verwendeten Metallen t. 

Zusammenfassend ist zu sagen, dab die in der Li teratur  vorliegenden, besonders die 
englischen Versuche, die fiir die Querkniekung aufgestellten Formeln gut best~tigen, dab 
die wenigen fiir gemischte Quer- und L~ngsbelastung vorhandenen Versuche zum Teil 
offenbar durch RandstSrungen stark beeinflul3t sind. Die L~tngsknickung, deren Bruch- 
lasten ja um Zehnerpotenzen h6her liegen als die der Querknickung, dfirfte in technischen 
Anwendungen meist iiberhaupt erst nach l~berschreitung der Elastizit/itsgrenze auftreten. 

V. Anisotrope Zylinder. 
!. (irundlagen der Spannungstheorie. Wenn die Spannungen in Richtung der beiden 

Koordinatenlinien sehr verschieden sind, so ist es oft zweckmlil3ig, dem konstruktiv durch 
aufgesetzte Rippen Rechnung zu tragen. Ist deren Abstand grol3, so hat man eine Schale 
mit elastischen L~ingstr~igern oder Spanten zu berechnen und tut  das, indem man ftir 
einen zwischen zwei solchen Tr~igern liegenden 
Schalenstreifen die Differentialgleichungen aufstellt 
und den Zusammenhang zwischen Schale und Rippen 
als Randbedingung formuliert. Wesentlich einfacher 
gestaltet sich die Rechnung, wenn der Rippen- 
abstand klein ist gegen die bei der Deformation in 
der dtinnen Schale zu erwartenden WellenlAngen. 
Dann kann man den Grenziibergang zu unendlich 
dicht liegenden und entsprechend schwachen Rippen 
machen und die Schale saint ihren Verst~rkungen 
als ein homogenes, aber anisotropes Kontinuurn be- 
handeln. Die Stabilitiit derartiger Schalen soll in 
diesem Abschnitt n~iher untersucht werden. 

Wit  fassen die Aufgabe m6glichst allgemein 
und stellen das ElastizitStsgesetz auf fiir eine Schale, 

b,Yd/xf--~ 

T 

Abb. ~2a~ b. LSngs- und Quersehnitt dutch e ine  
anisotrope Zylindersehale. 

deren Schnitte q) ---- konst und x = konst die Abb. 22 a, b zeigen. Sie besteht aus platten- 
artigen, in der Abbildung eng schraffierten Teilen und zwei Scharen von Rippen, die 
in Richtung der Koordinatenlinien laufen. Ihr  Querschnitt ist beliebig, abet innerhalb 
jeder der beiden Scharen iiberall derselbe. 

Wir betrachten zun~tchst den Schnitt l~ings einer Erzeugenden. Er  besteht aus der 
periodischen Wiederholung des in der Abbildung schraffierten Teils, dessen Breite gleich 
dem Abstand b 0 tier Ringrippen ist. Die Breite der Rippen nennen wir b~. Sie ist eine 
Funktion der Koordinate z, die von einer beliebig gew~thlten ,,Mitteifl~tche" z -= o, einem 
zu den Schalenlaibungen parallelen Zy]inder, radial nach augen gemessen wird. Ftir die 
plattenartigen Teile, die wir Gurtplat ten nennen wollen, ist b~ = b 0. AuBerdem brauchen 
wir noch die Breite b2, die ebenfalls von z abh~ingt und dadurch definiert ist, dab sie im 
Bereich der Gurtplatten = bo, sonst ----- 0 ist. Ganz entsprechende Bezeichnungen kSnnen 
wir ffir den Schnitt  x = konst einfiihren, wollen da aber alles in Winkelmal3 ausdriicken. 
Es ist also 8o der zum Abstand zweier L~ngsrippen geh6rende Zentriwinkel,/~1 die Winkel- 
breite dieser Rippen u n d / ~  ffir die Gurte =/~o, auBerhalb derselben = o. 

Mit Hilfe dieser Querschnittsabmessungen definieren wir zwSlf GrSgen, die das 
elastische Verhalten der Schale beschreiben sollen. Die Integrale sind stets fiber die ganze 
Schalenst~rke zu erstrecken: 

z Zahlenangaben nach G. Mesmer~ Techn. Mech. Thermodyn. i (193o) S. 97- 
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Dehnungssteifigkeit en : 

Schubsteifigkeiten : 

Momente erster Ordnung: 

Biegungssteifigkeiten: 

Drillungssteifigkeiten: 

Dw = ~o b~dz, D~ = ~o f l~ -~ - -dz ,  

D ,~  -- -~o b~dz, Dx~ - -~o " fl,--~---dz, 

S .  ---~o b xzdz ,  Sz - -  flo fll 

E f E f a-bz . Sr : ~ .  b2zdz,  S ,~  : ~o fl~--~ zaz ,  

= = Wo 

= = V o  

(44) 

Diese Steifigkeiten sind nicht alle unabhfingig voneinander; denn wlihrend bffb o und flx/fl0 
nichts miteinander zu tun haben, bezeichnen b 2 und/%, beide dasselbe, n~mlich die Lage 

b2 fl~ , und damit ergeben siCh, wenn manin  den rechts stehenden tier Gurtplatten. Es ist b-~ = fl--~ 

Formeln die Integrale in zwei Summanden spaltet, die Beziehungen 

I I 
Dx~ ~ D ~  + A S ~ ,  S ~  = S ~  + -a K ~ ,  

und wenn man wie frtiher f z  3 dz vernachlassigt, folgt ferner 

In den Formeln (4 a bis h) sind ffir die isotrope Schale die L~ngskrAfte, Schubkrafte 
und Momente definiert. Diese Definitionen mfissen ffir die Schale mit Rippen und mehreren 
Gurtplat ten natiirlich entsprechend abgeandert werden. Bei den L~ngskr~ften und Biege- 
momenten ffigen wir einfach den Faktor  bx[b o oder flxfl0 unter dem Integral ein, bei den 
Schubkr~ften und Drillungsmomenten b2/b o oder fl2/flo entsprechend der Annahme, dab 
sich die schmalen Rippen nicht an der Aufnahme yon Schubspannungen beteiligen k6nnen. 
An dem in (I) niedergelegten Gesetz vom Ebenbleiben tier Querschnitte und den daraus 
folgenden Formeln (3) halten wir lest. Dagegen wollen wir uns das Hookesche Gesetz (5) 
dadurch vereinfachen, dab wit v = o setzen. Diese Vernachl~ssigung der Querdehnung 
hat sich bei der isotropen Theorie ffir die in dieser Arbeit behandelten Lastf~ille als un- 
gef~hrlich erwiesen, so dab wir von tier damit verbundenen Erleichterung der Rechnung 
gem Gebrauch machen werden, doch ist vor einer Anwendung der Formeln auf andere 
Fiille die Zul~ssigkeit der Vereinfachung erneut nachzuprfifen, da der EinfluB der Quer- 
dehnung gelegentlich sehr merklich werden kann, wie z. B. bei der Knickung des langen 
tordierten Zylinders 1. 

Drtickt man mit (5) und (3) die Spannungen in den Definitionsgleichungen der Schnitt- 
kr~fte durch die Verschiebungen u, v, w der MittelflAche aus, so erhAlt man z. B. fiir Nz: 

N~ = -[3ol t51 a~ a +a-z dz -- E fl: -- z 0 )  - a dz = -a D~u' -- -d~ S~w" . 

Ganz iihnlich verl~uft die Rechnung bei den sieben andern Schnittkrliften und liefert 
das folgende Elastizitiitsgesetz der anisotropen Schale: 

1 E. Schwerin, Proc. 18t Int. Congr. appl. Mech. Delft (1924) S. 264. K. v. Sanden u. F. T61ke 
lng.-Arch. 3 (1932) S. 62. 
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N v  = D~'V" + Sq~ W + ~ 21- K~p w + a 

" - S w-Z': N~ = D~-~ ~ a~' 

-~I  u ' + v '  

u ' + v '  
N~ ~, = -~- 

S~" - ~' + ~ ~ ' ' '  ~ +  ~""1 a~ + K~ou' a~ ] '  

, , ' -  ~ ' +  ~ ~o'" ~'" + - w " 7  S ~  a~ + K ~  an ], 
(45) - - S  v ' + w  w+w'"  

M .  = ~ a + K w  an ' 

u I Wtt 
M~ = - - S ~ - a + K ~ -  ~ ,  

M ~  ~ ----- ~ - -  S~ ~ - - - Z - -  + K ~  u" - V'a2 + 2 w'. , 

I [ u ' + v '  ~ ' - r  1 M~. = - ;  - -  S ~ - ~ - - -  + K ~ ,  a2 " 

Wenn die Schale isotrop ist,, so werden alle D und alle K untereinander gleich, k6nnen also 
ohne Index geschrieben werden. Die Momente erster Ordnung verhalten sich verschieden. 
Ihre Definitionsgleichungen liefern flit die einfache, rippenlose Schale S~----S~, = o,  

K 
S~ ~-S~--- -"7"  Setzt man das ein, so stimmen die Elastizit~itsgleichungen (45)mit (7) 

iiberein, wenn man dort v----o setzt. 
Die Anisotropie, die wir hier behandeln, ist nicht die allgemeinst m6gliche. Ihre Be- 

sonderheit besteht darin, daB in den Formeln der Liingskr~fte keine Schubverzerrungen 
u', v' vorkommen, w~hrend die SchubkrMte von den Dehnungsgr6Ben u', v" und w un- 
abh~ngig sind. Ebenso erzeugen Biegungsmomente keine Verwindung, Drillungsmomente 
keine Kriimmungs~inderung. Das liegt daran, dab unsere Koordinatenlinien und die Ver- 
st~trkungsrippen parallel laufen. Wo das nicht der Fall ist, kompliziert sich die Theorie 
noch welter. Das dutch die Formeln (45) dargestellte elastische Verhalten ist im 
wesentlichen dasselbe wie die yon Huber als Orthotropie bezeichnete Anisotropie yon 
Platten 1. 

2. Das Stabi|itfi/skriterium. Die Gleichgewichtsbedingungen der Kfiifte am Schalen- 
element sind bei anisotropen Schalen nicht anders als bei der isotropen, also nach Elimi- 
nation der QuerkrAfte die Gleichungen (I5a bis d). Die vierte erweist sich auch hier als 
IdentitAt, wenn man nach (45) die Verschiebungen einffihrt, w~ihrend die drei andern 
die folgenden homogenen Differentialgleichungen Iiir u, v, w geben: 

D| " + �89 ~ - -  Sw~a + K~,~) u'" - -  p a S u " . +  �89 (Dw~a 2 + Sg, xa)v" - - S . a w "  

--  ~(Swxa --  K~,)  w"" + paaw  ' = o, 

-~D,~, a2u '" + (Dv a ~" + S~,a)v'" + �89 (D~xa2 + 3 Sv~a  + 3 K~,x)v" - -  Pa~v  " - -  Sva  w"" 

+ D~ a s w" -- (S** a + ~ K ~ )  w"" = o, 

( - -  Sq,, a + �89 Kw | u"" - -  Sx a u'" + 2b a s u' - -  S,p a v"" + D~, a ~ v" - -  (Sw ~ a + ~ Kw | v"" 

+ K~w:: + 2 K ~ w " "  + K ~ w " - -  2(S~,a --  K~) w " +  (D~a ~ - -  S~,a + K,,)z, 

+ p a ~ w  + # a a w  "" + Pa~w '' = o, 

die wieder durch den Ansatz (18) in drei lineare Gleichungen ftir die Amplitudei1 A, B, O 
iibergefiihrt werden k6nnen: 

x M. T. Huber~ Verb .  2. I n t .  K o n g r .  t echn .  Mech.  Ztir ich (1926) S. 397. 

34 
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A [2D| ~ + D ~ a ~ m  ~ -  S~, ,am ~ + K~,~m ~ -  2paam ~] + B [-- D~,a~2m] 

+ C[- -  eS~a~  3 -  S ~ a g m  ~ + K , ~ 2 m  ~ -  2pa~2] -~ o, 

A [-- D~,a~,~m] 
+ B[2D~a~m ~ + 2 S ~ a m  ~ + D~,aa;t ~ 

+ C [2 S~ a m a + 2 D~,a ~ m + 2 S ~ a , ~ m  

A [ - - 2  

+ 

+ 

+ 

+ 2 S ~ , a ~  ~ + K ~ , 2  ~ -  2 P a ~  ~] 

+ K~re,~2m ] ~ o, 

S ~ a 2 m  a + K ~ 2 m ~  -- 2S~a~ ~ -  2 pa~ 2] 

B [ 2S~am~  + 2D~,a~m + ' 2 S ~ . a 2 ~ m  + K ~ , ~ m ]  

C[2K| ~ + 4 K ~ ,  2~m~ + 2K~ m~ + 4 (S~a -- K~.) m a 

2 (D,a  ~ --  S~,a + K,,) -- 2 p a  a (m ~ -- I) - -  2 PaZ;t ~] = o. 

(46a--e) 

Aus den neun Koeffizienten dieses Gleichungssystems wird in bekannter Weise die Knick- 
determinante gebildet, deren Verschwinden die Knickgrenze anzeigL Eine Auswertung 
der Knickbedingung in Diagrammen, wie sie fiir den isotropen Zylinder vorgefiihrt wurde, 
scheitert hier an der groBen Zahl unabhfingiger Verlinderlicher. Wenn man eine Schale 
hat, die in beiden Richtungen Rippen besitzt, so bleibt nichts anderes iibrig, als die der 
Konstruktion zu entnehmenden numerischen Werte der Steifigkeiten bier einzusetzen, 
damit die Determinante zu entwickeln und nach dem Muster der Abb. 12, 15 oder 17 
fiir den speziellen Fall ein Diagramm zu entwerfen, aus dem die Knlcklast entnommen 
werden kann. 

3. Schale mit nut e i n e r  P l a t t e  und Ringrippen. Wir wollen die in Abb. 23 dargestellte 
Schale, die nur  Ringrippen hat, als Sonderfall herausgreifen und nliher untersuchen. Als 
F1/iche z = o w~ihlen wit die Mittelfl~tche der Platte. Zu ihr ist der Querschnitt symmetrisch, 

und es wird S ~ = S ~ = o  und S~--  ~ , S ~ - -  ~ . Dutch das Fehlen der L~ngs- 

z-o~ rippen treten noch weitere Vereinfachungen ein, die man 
4:_~/////~<~/~///////~/~///////m ,~ leicht aus (44) abliest: 

I v . . , a . a  I~l 

Abb. e3. L~tngsschnttt durch einen 12 
Zylinder mit  Ringrippen. 

Dagegen bleiben D~ und Ke  yon D und K verschieden. 
Die Determinante der Gleichungen (46) vereinfacht sich dadurch bedeutend und fiihrt zu 
folgender Knickbedingung: 

[2,~2+m2+ km2--2ql m ~] [-- ,~m] [-- 2k]~ 3 + k]~m ~ -- 2ql;t j 

[--~mJ [2d~m2+;t2+3kg2--2qjtZ ] [2d~m+ 3h,~m] 

[-- 2k2 a + k2m 2 -- 2q~] [2d~,m + 3k~2mJ [ 2 d ~ + 2 k ( g ~ + 2 ~ m  2) = o. (47) 
+ 2kq,(m 4 -  2m~+I )  
- -  2 q~ (m~- i) --  2 q~;t2] 

Darin sind in Ergitnzung der Formeln (16) noch zwei weitere Dimensionslose eingeftihrt : 

K,  d ,  D, k ~ =  Da2' = ~-" 

Beim Entwickeln der Determinante hat man wieder zu beachten, dab k ~ I und k ,  -~  I 
ist, w~ihrend man d~ nicht gegen I vernachl~tssigen darf. Die Knickbedingung erhAlt die 
Form 

q + c~ k + ~ k~ = c~ ql + c4 q2 (48) 
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mit den Abkfirzungen 

c z ~ d~ ~*, 

c, ~ ~ ( ~  + 2 m  ~) + d ~ m ~ [ 2 ( ~  ~ -  z )  ~ + 2 (m*-- z) ~ + 5~3m*--  2] 

~ -- (m~ - ~)~ [~ + d. (2 ;~* + m ~) m~], 

c~ --- ~* m* + d~ (2 ~* + m*) m~ -- d~ (3 ~* + m*) m*, 

Die Formeln sind fiir ein Zahlen' 
beispiel ausgewertet und in 
Abb. 24 aufgetragen worden. 
Man erkennt aus dem Diagramm 
deutlich den Gewinn an Trag- 
flkhigkeit dutch die Rippelx und 
die dutch die Ringversteifung 
verursachte Verkleinerung der 
Ringwellenzahl m. 

In den meisten F~llen wird 
man Verstitrkungsrippen lieber 
einseitig anbringen, um wenig- 
stens auf einer Seite der Schale 

d 

g , 

-1 

- d  

(489 

/ 
~'ue,"..~ndte 

.7, 
m 

i - -  ] ]  ' - - - -  

.E,  " ,~12 
_I - .  * c,Wd 

- 

eine glatte Fl~che zu behalten. -1 a 7 2 s ~' ,r~. 51a~ 
Abb. 24. Knickgrenze ffir einige anisotrope Zylinder unter AxiMlast trod Mantel. 

Dann ist S~ + o und fibt auf d~,ek, it = o,5, v = o. Ffir negative ql geben die Kuxwen nicht die kleinst~ 
Knieldast, da die Zylinder dann mi t  n > x knieken. Rippenh0he fflr Quer- 

die Knicksicherheit einen sehr sehni t t  l i s t  3o + r= + 30 = 72, fiir Q u e r s c h n i t t l l :  t5 + x~ + t5 = 4z ,Bte i t e= tS .  

wesentlichen Einfhfl3 aus. Um 
ihn kennen zu lernen, wurde auch fiir diesen Fall die Knickbedingung aufgestellt und 
ffir die Querschnitte I a  und l b  der Abb. 24 nmnerisch ausgewertet. Ia  hat die Rippen 
auf der AuBenseite, Ib auI tier Innenseite der Schale, und beide sind so gew~ihlt, dab sie mit 
Querschnitt I im Fl~cheninhalt und im TrAgheitsmoment ffir die wagerechte Schwer- 
achse (also nicht in K ,  !) iibereinstimmen. Die Abbildung zeigt, dab dadurch noch ein 
weiterer Gewinn an Tragkraft  erzielt wird. 

Vl.  Knickung  unter exzentrischer L~ingsbelaslung.  

In diesem Abschnitt sol1 ein Versuch gemacht werden, fiber die Betrachtung rotations- 
symmetrischer Spannungszustt~nde hinaus zu kommen. Es wird daher der einfachste un- 
symmetrische Spannungszustand nither untersucht,  ohne Rficksicht auf 
die unmittelbare technische Verwendbarkeit der Ergebnisse. Gegenstand 
der Untersuchung ist eine Kreiszylinderschale, die an ihrem obern und 
untern Rand Belastungen 

P -= Po + Pz cos 9 (49) 

tr~gt (Abb. ~5) und denselben Randbedingungen unterworfen sein soll, 
die wir schon in Abschnitt l [  benutzt  haben. Der Belastungszustand 
ist zweiparametrig, wie dort, und wir beschreiben ihn wieder durch 
zwei Dimensionslose 

-Po P~ 
q0 = -b-' ql = ~- -  (50) 

q-~ W _  O 

I 
I 
I 

Abb. 25. Belastung der 
Zylinderschale. 

Die Differentialgleichungen des Problems erh~tlt man, indem man in (I7) die neuen Lasten 
einfiihrt. Dabei mui3 man sich natiirlich davon fiberzeugen, dab bei der Herleitung nirgends 

3 4 *  
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N~ oder P" v o r k o m m t ,  die hier  n icht  m e h r  Null  sind. Man erh~ilt 

U" + x - -  v- 92" -+ I + v v '  " -~  v w '  J r  k ( I - v . . . .  u'" - -  w "  "-~ 1--v )w,.. 
2 2 2 :2 ~ O ~  

2 2 -- -- qov"-~ qlv"cos  ~0, (5I) 

vu'  + v" + w + k (  I - v u ' ' ' -  3 - V v " "  + w ' '  + 2w""  + w': + 2w" 

+ qo w't =- - -  qx w" cos q0. 

Die Gleichungen unterscheiden  sich von denen symmet r l s ch  be las te te r  Zyl inder  grunds~tz-  
lich dadurch,  dab  nicht  m e h r  alle Koeff iz ienten  kons t an t  sind. N i t  dem Ansa tz  (18) k a n n  
das S ys t em daher  nicht  m e h r  befr iedigt  werden.  W~hl t  m a n  dagegen den a l lgemeinen 
Ansa tz  (22), so zeigt sich, dab  wieder  ein Zerfall  der  D e t e r m i n a n t e  e int r i t t ,  jedoch nicht  
in m .n Teile, sondern nur  in n De te rminan ten ,  deren jede unendl ich viele Reihen hat ,  wenn 
man  die S u m m e n  der Ans~ttze bis eo ers t reckt .  Es  geniigt  daher ,  mi t  dem Ansa tz  

' ZA u = cos ~-~- ~ cos mq), 
o 

co 

�9 2 ( v --= sin Jl ~- B m sin m ~,  ~ = n ~ 7- (52) 
1 

oo 

m COS m ~ 
0 

zu arbei ten ,  wobei  sp~iter wieder  tiber ,~ geeignet zu verf/ igen ist, und  m a n  ha t  dann  als 
Kn ickbed ingung  eine unendl iche D e t e r m i n a n t e  zu diskut ieren.  

Durch  Einse tzen  des Ansatzes  in die Different ia lgle ichungen und  U m f o r m u n g  der 
rechten  Setten findet m a n  

Z [ A , ~ I - ~ '  I - - V m ' - - k I - - V m ~ l J r "  2 2 
~1 = 0 

co 

= - -  ql ,~2~_.~ B~  sin m ~o cos 9 
m=l 

co 

qt~  (Bin_ 1 + B~+I) s i n m  qo mi t  B o = o ,  

Z E/I~E--V~.-~-k (--~,3-~ I------2~v ~.m2)l-}- B~Em + k ~ -  K A ~  1 
t1't~ = 0 2 

+ C,n[I  + k ( ~ 4 +  2 t ~ m  2 + - m  4 -  2 m  ~ + I) - -  qo;t2]] cosmqo 

----- ql ~2 Z Cm cos m ~ cos 9 
m = 0  

--= ~- ql ;t2 F-~ (Cm_~ + Cm+~) cos m q0 + C0 cos ~o 

mi t  C_~ = o. 
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Diese Gleichungen stellen t r igonometr i sche  En twick lungen  dar,  zu deren ident ischem Ver- 
schwinden es n6t ig  ist, dab  jeder  Koeff izient  einzeln verschwindet .  Man erh~lt  so fiir 
jedes ,m drei l ineare Gleichungen,  in denen aulJer den u n b e k a n n t e n  Ampl i t uden  A,~, 
Bin, C,, auch noch die zu den Indizes  m --  I und  m + I geh6renden v o r k o m m e n .  

Wenn  m a n  die D e t e r m i n a n t e  des Gle ichungssys tems  aufstel l t ,  so zeigt sich, dal3 sie 
nicht  konvergier t .  Auch Durchdiv id ieren  jeder  Gleichung mi t  einer geeigneten Po tenz  
yon m schaff t  keine Abhilfe.  Dagegen k o m m t  m a n  zum Ziele, wenn m a n  iedes Gleichungs- 
t r ipel  du tch  E l imina t ion  der A, ,  und  B . ,  in eine Gleichung zusammenz ieh t .  Man erhAlt 
dann  folgendes Sys tem:  

Coo 2 Co + Col C1 = o ,  I 

I clo 2 Co + cn C1 + cls Cs + cl 3 Cs o, 

c20 2 Co + c21 C1 + cs~ C~ + c23 C a + c~4 C4 o ,  (54) 

c31C1 + c32C2 + c ~ C  a + c a C  4 + c35C5 = o , [  

J Cm, m_~ C~_2 + c~,,~_i Cm-1 + c~,~ C,, + cm,,~+l C~+1 + c~,,~+~ C,~+~ = o .  

Die Gleichungen sind fiinfgliedrig und  bi lden wieder  ein homogenes  Sys tem.  Bei  der Be- 
rechnung der Koeff iz ienten ist wieder  zu beachten ,  dab  k, qo, ql sehr klein sind, wlihrend m 
u n d  ~ sehr grol3 werden  k6nnen,  ~ auch sehr klein.  Bei  der  Vernachlass igung kleiner  Glie- 
der im Laufe  der Rcchnung  ist j e d o c h e i n e  gewisse Vorsicht  geboten,  da  sich gelegentl ich 
be im  Subt rah ie ren  Glieder wegheben,  gegen die m a n  dann  nat i i r l ich die nachs tk le ineren  
nicht  vernachl~issigen darf.  Die Koeff iz ienten der  ers ten beiden Gleichungen haben,  wie 
m a n  aus (50) erkennt ,  verschiedene Unregelmal3igkei ten und  miissen deshalb  ge t renn t  aus-  
gerechnet  werden. W e n n  m a n  auf  alles das Rticksicht  n immt ,  f indet  m a n  nach l~ingerer 
Rechnung:  

Coo = (I - -  v ~) + k (~4 _ 2 v ~ )  - -  qo ~t2, 

Col = -- ql 22, 

C10 = - -  ( I  - -  V2) s q l  [ 2  (2  - t -  ~V) 210 "-{- ( T 8  - ~  3 V - -  V 2) ~8 ._~ 2 ( I  4 - -  2 V - -  V 2) /~6 

+ ( I 8 , - 9 v - - v s ) ~ 4 + 4 ( I - - V ) ~ + 4 k  ~12], 

c n  = 2 ( I  - -v )[ (z - - -v )~[2(2+3v+vs)~s+(IO+9v--2vs- -v3)~6+4(I - -v2)~r  ~ 

+ (i - -  v) k [2 (2  + v) 213 + (30 - -  v - -  9v~)~~  + 4 ( I  - -  v) k s~14 

- -  2 (I - -  v) qo [(2 + v) a 1~ + 4 (I - -  ~') g~2] + �89 (2 "~ "~,J) q[ ~10J, 

cls ---- - - ( I - - v )  q l [ ( I - - v ) [2 (2+v)~ lo+(22+9v+vs)2s+(4o+3r- -4vs__vs )~  

+ (27 - -  I I  v + 4vs)~4 + 6 ( I  - -  v) 22] + 2(4 - -  v) k 2 ~  + 4kS~X~], 

- v q~ [2 (2 + v) 2 ~~ + (12 - -  5 v - -  5 v s) 2s + (9 - -  I I  v + 2 v a) ~6 + 2 (I - -  v) ~ 24 618 - -  2 

+ 4 k ~t~], 

c ~ . . , ~  - ~ (1  - v )~q~[ (~  - , )~a~ ~ - ~  • (~ - v)~a'm-~ + 2 ( ~ -  5v  + v3) a~m -~ 

•  2 ~m - 9 +  (24 - - 1 2  v - -  I I  V s + 2 v  s + r  a ) ~ s m - l ~  

• (24 - -  4 v  - -  5 v  s - -  2 v  s - -  v ~) 2 s m - n  + 4 (8  + 2 v  - -  3 v  ~ - -  v a) 2~Om-~ 

• 16(2 + V)~I0 m -13 -~- 4(2 + v)~2~2m-Xi • 4(2 + v)s212 m - l ~ ] ,  

cm,,,~: x - -  - -  -~ (I - -  v)3ql [(I  - -  r ) ~ 2 m - a  - -  2 ( I  - -  v)~tsm -e  ~ (I - -  V ) ~ 2 m - 7  

+ ((25 - v - 7 # - v~) ~ + (~ - v) ~ )  m - ~  ~ 2 (~ - v) ~ m - ~  

+ 2 (~ 9 + 7 v - 3 v s - v 3) ~s m-~0 + (I - v) ~s m - n  + (28 + 20 v + v ~ - v ~) ~ o  m-l, .  

+ 2 (2 + v) s ~ s  m - ~ '  - 2 (2 + v) s ~i~ m - x ~ ] ,  
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c . . . . .  = (z _ ~,)2 [(z _ r)2 (i  + ,,) [(~ - , , )  ,~' m - ~  + (2 ( 3 - , , - , ,  3) ~ - 3  (I -~ , )  ;t') m-xo  

+ ((12 + 4 v - -  3 v  ~ - -  # )  ~8 _ 626 + 3(1 - -  v) ; t ' ) m  -x2 

- -  2 ( ( 2  + v ) 2 2  a~ + 2 ( 2  + v )%s  + 26)  m - 1 6 ]  

+ (~ - v) k I(~ - v ) .  ~ + (2 (5 - -  3 v - -  r~) ~.~ - 5 (~ - v)) m - ~  

+ ((42 - -  IOV - -  I I r  2 - -  v ~) 2 '  - -  2(19  - -  1 3 v - -  v 2) 2 2 + I O ( I  - -  v ) ) m - '  

+ (2 ( 4 8 + 4 v  - i x v  2 - 2ra)% e -  (I24-44v-2Ie~+vz) 24+4(I5--IZv+2v2)2~ 
_ i o ( i _ v ) ) m - 6 +  ((i29+'47v_i8,,~_6va)%s_2(io8+7v_24v~_ 5 v s +  v4) %e 

- 4 (r3 - I2  v + 4 v2) ~2 + 5 (I - v)) m - 8  + (2 (5I + 3I  v - -  v 2 - 2 v 3) 2 I~ 

- -  ( 1 9 9  + 1 2 1  v - -  8 v z - -  2 8  v '~ - -  4 v~) 28 + 2 (13 - -  13 v + 5  v 2) 2 2 -  ( I  - - v ) )  m - 1 ~  

+ ((44 + 3 6 v  + 5 vg - -  v z) 212 - -  2(43  + 5 8 v  + 2 8 v  2 - -  3 v  3 - -  3 v  4) 21o 

- -  2 ( 3 - - 3 v  + # )  2 ~) m - 1 2 +  (2 (2 + v ) 2 2 1 ' -  ( 2 0 + 4 0  v + 3 7  # +  I I  v 3) 2 ~)  m - ~  

- -  2 (2 + v) ((2 + v) ~ a  + 2 (3 - -  2 r - -  3 v~) gxa) m - ~ , ]  

+ 4 (I - -  v)kZ[(I  --- v) 2 z. I + (9 - -  6v - -  ,,2)~.4m-a + ( 3 4 -  I3V - -  5 vz) 2era -~  

+ I O  (7 - -  r - -  ~,2) ~8 m - - 6  + 5 ( I 7  + V - -  2 V 2) ~10 m - - 8  + (6x + 14 v - -  5 # )  2xz m-~O 

+ (24 + 9 v - -  v 2) Z~ m -a2 + 2 (2 + v) ~ e  ( m - l ,  _ m - l ~ ) ]  

+ 4 (I  - -  ,,) k* [ ( I  - -  r) ) 4 .  I + 2 (4 - -  3 v) 2e m-2 + 3 (9 - -  5 v) 2 s m -~ 

+ i o  (5 - -  2 v) 2 1 ~  5 ( i i  - -  3 v) 212 m-S + 6 ( 6 - -  v) 2 ~4 m -1~ + ( 1 3 - v )  ~.~e m-X2 

+ 2 2~S(m-~a - -  m-~e)] 

- -  ( I  - -  v ) q o [ ( I  - '  v ) 2 2  m -a  + 2 ( ( 4  - -  2 v - -  v ~) 2 '  - -  ( I  - -  v ) 2 2 )  m -n  

+ (2 5 - -  V - -  7 ~)2 __ ~)3)/~6m--8 + 2 ( ( I  9 + 7 V - -  3~ )2 - -  ~3)~8 + (X - -  2))2 2) m -10 

+ ((28 + 2 o r  -~ v 2 - -  vs) 2 ~~ - -  ( I  - -  v)2Z)m -lz + 2(2 + v)22a2(m -~ '  - -  m-Xe)] 
.~_ 2 ?l q~ [~ (z - v)22 ' ,z-~ + (4 - 5v + r~)a*m-" + ~ ( 2 4 - -  I2V - -  I IV ~ + 2v n + ra)~tSm -~~ 

+ 2 (8  + 2 v - -  3 vz - - v  3) 2X~ + 2(2  + v )2212m-~] ] .  

D i v i d i e r t  m a n  a l le  K o e f f i z i e n t e n  d u r c h  (I  - -  v)* (k + 422k a + 421kS), a lso  d u r c h  e ine  Zah l ,  
d i e  w e d e r  N u l l  n o c h  u n e n d l i c h  w e r d e n  k a n n ,  so erh~ilt  d ie  K o e f f i z i e n t e n d e t e r m i n a t e  d ie  
F o r m  e ine r  N o r m a l d e t e r m i n a n t e :  

t �9 
I + COO C01 

C~0 I + C~1 C~2 C~3 
t v r t 0 

C20 C21 I + c22 c~a c~4 
t �9 ,v I c~ c32 I + c,3 c,~ 

c;2 c h  I + c~  

A = v 
635 

t 
C45 �9 �9 �9 
�9 , 

(56) 

Die  n o t w e n d i g e  K o n v e r g e n z b e d i n g u n g  i s t  e r f i i l l t  : Z c'~,~ k o n v e r g i e r t  a b s o l u t ,  d a m  -2  d ie  
a, fl 

h 6 c h s t e  in  d e n  c~,~ v o r k o m m e n d e  P o t e n z  v o n  m i s t .  W i r  s i n d  a l so  b e r e c h t i g t  zu  d e m  
Sehlu l ] :  D a s  h o m o g e n e  G l e i c h u n g s s y s t e m  (54) h a t  d a n n  u n d  n u r  d a n n  e in  n i c h t  t r i v i a l e s  
S y s t e m  y o n  L 6 s u n g e n  m i t  k o n v e r g e n t e r  Q u a d r a t s u m m e  ( n o t w e n d i g e  B e d i n g u n g  f i i r  d ie  
V e r w e n d b a r k e i t  de r  C ~  a ls  F o u r i e r k o e f f i z i e n t e n  !), w e n n  d ie  D e t e r m i n a n t e  des  S y s t e m s  
v e r s c h w i n d e t .  U n s e r e  K n i c k b e d i n g u n g  l a u t e t  a l so  

A = o .  (57) 
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Wie die Gleichungen (55) zeigen, ist die numerische Auswertung einigermal3en mfihsam, 
allerdings nicht ganz so schlimm, wie es auf den ersten Blick scheinen mag, denn 'in den 
Koeffizienten c~,.a kann man, je nachdem, ob 2 < I oder 2 > I i s t ,  jedesmal eine ganze 
Menge yon Gliedern vernachl~ssigen. 

Um einen Einblick zu gewinnen, wie die Dinge aussehen, wurden fiir ~ --  I ,  k = IO -e 
die Koeffizienten berechnet und die Determinante ausgewertet. Dabei genfigt es, diese 
durch ihren neunten Abschnitt  zu approximieren. Man kommt dann, wenn man alle un- 
bedeutenden Glieder streicht, auf eine Gleichung drit ten Grades in q~, aus der man es ffir 
gegebenes q0 ausrechnen kann. Das Ergebnis zeigt Abb. 26, in der q0 und ql als recht- 
winklige Koordinaten aufgetragen sind. Die Abbildung lehrt, dab man die Knieksicherheit 
nach der Beanspruchung der am st~irksten gedrfickten Faser, max N~ = - - D  (qo + ql), 
unter  Verwendung der Formeln ffir die drehsymmetrische Belastung tmgefiihr beurteilen 
kann (gestrichelte Linien in Abb. 26). Allerdings ist die Genauigkeit nicht bedeutend, doch 
bleibt man mit dieser Niiherung immer auf der sichern Seite. Ffir zentrischen Druck (q, = o) 

I/f f I, 
Abb. e6. Knickgrcnze ffir die nach Abb. 25 be- 

lastete Sohale. k = xo-e, v = ~-. 

eine Knickbelastung ist, wurden 

ist die Ringwellenzahl m = 6. Wenn ql �9 o ist, so wird 
die Verformung durch eine Fourierreihe dargestellt, in 
der das sechste Glied das st~trkste ist, so dab die L/inge 
einer Halbwelle auch dann un- 
gefiihr �88 Durchmesser betr~gt. 
Die VerAnderlichkeit der LAngs- 
kraft  N~. innerhalb der am st~irk- 
sten gedrfiekten Halbwelle ist 
verh~iltnismaBig um so gr613er, je 
kleiner die Druckzone im Zylinder 
ist. Dementsprechend weicht in 
Abb. 26 die gestrichelte Linie urn 
so mehr yon der ausgezogenen ab, 
je kleiner q0 und je gr6Ber ql wird. 

Ff i rdieBelas tungqo=8,o.  IO-*, 
ql = 1,67" lO -8, die naeh Abb. 26 
die homogenen Gleichungen (54) 

Abb. 27. Qucrschnit t  durch 
die symmetr ische  Knickfigur  
eines nach Abb. 25 belasteten 

Zylinders. qo = 8,o.  xo-4, 
ql = x,67 "x~ k = io -6 ,  

v = { .  

aufgel6st. Die Durch- 
biegungen w, die natiirlich nur bis auf einen gemeinsamen Faktor  best immt werden 
kSnnen, sind in Abb. 27 dargestetlt. Die Fourierreihe, a u s d e r  sie berechnet sind, heil3t 
in ihrem wesentlichen Teil 

w . . . .  + 0,03205 cos 3 9 + 0,320 cos 4 9 + I,ooo cos 5 9 

+ I,IOO cos 6~0 + o,53o cos 7 9  + o,1283 cos 8 9 + �9 �9 �9 

Das erste und letzte der bier mitgeteilten Glieder sind sckon recht klein. Der Gedanke 
liegt nahe, zur angen~therten Berechnung der Knicklast die Summen im Ansatz (52) nur 
fiber drei oder vier aufeinander folgende Indizes zu erstrecken, die natfirlich geeignet aus- 
zuwiihlen sind. Eine solche Rechnung f/ihrt auch tats~ichlich zum Erfolg und ist zur Nach- 
prtifung der Abb. 26 verwendet worden. 

Unser Ansatz (52) ist nicht die allgemeinste L6sung unserer Aufgabe. Wir gewannen 
ihn aus (22}. Das ist auch nicht tier atlgemeinste Ansatz fiir die Knickung unter  zentral- 
symmetrischer Last, sondern man kann noch ebensoviele Glieder hinzuffigen, bei denen 
cos m q0 dutch sin m q0 ersetzt ist und umgekehrt.  Wegen des vollst~indigen ZerfaUs der 
Determinante, durch- den wir im Abschnitt II schlieBlich auf  die Benutzung nur eines 
Gliedes yon (22) gefiihrt wurden, ist dort die Erweiterung des Ansatzes bedeutungslos, da 
die neuen Glieder durch geeignete Drehungen des Koordinatensystems in die alten fiber- 
gehen. Im vorliegenden Falle, wo die Determinante nicht so weitgehend zerfifllt, mfissen 
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wir aber noch den Ansa tz  
CO 

~* = cos Z ~- ~ A ~, sin .**,  
1 

OO "Z v -~ sin ~ ~ B,,~ cos m ~ ,  
0 

co 

w --  sin ,~ ~ C.,  sin m ~  
1 

(58) 

n~her untersuchen.  E r  stellt Knickf iguren dar,  die zur Symmetr ieebene der Belastung 
ant imetr isch sind, withrend die zu (52) geh6rigen Deformat ionen dieselbe Symmetr ie  

haben wie die Lasten.  Eine  Kombina t ion  beider AnsAtze ist n icht  
n6tig, da sie du tch  Determinantenzerfa l l  wieder ge t rennt  werden. 

Wir  haben  also ur~sere Aufgabe vollst~tndig gel6st, wenn wir die 
mit  (52) ausgeffihrten R e c h n u n g e n  mit  (58) wiederholen. Setzt  
m a n  die Verschiebungen in die Differentialgleichungen ein, so 
ergeben sich lineare Gleichungen ffir die Koeffizienten, die sich ffir 
m = o und  m = I wesentlich, sonst nur  durch  Vorzeichen von den 
frtiher erhal tenen unterscheiden.  Fi ihr t  man  - - B  m s ta t t  B ~  als 

Abb. 28. Querschnitt durch Unbekann te  ein und  multipliziert  noch die mit t lere Gleichung 
die antim~trisohe KniekfiSur jedes Tripels mit  --  I ,  so ha t  man  diese Vorzeichenunterschiede eines Zylinders mit denselben 
Lasten und Abmessungen wie ganz beseitigt. Das  fiir den symmetr ischen Ansatz  beschriebene 

in  Abb. 27. 

Eliminat ionsverfahren ffihrt dann  zu einer Normalde te rminante ,  
die sich yon  der durch  (55) und  (56) beschriebenen nur  dutch  die ersten beiden Zeilen 
unterscheidet.  Deren Koeffizienten heiSen 

C 0 0 ~  I ,  C01 = C10 = O ,  

711 = c n  - -  1 6  (I :-- v) q~ ~t 2,  (55' )  

c12 ---~ clz, cza = c13 �9 

Ffihrt  man  die Rechnung  flit dasselbe Zahlenbeispiel dutch,  so erhiflt man  die gleiche 
Knickgrenze,  weil die ersten Zeilen der De te rminan te  numerisch keinen Einflul3 haben.  
Das  hiingt dami t  zusammen,  dab in der Knickf igur  die ersten Fourierkoeffizienten klein 
sind. Man erhal t  daher  auch ffir AM und  Cm dieselben, ffir B m die entgegengesetzt  gleichen 
Wer te  wie im symmetr i schen  Fall. Der  Antei l  w der Verschiebungen ist in Abb.  28 auf- 
getragen.  Man erkennt  auch bier, wie der Zyl inder  auf der Zugseite gla t t  bleibt und  erst 
in der N~he der Nullinie anffingt, sich merklich zu verbiegen. 

D a  die Knicklas ten bei symmetr i schem und  ant imetr i schem Fal l  dieselben sind, so 
ist bei Versuchen zu erwarten,  dab sich beide Knickfiguren fiberlagern. Solche unsymme-  
trische Verformung konnte  auch tatsiichlich an Gummizyl indern  beobachte t  werden. 

(Eingegangen am 4. Juli 1932.) 


