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Die Stabilitit der Kreiszylinderschale.
Von W. Fliigge in Gottingen.

Seit im. Jahre 1926 auf der Gesolei die erste mit zylindrischen Schalen iiberdeckte
Halle errichtet wurde?, hat sich diese neue Bauweise weitgespannter Dachkonstruktionen
Tasch ein groBes Anwendungsgebiet erobert. Die Markthallen in Frankfurt und Budapest
sind die groBten Vertreter einer groBen Anzahl von Bauten, bei denen das neue Konstruk-
tionsprinzip Anwendung gefunden hat. Nachdem durch die grundlegenden Arbeiten von
F. Dischinger und U. Finsterwalder? die statische Wirkungsweise der zylindrischen Schalen-
dicher geklirt und damit die Moglichkeit der Ausfithrung dieser nur wenige Zentimeter
starken Bauglieder gegeben war, hat die Frage nach ihrer Knicksicherheit mit jedem neuen
Grofbau, der geplant oder errichtet wurde, immer mehr an Bedeutung gewonnen.

Einen vollstindigen Uberblick iber die Behandlung, die dies Thema bisher gefunden
hat, enthilt die kiirzlich erschienene Arbeit von K.v. Sanden und F. Télke4, auf die wegen
ausfithrlicher Literaturangaben verwiesen sei. Drei fiir den Bau von Schalendichern
wesentliche Fragen sind in den dort aufgefithrten Arbeiten teils ncch nicht erschépfend
behandelt, teils noch gar nicht in Angriff genommen worden:

1. Wie groB ist die Knicksicherheit, wenn Druckkrifte in Richtung der Erzeugenden
und in Ringrichtung gleichzeitig in beliebigem Gréfenverhiltnis vorhanden sind ?

2. Welchen Einflufl auf die Knicksicherheit hat die Anordnung dicht liegender Ver-
stirkungsrippen ?

3. Ist es zulissig, die bisher allein der Rechnung zugénglich gewesenen hochsymmetri-
schen Spannungszustinde zu benutzen, um die Knicksicherheit eines Schalendaches mit
seiner ganz andern Spannungsverteilung danach zu beurteilen ?

Der Klirung dieser drei Fragen dient die vorliegende Arbeit in den Abschnitten I, V,
V1. Die Ergebnisse des Abschnittes [f wurden durch Versuche iiberpriift (Abschn. 1V), und
zur Aufkldrung der dabei gefundenen Abweichungen dienen die Erdrterungen unter I1L

I. Die Grundlagen der Spannungstheorie.

§. Geometrie der Verformungen. Unsere Rechnung baut auf der Theorie der diinnen
Schalen auf, die wir im wesentlichen als bekannt voraussetzen und durch folgende An-
nahmen prizisieren:

1. Die bei der Verformung der Schale eintretende Verschiebung eines beliebigen
Punktes ist durch die Verschiebung des zugehérigen Punktes der Mittelfliche derart be-
stimmt, da die Normalen zur Mittelfliche auch nach der Verformung zur neuen Mittel-
fliche normal sind und ihre Linge nicht dndern.

2. Die Schalenstirke ¢ sei gegen die Abmessungen der Mittelfliche, insbesondere gegen
ihre Kriimmungsradien vor und nach der Verformung, so klein, daB8 die unter der ersten
Annahme aufgestellten Rechnungen ein brauchbares Bild des tatsichlichen Spannungs-
zustandes ergeben.

! Erweiterte Gottinger Habilitationsschrift,

2 F. Dischinger u. U. Finsterwalder, Bauing. 7 (1926) S. 929.

iF, Dischinger, Handb. f. Eisenbetonbau, Bd. XII, 3. Aufl.,, Berlin 1928, U. Finsterwalder, Diss.
Miinchen 1930.

¥ K.v. Sanden u. F. Télke, Ing.-Arch. 3 (1932) S.24.
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3. Die Verschiebungen seien klein gegen die Schalenstirke.

Als Koordinaten auf der Mittelfliche der Schale wihlen wir ¥ und ¢ nach Abb. 1 und
fiihren fiir die nach ihnen genommenen Ableitungen einer beliebigen Funktion f(x, ¢) die
Abkiirzungen ein:

8,‘ , af .
(')x =1 gw_f

der Mittelflache mit den Verformungen und Schnittkraften am Schalen-
element brauchen wir. noch eine dritte Koordinate z, die wir von der
Mittelfliche aus radial nach aufien messen wollen. Dies Koordinatensystem
kann nun in doppeltem Sinne gebraucht werden. Einmal kann man sich
an jeden Punkt der Schale die Koordinaten angeschrieben denken, die
o ihm im undeformierten Zustand zukommen, und dieses Zahlentripel
A ™ auch nach der Deformation zur Kennzeichnung des Punktes verwenden
(biegsame Koordinaten). Zum andern kann man auch das Koordinaten-
system als starr betrachten und den von einem Punkte zuriickgelegten Verschiebungs-
weg durch die Differenz seiner Koordinaten vor und nach der Deformation beschreiben
(starre Koordinaten).
Wir benutzen zunichst ein starres Koordinatensystem und definieren die drei Kompo-
nenten der Verschicbung eines beliebigen Punktes, wie folgt:

& ist der Zuwachs von x,
7 ist der Zuwachs von ¢, multipliziert mit dem Radius a der Mittelfliche,

¢ ist der Zuwachs von z.

Die Verschiebungen der Mittelfliche, also die Werte £, #, { fiir z == o, wollen wir mit be-
sonderen Buchstaben bezeichnen, ndmlich mit u, v, w. Unsere erste Aufgabe ist nun,

Abb. 2a, b, Lingsschnitt ¢ = konst und Querschnitt # = konst durch die unverformte und die verformte Schale.

&, 4, £ durch u, v, w auszudriicken. Dazu betrachten wir, wie im folgenden immer, unsere
Koordinaten als biegsam. In Abb. 2 ist ein Stiick der Schale vor und nach der Verformung
dargestellt. Uns interessieren die Unterschiede zwischen den Verschiebungen &, %, { eines
Punktes P und denen des zugehérigen Punktes P, der Mittelfliche. Sie riihren davon her,
daB sich die Schalennormale P P, bei der Formidnderung um den Winkel w’/a in der
x-z-Ebene und w'/a in der (p z—Ebene verdreht. Dadurch wird der Punkt P in x-Rich-
tung um die Strecke z sin - z~-— zuriickgeschoben, so dal seine Gesamtverschiebung
in dieser Richtung

(ra)

ist. Die entsprechende Verschiebung # in g-Richtung findet man ans Abb. 2b. Durch die

. . w . . o :
Verdrehung w'/a wird P um z- - zuriickgeschoben. Wir miissen nun beachten, daBl wir
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unter 5 nicht die Verschiebung von P sélbst verstehen, sondern deren radiale Projektion
auf die urspriingliche Mittelfliiche. Wir haben daher von der Mittelflichenverschiebung »

w a P . .
den Betrag WAl T e abzuzichen. Hier machen wir von der Grundannahme 3 Ge-
brauch und vernachlissigen im Nenner w gegen z, so dall wir erhalten

N =0 — =W, (xb)

Die Verschiebung ¢ schlieBlich unterscheidet sich, wie man aus beiden Abbildungen z fest-
stellen kann, von w nur um Glieder, die in w’ und " quadratisch sind und deshalb weg-
bleiben kénnen:

| {=w. (xc)

Von den sechs Dehnungen und Gleitungen interessieren uns nur die drei, die die Vor-
ginge in einer Fliche z = konst beschreiben. Sic sind mit den Verschiebungen durch
folgende Gleichungen verbunden:

EI
& = -
a Z
i jdqﬂrédcp , ¢
b T T wtady T~ a Tare (2a—c)
atzy
B .
b o Edop yw W& ke
zP at2d . odx a--z " e a

Die zweite und dritte For-
mel bediirfen der Erldute-
rung: In Abb. 3a ist ein
Schnitt x = konst durch
die undeformierte Schale
dargestellt. Die stark ge-
zeichnete Faser im Ab-
stand z von der Mittelfliche
ist auch in der Lage ein-
gezeichnet, in die sie durch
die Form#nderung kommt,
und aus den angeschriebenen Bezeichnungen kann man unschwer die Formel.(2b) ablesen.

Abb. 3b zeigt in dinnen Linien die Ansicht eines Schalenstiicks, das nach unten
durch die Mittelfliche und nach oben durch eine Fliche z = konst begrenzt ist, also nicht
durch die innere und duBere Laibung der Schale. Die Fliche z = konst geht bei der Form-
inderung in die stark gezeichnete Gestalt iiber. Die gesuchte Gleitung y,,,, die natiirlich
von z abhingt, ist die Summe der beiden kleinen Winkel B4 B’ und A", und diese
Winkel sind gerade die in (2¢) angegebenen Summanden.

Durch Einsetzen von (1) in (2) folgt ohne weiteres

Abb, 3a, b. Verzerrungsgrofen im Abstand z von der Mittelfliche,

,ul w/’
& = T P
o' 2z w w
£ =-;——"a*;;j_—‘+m, (3)
u at+z , w"(z z
= - = V- (= .
Vzo u+z+ a? a \a + a-tz)

2. Die Schnittkrifte. In einem Schnitt x = konst durch die Schale wirken dic Normal-
spannung ¢, und die Schubspannungen 7,, und 7,,, in einem Schnitt ¢ = konst ent-
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sprechend o, 7,4, 7,, (Abb. 4). Diese Spannungen sind Funktionen von x, ¢, z. Nach
einem einfachen Gesetz der Festigkeitslehre ist 7, = 7,,, = 7. Die Spannungen werden in
iblicher Weise durch Integration in z-Richtung zu
Resultierenden und resultierenden Momenten zu-
sammengefaBt. Dabei ist fiir den Schnitt x = konst
zu beriicksichtigen, dal die Schnittlinge an der
innern und #duBern Laibung der Schale verschieden
ist. Danach ergeben sich folgende Definitionsgleichun-

Abb, 4. Positi Rich . . .
4. Fositive Richtung dot Spannungen am  gony der Schnittkrifte:

+4/2 +0/2
Langskrifte: Nov = f 0,4z, N, = f o, (I 4 ) dz,
32 i —d/2
+4/2 +6/2
Schubkrifte: Npz = f vdz, Nzy = f T (I -+ z \ dz,
—§/2 —6/2
+4/2 ‘ /2
Biegungsmomente: M, =— f o,2dz, M, = — f G, <I + z) zdz, | (4a-—K)
' —-4/2 —é/2
+d/2 +8/2
Drillungsmomente: M,, = — f—rzdz, My,=— 17 (I -}~ é) zdz,
—d/2 — 42
+4/2 +8/2
Querkrifte: Q, =-— J‘r,pzdz Q, =— f-[wz (I + Z) dz
—d/2 —d/2
)
In diesen Formeln bezeichnen die Integrationsgrenzen z = — <§ die innere und z = + ~(~

die duflere Lalbung der Schale. Die Minuszeichen bei den Momenten bedeuten, da solche
Momente positiv sind, bei denen an der inneren Laibung positive Spannungen auftreten.
Es sei noch besonders darauf aufmerksam gemacht, daB N, &+ N,,, M, = M,,, obwohl
die Schubspannungen paarweise gleich sind. Fir M, = M,,, = o (Membrantheorie!)
werden die beiden Schubkrifte einander gleich, da dann = von z unabhingig ist und vor
die Integrale gezogen werden kann.

Zur Aufstellung des Elastizititsgesetzes der Zylinderschale mufl nun der Zusammen-
hang dieser Schnittkrifte mit den Verformungen der Mittelfliche festgestellt werden.
Diese sind bestimmt durch #, v, w und deren Ableitungen nach x und . Ausgehend vom
Hookeschen Gesetz des dreidimensionalen Kontinuums erhilt man mite, = y,, =y,, = 0,
also unter der iiblichen Vernachldssigung der Forminderung durch die Querkrifte,

E
077:1_,,2( +rve),
E
% = 1Ty (6 vey), (5)
. E
IR

und damit unter Benutzung der Gleichungen (3) z. B. fir N,

Ky,

[,:;_.f (0 + veE,) I-{—-Z»)dz - £ [(v +M1)6+w< —6—;—2)-[—1@"

1)

03 1

12 a2}
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und .'ahnlich fiir die {ibrigen Schnittkrifte. Die so erhaltenen Formeln fiihren dazu, das
elastische Verhalten der Schale durch zwei SteifigkeitsgroBen zu kennzeichnen,

die Dehnungssteifigkeit D - I—E_ 6,,2
. - e s E 6‘. (6)
und die Biegungssteifigkeit K = 12 {1 —a9) "

Dann wird der Zusammenhang der Schnittkrifte mit dedl Verschiebungen durch folgende
acht Gleichungen dargestellt:

N, = f;‘:— (v +w - ve) + aK; (w4 w"),

D
Ny =— (@ +vv +rw) — 5w,

D 1 — ‘ K . ’
Nypo =g =m0 +9) + 5 2 + '),
NW:—Z«I:v(u'—i—v') +§;127)(v’~w"),

‘K (7)
M, =5 @+ ), |
M, =%(w"+vu{"—w’——vv'),

Mpo= = (@ + 5= %),

aW,:—(?;—(I —2) (' — 7).

M

Es ist niitzlich, sich den Inhalt dieser Gleichungen anschaulich klar zu machen. Setzt
man K = o, so verschwinden die Momente, und fiir die Lings- und Schubkrifte erhdlt
man die durchsichtigen Formeln der Membrantheorie: Jede Lingskraft ist proportional
der in ihre Richtung fallenden Dehnung der Mittelfliche und dem w-fachen der andern
Dehnung, und die beiden Schubkrifte sind einander gleich und proportional der Schub-
verzerrung der Mittelfliche. Bei den vier Momenten ist die Bedentung von w und seinen
Ableitungen leicht verstandlich: w + @ und »” sind die Verkriimmungen, »' ist die
Verwindung der Mittelfliche. Bei M, treten Zusatzglieder auf: #' und »v'. Sie bedeuten,
daB die bei entsprechenden Verschicbungen entstehenden, gleichmiBig iiber die Schalen-
stiirke verteilten Spannungen (bei » v” aus der Querdehnung) in bezug auf die Mittelfliche
ein Moment ergeben ; denn der Schwerpunkt der trapezférmigen Seitenfliche eines Schalen-
elements liegt auBerhalb der Mittelfliche. Ferner vermiit man bei M, ein Glied mit »w,
entsprechend dem = bei M. Dies rithrt daher, daf die zu w gehdrigen Spannungen un-
gleichférmig und gerade so iiber die Schalenstirke verteilt sind, innen groBer als auen,
daB dadurch die Wirkung der Trapezform des Schnittes kompensiert wird. Der Einflul
von #' und 2’ auf die Drillungsmomente ist ganz dhnlich zu deuten. — Die Zusatzglieder
bei den Lings- und Schubkriften rithren daher, da die Spannungsverteilung iiber die
Schalenstirke nicht linear ist. Die mit D multiplizierten Anteile enthalten die Spannungen
der Mittelfliche, die nicht mit den Mittelwerten der Spannungen iibereinstimmen. Den
Unterschied stellen die mit K multiplizierten Glieder dar. Alle diese Zusitze entsprechen
sinngem4 den bekannten Korrekturen in der Theorie der Biegung krummer Stébe.
Sie sind also sehr klein und konnen in der Spannungstheorie in der Regel ganz fort-
bleiben.

Die Gleichungen (7) sind das Elastizititsgesetz der Zylinderschale und bilden die
Grundlage fiir deren strenge Biegetheorie, soweit eine Darstellung dreidimensionaler
Vorginge durch ein zweidimensionales Kontinuum iiberhaupt als streng gelten kann.

32
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Von den von Love auf anderem Wege gewonnenen und von E, Schwerin und K. Miesel! in
ihren Arbeiten benutzten Formeln weichen sie in den Korrekturgliedern zum Teil erheblich
ab? Es scheint, als ob der Wert dieser Glieder, die von den in mancher Hinsicht willkiir-
lichen Grundannahmen auf S. 463 so stark abhingen, weniger in einer Erhéhung der Ge-
nauigkeit besteht, als in der durch sie erreichten logischen Geschlossenheit des ganzen
Formelwerks.

Wenn auch die weitere Rechnung auf den Formeln (7) aufbaut, so sei hier doch noch
eine andere Fassung derselben Gleichungen gegeben, die einiges Interesse bietet. Wir
kennzeichnen die Deformation im kleinen durch folgende sechs ForméidnderungsgréBen
der Mittelfliche:

4

Dehnungen: o = % , Epo = % + %.,
~ ’
Gleitung: Vapo = %— -+ % ,
o o+ (Ba—i1)
Verkriimmungen: Mo =7, =~z
Drillung: Hpp = ’:_;
und durch die Drehung des Flichenelements um die Schalennormale
1 /u v X
p=—(T-%) (8g)
Fiihrt man (8) in (7) ein, so erhilt man
K
th = D(sfpo -+ v g50) + o e
K
Ny = Dlego + v€po) — — %>
. L — K 1—v» 2 &
Nos =D 7 Yapo 3 (”m?’+y7%9“'c?)’
I—7p K 1—vp Y @
Nep = D5 apo =g 5 (her = 25— 7). (9)

M, = K(x,+v%),
Mw :K(%w—f— y%m_wm),

a
Moy =Kt —4) (%p — 2,
Moy = K(x — ) (ay — 2250 — 2.

2a «@

Wie diese Gleichungen lehren, kann man die Zylinderschale als ein zweidimensionales
anisotropes Kontinuum behandeln. Das Elastizitdtsgesetz ist nicht drehungsinvariant.
Ursache der Anisotropie ist die nach verschiedenen Richtungen verschiedene Kriimmung
der Mittelfldche.

3. Die Forminderungsarbeit. Im Anschluf an die Entwicklung der Beziehungen fiir
die Schnittkréifte der Zylinderschale ermitteln wir noch die Forminderungsarbeit. Die

1 Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizitdt, S. 604—606, Leipzig 1907. E. Schwerin, Z. angew. Math.
Mech. 2 (1922) S.341. K. Miesel, Ing.-Arch. 1 (1930) S. 32.

2 Die Abweichungen sind die folgenden: Die Glieder mit X bei Langs- und Schubkriften sind
hinzugetreten. Bei den Biegemomenten steht w statt — ¢  und umgekehrt. Bei den Drillungsmomenten
sind die Koeffizienten von % und v’ anders, ebenso das Vorzeichen von % in M,.
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potentielle Energie der Forménderung, bezogen auf die Flicheneinheit der Schalenmittel-
flache, ist

a= —:—f(aq,a?,-}—omsm—}—ryw) (I +;~)dz, (o)

wie man aus dem aligemeinen Ausdruck fiir die Forménderungsarbeit des elastischen
Korpers herleitet. Durch Einsetzen von (5) erhilt man

+6/2

E ) f(efp—!— &z +2vepts + 1:—”72.,,)(&14-2)@2

(1 —vHa
—d/2

a=—=—

Dabei bezeichnen ¢, &, ¥, die von z abhingigen Werte fiir einen beliebigen, nicht not-
wendig auf der Mittelfliche liegenden Punkt. Ersetzt man sie nach (3) durch die Ver-
schiebungen und ihre Ableitungen und rechnet die Integrale aus, so erhdlt man die Form-
dnderungsarbeit als Funktion der Verschiebungen der Mittelfliche:

a:;?lz('z_;_ Yt (L — )WV 2y vE o T ’2+sz+w2+2vuw)
K (11—
+za4< 2

w2 = (I-v) 2 31— )V — 200w + wt w4 w? (1x)
d2(1 =V w4 2ww + 2vew — 24 "+(I——-v)uw) '

Auch dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Gleichungen (8) auf die VerzerrungsgréBen der
Mittelfliche einschlieBlich der Drehung ¢ umgerechnet werden. Die einfache Rechnung
liefert

14

I I-—
a= ?D<6i0 -+ 6?},0 -+ 2V Ez0€Epo -+ — ?'w0>

I—v o

._}___._

1 . 9 . 29 1—9»
+ ‘;K("z g 2y + 2(T — ¥) Kz "“Zazo"x—’a_amo"x—'T‘)’mrpo’%«p ] (IZ)
2 a2

o0 — (L ) say O+ o Page® S5 (T — 982

Man kann hieran noch eine interessante Erdrterung kniipfen: Differenziert man a nach
den darin vorkommenden GréBen, so erhilt man nur zum Teil die entsprechenden Schnitt-
kriafte, zum Teil aber auch Linearkombinationen von mehreren. Das ist nicht verwunder-
lich, wenn man bedenkt, daB durch Differenzieren nach sieben Verdnderlichen nicht gut
acht verschiedene Schnittkrifte erhalten werden kénnen. Diese Verschiedenheit der Zahl
der Schnittkrifte von der Zahl der unabhingigen Parameter der Forminderungsarbeit
findet ihre einfache Erklirung darin, daB die Schnittkrifte, wie man schon aus den Glei-
chungen (g) erkennen kann, nicht linear unabhédngig voneinander sind. Vielmehr besteht
zwischen ihnen eine Beziehung, die im wesentlichen die Aussage von der paarweisen
Gleichheit der Schubspannungen enthilt. Bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedin-
gungen wird noch darauf zuriickzukommen sein.

1. Knickung unter vollsymmetrischer Lings- und Querbelastung.

1. Statischer Ansatz. Gegenstand der Untersuchung ist in diesem Abschnitt ein Kreis-
zylinder, der durch einen auf seine beiden Rinder x = o und x == ! wirkenden Normal-
druck P (Abb. 5) und durch einen auf seinen ganzen Mantel gleichférmig radial nach
innen wirkenden Flichendruck p (in der Abbildung nicht dargestellt) belastet ist, und zwar
bezeichnet P die auf die Lingeneinheit des Zylinderrandes wirkende, p die auf die Flachen-

32*
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einheit der Zylmdermlttelﬂache bezogene Kraft. Diese Lasten erzeugen im Zylinder
Schnittkrifte, die wir durch den zusitzlichen Index I kennzeichnen wollen:

Nyg=—P, Nyr=—pa. (13)

Die Randbedingungen des Knickvorgangs werden wir spiter noch genauer zu formulieren
haben. Hier soll nur die eine Forderung schon vorweggenommen werden, daBl bei der Be-
lastung der durch (13) dargestellte Spannungszustand entstehen soll, ohne am Rande ge-
stort zu sein. Nachdem man die Belastung bis zur Knickgrenze getrieben hat, sollen dann
erst die spidter noch anzugebenden Randbedingungen fiir den Knickvorgang in Kraft
treten. Diese nur sehr schwer erfiillbare Voraussetzung ist nétig, um zu einem einfachen

Knickvorgang zu kommen. Wir werden in Abschnitt 111 sehen, inwieweit
‘:‘““"ﬁ'""ﬂm&“&ilﬁ » man sich von dieser Einschrinkung freimachen kann. Die Rechnung stellt
W eine in der Regel nicht streng erfiillbare Idealisierung dar, und es ist dem-

o

| entsprechend der Bruch im Versuche schon unterhalb der Knickgrenze
| zu erwarten. Der Wert einer Stabilititsbetrachtung liegt, wie {ibrigens
auch bei der Knickung der Stidbe, wenigstens unter technisch mdéglichen
‘. Lagerbedingungen, darin, daB der wirkliche Bruch nicht weit unter
! der Stabilititsgrenze erfolgt.
h | ? Wir fragen nun nach der Stabilitit des durch (13) dargestellten
L 24—»«: elastischen Gleichgewichts, d. h. wir fragen: Ist es moglich, dem belasteten
Abb, 5. Belastung Zylinder eine unendlich kleine Formédnderung zu erteilen, nach der er sich
durch Lings- — wieder im Gleichgewicht befindet ? Wir suchen also eine benachbarte Gleich-
gewichtslage. Die bei der kleinen Gestaltinderung des Zylinders auf-
tretenden Verschiebungen wollen wir mit #, v, w bezeichnen, die zugehdrigen Schnitt-
krifte mit N,,, M, usw. Auch die Krifte Nx 7 und N, erfahren dabei Anderungen,
die wir mit N, und N, bezeichnen wollen. Der Spannungszustand des belasteten und aus
der geraden Gleichgewichtslage gebrachten Zylinders wird also dargestellt durch
N,=N, +N, N,=N,;+N,, Nop. Npoo, M, M,"'M,,, M. Die sechs zuletzt
genannten GréBen sind ebenso wie Nyund NV,, von der GroBenordnung der Verformungen,
d. h. beliebig klein, wihrend N, und N von der GréBenordnung der Lasten sind. Wir
werden nun fur den deformierten Zustand die Gleichgewichts-
bedingungen am Schalenelement aufstellen und sehen, dal
sich darin die Krifte von der GréBenordnung der Belastung
herausheben, so dal wir Gleichungen bekommen zwischen
Schnittkriaften von der GréBenordnung der Verformung.
Produkte der Lasten mit Forminderungsgréfen sind von
derselben GréBenordnung und dirfen deshalb nicht, wie in
der Spannungstheorie, vernachlissigt werden.
Das Gleichgewicht der Krifte in Richtung x liefert fol-

gende Gleichung (Abb. 6):
% N4 Nyo 4 pa + N, = 0. (142)
pddz , :
7 i, Die Bedeutung der beiden ersten Glieder ist aus der Span-

nungstheorie bekannt. Das dritte rilhrt daher, da8 das
Schalenelement durch die Deformation etwas verdreht ist,
so daf} die auf ihm senkrecht stehende Kraft pa d g dx mit der Rlchtung w den Winkel w’[a

Abb. 6. Schnittkriifte in z-Richtung.

bildet und dementsprechend eine Komponente padg dx sin — in x-Richtung wirft.

Vertauschung des Sinus mit dem Winkel und Division mit d¢ dx gibt den dritten Sum-
manden der Gleichung. Das letzte Glied beruht auf einer besonderen Vereinbarung iiber
die Richtung der Schnittkrifte am deformierten Element. Abb. 6b zeigt in Draufsicht
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ein durch Schubkréfte thombisch deformiertes Teilchen. Wir wollen nun unter N % N
Nyg, N,,, immer die Krifte verstehen, die sich durch eine Komponentenzerlegung parallel zu

den Randern des verzerrten Flichenelements ergeben. Dann hat N, » in Richtung x die

Komponente .7\;,,, ~Z~dx und der Unterschied dieser Kom- 4,

ponenten auf dem vorderen und hinteren Rand des Ele-
ments ergibt sich durch Differenzieren nach ¢ zu
N"’ dptdx+ N, dpdx.

' ar
lipde G Heghie &

Da nun N,y von ¢ unabhingig ist, so ist _5%"1 _ a;z}w Abb. 7. Schuittkrifte in g-Richtung.
von der GroBenordnung der Verschiebungen, das erste der beiden Glieder also von
zweiter Ordnung klein, wihrend das zweite nach Division mit de dx den letzten Sum-
manden der Gleichung (14a) bildet.
Die Bedingung des Kréftegleichgewichts in Richtung ¢ erhilt man durch ganz analoge
Betrachtungen (Abb. 7): A P
” z

Np+ Nowp—Qp+ Noio =0, (14b)

Die ersten drei Glieder sind wieder aus der Spannungstheorie
bekannt. Ein Glied, das die Schrigstellung der Mantellast
padpdx beriicksichtigt, ist hier nicht vorhanden, weil
die mit der Mantellast im Gleichgewicht stehenden Kriifte N, ;
die Drehung mitmachen. Der letzte Summand kommt eben~ .4 ¢ sennittieatte in sRichtung.
so zustande wie das letzte Glied von (14a).

Die niichste Gleichung, die das Gleichgewicht der auf den Zylinderradius projizierten
Krifte ausdriickt (Abb. 8), enthiilt die meisten Glieder. Sie lautet

Q:p+Q;+N (I+———> N—+;ba<1+ + + ) (14¢)

Die ersten drei Glieder treten auch in der Spannungstheorie auf, das dritte jedoch ohne
die Klammer. Diese enthilt eine Korrektur des Kontingenzwinkels zwischen den beiden

Kriften ]T/,T,dx Dieser Winkel ist wegen der Verformung nicht einfach d¢, sondern

(I + 1; - —zz—u)d(p. Das vierte Glied stellt die Resultierende der mit dem Kontingenz-

winkel w'’/a angreifenden Krifte N, dar und das letzte enthilt den Manteldruck. Die
Klammer bedeutet die VergréBerung der Druck aufnehmenden Mantelfliche infolge der
Verformung.

Die drei weiteren Gleichgewichtsbedingungen
stellen das Gleichgewicht der Momente dar und
haben dieselbe Form wie in der Spannungstheorie,
ohne Zusatzglieder (Abb. g). Sie lauten

M'F+M;‘P _aQ?:O:
My +-My; —aQ, =o0, (14d—1)

Abb. 9. Schnittkrifte, die zu den Momenten-

aNg, —a N«r e+ My, =0. gleichungen (r4d—1) Beitrige liefern.
Setzt man N, = — P + N, und Z_\f,p = — pa + N, in die Gleichungen ein, und eliminiert
man mit Hilfe von (14d, e) die Querkriite @, und @Q,,, so erhilt man
Ny + Ny +ple — o) ' :o,l
@«Np +aNyy, — M, — Mj,— Pv’ =0, (15a—d)

M, + My, +Mp,+ My +aN,+pa/ +w+ w’) + P’ =o,
aNm,,,—«aNm—}-Mrpw =0.
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Das sind vier Gleichungen mit acht unbekannten Schnittkriften. Dazu treten die acht
Gleichungen (7) zwischen diesen Kriften und den drei Verschiebungen #«, v, w. Das sind
insgesamt 12 Gleichungen fiir 11 Unbekannte. Der Gleichungsiiberschuf ist nur scheinbar;
denn (15d) erweist sich, wenn man die Krifte durch die Verschiebungen ausdriickt, als
Identitat. Das findet seine Erklirung in dem bereits in 1, 3 angedeuteten Umstand, daB
bei der Aufstellung der Gleichungen (4) schon die Beziehung 7., = 7,,, verwendet wor-
den ist, durch die eine lineare Abhingigkeit zwischen den Schnittkriften geschaffen ist.
Gleichung (15d) enthilt dieselbe Aussage, nur sind die Schubspannungen mit (@ 4 2) dz
multipliziert und integriert.

Wir behalten also, wenn wir jetzt nach (7) die Schnittkrifte durch die Verschiebungen
ausdriicken, nur noch die ersten drei Gleichungen (15) iibrig. Ehe wir diese Gleichungen
in der neuen Form aufschreiben, ist es gut, noch ein paar neue Bezeichnungen zu ver-
einbaren, und zwar erweist es sich als niitzlich, die Lasten und das Verhiltnis der Dehnungs-
zur Biegungssteifigkeit durch dimensionslose GroBen darzustellen:

Vi 42 ’ pa P
F=P@=ma 0=p =5 (x6)

Mit diesen Abkiirzungen schreiben sich die Gleichgewichtsbedingungen in folgender Form:

u”—}—l._ ,I_E,"}"’ '+vw+k(————---u w"'—{—l_.ﬂw')
_% ql(__ % {_ w’) = O,
lt o T _I__ - »__l_ w +]6( ( 'V) o 1—:—”20") . qg'l}” —0 (17)

v U w k(—— uw” — " — LEY V" 2w w420 w)
+ g (4 4w+ w) + gy =0.

Diese Gleichungen sind die Differentialgleichungen unserer Aufgabe. Thre Eigenwerte be-
stimmen die Knicklast, und ihre Lésungen stellen die Knickfiguren dar.

Die allgemeine Losung des Systems gibt ein Exponentialansatz. Unter geeigneten
Randbedingungen kommt man mit Kreisfunktionen aus. Man mufl dann auf einc Ein-
spannung der Zylinderrander verzichten. Wir wihlen diesen Ansatz, um die Rechnung nicht
unndétig zu erschweren:

# =4 cosm @ cos i Z ,
v=Bsinme sinl%, <1=n7z »»»»» ) (18)
w=Ccosm¢sinl-g—-. !

Die Randbedingungen, denen dieser Ansatz geniigt, sind folgende: Ist # eine ganze Zahl,
so ist an beiden Rédndern der Schale v = 0 und w = o und nach (7) auch M, = o, wihrend
% nicht verschwindet. Da jedoch die Verschiebungen #, wie die Ausrechnung von Zahlen-
werten zeigt, nur klein sind, so hat man eine Lésung vor sich, die fiir die an den Rindern
% = o und x ={ frei gelagerte Schale brauchbar ist. Fiir eingespannte Rander mufl man
zum Exponentialansatz greifen oder (18) durch Summieren iiber #» =1, 2, 3,... zu
einer Fourierreihe ausbauen. Der einfache Ansatz liefert jedoch schon so viel wertvolle
Ergebnisse, daBl auf eine Verfeinerung in dieser Richtung in der vorliegenden Arbeit ver-

zichtet werden mége.

oS cos X
me . A=
sin sin a

kiirzen und erhilt drei lineare, homogene Gleichungen fiir die Amplituden 4, B, C:

Setzt man (18) in die Differentialgleichungen ein, so kann man mit ©
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Ar A2 — Yomt — Y m2+q1m2J+B[ m}
+C[vl+k(l3—l——;f?flm2)+qll] =0,

4 [iﬁziv.’»lzm] -]—B[— ey L TRt P qm] (to)
—i—C[ m— k3T ~12m] =0,

A[—_~v2+k( \)—fqll]—}—Bl:m—}—klg—EZ?m]

+ Clx —}—k(l“—.'—zlzmz—{—m"—zmz—{—I) + gt —m?) — g, A% =o0.

Diese Gleichungen haben dann und nur dann eine von Null verschiedene Ldsung, wenn
ihre Koeffizientendeterminante verschwindet. Das gibt eine Gleichung zwischen den
Lasten ¢, und g,, durch die die Knickgrenze bezeichnet ist.

2. Arbeitsansatz. Bevor wir an die Auswertung der Knickdeterminante gehen, wollen
wir sie noch auf einem anderen Wege zu gewinnen versuchen. Die zur Erzeugung der Ver-
schiebungen #, v, w notige Energie setzt sich zusammen aus der dazu notwendigen Form-
dnderungsarbeit und der gegen die duBeren Lasten zu leistenden Arbeit. Das elastische
Gleichgewicht ist stabil, wenn dieser Energiebedarf stets positiv ist, dagegen labil, wenn
es Verschiebungen gibt, bei denen Energie frei wird. Die Stabilitatsgrenze, die wir suchen,
ist dadurch gekennzeichnet, daBl Verschiebungen méglich sind, bei denen iiberhaupt keine
Energieténung eintritt. Wir setzen sie nun an und suchen die Bedingungen, unter denen
sie Null wird.

Wenn wir den Grundspannungszustand N, ; usw. in den Zustand NV,; 4+ N, usw. iiber-
fithren, so kommen zu der schon vorhandenen Forminderungsarbeit Glieder mit N,; N,
hinzu und solche, die in den neuen Schnittkriften N, ... quadratisch sind. Wir wollen
die Summe der letzteren mit A, bezeichnen und mit A, + A; den in den N, usw. linearen
Teil, d. h. die Arbeit, die bei den Verschiebungen #, v, w gegen die schon vorhandenen
innern Kriifte geleistet werden muB. Fir A, gilt dann unmittelbar die Gleichung (11):

!
::af
Q

Da der Ausdruck in den Verschiebungen quadratisch ist,
haben wir auch im folgenden die Quadrate der Verschiebun- sy 1o Linienelement einer Ringfaser
gen zu beriicksichtigen, wahrend wir hohere Potenzen stets ¥ konst zur Bereshung der Arbeit
abstoBen werden.

Die Arbeit A, ist die Arbeit der Ringkrifte N,; = — pa und A; die der in Achs-
richtung wirkenden Kréfte N,; = — P. N, leistet Arbeit bei einer Ringdehnung. Abb. 10
zeigt die Projektion einer deformierten Linie x = konst auf ihre urspriingliche Ebene. Zu
den beiden darin sichtbaren Komponenten von ds kommt noch die auf dieser Ebene senk-
rechte hinzu: ' d p. Daraus ergibt sich

. “\a
ds? = KI + 1;) (@ + w0)? 4+ w2} u‘ﬂd 2
unter Fortlassung dritter und héherer Potenzen in den Verschiebungen

ds
<; d(p) +27 +2 az_{ a2+ +a2+ .

S i
Bl

adxdg. (20a)

und durch Entwicklung der Quadratwurzel

1 ds w v
Tap I T T T

M_—(w +u?4 20 w),
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Der Zuwachs der Bdgenléinge bei der Verformung ist also
Ads ds-adzp v-[—w_'_u:z—}—zv'w—i—i?

adp ade  a T zal
und die Arbeit der Ringkrifte

I 2n

A, = —paff ‘;‘;5 dpds. (z0b)

0o

Die Dehnung der Lingsfasern kann entsprechend geﬁmdén werden. Abb. 11 zeigt einen
Achsschnitt des Zylinders. ds bedeutet jetzt das verzerrte Element 4dx. Zu seinen

14
beiden in der Abbildung sichtbaren Komponenten kommt wieder eine dritte %dx

8 hinzu, so daB3

}m}[ @ u w2 u?

el | d32=<<1—}—» )+ +u)dx2
v

)
#4Z  ist, woraus dann ebenso wie bei den Ringkriften gefunden wird
Abb. 11, Linienelement ‘
einer Lingsfaser Ads d S — dx u’ u’2 + 10'2
@ = konst. . USR-S s

dx | dx  a za?
und damit ist die Arbeit der Krifte N,
! 2x

= — P ff»~~~d dg (z0c¢)

SchiieBlich ist noch die Arbeit der dulern Krifte zu ermitteln. Sie besteht aus der Arbeit
der Randkrifte P und der Flichenlast ¢. Die Randkriifte leisten die Arbeit

2m
P“ﬂf(”w:o - ”ac-«-c) d‘P .
Zur Berechnung der Arbeit der Flichenkrifte dient Abb. 10. Wir denken uns den Mantel-
druck durch den Druck einer Fliissigkeit erzeugt. Dann ist seine Arbeit gleich dem zwischen

gestreckter und deformierter Zylinderfliche liegenden Volumen, multipliziert mit dem
Druck p. Wir betrachten zunichst den Schnitt x = konst. Er liefert

ar :; (a + w)? \I +- ~»—)(Z<p—— —a2<1 +Z;>d

Die Arbeit des Manteldrucks ist mit dieser Bezeichnung

I 2n
pf f(x+-;i')dmx.
0 p=0

Insgesamt erhalt man so als Arbeit der duBern Krifte, wenn man wieder die Glieder
dritter und hoéherer Ordnung in den Verschiebungen unterdriickt,

I 27 l2x

A4~Paf(um_o——uw_L Vdo + ;baffwdxd(p —i—pff wu +ww + - )dxd(p {zod)
00

Die ganze fiir eine Verformung aufzuwendende Energie ist

A=3A. (21)
1
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Man kann nun einen beliebigen Ansatz fiir die Verschiebungen #, v, w machen und dann die
Frage untersuchen, ob fiir diese Verschiebungen bei irgend einem Wert der Lasten P und ¢
die Arbeit A = o wird. Dann ist fiir diese Lasten das elastische Gleichgewicht indifferent.
Eine Knickgrenze ist natiirlich erst dann gefunden, wenn man denjenigen von allen mit den
Randbedingungen vertriglichen Verschiebungsansitzen benutzt, der die kleinsten Werte

fiir die Lasten liefert. Um diesen zu finden, stellen wir die Verschiebungen als biharmonische
Reihen dar:

X
u—2 2 mn COS M @ - COSNT -, l
m=0n=

a
v_z Zan sinmg-sin nw- 1 , (l:nWT)

m=1n=
o
w =3 2 Con COS M- sin n n—-—[ .
m=0 n=1

Das kann man in (20) einsetzen und die Integrale auswerten. Man erhilt A als quadratische
Form in den Veranderlichen Apns> Bmns Coan:

Dal &
A=

[ [12 + T e g ~;—~ Ym2 — gy m:i

m=0 n=1

+Amann[_(I+v)’lm]
+B,,m[ R RN s (z-v)zz—gzzﬂ

-+ msz1nn[2m+k(3 _V 2‘2771’} )
4 C2 R F 2 2mE - omt — 2m? 4 1) — gy (P — 1) — ¢, A%]

 ConAmal— 29A L B(— 2B (= dd) — g2 )| (e3)

Dabei bedeutet der Akzent an dem ersten Summenzeichen, daB die Glieder fir #w = o
doppelt zu summieren sind. Daf in (23) nur solche Produkte der Amplituden 4, B, ¢ vor-
kommen, deren Faktoren dieselben Indizes haben, liegt an der Orthogonalitit der cos
und sin.

Das elastische Gle1chgcw1cht wird labil, wenn A fiir geeignete Werte 4,,,,, By, Crun
negativ wird. Wir suchen das Minimum von A auf und bestimmen dessen Vorzeichen. Das
Minimum wird bestimmt durch die 3 m# Gleichungen

Y oA dA

= -5 = —m e =0

FA T TBn. ICmn

oder ausgeschrieben

Applz 224 (1 —v)m2 + k(1 —2)m® — 29, m2] + B, [ — (1 + ») Am])

Al (1 +9)Am) + Byp[2mi 4 (1 =) 2+ k-3 (1 — 9) 2 — 26, 7]

A

- mn['—‘ 27}) —I—k( - 22'3—1_ (I _7’)1'”1’2) - ql'zl] =0,

+ Cranlzm + k(3 — ») 22m] =0,
mnl—2VAFh(— 2841 —2)Am) — g -24]+ Bpylam -+ k(3 —v) 12m)
+ Cpnlz + A2+ 4 2m2 f2mb —4gm? 4 2) +qp-2 (1 —m?) — g, 2] =o.
Dieses System von 3 m# linearen, homogenen Gleichungen zerfillt in # - » einzelne Systeme
von je drei Gleichungen. Im allgemeinen haben alle Gleichungen nur die triviale Losung

Null. Nur wenn die dreireihige Determinante eines Teilsystems verschwindet, existiert
eine Losung, bei der einige Unbekannte von Null verschieden sind. Fiir die quadratische
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Form heif}t das, daB sie im allgemeinen nur ein Extremum im Nullpunkt hat, zu dem der
Wert ,
A=0

gehdrt, und das fiir kleine Lasten ein Minimum sein muB, da jedes elastische Gleichgewicht
fiir hinreichend kleine Lasten stabil ist. Verschwindet eine Teildeterminante, so hat man
ein Losungssystem 4,,,., Bpn, Cpy, und jedes durch Multiplikation mit einer Konstanten
daraus entstehende GréBentripel fithrt wieder zu einem Minimum von A, das dann not-
wendig von dieser Konstanten unabhingig sein muB, also wieder gleich Null ist. Man hat
einen Zustand an der Stabilititsgrenze vor sich, und die Knickbedingung lautet:

[242 4+ (1 — »)m? [—2vA+k(—243

+ k(1 — v)m? — 29, m?] [= (x+»)dm) + (1 —v) Am?) — 29, 4]

[2m2 + (1 —») A2

Fhe3(t—a) i ag ) FMTAG=IEML - =0. ()

[~ (z + ) Ani]

[—2vA -+ k(~2M3
+ (x—9) Am?)— 24, 4]

[2+2k(A+ 222m2
+mi—2m? 1)
+2¢,(1 —m?) —2¢, 4%

(2 - k(3 — v) A2m]

Das ist aber bis auf den Faktor — 8 dieselbe Determinante, wie die aus den Koeffizienten
der Gleichungen (1g) gebildete.

Aus der hier gegebenen Herleitung der Knickbedingung erkennt man noch folgendes:
Jede durch die biharmonische Reihe (22) darstellbare Deformation ist durch eine ab-
brechende Entwicklung dieser Art beliebig genau approximierbar. Von allen abbrechenden
Reihen aber liefert die Knicklast eine solche, die nur aus einem einzigen Gliede besteht. Es
geniigt also, sich auf den Ansatz (18) zu beschriinken, wenn man dasjenige Wertepaar m, n
bestimmt, zu dem die kleinste Knicklast gehort. '

Die Frage, ob das Gleichgewicht oberhalb der indifferenten Stelle labil wird, oder ob
noch einmal stabile Zonen kommen, ist konstruktiv von geringem Interesse. Sie 1483t
sich durch Untersuchung der Schwingungen des Systems leicht dahin beantwcrten, daB
immer Instabilitat eintritt, worauf hier jedoch nicht eingegangen werden soll.

3. Aufldsung der Knickdeterminante. Mit der Aufstellung der Gleichung (25) ist das
Knickproblem noch nicht gelsst. Es bleibt noch die doppelte Aufgabe, das ungiinstigste
Wertepaar #2, # zu bestimmen und die Gleichung (25) in eine Form zu bringen, die die Er-
gebnisse tiberblicken 148t, Beides geht Hand in Hand.

Die Knickbedingung (25) liefert eine Gleichung, die in ¢; und ¢, je vom zweiten Gradeist:

ey F Gk g k2 A gk = (cz+ ek ¢ k%) gy + (6o + c10k) 1s + (6 + 12 k) GF
+ (cq + e1ak 4 014k go + (615 + 16 F) 95 - 17590 + 190145 - (26)

Der {ibliche Weg wire nun der, mit Hilfe dieser Gleichung etwa g, als Funktion von ¢,
auszudriicken und nach m und A zu differenzieren, um die kleinste Knicklast zu finden.
Das gibt algebraische Gleichnngen hohen Grades in m und 2, deren Aufldsung sehr miih-
sam wire. Es bietet sich ein einfacherer Weg, zum Ziele zu kommen. Wir sehen uns zu-

. . . 0% . . .
nichst die Grofenordnung der Bestandteile von (26) an. 2 = -——; ist eine sehr kleine

i2 a
Gréfe. ¢, und g, stellen, wie man aus ihren Definitionsgleichungen erkennt, im wesentlichen
die elastischen Dehnungen der Mittelfliche in Richtung ¢ und x infolge der Knicklasten
dar, sind also, solange die Spannungen gegen den Elastizititsmodul klein bleiben, eben-

falls kleine GréBen. Uber das gegenseitige Verhiltnis der drei Grofen zueinander kann

keine Aussage gemacht werden. 4 =n=z -‘; kann je nach der Schlankheit des Zylinders alle
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Werte zwischen Null und co annehmen, kann also gegen Eins sehr klein oder sehr grof3 sein,
wihrend m als ganze Zahl von der GroBenordnung 1 oder gréfer ist. Daraus ergibt sich
folgende Regel: Die héchstmégliche GréBenordnung eines Koeffizienten ¢; ist bestimmt
durch seine héchste und niedrigste Potenz von 4 und seine hochste von #. In Gleichung (26)
kann jedes Glied vernachlissigt werden, das klein gegen ein anderes ist. Dazu ist nétig, daf3
es I. eine héhere Potenz von &, ¢, oder ¢, enthilt als das andere, und daB 2. sein Koeffi-
zient ¢; niemals von héherer Gréfenordnung ist als der Koeffizient des andern. Um das zu
tibersehen, ist die folgende Tabelle zusammengestellt. Sie enthilt in der zweiten Spalte die
zur Beurteilung der GréBenordnung maBgebenden Potenzen von 4 und . Die folgenden
Spalten geben fiir dieam Kopfgemachten Annahmen die Gré8enordnung der Koeffizientenan.
0 bedeutet die GréBenordnung der Einheit, positive Zahlen groBe, negative kleine Werte.

Koeffi- Wesentliche Aas1 A Ae1 A>1 AL AL 1 Faktor

zienten Summanden m e 1 mA T m I m>1 me I m 1 in (20)
€ ra o 4 o 4 —4 —4 1
s AB - m?B o 8 8 8 o 8 k
€5 A8+ m® 0 8 . 8 8 o 8 k2
o A8 22mb o 8 6 8 _— 4 2
¢y 28m® 4+ m® o 4 o 6 o 6 o
c, A8m2 - mB o 6 8 8 a 8 l»ql
I 28m> 4 A2m S o 6 o 8 —2 4 kg,
€ Mm? 1%t ) 4 4 6 2 2 4:9»
€10 A8 4 22m$ o 6 6 8 -2 4 %19,
[ A8 4 mb o 4 6 6 o [ q3
€13 A+ 22ms o 4 4 G -z 2 ka3
¢y A8+ A2mt o 6 4 6 - 2 s
13 A8 22 o 8 6 8 -2 4 kg,
€1 A8+ A2mt o 8 6 8 —2 4 kg,
€15 A8 4- Am? o 6 2 6 — 4 -2 3
[ C Mm? o 4 2 O —4 —2 kgl
€19 At A2gpd o 4 4 6 -2 2 739,
€18 Atm? o 4 2 6 -4 2 q19%

In der Tabelle kann man zwischen zwei wage-
rechten Strichen den folgenden XKoeffizienten
gegen den vorhergehenden vernachlissigen, wenn
er in keiner Spalte eine héhere GréBenordnung
aufweist. Aullerdem kann man vernachlissigen:
¢o und ¢;; gegen ¢, C19 8ELEN ¢4, ¢y5 und ¢y, gegen
¢y, ¢, und ¢4 gegen ¢,. Von unsrer chkbedm-
gung bleibt nur noch iibrig

0y - Cok = c3qy + €4 (26)

Die darin vorkommenden Koeffizienten kiénnen
1eicht aus (25) berechnet werden Sle heiBen Abb. 12. Darstellung der Knickbedingung (26’) durch

cin Diagramm mit geraden Linjen.
¢ = (1 —2?) A4,

Cy= (24 m2)t — 2(v 28+ 340w + (4 — ») 2wt - %) + (2 (2 — ») B2 4 m?), l (27)
Cq = m2 (A2 + )2 — (3 22m2 -+ md), ’ 7
Cq = A2 (A2 4 mA)? 4 A2t
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wenn man durch einen allen gemeinsamen Faktor durchdividiert und auBerdem alle Summan-
den streicht, die nach der Tabelle vernachléssigt werden kénnen (Glieder mit A°in ¢,, ¢5, ¢) .

Die Beziehung (26} ist in den Lasten linear, so dal man zu einer schénen Darstellung
kommt: Man trigt sich g, und g, als rechtwinklige Koordinaten auf (Abb. 12) und kann
dann zu jedem Wertepaar 4, m nach (26') eine Gerade zeichnen.
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Diese Linie besagt: Wenn die Lasten ¢, und g, so weit gesteigert werden, daB der
Diagrammpunkt die Gerade erreicht, so wird das elastische Gleichgewicht derart labil,
daB die Schale mit einer durch die zugehdrigen Parameter A und m bestimmten Knick-
figur ausknicken kann. Indem man zu vielen Werten 4 und » die Geraden (26) in das
Diagramm eintrigt, findet man als eigentliche Knickgrenze ein Polygon, das dem Ko-
ordinatenursprung die konkave Seite zukehrt. '

R=10"% » = é

‘4
ik

Abb. 13 a, b, Knickgrenze des Zylinders mit Axiallast und Manteldruck fir einige Werte 2 = n

Die an die Kurven angeschricbenen ein- und zweistelligen Zahlen bedeuten die Wellenzahlen 2,
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In den Abb. 13a, b sind fiir £ = 1075, » = § eine Reihe von Polygonen gezeichnet,
die zu verschiedenen Werten A gehoren. Welche von diesen Kurven mafigebend ist, hingt
von der Zylinderlinge  ab. Wenn der Zylinder mit einer Halbwelle in der Lingsrichtung
a
7
Knicklast fiihrt, ist dieses maBgebend, und der Zylinder knickt mit mehreren Halbwellen
in der Langsrichtung. Dies kommt, wie man sieht, nur bei iberwiegendem Axialdruck in
Frage, wo sich die A-Polygone iiberschneiden.

Die Abbildungen zeigen, daf} bei gleichzeitiger Wirkung von Axial- und Ringdriicken
die Knicklast kleiner ist, als wenn nur einer von beiden da wire, aber grofer als man durch
lineare Interpolation aus den beiden Grenzfillen ¢, = 0 und ¢, = o finden wiirde. Sie zeigen
weiter, daB innerer Uberdruck das Knicken unter axialer Last nur wenig beeinfluBt,
withrend axialer Zug die Knickfestigkeit stark erhéht,

knicken soll, so muB A = 7 --sein. Wenn ein ganzes Vielfaches hiervon zu ciner kleineren

4. Die Sonderfille m = 0 und m = 1. Diese beiden Sonderfille beanspruchen ein
besonderes Interesse. Fiir m = o fillt in (18) die mittlere Gleichung weg, ebenso auch in
(19). Die beiden verbleibenden liefern die Knickbedingung

| Az A — kA — gy A

=0. 28
|y A kB —gh T k(1) g — R (=5)
Entwickelt gibt das mit denselben Vernachlissigungen wie frither
—
fo="op T R —29). (28)

Darin ist besonders auffillig, daB der Knickfall m = o, d. h. das rotationssymmetrische
Ausknicken, nur unter einem Axialdruck P zustande kommen kann, wihrend ein gleich-
zeitiger Manteldruck ¢ auf die Hoéhe der Knicklast ohne EinfluB ist. Gleichung (28') wurde
schon von Timoshenko! angegeben. Sie lautet dort unter Benutzung unserer Bezeichnungen

—p2
gy = L}}L + kA2,
Das fehlende Glied erklart sich aus den Annahmen iiber die Verschiebung #. Zahlen-
miBig spielt es kaum eine Rolle; denn entweder kann es gegen A% vernachldssigt werden
{fir groBe A), oder der Summand ist iiberhaupt klein.
Der einfache Bau der Formel erméglicht eine einfache Diskussion des ungiinstigsten 4,
die auch von Timoshenko herriihrt und auf die hier kurz hingewiesen werden soll: Fir

einen unendlich langen Zylinder, fiir den jedes A mit den Randbedingungen vertriglich
. a ‘s
1st, erhdlt man aus 6—?— = 0 den kritischen Wert
2= 1= »2
Tk

Fiir kleines af!, also lange Zylinder, wird » eine groBe Zahl, so daB die Forderung der Ganz-
zahligkeit nicht mehr viel zu bedeuten hat. Man kommt so zu dem bekannten Ergebnis,
daB fiir die zentralsymmetrische Knickfigur die Knicklast langer Zylinder von der Linge
unabhingig ist. Wir werden bei der Besprechung der reinen Lingsknickung allerdings
sehen, daB der Méglichkeit einer solchen Knickfigur enge Grenzen gezogen sind, so dal
man das Ergebnis nicht auf die Zylinderknickung schlechthin verallgemeinern darf.

Auch der Fall m = 1 verdient eine besondere Betrachtung. Die Knickbedingung kann
ohne weiteres aus (25) abgelesen werden. Sie heiBit

— g (2 g = (1 — ) A+ B+ 2(2 — 99, (@9)

1 8, Timoshenko, Z. Math. Phys. 58 (1910) S. 337. K. v, Sanden u. F. Télke, Ing.-Arch. 3 (1932)
5. 44.
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Setzen wir zundchst einmal g, = 0, betrachten also den Fall einfacher axialer Be-
anspruchung! Dann ist die Knicklast

3 38 4 2(2 — 9) I8
do= (1 =) s T b 2;mv .

Wenn der Zylinder sehr lang und # =1, also A == —(} eine kleine Zahl ist, so erhilt man
angenihert

P
=7

72 a?
2 2

= (-

oder, wenn man fiir D seinen Wert einsetzt und die Gleichung so schreibt, daB links die
ganze vom Zylinder getragene Last steht,
P.zma= Eéu-“ln%i.

Das ist aber genau die Eulersche Knickformel! fiir einen Stab vom Trigheitsmoment
J = 6a®n. Besondere Beachtung verdienen die Randbedingungen: Wihrend fir m = 1
die Verzerrung der Zylinderriander infolge der Verschiebungen « nur eine nicht sehr wesent-
liche Verwdlbung bedeutet, ist die Verschiebung # pouq = 4 A cos ¢ eine freie Verdrehung
des Querschnitts, frei deshalb, weil infolge #%,,; = 0 der Randwert der Lingskraft N,
beim Knicken unverinderlich ist, der als Stab aufgefaBte schlanke Zylinder also kein Ein-
spannungsmoment erhalt.

Dies Ergebnis stellt eine Bestidtigung der Rechnung dar und war nicht anders zu er-
warten. Um so iiberraschender sind die Folgerungen, die man fiir g, = o aus (29) ziehen
kann. Man erhilt

g = — (1 — )22 (30)

Das Glied mit % kann fortbleiben, da wir unter der selbstverstind-
lichen Voraussetzung rechnen, daB ¢, eine kleine Zahl ist, so daB auch
A% klein sein muB. Gleichung (30) sagt aus, daf ein hinreichend langes
zylindrisches Rohr unter innerem Uberdruck seitwirts ausknicken
kann. Da das Glied mit % keinen EinfluB hat, ist dieser Vorgang vonder
Biegungsteifigkeit der Schale unabhingig, also ein reines Dehnungs-
knicken. Eine Uberschlagsrechnung zeigt die Abmessungen, bei denen
2f  es eintritt: Nehmen wir fiir Eisen ¢, = 1073, » = }, so wird

% ol A= Y810 = 3,35 107

Abb. 14. Lings-und Quer- und

schnitt durch ein Lingen-

element eines schlanken l Ta
Zylinders.

;= 944.

= 3,35~ 10

Der Zylinder mufl also etwa 50 Durchmesser lang sein, damit ein solches Knicken vor
Uberschreitung der Elastizititsgrenze eintreten kann. Dabei ist vorausgesetzt, daB die
Schale keine Krifte in Achsrichtung fithrt, der auf die AbschluBbdden wirkende Druck
also anderweitig aufgenommen wird. Ein Achszug vergréBert die Xnicklast, und wenn man

At gegen 2 vernachlissigt, ist fir ¢, = %1— nach (29) schon kein Knicken unter innerem

Uberdruck mehr moglich.

Das Knicken eines Systems, in dem iiberhaupt keine Druckspannungen vorkommen,
ist fiir den ersten Augenblick einigermalBlen merkwiirdig. Man kann sich den Vorgang
jedoch anschaulich klar machen. Abb. 14 zeigt ein Stiick der Zylinderschale von der
Liange dx, dessen urspriinglich parallele Begrenzungsschnitte infolge der Forminderung

1 K. v. Sanden u. F. Tolke, a.a. Q. S. 43.
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einen Winkel de einschlieBen. Die Resultierende der Manteldriicke ist fiir dieses Element

2x
dR:—fPCOS(p(dx—adoccos<p)adqg= —pmatdo.
0

a do; ;os @  die
sich, wenn man den ganzen Zylinder einfach als Stab betrachtet, zu einem Biegungs-

moment M zusammensetzen lassen:

Aus der gezeichneten Verzerrung folgen auch Lingskrifte N, == Dg, = D

do

2n
M= [ Nyacospdp=Dnady, -
g .

Fir eine vorgegebene Deformation entsteht also eine bestimmte Querbelastung d R/dx
des Rohres. Betrachtet man dieses als Triger auf zwei Stiitzen, so miissen die zu dieser
Querlast gehérenden Angriffsmomente gleich den eben ausgerechneten Momenten der
innern Krifte sein. Ist das Rohr kiirzer, so haben die innern Krifte das Ubergewicht und
fithren es in die gestreckte Lage zuriick; ist es linger, so knickt es aus. Nehmen wir fiir eine
dberschligliche Rechnung einmal an, daB 4 R/dx konstant sei lings des Zylinders, seine
Achse also zu einem Kreis gebogen wiirde, so ist das Angriffsmoment in der Mitte
2 dR 2 da
My=—yg3z= et

und aus der Gleichsetzung mit dem Spannungsmoment folgt fiir die Knickgrenze

a?
=g =—8.

a

D

Das stimmt mit (30) einigermaBen iiberein, so daB die hier gegebene Erklirung das Wesent-
liche des Vorgangs trifft.

5. Der Sonderfall der reinen Lingsknickung. In der in Ziff. 3 gegebenen Losung sind
auch die beiden Sonderfille der reinen Axialbelastung (Lingsknickung) und der reinen
Mantellast (Querknickung) enthalten. Sie besonders zu untersuchen, lohnt sich nicht nur,
weil sie leicht diskutierbare Ergebnisse liefern, so daB von da aus ein bequemer Uberblick
iiber das Ganze erhalten werden kann, sondern auch deshalb, weil diese Fille in #lteren
Arbeiten schon behandelt sind, mit deren Ergebnissen hier verglichen werden kann.

Die reine Lingsknickung ergibt sich, indem man in (26') g; = o setzt, und liefert

(r— ) A4+ R[(AZ + m2)2 — 2 (v 28 + 344 m2 + (4 — v) A2m4 4 mf) 4 (2(2 — ) A2m? + mt)]
TE(E L moE - ATmt . - (31)

s =

a
T
in Lingsrichtung. Man trigt zweckmiBig in einem Diagramm die dimensionslose Knick-
last g, = —g als Funktion der halben Wellenlinge nia = % auf. Jeder Wert m liefert eine

Kurve. Das ist in Abb.15 fiir # = 105 und » = } geschehen, und zwar unter Ver-
wendung logarithmischer MaBstdbe in beiden Richtungen, um das ganze Gebiet bequem
iberblicken zu kénnen. Von jeder Kurve interessiert immer nur das Stiick, in dem ihre
Ordinaten kleiner sind, als die jeder andern. Das Diagramm lehrt folgendes:

Dabei ist 4 = nx — im wesentlichen die reziproke Wellenlinge fiir die Faltung des Zylinders

: l . .
In seinem linken Teil (links von = 0,17> decken sich verschiedene Kurven fast

ganz. Sie steigen alle nach links hin rasch an und gehen fiir .— -0 gegen c©. Bedenkt

man, dall am linken Ende der Abbildung die Héhe der Halbwelle (Hohe des Zylinders)
2,5% des Durchmessers ist, so vermutet man, daB sich hier der Knickvorgang von der
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Knickung eines ebenen Bleches nicht mehr viél unterscheidet. Die Formeln dafiir sind in
II, 7 abgeleitet, und die zugehérige Diagrammlinie ist in Abb. 15 aufgenommen.

i . . .
Rechts von -~ = 0,17 bis nahe an die rechte Grenze der Zeichnung besteht die Knick-

grenze aus einer Wellenlinie, die im groBen ganzen schwach fillt. Es ist dies das Gebiet der
eigentlichen Zylinderknickung. Ein Beispiel moge die Dinge erldutern: Es sei ein Zylinder

. . i .
der Linge ! = 9a gegeben. Dann liest man bei Abszisse ... = 9,00 auf der Kurve m = 3

ab, daB er mit einer Halbwelle in Lingsrichtung und 3 ganzen Wellen auf dem Umfang
bei einer Last von ¢, = 6,1 -10~? aysknicken kann. Verfolgt man das Diagramm nach links,

so sicht man, daB die Knickung mit » = 2 Halbwellen in Lingsrichtung bei Abszisse ;;l;l— =4,5

eine etwas héhere Knicklast ¢, = 6,25 1072 erfordert, wihrend fiir # = 3, also;l—a = 3,00,
die Knicklast nur g, = 5,65-1073 betrigt. Dabei ist m = 4. Eine Ausbiegung mit noch

TN
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Abb. 15. Knickgrenze fiir axiale Belastung als Funktion der Zylinderlinge. & = 10=3%, » = ..
kiirzeren Wellen wiirde wieder hohere Lasten erfordern, so dafl # = 3, m = 4 zu erwarten
wire. Gleichzeitig aber sieht man, daB die Unterschiede der kritischen Lasten fiir die ver-
schiedenen Knickfiguren keineswegs groB sind. Da nun bei allen Knickvorgingen, ganz
besonders aber beim Schalenknicken, kleine UnregelmiBigkeiten in Form und Elastizitit
des Korpers und unvermeidbare Unsauberkeiten in den Randbedingungen (Auftreten von
Biegungsmomenten vor Erreichung der Knicklast) groen Einflu3 haben konnen, so darf
man sich nicht wundern, wenn bei einem Knickversuch zwar die Knicklast innerhalb der
erreichbaren Grenzen richtig ausfillt, die Knickfigur aber von der ungiinstigsten etwas
abweicht.

Das Knickdiagramm hat schlieBlich ganz rechts noch einen dritten, wesentlich andern
Teil, der von der Kurve m = 1 gebildet wird. Diese Kurve strebt nicht, wie die andern,
rechts nach oben, sondern nach unten. Wir sahen in Ziffer 4, daB wir hier zur Eulerknickung
gefithrt werden, d. h. zur Knickung des Zylinders als Ganzem. Die der Eulerschen
Knickformel entsprechende Linie ist in die Abbildung eingetragen. Man erkennt, wie
sich ihr die Kurve m = 1 asymptotisch nihert.

Da von jeder der in Abb. 15 eingetragenen Linien immer nur derjenige Teil in Betracht
kommt, in dem sie kleinere Knicklasten liefert als die andern Kurven, so braucht fiir den
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praktischen Gebrauch auch nur dieser gezeichnet zu werden. Das ist in Abb. 16 fiir ver-

. . )
schiedene Werte von & = —; s geschehen.

Die Knickung der Kreiszylinder unter zentrischer Axiallast ist schon 19II von
R. Lorenz! behandelt worden. Mit seiner Gleichung stimmt die hier gefundene Gleichung (31)
nicht {iberein, wohl aber im wesentlichen mit Gleichung (59) der mehrfach zitierten Arbeit
von K. v. Sanden und F. Télke. Die geringen Abweichungen sind auf die verschiedene
Fassung der in Abschnitt [ gegebenen Grundgleichungen zuriickzufiihren.

6. Der Sonderfall der reinen Querknickung. Der andere Sonderfall, der sich aus den
Ergebnissen von Ziffer 3 gewinnen liBt, ist die Knickung des Zylinders unter dulBerem
Uberdruck, wie sie z. B. bei Flammrohren vorkommt. Mit gs = 0 liefert (26') die Knick-
formel

(=2t LR m)t — 2 (A F 3 A w2 4 (4 — ) Bt ) 4 (2(2 — ») AP )] .
h= m2(A2 L w2t — (3 A2m® + mY) 7 (32)

3
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Abb. 16. Knickgrenze fiir axiale Belastung als Funktion der Zylinderlinge //na und der Steifigkeitszahl & = oa T
Diese Gleichung kann ebenso behandelt werden wie (31). Das entsprechende Diagramm
zeigt Abb. 17. Auch hier ist das Ergebnis wieder eine aus vielen Kurvenstiicken zu-
sammengesetzte Wellenlinie. Die ganze Abbildung zerfillt in zwei verschiedene Teile.

Der linke, etwa bis -~ == 20, ist der eben erwihnte gebrochene Linienzug. Wenn man

den Zylinder kiirzer macht, steigt die Knicklast unbegrenzt, wobei gleichzeitiz die Zahl m
der Ringwellen zunimmt, wihrend in der Léngsrichtung immer nur eine Halbwelle auf-
tritt. Der andere, rechte Teil des Diagramms wird ganz von der Kurve m = 2 gebildet,
die fiir groBe / eine wagerechte Asymptote hat. Solche Asymptoten haben alle Kurven,
jedoch sind sie fiir m > 2 bedeutungslos. Die zugehérigen Lasten sind die kritischen Lasten
eines durch AuBendruck beanspruchten kreisférmigen Stabes (unendlich langer Zylinder
== Zylinder ohne Endversteifungen). Die Hohe des asymptotischen Knickdruckes findet
man aus (32) durch Grenziibergang

limg, = k(m? — 1)
=0

! R. Lorenz, Physik. Z. 12,1 (1911) S. 24I.
33
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und fiir m =2 limg, = 3 %. (33)

Das stimmt mit der aus der Baustatik bekannten Formel fiir die Knicklast des Kreis-
stabes iiberein: K
p=35.

Die Knickung des Zylinders unter AuBendruck wurde schon durch R. v. Mises unter-
sucht!, Seine Formel stimmt mit Gleichung (32) gut iiberein, jedoch nicht vollstindig.

jx
////
74

LN 2
¥ N
Z_,"‘ ”Z>\‘\\ \ \ 4=2-707
)

A \5%\\ |
\\ A=o1
Z ] =705

‘; -

\ k=¢707%
7
vl ‘

- k=270
-m'g:

k=70%

/

(7

92 75 7 Z 3 0 20 50 W0 dw
52

Abb, 17, Knickgrenze fiir Manteldruck als Funktion der Zylinderlinge }/a und der Steifigkeitszahl ¥ = g

v=%.

Das wird auch nicht besser, wenn man noch berticksichtigt, dal bei R. v. Mises nicht NV,
sondern &, =— 0 gesetzt ist. Der Unterschied ist jedoch unwesentlich und kommt in den
numerischen Ergebnissen nicht zum Ausdruck. Er diirfte seine Ursachen in der etwas
abweichenden Formulierung der in Abschnitt 1 ‘dargestellten Grundformeln haben. Das-
selbe gilt auch von Gleichung (74) der Arbeit von K. v. Sanden und F. Télke?, die von
unserer Gleichung (3z) nur in numerisch unwesentlichen Gliedern abweicht.

7. Zusammenhang mit der Plattenknickung. Aus den Ergebnissen von Il, 1 bis 3 kann
man durch einen Grenziibergang a — oo leicht die bekannten Formeln der Plattenknickung
herleiten. Wir vollziehen ihn in der Knickdeterminante (25). Von den darin vorkommenden

! R.v. Mises, Z..VDI 58 (1914) S. 750.
2 K.v. Sanden u. F, Télke, a.a.O. S. 47.
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GroBen gehen gleichzeitig mit dem Zylinderradius auch 1 und » (bei konstanten Wellen-
langen) nach oco. Wir fijhren darum folgende neuen Bezeichnungen ein:

Linge einer Halbwelle in x-Richtung: [, = % = %’-,
Linge einer Halbwelle in ¢-Richtung: I, =%.

Von der Koordinate ¢ gehen wir zu der kartesischen y = a@ in der Plattenebene iiber,
setzen k& = % a~? und erzeugen die Ringkrﬁfteﬁ nicht mehr durch eine Mantellast ,

sondern durch die Randlast P, = — N- von der glelchen Art wie P, das wir jetzt P,
nennen wollen. Mit all diesen Anderungen lautet die Knickdeterminante

by 2 — g2 — — - -

[2 e +ax—nZ 7 P [ ) i az] [ zwlm e+ 5 ((I v)3 7

+Kuvﬂ2'ﬂ£ﬁ Loly _4£3a_,&zﬂ]
D B °DR I D7

¥ &

e i e Bomi

4 ﬂ;l
[ 2vy a—|— (r— ”9 x. nd [2+2D(l;a2+21“lﬂ“2+1—4“2
2 e fomagis e n) B (el
-2,—3 —2p7,° B @ D\E
Ps 72 4
—27 5o

Dividiert man jetzt jede Zeile durch n2a2, die letzte noch auBerdem durch 2, und macht
man dann den Grenziibergang @ — 00, so erhilt man als Knickbedingung

2 I—v 2 P, 1+ k
PRl 51 7 °
14w 2 I—y 2 P, .
[— zzz,,ii [zg + = ’"EF] ° =0
K . I\2 1 P 1 P
2 )} — s Y
° ° [D"‘ (zs + z;) ED B D:‘

Die Determinante zerfillt. Wenn der zweireihige Minor verschwindet, so findet ein bie-
gungsfreies Knicken statt (w = o), das dem Labilwerden einer Longitudinalschwingung

entspricht. Entwickelt man die Determinante, so erkennt y

nicht mehr klein gegen x sein 2 I

. P, P,
man, daB dabei B und B

kénnen. Ein solches Knicken ist daher nur in einem Material f
moglich, dessen Elastizititsmodul von der GréBenordnung &
seiner Bruchspannung ist, kann aber auch dann mit unserer J(

\_{ IR
8o

Theorie nicht beherrscht werden. Es bleibt dann als Knick- T
bedingung nur die, daB das letzte Glied der Determinante ver- PR

schwindet. Fiihrt man statt der Halbwellenldngen /,, /, die  spp, 18, Parallel zu beiden Kanten-
richtungen gedriickte Platte.

5

:

Zahlen nm—%’— und 7, = > der Halbwellen ein, die auf

einer rechteckigen Platte b, b Platz haben (Abb. 18), so lautet die Gleichung
PwE+Pﬂ€§=Kn2(T%+?§) .
Das ist die bekannte Knickbedingung der nach Abb. 18 belasteten Platte’,

1 Auerbach-Hort, Handb. d. physik. u. techn. Mechanik, Bd.IV, 1, S.130.
33*
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Die ausfiihrliche Diskussion ist von Timoshenko geliefert worden. Wir wollen hier
nur den Fall P, = o, b, >> b, niher untersuchen. Dann ist
Py Kt (24 b T g 7
2= BTN\, T, E) Ty
Das wird ein Minimum fiir #, = 1, und wir kommen fiir diec Knickung des unendlich
langen Streifens auf die Formel

kg 72
Pe= Pt b (59
Das ist die Eulerformel fiir einen Stab der Breite 1 mit dem Trigheitsmoment / = E_(?é-i:} 5

und der Lange b,. Der Nenner (1 — »?) rithrt von der Behinderung der Querdehnung her
und tritt hier ebenso auf wie beim Ubergang von der gebogenen Rechteckplatte auf den
Sonderfall der Balkenbiegung. Gleichung (34) stellt die asymptotische Form dar, der sich
die Knickbedingung fiir die Zylinderschale nihert, wenn der Radius wichst und die Linge
abnimmt. Mit den beim Zylinder benutzten Bezeichnungen heifit sie

n=ak(5). (35)

In dieser Form ist sie in das Diagramm fiir die reine Lingsknickung, Abb. 15, aufgenommen
worden.

111. Ursachen eines Biegungsbruches vor Erreichen der Knicklast
axial gedriickter Zylinder.

. Behinderung der Querdehnung am Rande. Bei Herleitung der Knickbedingung
muBten wir die Voraussetzung machen, da} die fiir den Knickvorgang geltenden Rand-
bedingungen erst bei Erreichung der Knicklast in Kraft treten sollten. Es muB insbesondere
auch die Radialverschiebung w am Zylinderrande ungehindert mdéglich sein, wihrend die
Last von Null auf den kritischen Wert anwiichst. Diese Bedingung ist praktisch wegen der
aussteifenden Boden so gut wie unerfiillbar. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt die Folgen untersuchen, die die Behinderung der Ringdehnung
hat, und beschrinken uns zur Vereinfachung der Rechnung auf den
Fall des reinen Lingsdruckes. Die dabei gewonnenen grundsitzlichen
Erkenntnisse lassen sich natiirlich auch auf jede andere Belastung iiber-
tragen. Man kann sie sogar zum Teil bei der Knickung des geraden
Druckstabes wiederfinden, wo sie aber bedeutungslos und deshalb un-
beachtet geblieben sind.

Wenn wir eine Kreiszylinderschale der Belastung P = g,D unter-
Abb. 19. Behindernng Werfen, so wird sich ithr Durchmesser infolge der Querdehnung etwas ver-

der Querdehnung am . . . . . .
Rande der Zyinderr groBern, niamlich von 24 auf 2 (2 4 @), wenn wir jetzt im Gegensatz

sohale. Dic gestrichelte  ,um Abschnitt [ unter #, v, w die vom spannungslosen Zustand aus
spanmungslosenZustand.  gemessenen Verschiebungen verstehen. An den beiden Zylinderenden

ist wegen der Béden w = o. Die Rénder sind also etwas eingeschniirt,
und es wird dort eine Querkraft Q, eingetragen (Abb. 19). Zur Berechnung der Form-
inderung der Schale und der dabei auftretenden Schnittkrifte dienen die homogenen
Differentialgleichungen (17), zu denen aber jetzt inhomogene Randbedingungen treten.
Die Gleichungen vereinfachen sich wegen ¢, = o und wegen der Drehsymmetrie bedeutend
und heiBen

w v — kw” =0,
i (36)

v + w— k" —w"—w) + g’ =o0.
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Die Randbedingungen heiBen fiir den frei drehbaren, unverschieblichen Rand
M,=Dk(w' —u)=o0, w=0,

beides fiir x = o und fiir ¥ = /. Eine funfte Bedingung fordert, daB fiir irgend ein x die

Lingskraft

D (o +-rvw — kw"’) =—P

a

N,=

ist, und schlieBlich kénnen wir noch fiir x = o vorschreiben # = 0. Dadurch wird eine
starre Verschiebung ausgeschlossen, die sonst noch in der Lésung enthalten ware.
Wir lssen die Differentialgleichung durch einen Exponentialansatz

y=2A4 elx/al w=2C gﬂ.x/a’
der sie in zwei gewdhnliche Gleichungen fiir 4 und € dberfiihrt:
4.2 +C- (A — kM) =o,
A-h— kW) +C-(1+ R+ hAM+ 1) =o0.

Aus dem Verschwinden ihrer Determinante folgt die Gleichung far 4:

I

26_}_q2+k21’k24+ ;vglz—_—.o,

Sie hat die Doppelwurzel

und ferner die vier Wurzeln

}-1,2,3,4=ﬂ:l/_g%‘”i;1—k]/—qg_4(I._7;2 k. (37)

Wir wollen zunichst den Fall untersuchen, daf3
95 <4t —r»)k
ist. Dann werden diese vier Wurzeln alle komplex und kénnen

)*1,2,3,4 =datif

geschriecben werden, wobei o und f§ reelle, positive Zahlen sind, die fiir gegebenes % und ¢,
in bekannter Weise ausgerechnet werden konnen. An der oberen Grenze unseres Last-
bereichs, die wir hier ausschlieen wollen, wird &« = o.

Die vier Partikularlssungen ¢%%% bis ¢* %% konnen unter Einfithrung neuer Inte-
grationskonstanten durch ein von ihnen linear abhidngiges Losungssystem ersetzt werden,
das aus Produkten von reellen e-Funktionen und Kreisfunktionen besteht:

T
o

w=c [Alcosﬂ g + 4, sinﬂ-»z-]

{—x

te " [dycos pET7 + dysing b dot 4,
(38)

w=o¢ @ [Clcosﬂ w;{ + C,sin g ':]

-
—

- I =
+e¢ @ [Cacosﬁ»g—{( + Qsmﬁ-—f] + Cs + CGME’:__‘
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen ergeben sich zwischen den A und C lineare
Beziehungen:

Aiy=Crpa(b— sms) — Co B (k+ )
Ag 4= C1,3ﬂ(k + ;2_:—73—2) + Cz,4°¢<k — ﬁ_—ﬂg) )
A, =—-;~C5, Cs=o0.

A, geht nicht in die Differentialgleichungen ein und wird wegen der sechsten Rand-
bedingung Null. Die vorletzte Randbedingung ergibt, wenn man die Losung einsetzt und
die 4, durch die C,, ausdriickt,

14
Cs= 150

und die vier andern fiihren nach geringer Umformﬁng auf folgende Gleichungen:

al al
Ci+ Cye “cos%l%—c‘,e"“sin%{:——cw
"‘%l . fl ““%l B a2 12
—Cot Coe” @sin b0 Cpemeos = G (L - 1), (39)
C10 aCOS"é"’i"Cg@ aSil’l~é-+Cs=—C5,
al al
-, ! = 1 2 B2 !
Cie “sm%—cze “cos%——c4= (35(“2_"1”?4_;’“’%).

Dieser Gleichungssatz, der zu gegebener Last Durchbiegungen und Spannungen der Schale
bestimmt, hat eine eindeutige, endliche und im allgemeinen von Null verschiedene Lésung,
solange seine Koeffizientendeterminante nicht verschwindet. Wir wollen zeigen, daB3 das
nicht geschehen kann, solange « und 8, wie vorausgesetzt, reell und von Null verschie-
den sind:

Entwickelt man die Determinante A4 und rechnet die Glieder zusammen, so erhilt
man

! !
— 20~ I —da—
A=4q0®f |1 —2¢ “coszf--+e a“},
und das kann fiir g2 < 4(x —#%% nur verschwinden, wenn die Klammer Null wird,
wenn also

I l
Cojza— =cosz2f--

ist. Das ist fiir kein reelles Wertepaar «, § moglich. Die erste Nullstelle der Determinante
liegt mit « = o gerade an der hier ausgeschlossenen obern Grenze des betrachteten Last-
bereichs.

Fiir hinreichend kleine Lasten ist « klein und noch fast bis an die Grenze des Bereichs
kann man e~*¥% gegen 1 vernachlissigen. Dann zerfillt das System (39) in zwei von einander
unabhingige Gleichungspaare. Mechanisch heiBt das, daB an jedem Schalenrand eine Zone
vorhanden ist, in der Biegungsmomente und Querkrifte auftreten, und daB diese Stérung
vom Rande weg schnell abklingt, so daB sich die Vorgidnge an den beiden Enden des
Zylinders gegenseitig nicht beeinflussen. Erst naheé an der Grenze g% = 4(x — »?)k wach-
sen die Stérungszonen in der Zylindermitte zusammen. In Abb. zo ist dieser Vorgang dar-
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gestellt. Die letzte Abbildung entspricht gerade der Grenzlast. Zu ihrer Berechnung ist
unser Ansatz nicht mehr zu gebrauchen, da dann alle Wurzeln der charakteristischen
Gleichung und ebenso alle Partikularlgsungen paarweise gleich sind. Die Ergénzung des

Ansatzes durch Glieder der Form # ¢*® ist bekannt, und wir wollen auf die Durchrechnung
des Sonderfalles verzichten und uns damit begniigen, die Ergebnisse anzugeben.

Vorher aber wenden wir uns dem wichtigen Fall zu, da3 die Last
GB>4(@—2)k
ist, Dann sind A, bis 4, rein imaginir und wir schreiben
=—A=1iy, dy=—dy=1ips,

wobei g, und u, reell sind und aus (37) leicht entnommen werden kénnen. Die Losung
heift damit

% —*Alcos,ul +Agcos,u2 ¥ — Aysin ,ul-—;i — A,sin /,92{;- +Ae—z—,
w = Clsln,ul S sin gp = Y + Cycos py d + C,4cos py— o Y+ Cs,

und durch Einsetzen in die Differentialgleichungen findet man zwischen den A und C
die Beziehungen:

— i —_ — 2
a ol S W, N 1. B
3 My 1 Mo »

# D

Zur Einfithrung der Randbedingungen empfiehlt es sich, das Koordinatensystem derart
zu verschieben, daB die Zylinderenden bei ¥ = +- —i— liegen. Die Randbedingung N, = — P
fiir einen der Rinder ergibt fiir C; den fritheren Wert, wihrend die Forderungen w = o

l
und M, = o fiir ¥ = 4- - auf die folgenden vier Gleichungen fiihren:
= !
+ G sm—-j:C 51n—+C cos———l—C4 cos%z—u:—Cs,
:l:E,ulsm :};C2,u2 51n——+C3,ulcos——+C4‘u2cos

— TR — —
T Al,ulsm’:—lz + A2,u251n'u2 3/51(:05%1—5 — Ayt cos’i’; = — ;—Ca.
Darin sind die 4 nach den eben gegebenen Formeln durch die C auszudriicken. Durch paar-
weises Addieren und Subtrahieren kann man das System in zwei von einander unabhéngige

Gleichungspaare spalten. Das eine mit den Unbekannten C, und C, gibt den Anteil der
Durchbiegungen w, der zur Mittelebene ¥ = o des Zylinders symmetrisch ist, wahrend

das andere Paar mit den Unbekannten C, und C, den antimetrischen Lésungsanteil
liefert. Wir wollen die Gleichungspaare kurz als symmetrisches und antimetrisches be-
zeichnen.

Das symmetrische hat von Null verschiedene Absolutglieder. Es liefert in Fortsetzung
der aus (32) erhaltenen Ergebnisse die unter steigenden Lasten weiter anwachsende Ver-
biegung des Zylinders, und wenn seine Determinante Null wird, so gehen die Durch-
biegungen nach unendlich. Das geschieht, wie man leicht nachrechnet, wenn die Gleichung

! o ! ! &2_1

R fat Mol gy — 2 ot 84
(» ,uz)cos”cos” (v — u?) cos = €0s =
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erfiillt ist. Wegen p, 4=y, mul} einer der Kosinus verschwinden, es muB also
a
gy oder p,=npm- (40)

sein mit ganzzahligem, ungeradem #.
Das antimetrische Gleichungssystem ist homogen. Es liefert zur Deformation der
Schale nur dann einen Beitrag, wenn seine Determinante Null ist, und dann hat dieser
Beitrag eine unbestimmte Amplitude, gibt also eine Folge unendlich benachbarter Gleich-
gewichtslagen. Die Lasten g¢,, fiir die das eintritt, sind demnach regelrechte Knicklasten,
bei denen ein stabiles Gleichgewicht in ein labiles iibergeht. Als Bedingung fiir das Ver-
schwinden der Determinante findet man leicht die eben angegebene Formel (40), jedoch
diesmal mit geradem =.
Es bleibt noch der Grenzfall g2 = 4 (1 —»%) % zu besprechen. Die Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung werden dann paarweise gleich. Die Durchrechnung, die nichts Neues
Uy =25, k1075 bietet,. wollen wir hier iibergehen und nur erwihnen,
@0V i 4 5 45 6 peb2227-007 daB sie wieder auf die Formel (40) fiihrt, die aber mit
\ der Nebenbedingung g, = s nur fiir ganz bestimmte
< Zylinderlangen erfiillt werden kann.
Durch Einsetzen von u, oder u, nach (37) bestatigt
< man leicht, daB (40) mit der in I, 4 gefundenen For-
mel (28') identisch ist. Das Hinzutreten der Rand-
stérung infolge behinderter Querdehnung hat also
q die Wirkung, daf3 diejenigen Knicklasten, zu denen
einegerade Halbwellenzahl gehort, Knicklasten bleiben,
wihrend die andern in Unendlichkeitsstellen der Form-
dnderungen und Spannungen iibergehen. Deren mecha-
nischer Sinn ist bekanntlich der, daf} die kleinste von
ihnen die Hochstlast darstellt, bis zu der ein Bie-
gungsbruch vollendet sein muB. Die Stelle grofter Be-
anspruchung liegt, wie die Abb. 20 erkennen lassen,
beim ersten Maximum von w. Die dort herrschende

ﬁ
S

><

v . . P
Abb. 20, Fortschreitende Verbiegung eines axial ~ Spannung ibertrifft den Mittelwert o = -+ um so

TAVAASAAY

gedriickten Zylinders mit behinderter Quer- . . . l4}
dehnung am Rande. k — 10-5, - =25, Die ehr, je grofler die Durchbiegungen werden, d. h. je
a IS LR}
Durchbiegungen sind 34-fach vergroBert, niher man der kritischen Last kommt, und besonders

dann, wenn diese weit iber der FlieBgrenze liegt,
wird der Zylinder an dieser Stelle nachgeben, noch ehe die mittlere Spannung die Elastizi-
titsgrenze erreicht hat. Die erste Welle wird dann einfach plattgedriickt, und mit
steigender Last schreitet die Stérung von einer Biegungswelle zur andern weiter, bis
der ganze Zylinder, von den Enden ausgehend, zusammengebrochen ist. Diese Erscheinung
ist zuerst von J. Geckeler bei Knickversuchen gefunden und von ihm und L. Féppl erklirt
worden®.

Die Knicklasten, die wir fiir gerade # fanden, und deren kleinste fiir geeignete Zylinder-
lingen unterhalb der ersten Unendlichkeitsstelle liegen kann, haben praktisch keine Be-
deutung, da die kleinsten kritischen Lasten alle so nahe beieinander liegen, dafl sie sich
experimentell nicht trennen lassen. Bei dem in Abb. zo dargestellten Zylinder liegt z. B.
die Grenzlast ¢, =2 7/(1 — »®k, die Knicklast des unendlich langen Zylinders, bei
6,2327-1073, die erste wirkliche Knicklast des endlichen Zylinders mit # = 14 bei
6,2329-10~? und die erste Unendlichkeitsstelle mit #» = 15 bei 6,286 -10-3. Wie man den

1 J. Geckeler, Z. angew. Math. Mech. 8 (1928) S. 341. L. Féppl, Sitzungsber. d. Bayr. Ak. d. Wissensch.
(1926) S.27.
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Zahlen ansieht, ist logarithmische Rechnung nétig, um die Unterschiede zwischen thnen
zu finden. Die wesentliche Erkenntnis, die diese Rechnung vermittelt, ist die, daB hier
cin Gleichgewicht labil werden kann, das nicht biegungsfrei ist!. Man kann
diese Erscheinung auch am gewdhnlichen Knickstab wiederfinden, worauf wir hier jedoch
nicht eingehen wollen.

Bei der Anwendung der in Abschnitt 1l entwickelten Theorie hat man darauf zu
achten, daB sie nur dann gilt, wenn die aus ihr errechnete Knicklast unterhalb der Last
liegt, die den eben geschilderten Biegungsbruch erzeugt. Dazu ist nétig, daB zur kleinsten
Knicklast eine Ringwellenzahl # > o gehort, und dall die kleinste zu # = o gehérende
Knicklast erst in groBerem Abstande folgt. AuBerdem wird die Knickerscheinung natiir-
lich um so besser der Theorie entsprechen, je weiter unter der Quetschgrenze sie auftritt.
Die Knickformel gilt trotz der am Rande behinderten Querdehnung exakt, solange auch
an der Stelle groBter Biegungsbeanspruchung noch kein FlieBen begonnen hat.

Auf andere Belastungen, insbesondere auf den radialen Manteldruck, lassen sich die
hier gefundenen Ergebnisse sinngemil iibertragen. Die Verhiltnisse liegen dort fiir das
Zustandekommen wirklicher Knickvorginge giinstiger, weil auch bei groBleren Wand-
stirken die kritische Last noch unter der Fliegrenze liegt.

2. Abweichungen von der vollkommenen Zylinderform. Die im Abschnitt IV be-
sprochenen Versuche zeigen, daBl es auch fiir die in Richtung der Achse gedriickten Zy-
linder gelungen ist, die eben dargelegten Anforderungen zu erfiillen. Die Zylinder sind
nicht zusammengefaltet, sondern ausnahmslos verbeult mit Ringwellenzahlen m > o.
Trotzdem wurden nach Tabelle 3 die rechnerischen Knicklasten nur zu 50 bis 60% er-
reicht. Die Erklirung dafiir ist in Formfehlern der Zylinderschalen zu suchen, deren Ein-
fluB wir jetzt ermitteln wollen.

Die Mittelfliche der Schale sei bestimmt durch die Abweichungen U, V, W ihrer
Punkte von einer genauen Zylinderfliche. Wir machen dafiir den Ansatz .

U==0,

. . X
V =V, sin mg @sin 4, -

(41)

X
— W Q 1
W = Wycosmg@sindy - .

Die Amplituden V¥V, und W, konnen beliebig vorgegeben werden. Es wiirde geniigen,
Vo = o zu setzen und die Schale durch die eine Koordinate W allein zu beschreiben. Fiir
die Rechnung ist es zweckmiiBiger, ¥, so zu wihlen, daB das Bogenelement in ¢-Richtung
fiir Schale und Zylinder dasselbe ist:

W,
e . 0
Vo -

Die Schale werde wieder nur durch einen Lingsdruck P belastet. Wenn die Abweichungen
V, W von der genauen Form die GréBenordnung elastischer Durchbiegungen haben, und
das wollen wir annehmen, so miissen wir zur Berechnung der entstehenden Spannungen
von den Differentialgleichungen (17) ausgehen. Dabei ist zu beachten, daB die darin ent-

haltenen Verschiebungen #, v, w, soweit sie mit den Lasten ¢,, g, multipliziert sind, Ab-
weichungen der elastisch deformierten Schale von der Zylinderform darstellen, hier also

1 Zusatz bei der Korrektur: Ein ahnliches Problem findet sich bei F, Schleicher, Stabilitit leicht
gekriimmter Rechteckplatten.Abh. Intern. Vereinigung f. Briickenbau u. Hochbau, Bd. I, S.433. Zirich
1932. Eine typisch nichtlineare Aufgabe, die auch zum Labilwerden eines Biegungsgleichgewichts
[fuhrt, hat E, Chwalla behandelt: Sitzungsber. d. Ak. d. Wissensch., Wien, Il a, 140 (1931) S. 163.
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durch # 4+ U, v + V, w 4+ W zu ersetzen sind, wihrend die andern Summanden der Glei-
chungen die durch die elastischen Verschiebungen ausgedriickten Schnittkrifte sind, die
auch hier wieder von den elastischen Verschiebungen allein abhingen. Die Differential-
gleichungen unseres Problems heiflen also

" I—v . 1 +
% 4 R -+
1 + v

1%y "ty —{—k(—— " ~w”’+1_—2_”_w ):0,

Vu

W S e k(S — )y = 3 ) — g =g, 1,

urn____um_‘_iz"’ Vb 2w wt 2w +w>
‘+l]2w”=“—92 w".

v v 4w k(l—v

Die Gleichungen sind inhomogen. Wir kénnen sofort eine Partikularlésung angeben:
%= A cosmyp cos/'lo-;,
v = B sinmg g sin 20%, ‘ (43)
w = Ccosmyg sinlo%.

Setzt man das ein, so erhilt man ein System von drei linearen, nicht homogenen Glei-
chungen fiir 4, B, C. Die linken Seiten sind dieselben wie in (19), jedoch mit 4, und m,
statt A und m, und die rechten Seiten heilen o, —¢,A2V, g,A2W,. Die Koeffizienten
enthalten zum Teil die Last ¢,. Die Absolutglieder sind der Last und den Fehlerampli-
tuden V,, W, proportional. Daraus folgt: Die in der Schale entstehenden Nebenspannungen,
d. h. die Spannungen abziiglich der gleichmiBigen Druckspannung P/d, sind proportional
der Abweichung von der Zylinderform, proportional den Lasten jedoch nur so lange, als
die ¢,-Glieder in den Koeffizienten vernachlissigbar klein sind. Wird g, gréBer, so wachsen
die Deformationen und die Nebenspannungen schneller und gehen nach unendlich, wenn
die Nennerdeterminante des Gleichungssystems Null wird. Die Last, bei der das geschieht,
kennen wir schon. Es ist die zu m = m,, 4 =4, gehérende Knicklast.

Zu der angegebenen Partikularlésung haben wir noch die in Ziff. | aufgestelite Lsung
der homogenen Gleichungen zu addieren, mit der wir die Randbedingungen erfiillen kénnen.
Sie besteht, wie wir gesehen haben, aus einem linearen Teil, der die gleichmiBige elastische
Zusammendriickung durch die Kraft IV, darstellt, und aus Exponentialfunktionen mit
komplexem oder imaginirem Argument, durch die der Einflu8 einer Randstérung wieder-
gegeben wird, die bei steigender Last schlieBlich den ganzen Zylinder erfafBt.

Die homogenen Differentialgleichungen haben aber fiir ausgezeichnete Werte g, noch
die Losungen (18). Fiir alle Knicklasten des Zylinders, fiir die m == m, oder 4 4= 4, ist, kann
man diese Lésung mit beliebiger Amplitude addieren, erhilt also eine Folge unendlich
benachbarter Gleichgewichtslagen. Daraus ergibt sich folgendes:

Wenn die Schale in der durch (41) dargestellten Weise von der genauen Zylinderform
etwas abweicht, so wachsen diese Abweichungen unter steigender Last immer stirker an
und gehen nach unendlich, wenn g, die zu m,, 1, gehdrende kritische Last erreicht. Das
ist die duBerste Grenze, bis zu der die Schale durch Uberschreitung ihrer Biegungsfestigkeit
zu Bruch gegangen sein muf. Ist fiir die niedrigste Knicklast der Schale entweder m ==m,
oder 1 == A, oder beides, so wird bei Erreichung dieser Last der sich vorbereitende Biegungs-
bruch unterbrochen, und es tritt eine regelrechte Knickung ein. Auch hier wird also ein
elastischer Gleichgewichtszustand labil, der nicht biegungsfrei ist. Gleichzeitig mit diesen
Vorgingen spielen sich die in Ziff. | behandelten ab. Sie treten nicht in Erscheinung,
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wenn die kleinste kritische Last iiberhaupt weit genug unter der kleinsten Knicklast mit
drehsymmetrischer Knickfigur liegt.

Da, wie wir schon sahen, die Nebenspannungen den urspriinglichen Abweichungen
von der genauen Form proportional sind, so kann man den Ansatz (41) zu einer biharmo-
nischen Reihe erweitern. Mit andern Worten: Wenn man die Einfliisse der stets vor-
handenen unregelmiBigen Formfehler einer Schale untersuchen will, so mul man diese
Fehler der harmonischen Analyse unterwerfen und sie durch eine doppelt unendliche Reihe
darstellen, deren Glieder wie (41) gebaut sind. Diejenigen Harmonischen, deren 4, m zu
den kleinsten Knicklasten des Zylinders gehéren, wachsen unter steigender Last am
stiarksten an und bestimmen die entstehende Ausbeulung. Wenn die zur allerkleinsten
kritischen Last gehorende Harmonische eine besonders kleine Amplitude hat, so kénnen
die nichstfolgenden so stark hervortreten, daB sie schon lange vor Erreichung der Knick-
grenze zu einem Biegungsbruch fithren und das Aussehen der Bruchfigur bestimmen. Je
geringer die Formfehler sind, und je weniger einzelne Harmonische iiberwiegen, um so
besser wird man die rechnerische Knicklast und die zugehérigen Wellenzahlen s und »
erreichen. A

IV. Versuche zur Zylinderknickung.

Zweierlei kann man an Knickversuchen messen, die Lasten g¢,, ¢, und die Wellen-
zahlen m, #. Beide sind den im vorigen Abschnitt geschilderten Stérungen unterworfen,
jedoch in sehr verschiedenem MaBe. Abweichungen der Wellenzahlen rithren von Unvoll-
kommenheiten der Schalenform her, durch die eine Knickfigur, deren kritische Last nur
wenig iiber der kleinsten liegt, unter Umstdnden bevorzugt wird. Die Wellenzahlen weichen
dabei immer nur wenig, meist nur um eine Einheit, vom Sollwert ab. Ganz anders steht
es mit den Lasten. Sie kénnen durch unvollkommene Randbedingungen und ungenaue
Schalenform sehr wesentlich herabgedriickt werden. Das gilt natiirlich ganz besonders
fiir die Anwendung der Theorie anf technische Falle, wo man es noch viel weniger in
der Hand hat, einwandfreie Randbedingungen zu schaffen. Auch die gewdhnliche Stab-
knickung, bei der man im Laboratorium alle Exzentrizititen vermeiden kann, muf} in
der Praxis in der Regel auf Stibe angewandt werden, die mit andern Bauteilen biegungs-
fest verbunden sind und in die dadurch eine unerwiinschte Exzentrizitiat hineingetragen
wird. Diese Unstimmigkeiten miissen durch einen entsprechenden Sicherheitskoeffizienten
abgegolten werden, fiir den die Stabknickung reiches Erfahrungsmaterial bietet und fiir

Tabelle 1.
p P Ver- 2
Nr. { a d | Material E k gem. | ber. {haltnis] m m El
cm cm cm kg/cm? kg/em? | kgfem®] % |gem.| ber. | &
1 }106,2 (50,0 |0,81 |[Eisen{?}]2,10-10% 270703} 24 31,8 76 5 5 1
2| o1,4 |68,55 [0,635 |Eisen(?){2,10-10%{7,13:107%| g,0 12,4 73 6 7—8 2
3] 76,2 7,62 |o,109 |Eisen(?)]2,10-10%|1,71+10~" 4.6 4,68 98 —_ 3 3
4| 76,2 |10,16 |o,109 |Eisen(?)]2,10110%[9,62-10"8| 2,75 2,87 96 — 3 3
5 |1o1,6 |10,16 |0,109 |Eisen(?)}]z,10-10%}9,62:10~%| 2,18 2,08 | 105 — 3 3
6 0,635| 1,334|0,0214 | Messing | 9,84 10%|2,13 1075} 38,2 85,8 44 8 >10]| 4
7 2,03 | 1,334|0,0211 | Messing ]9,84-10%|2,08-10-5| 16,9 19,25 88 4 6 4
8 4.04 | 1,334]0,0216|Messing | 9,84-10%|2,18-107%]| 10,4 10,3 101 4 4—5 4
9 7,12 | 1,334|0,0216| Messing }9,84-10%12,18-1078} 4,61 6,29 73 3 3—4 4
10| 11,18 | 1,334/0,0211|Messing | 9,84-10%|2,08-10-5 ,23 3,29 98 2 3 4
11 § 17,80 | 1,334|0,0216| Messing | 9,84+ 10%|2,18 108 2,26 2,16 | 105 2 2 4

Quellen: 1. Bach, Z. VDI 38 (1894) S. 689; zitiert bei R. Lorenz, Physik. Z. 12, 1 (1911) S. 259.
2. Richards, Engineer (1881) I, S.429; abgedruckt bei Wehage, Dinglers polytechn. J. 242 (1881)
S: 236; bei C. v. Bach, Maschinenelemente, 7. Aufl., S. 191. R, Lorenz, a. a. O. und R. v. Mises, Z. VDI 58
{1914) S. 754. 3. Fairbairn, Trans. Roy. Soc. Lond. (1858} S. 38g; zitiert bei R. v. Mises, a.a. O.
4. Gilbert Cook, Philos. Mag. 50 (1925) S. 848.
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dessen Festsetzung auch die im folgenden wiedergegebenen Versuche einen Anhalt
geben.

In der Literatur finden sich zahlrciche Mitteilungen iiber Versuchsergebnisse zu dem
unter II, 6 behandelten TFall der Knickung unter Manteldruck. Davon miissen viele aus-
geschieden werden, weil bei ihnen das Material schon vor Eintritt der Knickung tiber
seine Elastizitdtsgrenze hinaus beansprucht war (plastisches Knicken!). Von den zum Ver-
gleich mit der Theorie geeigneten gibt Tabelle 1 eine Auswahl.

Bei der Auswertung der Versuche wurde Abb. 17 benutzt, die im Hinblick auf ihre
Verwendung im Eisenbetonbau fiir » = § gerechnet ist, und durch Stichproben gepriift,
dal3 der Einflufl der Querdehnungszahl unwesentlich ist. An den Versuchen erkennt man
folgendes: Bei langen Zylindern (Nr. 5 und 11) wird die errechnete Bruchlast um einige
Prozent uberschritten, wihrend die andern meist 5 bis 10% zu wenig geben. Die ilteren
Versuche (Nr. 1 und 2) geben geringere Bruchlasten. Thre Urheber waren bestrebt, tech-
nischen Bedingungen méglichst nahe zu kommen und haben deshalb auf einwandfreie
Randbedingungen und genaue Kreisform kein Gewicht gelegt. Die Zahlen zeigen, mit
welcher Festigkeitsverminderung gegeniiber sorgfiltigen Laboratoriumsversuchen man in
der Praxis etwa zu rechnen hat.

Ganz aus der Reihe fallt Nr. 6. Dieser Zylinder, der nur 44 % der rechnerischen Last
getragen hat, ist nur % Durchmesser lang. Wegen dieser geringen Linge und des hohen
Knickdrucks mul} natiirlich die Behinderung der Ringdehnung an den Enden stark zur
Wirkung kommen, so dal} schon vor Erreichung der Stabilitatsgrenze ein Biegungsbruch
zustande kommt.

Im AnschluB an diese Versuche sind die von R. v. Mises gemachten zu erwihnen?,
bei denen eiserne Zylinder einem allseitigen, auch auf die Béden wirkenden Druck aus-
gesetzt wurden, so daB g¢,:¢q, = 2:1 ist. Bei allen Versuchen war & = 2,085-107%,
E = 2,1-10% kg/cm?, » = 0,30. Es wurde hierfiir ein Diagramm nach Art der Abb. 13 ge-
zeichnet und daraus die Knicklasten entnommen. Sie sind in Tabelle 2 den gemessenen
Werten gegeniibergestellt.

Tabelle 2.
P P Ver-
Nr. ! a J gem. ber. haltnis m m
cm cm cm kg/cm? kg/cm? % gem. ber.
1 12,0 40,0 | 0,20 0,1 13,4 46 17 16—17
2 18,0 40,0 | 0,20 3,9 8,4 46 15 14
3 24,0 40,0 | 0,20 3,35 0,17 54 14 12—13
4 18,0 6o,0 | 0,30 7,0 13,4 52 17 16—17
5 27,0 60,0 | 0,30 5,1 8,4 01 15 14
0 36,0 60,0 | 0,30 4,15 6,17 67 13—1I4 12—13
7 36,0 80,0 | 0,40 0,0 8,4 71 14—15 14
3 36,0 | 120,0 | 0,60 9,5 13,4 71 10 16—17
9 34,0 | 120,0 | 0,60 7,2 8,4 86 14—15 14

Unter den berechnetenm-Werten sind zwei benachbarte angegeben, wenn der Diagramm-
punkt in der Nihe einer Ecke der polygonalen Knickgrenze liegt. Die Versuche zeigen
eine auffallend gute Ubereinstimmung der gerechneten und beobachteten Knickfiguren,
wihrend die erreichten Bruchlasten um so stirker zuriickbleiben, je kleiner die Versuchs-
korper sind. Die Abb. 6 der Originalarbeit 143t vermuten, dafl durch die Art des Anschlusses
der Béden Stérungen in den Spannungszustand hineingetragen worden sind.

Uber Versuche zur Langsknickung waren in der Literatur keine Zahlenangaben zu
finden. Es sind deshalb einige Versuche gemacht worden. Die Verwendung von Metall-

1 R.v. Mises, Stodola-Festschrift, S. 418ff., Ziirich 1929.
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Verwendung auch nur einigermaBen kreisrund sind. Es wurden deshalb zunichst Frei-
handversuche mit Gummizylindern gemacht, die aus etwa 0,5 mm starkem Gummi her-
gestellt sind. Sie sind in der Lingsnaht stumpf geklebt und an den Enden durch Béden
aus Pappe ausgesteift. Durch vorsichtiges Kleben konnte erreicht werden, daf3 diese Kanten
scharnierartig wirkten, wie es die Theorie voraussetzt. Zur Belastung dienten vorsichtig
und moglichst zentrisch aufgelegte Gewichte; oder die Zylinder wurden auf eine gréBere
Briefwage gestellt und mit der Hand niedergedriickt. In beiden Fillen ist das Eigengewicht
der Zylinder bei Bestimmung der Knicklast mit in Ansatz gebracht. Von diesen Versuchen,
die wegen der Schwierigkeit der Kraftmessung auf Genauigkeit natiirlich keinen Anspruch
machen kénnen, sind in Tabelle 3 einige wiedergegeben. Die Hauptschwierigkeit scheint
nicht in den Randbedingungen zu liegen, sondern in der Herstellung und Erhaltung der
genauen Zylinderform. :
Fiir genauere Untersuchungen wurden
Zylinder aus Zelluloid gebaut®. Das Material
- wurde in ebenen Tafeln bezogen, in die ge-
wiinschte Form gebracht und durch lingeres,
gleichmaBiges Erwirmen entspannt. Die Lings-
nihte sind mit schwicherem Material dop-
pelt verlascht und haben bei den Versuchen
keinen merklichen EinfluBl auf die Ausbildung
der Knickfigur ausgeiibt, so daB angenommen
werden kann, daBl sie weder zu schwach,
noch zu steif geraten sind. Die Enden der Zy-
linder sind durch 4 mm starke Sperrholzbdden
ausgesteift, die mit dem Zelluloid fest verklebt
sind. Eine scharnierartige Befestigung ge-
lang nicht. Da die Versuchskdrper mit einer
Ausnahme (Z 54) ziemlich lang sind, ist das
nicht so wesentlich. Die Feststellung der ge-
nauen Abmessungen vor den Knickversuchen
zeigte, daB es leider nicht gelungen ist, wirklich
kreisrunde Zylinder zu erhalten. An den aus-
gesteiften Enden stimmten selbstverstindlich

Abb. 2xe, Zylinder'Z 52, m = 4, n = 1.
Abb, 212 bis ¢, Zelluloidzylinder nach Erreichung der .
Knicklast, alle Durchmesser iiberein, aber in der Mitte

schwankten sie um I bis zmm. Das hat

nattirlich die Knickfestigkeit ungiinstig beeinfluBt. -

Zum Abpressen diente eine handgetriebene Amslermaschine mit 200 kg Melbereich
(Bruchlasten 28 bis 144 kg). Zwischen die Hiupter der Presse und den Versuchskdrper
wurde eine Zwischenlage aus Gummi und Pappe eingeschoben, um eine gleichmiBige
Druckverteilung zu erzielen. Die erreichten Knicklasten zeigt Tabelle 3, einige Knick-
figuren Abb. 21.

Der Auswertung ist Abb. 16 zugrunde gelegt und wieder durch Stichproben fest-
gestellt, daB Abweichungen der Querdehnungszahl fast einflullos sind. Das Ergebnis der
Versuche bestiitigt, daB die Bruchvorginge lingsbelasteter Zylinderschalen starken Sto-
rungen ausgesetzt sind, worauf schon hingewiesen wurde. Die erreichten Bruchlasten liegen
zwischen % und % der Sollwerte und zeigen, welche Tragfihigkeit technisch etwa zu
erwarten ist, wo man es auch mit Korpern zu tun hat, die Abweichungen von der genauen
Form und stérende Randeinfliisse haben., Immerhin wire es eine lohnende Aufgabe, die
Herstellung der Versuchskérper so weit zu vervollkommnen, daB3 die Abweichungen von

1 Die Versuche wurden im Institut fiir angewandte Mechanik der Universitat Gottingen ausgefihrt.
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der kreiszylindrischen Form nicht mehr merklich sind. Ein geeigneter Baustoff fir der-
artige Versuche scheint im Zelluloid gefunden zu sein, da das Verhiltnis des Elastizitits-
moduls zur Elastizititsgrenze mit 2,5-10%: 160 = 156 jedenfalls sehr viel giinstiger liegt
als bei den meist verwendeten Metallen®.

Zusammenfassend ist zu sagen, dal} die in der Literatur vorliegenden, besonders die
englischen Versuche, die fiir die Querknickung aufgestellten Formeln gut bestitigen, daf
die wenigen fiir gemischte Quer- und Lingsbelastung vorhandenen Versuche zum Teil
offenbar durch Randstérungen stark beeinfluBt sind. Die Lingsknickung, deren Bruch-
lasten ja um Zehnerpotenzen héher liegen als die der Querknickung, diirfte in technischen
Anwendungen meist iiberhaupt erst nach Uberschreitung der Elastizitatsgrenze auftreten.

V. Anisotrope Zylinder.

1. Grundlagen der Spannungstheorie. Wenn die Spannungen in Richtung der beiden
Koordinatenlinien sehr verschieden sind, so ist es oft zweckmi8ig, dem konstruktiv durch
aufgesetzte Rippen Rechnung zu tragen. Ist deren Abstand grof3, so hat man eine Schale
mit elastischen Lingstrigern oder Spanten zu berechnen und tut das, indem man fiir
einen zwischen zwei solchen Trigern liegenden
Schalenstreifen die Differentialgleichungen aufstellt
und den Zusammenhang zwischen Schale und Rippen
als Randbedingung formuliert. Wesentlich einfacher
gestaltet sich die Rechnung, wenn der Rippen-
abstand klein ist gegen die bei der Deformation in
der diinnen Schale zu erwartenden Wellenlingen.
Dann kann man den Grenzilbergang zu unendlich
dicht liegenden und entsprechend schwachen Rippen
machen und die Schale samt ihren Verstarkungen
als ein homogenes, aber anisotropes Kontinuum be-
handeln. Die Stabilitit derartiger Schalen soll in
diesem Abschnitt nidher untersucht werden.

Wir fassen die Aufgabe mdglichst allgemein
und stellen das Elastizititsgesetz auf fiir eine Schale,
deren Schnitte ¢ = konst und x = konst die Abb. 22a, b zeigen. Sie besteht aus platten-
artigen, in der Abbildung eng schraffierten Teilen und zwei Scharen von Rippen, die
in Richtung der Koordinatenlinien laufen. Ihr Querschnitt ist beliebig, aber innerhalb
jeder der beiden Scharen iiberall derselbe.

Wir betrachten zunichst den Schnitt lings einer Erzeugenden. Er besteht aus der
periodischen Wiederholung des in der Abbildung schraffierten Teils, dessen Breite gleich
dem Abstand b, der Ringrippen ist. Die Breite der Rippen nennen wir b,. Sie ist eine
Funktion der Koordinate z, die von einer beliebig gewahlten ,,Mittelfliche'* z = o0, einem
zu den Schalenlaibungen parallelen Zylinder, radial nach auen gemessen wird. Fiir die
plattenartigen Teile, die wir Gurtplatten nennen wollen, ist b, = b,. AuBerdem brauchen
wir noch die Breite b,, die ebenfalls von z abhingt und dadurch definiert ist, daB sie im
Bereich der Gurtplatten = b,, sonst = o ist. Ganz entsprechende Bezeichnungen konnen
wir fiir den Schnitt » = konst einfiihren, wollen da aber alles in WinkelmaB ausdriicken.
Es ist also 8, der zum Abstand zweier Langsrippen gehorende Zentriwinkel, 8, die Winkel-
breite dieser Rippen und B, fiir die Gurte = g, auBerhalb derselben = o.

Mit Hilfe dieser Querschnittsabmessungen definieren wir zwolf GroBen, die das
elastische Verhalten der Schale beschreiben sollen. Die Integrale sind stets iiber die ganze
Schalenstiarke zu erstrecken:

Abb. 22a, b, Lings- und Querschnitt durch eine
anisotrope Zylinderschale.

1 Zahlenangaben nach G.Mesmer, Techn. Mech. Thermodyn. 1 (1930) S. 97.
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Dehnungssteifigkeiten: D, = _E—f b,dz, D, = %f B i%gdz,
Schubsteifigkeiten : D,, = f bydz, D, = FE J [ z,
Momente erster Ordnung: S, = T f bzdz, S, = —g—f i f——:l;--z-zdz,

Spx = f—uf byzdz, S,, = %fﬁg 2t da, o
Biegungssteifigkeiten: K, = ZE—f 122dz, K, = ﬁ% f A f—j;-z-zzdz,
Drillungssteifigkeiten: = — f 2#dz, K., = 7’% f B aj; “daz.

Diese Steifigkeiten sind nicht alle unabhiingig voneinander; denn wihrend b,/b, und §,/8,
nichts miteinander zu tun haben, bezeichnen b, und f, beide dasselbe, nimlich die Lage

der Gurtplatten. Es 1st =B und damit ergeben sich, wenn man in den rechts stehenden
0

T B

Formeln die Integrale in zwei Summanden spaltet, die Beziehungen
I
Dy =Dy + d'swwr Seq = Sp. + ; Ko

und wenn man wie frither f z® dz vernachlissigt, folgt ferner
Kup=K,,

In den Formeln {4a bis h) sind fiir die isotrope Schale die Lingskrifte, Schubkrifte
und Momente definiert. Diese Definitionen miissen fiir die Schale mit Rippen und mehreren
Gurtplatten natiirlich entsprechend abgeindert werden. Bei den Lingskriften und Biege-
momenten fiigen wir einfach den Faktor b,/b, oder §,/f, unter dem Integral ein, bei den
Schubkriften und Drillungsmomenten b,/by oder B,/8, entsprechend der Annahme, daf}
sich die schmalen Rippen nicht an der Aufnahme von Schubspannungen beteiligen kénnen.
An dem in (1) niedergelegten Gesetz vom Ebenbleiben der Querschnitte und den daraus
folgenden Formeln (3) halten wir fest. Dagegen wollen wir uns das Hookesche Gesetz (5)
dadurch vereinfachen, dal wir v = o setzen. Diese Vernachlissigung der Querdehnung
hat sich bei der isotropen Theorie fiir die in dieser Arbeit behandelten Lastfille als un-
gefahrlich erwiesen, so dafl wir von der damit verbundenen Erleichterung der Rechnung
gern Gebrauch machen werden, doch ist vor einer Anwendung der Formeln auf andere
Fille die Zulissigkeit der Vereinfachung erneut nachzupriifen, da der Einfluf§ der Quer-
dehnung gelegentlich sehr merklich werden kann, wie z. B. bei der Knickung des langen
tordierten Zylinders!.

Driickt man mit (5) und (3) die Spannungen in den Definitionsgleichungen der Schnitt-
kriafte durch die Verschiebungen #, v, w der Mittelfliche aus, so erhidlt man z. B. fiir N:

I’
fﬁ, ﬂ*z dz = jﬂ P )“‘”d = = Dot — —, Sy

Ganz dhnlich verlauft die Rechnung bei den sieben andern Schnittkriften und liefert
das folgende Elastizititsgesetz der anisotropen Schale:

1 E. Schwerin, Proc. 1** Int. Congr. appl. Mech. Delft (1924) S.2064. K. v. Sanden u. F. Télke
gr. app
Ing.-Arch. 3 (1932) S. 6z.
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R
N. =D, % — S5

R A S T S e |

Nap =3[0 = 5 T kT

M, = =S, Lt + K, 5, (43)
M, =—5S%Y+ K%,

Myo=[—Spu Y 4 K, W=V 2],

Mep = = S Ry TR,

Wenn die Schale isotrop ist, so werden alle D und alle K untereinander gleich, kénnen also
ohne Index geschrieben werden. Die Momente erster Ordnung verhalten sich verschieden.
Ihre Definitionsgleichungen liefern fiir die einfache, rippenlose Schale S, =S, =0,

Sy = Sz = — . Setzt man das ein, so stimmen die Elastizitatsgleichungen (45) mit v

iiberein, wenn man dort v = o setzt.

Die Anisotropie, die wir hier behandeln, ist nicht die allgemeinst moégliche. Ihre Be-
sonderheit besteht darin, daBl in den Formeln der Lingskrifte keine Schubverzerrungen
u', v’ vorkommen, wihrend die Schubkrifte von den Dehnungsgréfien #', ¢ und w un-
abhingig sind. Ebenso erzeugen Biegungsmomente keine Verwindung, Drillungsmomente
keine Kritmmungsinderung. Das liegt daran, dal unsere Koordinatenlinien und die Ver-
stiarkungsrippen parallel laufen. Wo das nicht der Fall ist, kompliziert sich die Theorie
noch weiter. Das durch die Formeln (45) dargestellte elastische Verhalten ist im
wesentlichen dasselbe wie die von Huber als Orthotropie bezeichnete Anisotropie von
Platten!.

2. Das Stabilitdtskriterium. Die Gleichgewichtsbedingungen der Krifte am Schalen-
element sind bei anisotropen Schalen nicht anders als bei der isotropen, also nach Elimi-
nation der Querkrifte die Gleichungen (15a bis d). Die vierte erweist sich auch hier als
Identitdt, wenn man nach (45) die Verschiebungen einfiihrt, wihrend die drei andern
die folgenden homogenen Differentialgleichungen fiir #, v, w geben:

Dyatu’ + §(Dgea® — Sppa + Kpp) 4" — padu” 4 3 (Dypa? + S,.a)Y"" —Spaw™
— 5(Spat — Ko o) w'" + patw’ = o,

%Dwtp“z'“". + (Dpa* + Sga)v” + § (Dygya? + 3Spza + 3Kpr)v" — Pa?d" — Seaw”
+ Dy’ — (Spad + 1K) 0" = o,

(— Spat + 3 Kpa) /" — Sea” + patul — Sq,av‘..- + Dyatv’ — (Sgpa + § Koo v
+ K,w® 4 2 K, 0" + Kyw™ — 2(Spa — K)w” + (Dya? — Sy a 4 K )w
+ padw + padw” + Patw” =o,

die wieder durch den Ansatz (18) in drei lineare Gleichungen fiir die Amplituden 4, B, C
ibergefithrt werden kénnen:

1 M. T. Huber, Verh. 2. Int. Kongr. techn. Mech. Ziirich (1926) S. 397.
34
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Al2D,a? A%+ D am? — S am? + K, m? — 2pa*m?] + B[— D, a2 Am]
-+ C[-—ZS‘,a}P-—S¢ma1m2+K¢w},m2_ 2pad ] =o,

A[— Dg,a®im]
+ B[2D,a?m? +2S,am? 4 D,,a2 A2 +25,,a A2 + K, ,A* — 2 Pa? 32
+ Cl2S,am? 4 2D,a?m+-2S,,am+ K, A2m] = o, (46a—c)

Al—2S,,adm? K, Am? —25,a 3 — 2pa®7]
+ B[2S,am? + 2D a*m - 2S,,al2m + melzm]
+C2K, 2+ 4K, 2m2 + 2K, m* + 4 (S,a — K,) m?
+2(Dpa?—S,a+K,)—2pa®(m?—1)—2Pa?i¥] =o.

Aus den neun Koeffizienten dieses Gleichungssystems wird in bekannter Weise die Knick-
determinante gebildet, deren Verschwinden die Knickgrenze anzeigt. Eine Auswertung
der Knickbedingung in Diagrammen, wie sie fiir den isotropen Zylinder vorgefithrt wurde,
scheitert hier an der groBen Zahl unabhingiger Verinderlicher. Wenn man eine Schale
hat, die in beiden Richtungen Rippen besitzt, so bleibt nichts anderes iibrig, als die der
Konstruktion zu entnehmenden numerischen Werte der Steifigkeiten hier einzusetzen,
damit die Determinante zu entwickeln und nach dem Muster der Abb. 12, 15 oder 17
fiir den speziellen Fall ein Diagramm zu entwerfen, aus dem die Knicklast entnommen

werden kann.

3. Schale mit nur einer Platte und Ringrippen. Wir wollen die in Abb. 23 dargestellte
Schale, die nur Ringrippen hat, als Sonderfall herausgreifen und niher untersuchen. Als

Flache z = o wihlen wir die Mittelfldche der Platte. Zu ihrist der Querschnitt symmetrisch,

K“’, S = I%"f. Durch das Fehlen der Lings-

und es wird S, =S, = o und 5w=7. =

% , rippen treten noch weitere Vereinfachungen ein, die man
=_;/I///ﬂll/7//%/%l///llll/llllll-‘ leicht aus (44) abliest :
%

LAV 45 SIS A A7
D,=D,,=D,,=D=ES},
E 8

| )
I !S
| Ky=Kop=Kyo=0S,=aS,, = K="22.

- 4 =
Abb. 23. Lingsschaitt durch einen
Zylinder mit Ringrippen. . .
Dagegen bleiben D, und K, von D und K verschieden.

Die Determinante der Gleichungen (46) vereinfacht sich dadurch bedeutend und fithrt zu

folgender Knickbedingung:

(2424 m24-kmE—2q, m?] . [—Am] [—2kA3 4 kAn2 —2q,1)
[— Am] [2d,m?+A24-3kA2—2¢,A%]  [2d,m+ 3kA2m)
[— 2k + kAm?e — 29, 4] [2d,m+3kA2m]  [2d,+2k(A42A2m2) =0. (47)

+ 2k, (mt - 2m?+4-1)
~2¢,(mE—~1)—~2¢,A%]

Darin sind in Ergidnzung der Formeln (16) noch zwei weitere Dimensionslose eingefiihrt:

Ky )

br=pa %
Beim Entwickeln der Determinante hat man wieder zu beachten, da A €1 und k, <1
ist, wihrend man d,, nicht gegen 1 vernachlissigen darf. Die Knickbedingung erhilt die
Form

€ F Cok A Coky = cCyqy ¢4 (48)
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mit den Abkiirzungen

¢ =d, 2,
Co=M(2 4 2m?) +d, Bm[2(A2 — 1)? + 2 (m® — 1)2 4 5 A2 m? — 2]
Ty = (m? — 1)2[A4 + d,, (2 A2 + m?) m?], (48)

Cy==Atm? + d, (242 + m?) mt — d_ (342 + m2) m2,
€y =A% + d¢l2m2(212+m2+ I).

Die Formeln sind fiir ein Zahlen- w ¢ I —
beispiel ausgewertet und in : Querschnite
Abb. 24 aufgetragen worden. % 7 o |
Man erkennt aus dem Diagramm LR g :..._:.:}7
deutlich den Gewinn an Trag- Z"?‘\*\‘* I :..I-:c,_m”“*”
. . . o imen
fahigkeit durch die Rippen und é ),y*: ~he by o= i
: 1s . . e /] ] | e
die durch die Ringversteifung 7 A»éJb\ e 287
: . 3 7 S Q Z=700
verursachte Verkleinerung der =L ‘
Ringwellenzahl #. _ﬂ.__.__l%&{w \\\\\\\\ ]
In den meisten Fallen wird iy N \ ‘§§\ 1
man Verstirkungsrippen licber xg N Q‘» R
einseitig anbringen, um wenig- \2,, . N\ N N
stens auf einer Seite der Schale -4 v X X Y
7 2 7 2 7 VS ralia

eine glatte Fliche zu behalten. . oo . .
. . Abb, 24, Knickgrenze fiir einige anisotrope Zylinder unter Axiallast und Mantel-
Dann ISt‘ S'P + o und iibt auf druck. & = 0,5, » = 0. Fir negative ¢; geben die Kurven nicht die kleinste

die Knicksicherheit einen sehr slgﬁi‘fnmtarsit;tgg f‘fz’f‘;?i”,;??i?:‘ Q?xlel:s:h:it:I}I{?lx':skr ;Ji"&ei“i‘l‘fa‘r‘éaéi"féi
wesentlichen Einflul aus. Um

ihn kennen zu lernen, wurde auch fiir diesen Fall die Knickbedingung aufgestellt und
fiir die Querschnitte 7¢ und 15 der Abb. 24 numerisch ausgewertet. [q¢ hat die Rippen
auf der AuBenseite, b auf der Innenseite der Schale, und beide sind so gewahlt, daB sie mit
Querschnitt I im Flicheninhalt und im Trigheitsmoment fiir die wagerechte Schwer-
achse (also nicht in K_!) {ibereinstimmen. Die Abbildung zeigt, da8 dadurch noch ein

weiterer Gewinn an Tragkraft erzielt wird.

VI. Knickung unter exzentrischer Langsbelastung.

In diesem Abschnitt soll ein Versuch gemacht werden, iiber die Betrachtung rotations-
symmetrischer Spannungszustinde hinaus zu kommen. Es wird daher der einfachste un-
symmetrische Spannungszustand néher untersucht, ohne Riicksicht auf

die unmittelbare technische Verwendbarkeit der Ergebnisse. Gegenstand « muMﬂl[llllllll""m||Pl| e
der Untersuchung ist eine Kreiszylinderschale, die an ihrem obern und <o R I"“' W oo
untern Rand Belastungen |
P=P,+ Picosg (49 | |
trigt (Abb. 25) und denselben Randbedingungen unterworfen sein soll, l
die wir schon in Abschnitt II benutzt haben. Der Belastungszustand \
ist zweiparametrig, wie dort, und wir beschreiben ihn wieder durch ] i
zwei Dimensionslose ! ~
Po Pl e— 2g——>=
©=p  “=7p (50) Aot R

Die Differentialgleichungen des Problems erhilt man, indem man in (17) die neuen Lasten
einfithrt. Dabei muB man sich natiirlich davon iiberzeugen, daB bei der Herleitung nirgends
34%
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N, oder P vorkommt, die hier nicht mehr Null sind. Man erhalt
I + v e

W+ 1 —v_%.._I_
Tt

+vw—}—k( u"—- o Isz,.‘)%o'

P T k(-va (x - — 3——w ) — qov” =g, v"cos g,
(51)

v + v 4w+ k(—:—”u’“ — " — ———3: Y0+ w” 20" 4wt 2w +w> '
+ gow”’ = — g w" cos .

Die Gleichungen unterscheiden sich von denen symmetrisch belasteter Zylinder grundsitz-
lich dadurch, da8 nicht mehr alle Koeffizienten konstant sind. Mit dem Ansatz (18) kann
das System daher nicht mehr befriedigt werden. Wihlt man dagegen den allgemeinen
Ansatz (22), so zeigt sich, daB wieder ein Zerfall der Determinante eintritt, jedoch nicht
in m-n Teile, sondern nur in # Determinanten, deren jede unendlich viele Reihen hat, wenn
man die Summen der Ansitze bis 0o erstreckt. Es geniigt daher, mit dem Ansatz

u-cosl yA cosme,

v:sinl%ZBmsinm(p, <Z=nn—7—) (52)
1

e
AN
w=sind - } Cncosme
0

zu arbeiten, wobei spiter wieder iiber 4 geeignet zu verfiigen ist, und man hat dann als
Knickbedingung eine unendliche Determinante zu diskutieren.

Durch Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichungen und Umformung der
rechten Selten findet man

o«

g[Am[—az—’—:fw—k‘ "] + By [~ T2 Am]
+Cm[vl-l—k(l‘*-—I:vlmz)ﬂcosmtp=o,
Zn[Am[”g”—ﬂmjﬂLBm[—mZ—‘;”ﬂz~k%<x—w)/12+qo/12]

+ Cp [ m——k3 Y 22 ]]sinmqo

= —q lZZBmsinmqpcosQo

m=1

= —-;—qllzz (Bma + Bpa)sinme mit By=o, (53)
=1

j[ﬁm[—vﬂ-f-k( 23 I:l/lmz)} +Bm[m+k3:”pm]

m=0

+Cplr+AA+242m2 + mt —2m2 4 1) — qolz]:‘ cos me

= qIPZCmcosmq)coqu

m=10

= ~;~ gy A2 [2} (Coma + Cpyz) cOsm @ + Cycos (pj’
m=0

mit C_; =
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Diese Gleichungen stellen trigonometrische Entwicklungen dar, zu deren identischem Ver-
schwinden es nétig ist, daB@ jeder Koeffizient einzeln verschwindet. Man erhilt so fiir
jedes m drei lineare Gleichungen, in denen auller den unbekannten Amplituden A
B,,, C,, auch noch die zu den Indizes m — x und m + 1 gehdérenden vorkommen.

Wenn man die Determinante des Gleichungssystems aufstellt, so zeigt sich, daB sie
nicht konvergiert. Auch Durchdividieren jeder Gleichung mit einer geeigneten Potenz
von m schafft keine Abhilfe. Dagegen kommt man zum Ziele, wenn man jedes Gleichungs-
tripel durch Elimination der 4,, und B,, in eine Gleichung zusammenzieht. Man erhilt
dann folgendes System:

o2 Co + e €y

€102Co + 613 Cy + €5 Co + ¢43C

€202 Co + €31 C1 + €02 Co + €0 Cy + €4, C
C:'nc1 +C?2C2+C?3C3 €5 Cy + €55 Cs =

m

I

’

I

il
.0 o o o

El

y

3

Con, -2 Crme 1 Cm,w'z—1 Crcr + Civm Con + Couymst Congr + Cin,mi2 Cmiz = 0.
Die Gleichungen sind fiinfgliedrig und bilden wieder ein homogenes System. Bei der Be-
rechnung der Koeffizienten ist wieder zu beachten, da8 %, ¢,, ¢, sehr klein sind, wihrend m
und A sehr groB werden kénnen, A auch sehr klein. Bei der Vernachlissigung kleiner Glie-
der im Laufe der Rechnung ist jedoch eine gewisse Vorsicht geboten, da sich gelegentlich
beim Subtrahieren Glieder wegheben, gegen die man dann natiirlich die nichstkleineren
nicht vernachlassigen darf. Die Koeffizienten der ersten beiden Gleichungen haben, wie
man aus (50) erkennt, verschiedene UnregelmiBigkeiten und miissen deshalb getrennt aus-
gerechnet werden. Wenn man auf alles das Riicksicht nimmt, findet man nach lingerer
Rechnung:

Coo = (I — »?) + k(A — 20 12) — ¢, 22,
Cm = —q A,
€10 =~ (1 =222+ »A®+ (18 +3» — 1) BB - 2(14 — 2% — 1?) 28
+ (18 =9y —9A) M4 (1 —) A2 4 k A12],
€4 =2(r — [T —»2[2(z+ 37+ 1)) A4 (10 -+ gr—212—93) A8 4 4 (1 —12) A4]

+ (T —v)kz(2 4+ ») A2+ (30 — ¥ — 9p?) A10] -1 4(1 — 9) k2 AM
— 21— 9) gol(2 + ) 2 4 4(x — ») 4] + } (2 + ) g2 2],

op = = =)l [+ ) B0+ (22+9v+ 9385+ (g4 3v— 422 —19) 2
+ (27 — 11y + 49 M £ 6(x — ») 2]+ 2(4 — ») R A2 4 4 R22Y),

C1g :%—vq%[z(z+v)/11°+ (12—5v—5%) BB+ (g—11v4293) A8+ 2(1—)2 A4
+ 4 kA7,

Cnmre =3 (T — V2@ (L= )2 M m~8 L (1 — )28 m~7 2 (4 — 59 + +5) A8 -8
+8(1 — ) Am 04 (24 — 129 — 1192 298 + 1) BBm-10
___‘:(24_,4,,__ 5,,,2 ——2v3~v‘)lsm"n+4(8+2v—-3v2——v3)11°m'12
4 16(2 4 1)A0 18 4 4(2 + )2 A2 -1 L 4 (2 4 )2 12 m15],

s = — (1 —= 9 (0 — ) Bt — 2(x — 3) B9 o (1 — 3) =7
+ 25—y~ =¥ B4 (1 — W) m F2(1 — ) A2m—?
+2(19+7v—392—93) A8m=10 - (1 —9) A2m~11 (284 20 v+ 12 —13) A0 12
+2(2+ )2 Am—14 — 2 (2 4 9)2 A2 w18,
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cm,m

=@ — " —2x+9) [(1—y) Mm=B 4 (2(3—r—9?) B—3(1—9) 1) m~10

+((x24+ 49y —312 — 938 — 648 + 3(1 — ») M) m—12

+ 2@+ v2A0 — (4 =32 — ) A+ 2(x v 1) A — (T — ) M)t
—2((2 492N - 2(2 4 ») A8 + AB)m~16]

+(E— ) RLE =) T+ (2(5 — 39— ) 22 — 5(1 — 7)) m—

+ ((42 — 10y — 1192 — 8 At — 2(19 — 13v — #?) A2 + TO(T — %)) m—*
+(2(48+4v— 1192 —212)28 — (124449 —2192+-9%) 14 4(15 — 127 +29%) A2
— 10(x—¥))m~8+ ((x29-4- 47y — 1892 — 6+%) A8 — 2 (1084 7» — 2412 — 593414 A8
— 4(13 — 129+ 49 A2+ 5(x —9))m8 4 (2(51 + 3T v — 22 — 293) A10
— (x99 +1219v — 892 — 2893 — 414) AB+-2 (13— 13%-+-592) A2— (T —¥)) w10
+ (44 + 369 + 59% — %) 2% — 2(43 + 58 + 284% — 39° — 39%) A°
—2(3—3v+ 13 A2)m~12+ (2 (249)2 A" — (204 40 v+ 3792+ 114°) A1) 14
~2(2+ (249 +2(3 -2y — 397 A)m18)

+ 41 —»)R[(1—-9) A2 14 (9— 6y — %) Am—2 4 (34 — 137 — 59%) A9m—4
+ 10(7—v—12) ABm=8 4 5(17 -+ v—21%) A0 m—8+ (61 + 14v—59%) N2 m—10
+ (24 + 9y — %) M =12 | 5(2 + v) M8 (;m~18 — pn—18)]

4T =N R(r =) M1 +2(4 —39)10m 2 +3(g — 59) A

+ 10(5 — 29) A0m 6+ 5(11 —39) A28 46 (6 —») A m 104 (13 —yp) Al6yp12
4 2 A8 (gp1e  18)]

— (T =) gl —») 2wt 2((4 —2v — ) A — (1 — ) A m~®

+ (25 —v— 792 — ) A8mB + 2((19 + 77 — 392 — 13) A8+ (T — v) AZ) 10
+ ((28 + 20% 92 — ¥3) A0 — (1 — ») A w12 4 2(2 + )2 A (w1t — m18)]
+- @[5 (1 —2)2A4m 84 (4 — 57 +93)Am—8 + L(24 — 12v —TT92 4 208 4 12) A8 20
+ 2842y — 392 —93) WM0y-12 | 2 (2  p)2 12 14]],

(55)

Dividiert man alle Koeffizienten durch (x — .v)4(k -+ 4A2%k% | 4A%%3), also durch eine Zahl,
die weder Null noch unendlich werden kann, so erhilt die Koeffizientendeterminate die
Form einer Normaldeterminante:

I + ¢y Co1
€lo I+ ey Cle €la
4= €30 €y I+ ch Cha Caq
€ Cp I+ Cyg Caq €3
Ciz Cig T+ cy €15

(56)

Die notwendige Konvergenzbedingung ist erfiillt: Z’ ¢y, g konvergiert absolut, da w2 die

héchste in den ¢, ; vorkommende Potenz von m 1st Wir sind also berechtigt zu dem
SchluB: Das homogene Gleichungssystem (54) hat dann und nur dann ein nicht triviales
System von Losungen mit konvergenter Quadratsumme (notwendige Bedingung fiir die

Verwendbarkeit der C,,

verschwindet. Unsere Knickbedingung lautet also

4 =o0.

als Fourierkoeffizienten!), wenn die Determinante des Systems

(57)
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Wie die Gleichungen (55) zeigen, ist die numerische Auswertung einigermaBen miihsam,
allerdings nicht ganz so schlimm, wie es auf den ersten Blick scheinen mag, denn'in den
Koeffizienten ¢, 4 kann man, je nachdem, ob 4 < 1 oder 4 > I ist, jedesmal eine ganze
Menge von Gliedern vernachlissigen.

Um einen Einblick zu gewinnen, wie die Dinge aussehen, wurden fiir 1 = 1, k = 10-*
die Koeffizienten berechnet und die Determinante ausgewertet. Dabei geniigt es, diese
durch ihren neunten Abschnitt zu approximieren. Man kommt dann, wenn man alle un-
bedeutenden Glieder streicht, auf eine Gleichung dritten Grades in ¢2, aus der man es fiir
gegebenes ¢, ausrechnen kann. Das Ergebnis zeigt Abb. 26, in der g, und ¢, als recht-
winklige Koordinaten aufgetragen sind. Die Abbildung lehrt, daB man die Knicksicherheit
nach der Beanspruchung der am stirksten gedriickten Faser, max N, = — D(g + ¢,),
unter Verwendung der Formeln fiir die drehsymmetrische Belastung ungefahr beurteilen
kann (gestrichelte Linien in Abb. 26). Allerdings ist die Genauigkeit nicht bedeutend, doch
bleibt man mit dieser Naherung immer auf der sichern Seite. Fiir zentrischen Druck {(g; = o}

ist die Ringwellenzahl m = 6. Wenn g, <= 0 ist, so wird

203N die Verformung durch eine Fourierreihe dargestellt, in
,’;’ ~TNS . der das sechste Glied das starkste ist, so dal die Lange
EREEERSRR N T einer Halbwelle auch dann un-
2 R gefihr % Durchmesser betrigt.
p RN Die Veridnderlichkeit der Lings-
RN kraft N, innerhalb der am stérk-
; | 1-T¥1 sten gedriickten Halbwelle ist
7 B P verhiltnismiBig um so gréBer, je
~Z PRy 7 kleiner die Druckzone im Zylinder
- — ’: ] ist. Dementsprechend weicht in
AL LA Abb. 26 die gestrichelte Linieum - =0 L duen
LA H/( so mehr von der ausgezogenen ab, die symmetrische Knickfigur
77 s Sy Ry R v 4 Zgy % 7 eines nach Abb. 25 belasteten

Abb. 26. Knickgrenze for die nach Abb. 25 be- je Kleiner o und je gréBer £ wird. Zyimxie;s N x?—ﬂz ?a': x:;::,
' la;stete Schale. k= 10~¢, v = 1. ’ FﬁrdieBEIaStungQO‘S 0'I074, o ' 77—-5’— il
¢, = I,67-1078, die nach Abb. 26
eine chkbelastung ist, wurden die homogenen Gleichungen (54) aufgelést. Die Durch-
biegungen w, die natiirlich nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt werden
kénnen, sind in Abb. 27 dargestellt. Die Fourierreihe, aus der sie berechnet sind, heifit

in ihrem wesentlichen Teil

w="- -+ 0,03205 COS 3 ¢ - 0,320 COS 4 ¢ -+ I,000 COS 5 ¢
+ 1,100 cos 6 ¢ + 0,530 cos 7@ + 0,1283 cos S + - - -

Das erste und letzte der hier mitgeteilten Glieder sind schon recht klein. Der Gedanke
liegt nahe, zur angendherten Berechnung der Knicklast die Summen im Ansatz (52) nur
iiber drei oder vier aufeinander folgende Indizes zu erstrecken, die natiirlich geeignet aus-
zuwihlen sind. Eine solche Rechnung fiihrt auch tatsichlich zum Erfolg und ist zur Nach-
priifung der Abb. 26 verwendet worden.

Unser Ansatz (52) ist nicht die allgemeinste Lsung unserer Aufgabe. Wir gewannen
ihn aus {22). Das ist auch nicht der allgemeinste Ansatz fiir die Knickung unter zentral-
symmetrischer Last, sondern man kann noch ebensoviele Glieder hinzufiigen, bei denen
cos m ¢ durch sin m @ ersetzt ist und umgekehrt. Wegen des vollstindigen Zerfalls der
Determinante, durch den wir im Abschnitt Il schlieBlich auf die Benutzung nur eines
Gliedes von (22) gefithrt wurden, ist dort die Erweiterung des Ansatzes bedeutungslos, da
die neuen Glieder durch geeignete Drehungen des Koordinatensystems in die alten iiber-
gehen. Im vorliegenden Falle, wo die Determinante nicht so weitgehend zerfillt, miissen
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wir aber noch den Ansatz

o
x .
%= cos A El 4, sinme,

v:sin/’l%ZBmcosmq), (ﬁ»:nn%) (58)
0

o
. X .
w==sinl - §1 Cr sin me

niher untersuchen. Er stellt Knickfiguren dar, die zur Symmetrieebene der Belastung
antimetrisch sind, wihrend die zu (52) gehdrigen Deformationen dieselbe Symmetrie
haben wie die Lasten. Eine Kombination beider Ansitze ist nicht
notig, da sie durch Determinantenzerfall wieder getrennt werden.
Wir haben also unsere Aufgabe vollstindig geldst, wenn wir die
mit (52) ausgefilhrten -Rechnungen mit (58) wiederholen. Setzt
man die Verschiebungen in die Differentialgleichungen ein, so
ergeben sich lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten, die sich fiir
m = 0 und m = 1 wesentlich, sonst nur durch Vorzeichen von den
frither erhaltenen unterscheiden. Fiihrt man — B,, statt B,, als
ADb. 28. Querschnitt durch Unbekannte ein und multipliziert noch die mittlere Gleichung
e e e jedes Tripels mit — 1, so hat man diese Vorzeichenunterschiede
Lasten e Ancasuneen Wie ganz beseitigt. Das fiir den symmetrischen Ansatz beschriebene
Eliminationsverfahren fijhrt dann zu einer Normaldeterminante,
die sich von der durch (55) und (56) beschriebenen nur durch die ersten beiden Zeilen
unterscheidet. Deren Koeffizienten heifien

Cop=1, Cor = C1o =0,

- ’
Gy =6y — 16 (1 — v) g} 42, . (55)
C1a=1C1," C13 = (13 -

Fihrt man die Rechnung fiir dasselbe Zahlenbeispiel durch, so erhalt man die gleiche
Knickgrenze, weil die ersten Zeilen der Determinante numerisch keinen Einflu3 haben.
Das hingt damit zusammen, daf in der Knickfigur die ersten Fourierkoeffizienten klein
sind. Man erhilt daher auch fiir 4,, und C,, dieselben, fiir B,, die entgegengesetzt gleichen
Werte wie im symmetrischen Fall. Der Anteil w der Verschiebungen ist in Abb. 28 aui-
getragen. Man erkennt auch hier, wie der Zylinder auf der Zugseite glatt bleibt und erst
in der Nihe der Nullinie anfingt, sich merklich zu verbiegen.

Da die Knicklasten bei symmetrischem und antimetrischem Fall dieselben sind, so
ist bei Versuchen zu erwarten, daf} sich beide Knickfiguren iiberlagern. Solche unsymme-
trische Verformung konnte auch tatsichlich an Gummizylindern beobachtet werden.

(Eingegangen am 4. Juli 1932.)



