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Uber die unsymmetrische Biegung diinner Kreisringplatten.
Von H. ReiBner in Berlin-Charlottenburg.

1. Einleitung. Eine vollstindige Losung fiir das Problem der unsymmetrisch ge-
stiitzten oder unsymmetrisch belasteten Kreis- oder Kreisringplatte hat unter den be-
kannten Niherungsvoranssetzungen der elementaren Plattentheorie! A. Clebsch® schon
1862 gegeben.

Die Theorie ist fiilr punktférmig belastete oder punktférmig gestiitzte volle Kreis-
{und Kreissektor)-platten von A.Foppl® und A.Nadai' numerisch durchgefiihrt worden.

Dagegen scheinen Anwendungen
der .Clebschschen Theorie auf Kreis-
ringplatten, trotzdem das technische
Anwendungsgebiet solcher ,,Flansch-
platten’ sehr groB ist, noch nicht ge-
macht worden zu sein.

Im folgenden sollen nun zwei
durchgerechnete, der Konstruktions-
praxis entnommenen Beispiele mit-
geteilt werden, und zwar:

I. der rechnerisch besonders ein-
fache Fall der unbelasteten, urspriing-
lich ebenen Kreisringplatte, deren
einer Rand gegen den andern um eine
Durchmesserachse  verdreht  wird
(Abb. 12, b). '

e 2. der rechnerisch erheblich miih-

EW samere Fall der am inneren Rande
eingespannten, am &uBeren Rande in
einem Punkte belasteten Kreisring-
platte (Abb. 14, c).

Der erste Fall ist technisch wichtig
fiir eine biegungs- oder lingsverschieb-
lich elastische Wellenkupplung, der
zweite Fall fiir den durch Bolzen belaste-

Abb, 13 bis c. ten Rohrflansch oder den durch Einzel-
lasten beanspruchten Kragringtriger.

Die Vereinfachung dieses Falles durch Verlegung der Einzellast an den Rand liefle
sich unschwer nach der gezeigten Methode auf den Fall beliebig angreifender Einzellast
erweitern, stellt aber jedenfalls die ungiinstigste Spannungsverteilung dar.
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1 A. Nadai, Elastische Platten, S. 19ff. u. 1g90ff., Berlin 1925.

2 Wieder abgedruckt in: Théorie de I'élasticité des corps solides de Clebsch, traduite par
B. de St. Venant et Flamant, S. 7631ff., Paris 1883.

3 A, Féppl, Die Biegung eciner kreisférmigen Platte, Ber. d. Bayr. Akad, d. Wiss. (1912) S. 155.
J. H. Michel, Math., Soc. Proc., (19oz) S. 182 bis 223 (siche auch A.E.H. Love, Elastizitit, S. 562,
Leipzig 1907) und E. Melan, Eisenbau (191g9) S. 190 haben wesentlich einfachere Lésungen gefunden,
welche sich jedoch auf die Kreisringplatte nicht ausdehnen lassen.
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.2' Die a_llgemeine Losung fiir die unbelastete Plaite. Die ins Auge gefaBten Aufgaben
ezlehen sich auf die nur am Rande beanspruchte Platte und bedienen sich also nur

der Differentialgleichungen fiir die unbelastete Platte. Diese lautet
AAw=o0, (1)
Wo in Polarkoordinaten das Symbol A die Bedeutung hat
1 0 dw 1-0%w
dw= 275 (r57) + 5597 (ra)

Es m&gen nun die folgenden dimensionslosen Variablen eingefithrt werden (Abb. 1a, b, c)
{= %, d. h. die Durchbiegung im Verh&ltnis zur Plattendicke und

= ;::, d. h. der radiale Abstand im Verhiltnis zum AuBenradius der Ringplatte.

Es ist dann

) 6 @ 124 1 9%¢
dw= 54009 = (g7 e3) + waw ) (xb)
Clebsch macht nun den Ansatz
¢ =§’Rn (o) cosnd + R} (o) sinn & (2)
0
und erhilt aus der Differentialgleichung (1) fiir die R die folgenden Ldsungen
n=o0, Ry=A4; -+ Byo® + Cylnp+ Dye?lng,
n=1I, Ry=4A;0 + B,o* + Cio71+ Dglng, l
Rf=Ale + Bi¢® + Clo™'+ Dielno, (2a)

n>1, R,=4,0"+ B,e"*?+ Cog "+ D03,
R¥=A}on+ BXont24 Cko—n + Djfo~n-2),
Wo die 4, B, C, D baw. A*, B*, C*, D* Konstanten sind, die aus den Randbedingungen

“Imittelt werden miissen. ‘
Wir merken weiter die allgemeinen Ausdriicke fiir die in Abb. 2 dargestellten Momente

Und  Querkriifte vor, die spiter benotigt
Werdenl‘ _
B In diesen tritt als Faktor die sogenannte o X Mr\ 3
legungssteifigkeit der Platte auf, nimlich = NIy
|
ES8 -5 |
N=_—12(I—v2)' (1) H //H
W0 E den Elastizitatsmodul der (isotropen) T
p ¥ das Querkontraktionsverhiltnis  (die T
Olssonsche Zahi), ADb. 2.

0 die Wandstarke bedeutet.
Es ist dann das Biegungsmoment, bezogen auf die Lingeneinheit der Mittelflache

°r Platte und wirkend auf Kreisschnitte
x—

N ! Die Ausdriicke der Gleichungen (3) bis () entstehen in der elementaren Plattentheorie aus der
€

rechtmngsvoraussetzung der eben und senkrecht zur Mittelflache bleibenden Querschn%tte und der senk-
latt auf de.r urspriinglichen Mittelebene stehenden Verschiebungen_w und werden. in der strengeren
und Zntheone als zulissige erste N#herungen nachgewiesen, Ihre Einfithrung in die zwisc@xen ihnen
Diffey en Belalstungskraften P geltenden Gleichgewichtsbedingungen ergibt dife oben eingefiihrte
ihre LGt’alglelchung (1) des Problems. In Abb. 2 sind die Biegungs- und Torsionsmomente durch
Omentenstrecken dargestellt, so zwar, da8 der Drehsinn durch eine Rechtsschraubung aus

dem Pleilsing hervorgeht.
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M= = N[G 4 (55 + o)

or?
—Sla st el @

Lassen wir die mit sin # 9 behafteten Glieder, die spater nicht gebraucht werden, aus
dem Ansatz (2) fort, so konnen wir schreiben
M, = _-—@ 7cosnﬁ[R”—l— v(e 'R, —n2p 2 R,)], (32)
i
wo die oberen Striche Differentiation nach g bedeuten. Es wird ferner das entsprechende
Biegungsmoment, wirkend auf eine radiale Schnittflache

1 dw 1 0%w
My =_N[ Tt )
_ N§[ e, 188
iR s et @
dessen weitere Ausrechnung zunichst nicht nétig ist.
Sodann folgt das Torsionsmoment an radialen und kreisférmigen Schnitten
1 aw)

——Na—02(255) = — 2 a— (5 55) (s)

und schlieBlich die sogenannten ,,wirksamen‘! Querkrafte senkrecht zur Plattenmittel-
ebene, niamlich erstens die Querkraft an Kreisschnitten

0= L5 = =N [+ (0]

_ _No[a (s 0 oty 108\ x—v3 (oY
TR [%(e 09(989>+e”60”)+ 0 09(96192)}
Na 17 - 4 -— ’ — az ’ — aa
— Bttt — et et e— T — G— e 5m], O

deren Ausdruck mit Hilfe des Losungsansatzes (2) ohne die Sinusglieder weiter unten
gebraucht wird und deshalb hier vorgemerkt werde

w

= — ﬂéz,osnﬁ[R"' 4+ 07 R — 031 + n2(2 — )R, + 0702 (3 —»)R,], (6a)
0 .

zweitens die Querkraft an Radialschnitten
;. OH __ Aw 9% /1w
Q"_Q”+W_— N[aﬁ( >+( ”)aw\raﬂ)}

= A:ga(aﬂ(iaé(gac)'*"ég%)*'( )69 (;gg)]-' @)

3. Gegenseitige Verdrehung der eben bleibenden Randkreise einer Ringplatte durch ein
Drehmoment L um einen Winkel ¢ (Abb. 1a, b). TFiir die Berechnung einer solchen,
bei federnden Universalgelenken in Betracht kommenden Anordnung geniigt das der
Ordnungszahl # = 1 entsprechende Glied der Reihe (2), und zwar bei passender Winkel-
stellung des Radius & = o, z. B. das Cosinusglied allein.

Wir setzen also

¢ =R, (p)cos

(2b)
w=0(, Ry=4,0+B;¢*+ Cg7*+ Dyolnp.

1 Siehe tber diese von Kirchhoff zuerst eingefdhrten Spannungsresultanten z. B. A. E. H. Love,
Elastizitit, S, 5261{f., Leipzig 1907.



L Band 194, Reifner: Uber dic unsymmetrische Biegung diinner Kreisringplatten. 75

Die Randbedingungen lanten hier

. o .
Fiir 7 = o, (e =¢;) sollen w=o0 und -éi: =0 sein,

Fir T=7v,(0=1) sollen w=r,pcosd und %i;{xraq;cosﬁ sein

Fihrt man noch die abgeleiteten Konstantenwerte

4,8 B, & 8 D, 5

h=5 TS NTS g T @

¢n, so erhlt man die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir diese abgeleiteten Werte:
Mt iyt ps=1, |
"1 +3/272"‘73 +y=1,

. (8a)

7100 + 7200 + 7307t + pagilng =0,

710 + 3708 — yse  + Yseng + 1) =0
Mt dem Auflsungsergebnis
_11—pgi+2(14gDlng,
T T (e Tng,
I I

YT R e’ (8b

Vs =T —Y1— Vs,

ve=2(T—yp—2p,). 3

M}'t Hilfe der Konstanten y lassen sich die Biegungsmomente und die Biegungswinke)
Wie folgt ermitteln, wobei zunichst als abkiirzende Bezeichnung eingefiihrt werde

$1= 710 + y20° + y30™2 + y,0Inp. (2¢)
Das Biegungsmoment an einem Ringflichenelement hat dann den Wert
M= —ZS220 gy (018 — g 8. (3b)
Dag Biegungsmoment an einem radialen Flichenelement schreibt sich
My= — 220 ey 4 gmigy ~gm2ty). (49)
Das Torsionsmoment lautet ‘
H=+ Jisir‘z-’i’-‘f (x—» ;‘% (A (5b)

Die Einsetzung des Wertes von £, aus (2¢) und des Wertes von N aus (xc) ergibt,
Wenn man noch die Poissonsche Zahl » = 0,3 setzt, die Biegungsspannungen

M, 6 Ncosd _ _
=T T "‘,5%}2[2 3+ v yee+ 2 (X —)p07% + (T4 %)yl
ES :
= r,,‘p cos #[3,63 7,0 + 0,77 y30~% -+ 0,714 y,071], (9)
M ES
Ty == 327% = — rf cos? (2,085 50 + 0,77 ¥387% -+ 0,714 y,071]

und ferner die Torsionsspannung

H Esp .
T=gp =T 7-;;—39 sing (0,768 yp0 ~ 0,768 yo0~* 4 0,384 p40~7] .
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Das Verdrehungsmoment L des ganzen Systems in Abhéngigkeit vom Verdrehungs-
winkel @ ergibt sich wie folgt

2
L= fdﬁ [M.7cos® + Hrsind — Q,#2cosd] . (xo)
.0

Die Einsetzung der oben gewonnenen Werte der Gleichungen (3), (5) und (6) liefert
L =aNele*¢" — 301 + 307240,
woraus man schlieBlich enthilt
L= —4nNgy,=— E&¢y,; 1,150. {(104a)
Dieses Gesamtverdrehungsmoment ist, wie es sein muB, unabhingig vom AuBenradius

74, also auf jedem Ringumfang dasselbe.
Die Zahlenrechnung liefert nun die folgende Tabelle 1

Tabelle 1.
Qi Y1 | Y2 Vs 1 Ya \ Sre l Sy, | "
05| 4225 | — 430 | 1075 | 10750 | 710 | 14,17 | 12,40
0,6 6,824 | — 9,10[ 3,276 24,752 | 12,85 | 19,54 | 28,48
0,7 | 12,577 | — 22,70 | 11,123 67,646 | 25,65 | 36,25 77.90
0,8 | 31,024 | — 83,40 |53,376 | 273,552 | 66,50 | 82,26 | 314,0

wo noch abkiirzungsweise die Spannungsbeiwerte fir den Innenrand bzw. fiir den

AuBenrand

¥, I ¥y 1
Sr,i = 0r,i7g Eg’ Sr,a = Or,a g5 Ep

und der Verdrehungsbeiwert

eingefithrt wurden.

In derselben Weise konnen auch die Spannungsbeiwerte fiir die Biegungsspannungen
an radialen Flichenelementen und fiir die Schubspannungen senkrecht zur Mittelebene
(infolge der Querkrifte Q, und Q,, sodann parallel zur Mittelebene infolge der Torsions-
momente H aus den ersten Gliedern der Gleichungen (6) und (7) bzw. aus der Gleichung (9)
auf Grund der Zahlenwerte der y berechnet werden. ‘

4. Biegung einer Kreisringplatte durch eine Einzelkraft am #uBeren Rande (Abb. 1a, c).
Die Randbedingungen fiir eine am Innenrande eingespannte, am AuBenrande un-
gestiitzte, durch eine Einzelkraft belastete Ringplatte sind die folgenden:

Fir » =7, (0 = p;) sollen » und %if =0 sein.

Fir #» =7, (0 = 1) soll M, =0 sein
1 0H

und die wirksame Querkraft Q = Q, + -~ g Soll bis auf den Belastungspunkt

i}
# = 0 verschwinden und in diescm Belastungspunkt soll lim f Q,7d® = P sein.
=0 0
Da die Losung (2) in eine trigonometrische Reihe entwickelt ist, brauchen wir eine

ebensolche Reihenentwicklung, welche diese Einzelkraft P darstellt. In der Tat leistet
dies die folgende Reihe:

/ il o
(Qndr <o = 5 [ + Scosnd], (11)
welche zwar nicht konvergent, aber, was hier genligt, nach der Fejerschen Methode der
arithmetischen Mittel summierbar ist?,

1 Diese Reihe benutzt auch Nadai bei der Behandlung punktférmig gestitzter Platten (Nadai,
Elastische Platten, S. 114if). Man kann {ibrigens allen mathematischen Bedenken wegen dieser
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Durch die obigen Randbedingungen entstehen nun die folgenden Bestimmungsglei-
CI{“ngen fir die Koeffizienten 4,,, B, C, und D,, des Losungsansatzes (2) und (za), wobei
Wiederum die Fille % — 0, » = I und # > I unterschieden werden miissen.

7n=0,
= a .
¥=o0 und %:0 bei g = g, ergeben:

Ao+ Byof + Colng; -+ Dye?lng; = o,
2Byg; + Cooi* + Dyo: (1 + 2Ing;) = o;

M, = o bei @ = 1 ergibt auf Grund von Gleichung (3a)
"R{+vRy=o,
also: 2By (X 4 ) — Co(1 — ) + Dy (3 + ) = 0}
, P .

0= aav, [nach Gleichung (r1)] liefert nach Gleichung (6a) (12)

24 — 27 — 14 P’ﬁ

Ry +e' Ry — o "Ry = — , x5
“nd wenn man zur Abkiirzung
P K
2aN§
Setzt,
K
'DO = '; .
Die Auflésung ergibt, wenn man noch zur bequemeren Schreibweise

. Ay=0a,K, By=0tK, Cy=c,K, Dy=dK {128)
Cinfijhyt,

ay =0} by — Ing;c, — @i Ing;dy,

—Slz=v 3Fv
by = 214w + 8(1 +v)°
oo Qi tzing)(rtv) —3+4w (23)
°T 4 gt telt—n
dyg= — 1.
In analoger Weise ergeben sich fiir
n=1

die Gleichungen
ay0: + by} + croit + dyoslng, =o,
a0, + 36,08 — o7t +dies(x+1Ingy) =o,
. 2b(3+»)+2c1—»)+d(x+v)=o0
Wnd die vierte Gleichung nach Gleichung (6a) aus
R +RY—RI3—v)+R(3—=—2K,
2bi 3+ +26(1—1)—d(3—7)=—2.

(14)

.\

Singlﬂaritat am Rande aus dem Wege gehen, wenn man die Kraft P nach irgend einem Gesetz,
*0tweder iber einen geniigend kleinen Winkel § oder von # = o aus e~%% artig verteilt, Im

erste . . sinn
Ten Falle wiren die Koeffizienten dann nicht % bzw. 1, sondern % bzw. s

:a!.m tr jeden gewtinschten Grad der Rechengenavigkeit den Winkel f§ so kiein wihlen, daB die
f.e‘ter unten folgende Rechnung fiir f = o sich innerhalb der Rechengenanigkeit von der Rechnung
9T 8% o nicht unterscheidet, Fiir f = o hat aber die der Gleichung (r1) entsprechende Reihe keine
es‘:'nf‘-t’-rluaiten, die fiir die Zul4ssigkeit des Uberganges vom Innern nach dem Rande einen besondern

Mathematischen Nachweis erfordern.

und man
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Diese vier Gleichuﬂgén liefern

4= L oy _ritvteilt—y)
1=t h 4 B+ +el(t—v)’ (15)
3+ 11479 i
=—b1— T A=y AT — b0} — 61072 —dyIng;.
SchlieBlich erhilt man fiir
_ n>1
die vier Bestimmungsgleichungen
80} + bn @I+ Cu07" + dugi ™ =0,
a,07 + n;‘;zan?+2_ Cn0i " — 2 ; 2d"971_%+2 = 0;
M, =0 bei g = 1 liefert nach (3a) die Gleichung
‘ (16)

R4+ R,y —R,vn2=0

und daraus
apn(n — (X —v)+ b, (n +1)(n+2—1rn—2)

Fenm+1)(I—v)+dy(n—1)(n—2—p(n+ 2))=o0;
schlieBlich aus (6a) und (11)

R +R))— R (1+n2(2—17)+ R, n2(3—v)=—2K
und daraus .
apgmtn—I)(TI—v)+bnn+I)(B(I—v)—4)—c,n?(m+ 1) (1T —19)
—dpyn(n—1)(n (T —7) 4 4)=2.

Die Aufldsung dieser Gleichung (16) ergibt nun

; (t— e tn— 1) +opre + 112
== G T gt )+ (grenee 4+ 2L (gpne +3E2y)
| . (r— g (n 4 1) — grents — 3E2 (17)
T EEE N ey (eremve + 3T 2) (grmee 4+ 212)
an=~9%(bnn—:1+dn%“), cn=+9?(bng—j;—dn";1)-

Damit sind die Koeffizienten der Reihenentwicklung (2) formelmiBig vollstindig,
bestimmt. Ihre Ermittlung erlaubt den Verlauf der Durchbiegung = und ihrer Abgelei-
teten, d. h. der Spannungsresultanten M,, M,, Q,, Q, und H darzustellen. Als besonders
wichtig mogen die folgenden GréBlen explizite angeschrieben werden:

Die Durchbiegung nach den Gleichungen (2), (15) und (13):

w=08K[ay+ b,0*+ cylng + dye?lng + cosd (a0 + by0® + c,07t + dyolnp)

+ Scosn 8 (an0" + bag"F + cag "+ dug" ). (=0
Das Biegungzsmoment an Ringschnitten:
M, = 5[—2130(1 ) 4 0 (T — ) —dy (3 + 7+ 2(1 + ) Ing)
+ cosP(—2b, 3+ v e—2¢(T—r)p3—d (T+v)e™) -

-+ ;'cosnﬁ(—a,,n(n——l) (I—-v)g"-z—b,,(n—l'— 1) (n+2—v(n—2)) 0"

— ot (n+1) (1—) e "2—d, (n—1)(n—2—2 (n+2))o™")].
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Zur Beurteilung der Konvergenz und fiir die Durchfiihrung von Zahlenrechnungen
©8 2weckmiBig, die asymptotischen Werte der Koeffizienten der zu berechnenden
Reihen festzustellen.

Man hat zunichst fiir grole n (etwa # > 20 bei 10~® Genaunigkeit) nach den Glei-
chungen (17)

ist

X

I EEDR
(1—~p¥)(n—~ 1)+

Gy = — Q" 77—

by =
34w (17 a)
I—v9

w(m~1) @3+

Diese Werte und die daraus folgenden von a, und ¢, sind nun zundchst in die Glei-

thung (5 b) einzusetzen, die geschrieben werden kann

e
w=36K Yz, cosnd, ‘
a

(20)
Zp = 8y Q" 4 bt F Cu @ F duo? (n>1). ‘

Di_e Einsetzung der asymptotischen Werte von a,,, b,, ¢, und d,, ergibt, wenn man sich
f die Betrachtung des AuBenrandes (p = 1), der fiir die Durchbiegung am wichtigsten

Bt und die wenigst gute Konvergenz bedingt, beschrinkt und beachtet, dali die Glieder
it o* gegen die tibrigen verschwindend klein sind,

nt 14 gin z 2d
T O S P ey v g C (29)

%1d, wenn man zu nach gréBeren # iibergeht,

Bl 2

n? (3 47}’ .

%0 dag also die Reihe fiir die Durchbiegung % am AuBenrande schlieBlich wie py konver-

8lert yng der Rest der Reihe hinter einem Gliede geniigend hoher Ordnung in geschlos-

Sener Form abgeschitzt werden kann.

Als weitere wichtige Funktion sei das radiale Moment M, am Innenrande (o == g;)

tachtet. Es werde nach Gleichung (3a) in der Form geschrieben

P o
M,=—~;5;2076,,cos(m‘}), {

I (39)

n

bet

W°fﬁrn>1

=, nn—T) (1~ 2+ b, n+ DRI —»+2(+9)]
Feumt)(T—vort4d, (n—1)[n(—v) —2{14).
“Driickt man wiederum @, und ¢, nach den Gleichungen (1) durch b, und 4, aus und

%etzt deren obige asymptotische Werte (17a) ein, so erhilt man

g — g? 1 4 4{t —@f 1

v s el G

in DiESe‘r asymptotische Ausdruck wird weiter unten da?u bex}utzt werden, um oberhalb

2 es ?%Iedes geniigend hoher Ordnung den Rest der Reihe mit der entsprechenden Ge-

duigkeit abzuschitzen.

st o Numerisches Beispief. Zur zahlenméfigen Ausrechnung der Reihenkc?efﬁzie‘nten
© Dotwendig, eine bestimmte Annahme iiber die Poissonsche Zahl » und eine weitere

Bnahme {jbey das Verhiltnis g, von Innenradius zu AuBenradius zu machen.

IT setzen entsprechend dem experimentellen Wert fiir Eisen

Y = 0,3
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und wir wihlen

¥t 2
%= =3
Die Koeffizienten a, b, ¢, 4 des Lésungsansatzes (2) bzw. der Definition (12a) werden

dann nach den Gleichungen (x3), (15) und (17)

a,= —0,2463, by = + 0,26060, c¢,= —0,2106, d,= — 0,25,
a; = + 0,05686,. b, = —0,1172, ¢, =0,08797, d,=0,5,
o= _ 1 i — 1)+ §H2 4 471

" n(n — 1) 0,2163 (n? — 1) + 1,463 ((})2" 4 (§)%") + 15,67’

bo— 1 k1) — @) — 471 _

" #(n+ 1) 0,2163 (n2 — 1) + 1,463 (2" + (})2") + 15,67’

ap = —1% (ban"j,t__"l' + %(%>2”) ,

o — ++3(bn O I>_

n n

Bei der Ausrechnung dieser Gréflen war es nétig, im Beginn der Rechnung mit etwa
10-% Genauigkeit zu arbeiten, um am Schlufl auf 103 Genauigkeit zu kommen. :

In der Tabelle 2z wurden die Werte dieser Konstanten von # == o bis # = 19 zu-
sammengestellt.

Mit diesen Werten soll zunéchst nur das radiale Biegungsmoment berechnet werden.

Die Gleichung (3b) liefert nach Einsetzung von 0,3 fiir » und % fiir o; die folgende
Formel ‘ P
M, = — o Ze,,cosnﬂ,

n=0

6o =2,6b,—070"%¢,+ (3,3 +2,6Inp)d,, (3¢)
6y =6,60b,+ 1,407%¢; + 1,304y,
ty=1n(n—1)0,70" 2a, + (n + 1) (0,77 + 2,6) 0" b,

+n(r+ 10707 %, + (n — 1) (0,77 — 2,6) 07" d,

Tabelle 2. Diese Faktoren wurden nun an zwei
" a, b, Cn dn Stellen, und zwar:
o |—0,2463 0,26060 |—0,2106 | —0,25 1. am inneren Rande, wo das Bie-
1] 005686 |-o0,11715 0,8797 | —0.5 gungsmoment M, ein Maximum ist,
2 0,1521I —0,03670 0,2360 | —0,1135 d. h. bei
3| o,05978 —0,01838 0,8345 | —o042877 77
4] 003337 | —o01177 0,3000 | —0,0423 e=0=4%
5 0,02152 -0,008649 0,1156 | —0,3202 . . . . .
6] o,01462 | —0,006518 | 054204 | —0,1169 2. fiir einen inneren Radius, nim-
7 0,010417 | —o0,005112 031596 | —034219 lich bei
8 0,0076881 | —o0,004080 045984 | —031548 .
o | o0,0058160 | —0,003234 042273 | —0,5781 0=1%,

10 0,0045815 | —0,002731 058749 | —0,2196 . .
I1 { 0,0036704 | —0,002286 0553412 —0:8476 um den Anstieg des Biegungsmomentes

12 0,0030003 | —0,001938 051350 | —0433I5 von auBen nach dem Innenrande hin zu
I3 | 00024916 | —0,001663 | 045368 | —0;1312  poyrteilen, ausgewertet.

14 0,0021057 | —0,001442 042159 | —045245 R . _ 2.

15 | o0,0017999 | —0,001262 | 0,8756 | —042117 Es ergab sich fiir o = §:

16 0,0015555 | —0,001I14 073572 | —0,8591 .

17 | 0,0013574 | —0,0009902 | 0,1485 |—0,3512 = 2,6 by — 1,575 ¢, - 2,2468 ,
18 0,0011946 | —0,0008860 | 046053 | —0,1444

19 0,0010604 | —0,0007974 | 042510 | —045060 ey = 4,45, + 4,725 ¢, + 1,95 dy,

1 Die als untere Indizes hinter Null angebrachten Zahlen bedeuten die Zahl der Nullen hinter
dem Komma,
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dann fiir o —
e=%
ey = 2,6 by — 1,008 ¢, + 2,826 d,,
€3 = 5,50, + 2,420 ¢, + 1,564, .

gé tIrlllTabelle 3 wurden die fiir ¢ = % und ¢ = § berechneten Werte von ¢, zusammen-
Stellt, .

Tabelle 3.
—~2 | ° | 1 2 3 4 5 | o6 7 8 9
tn () 90,4459 | 0,8753 | 0,8255 | 0,6954 | 0,5260 | 0,3731 | 0,2505 | 0,1634 | 0,1053 | 0,0678

én (§) 0,1835 | 0,3485 | 0,5428 | 0,4496 0,3411 | 0,2519 0,1843 | 0,1362 | 0,1029 | 0,0798

———
n

———] 10 11 12 13 14 15 . 16 17 18 19
*n (8) 0,0435 | 0,0281 | 0,0183 | 0,0118 | 0,0077 | 0,0050 | 0,0033 | 0,0022 | 0,0014 | 0,0009
ea (B 6.0523 0,0496 | 0,0399 | 0,0324 | 0,0264 | 0,0216 | 0,0178 | 0,0146 | 0,0120 | 0,0099

Aus dieser Tabelle ergaben sich sodann durch Summierung gemiB Gl. (3e) die Zahlen-

Werte von M, 2%’ fiir p = %, d. h. am inneren Umfang und fiir ¢ = 4§, und zwar fiir das Inter-

Vall § = 2 Dieselben sind in der folgenden Tabelle 4 zu finden.

Tabelle 4.
w m 37 n 57 3= ik n
8 4 8 2 8 4 8
i 4450 1,445 0,013 | —0,073 | —0,030 | —0,004 0,007 0,007 0,004
& 2,907 0,564 ~—0,213 | —0,249 | —0,142 | —0,028 0,059 0,106 0,119

DunBei der Summation wurden entsprechend Tabelle 3 Glieder von héherer als der 19. Ord-
.8 2undchst nicht beriicksichtigt. DaB dies bei dem Grade der rechnerischen Genauig-
It auf zwei Stellen hinter dem Komma berechtigt ist, zeigt die folgende Abschiitzung
er R_F“gﬁedersumme oberhalb # = 1g. . ‘
asyrnur df}S n-te Reihenglied ¢, an der Stelle p = 1(r = 7,) war in GI. (3d) ein allgemeiner
o o DPtotischer Ausdruck entwickelt worden, der, wenn man die besonderen Werte
=%, v = 0,3 einsetzt, die folgende Form annimmt

, 6,8
. en'—*Q?<I:SIS+%),
ef ‘
a1: Ausdruck, der fiir » = 18 den Wert 0,0013 und fiir # = 19 den Wert 0,0009 annimmt,
o0 S.Chofl dort bei dem gewahlten Grade der Genauigkeit mit den Werten der Tabelle 3
“Telnstimmt, demnach geeignet ist, den Rest der Reihe fiber # = 19 abzuschitzen.
2 €T groBite Wert dieses Restes ist bei & = 0 zu erwarten, da dort alle cos(# #) = + 1
@ die ¢, alle positiv sind.
S 1st also die folgende Summe zu berechnen
n=—ow
S = 22: (e?- 1,515 + & 6,857)-
Der erste Teil wird als Summe einer geometrischen Reihe:
0 -
1,515 Tei{ = I,5I5-3 (%)% = 0,001366.
- &t
Der zweite Teil 148t sich summieren wie folgt:
n=19

6,857 [:—- In(x—p;) — Z %‘}] = 6,857 (1,09861 — 1,09857) = 0,000274 .

=1

6
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Es wird demnach

S = 0,001366 + 0,000274 = 0,001640 .

Die bis # = 19 berechnete Summe der ¢, im Betrage von 4,450 ist also durch diese Rest-
berechnung auf 4,452 zu verbessern bzw. man kann schlieBen, daf3 die. Zahlen der Ta-
belle 4 fir die Biegungsmomente M, auf mindestens 10-? ihres Wertes genau berechnet
sind.

Die Zahlwerte der Tabelle 4 sind schlieBlich in dem Kurvenbild Abb. 3 veran-
schaulicht.

Die Kurven zeigen, daB die Biegungsmomente in sehr stark geddmpften Wellen vom
Belastungsradius aus nach beiden Seifen abnehmen, und zwar fiir den Einspannungs-
5 radius stirker gedampft als fiir mittlere Radien.

Ganz summarisch kann man die Ergebnisse dazu benutzen, um die
Frage nach einer gewissen tragenden Breite des Ringflansches zu
beantworten, indem man das Maximalmoment am inneren (Ein-
spannungs-)Rande mit dem Maximalmoment eines Kragtrigers der-
selben Auskragung 7, — 7; und einer gleichwertigen Breite b ver-
gleicht.

Auf einen solchen Tréiger wiirde fiir die Lingeneinheit der Profil-
breite b das Maximalmoment

M _P(’s—rl)

max T b

entfallen.
Die Gleichsetzung mit

P
M,= PP 4,450

liefert die gleichwertige Trigerbreite

b= (v — ;) = LAI (¥, — 7;) .

22
4,450

Man kann sich also vor-
stellen, daB3 die Be-
lastung P sich etwa
unter einem Winkel von
x . ¢ 0§ 35°bis. zum Innenrande

T iz ZE + —57] ausbreitet
? \ Betrachtet man fer-
ner das Verhiltnis der
Biegungsmomente auf
dem Belastungsradius
7 beim Radienverhilt-
AvE- 3 nis § und 3, so verhalten

ol

7
&

i
\

sich diese Momente nach dem Kurvenbild bzw. nach Tabelle 4 wie %ﬁ = 0,672, wihrend

bei einem einfachen Kragtriger sie sich wie die Abstinde vom Belastungspunkt ver-
halten miiBiten, d. h. wie 0,5.

Das Biegungsmoment wichst also bei der Flanschplatte nicht linear mit dem Ab-
stande von der Belastungsstelle, sondern erst schneller und dann langsamer. Die ent-
sprechende tragende Breite an der Stelle ¢ = § wird

by=(ra— 1) pog = (ra—7) 2,16.
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Abb. 1 Zeigt diese etwa parabolische Verteilung der tragenden Breite an dem schraf-
lerten, dem hier betrachteten Radienverhaltnis g; entsprechenden inneren Kreise.

Mit der numerischen Ermittlung des Verlaufes des radialen Biegungsmomentes M, ist
allerdings nur ein Teil des vorgelegten Problems erledigt.

Es liegen zwar in Tabelle z die Reihenkoeffizienten ,,, b, , c,, d, bereit, aus wel-
hen man analog wie fiir M, auch das tangentiale Biegungsmoment M, das Torsisms—
Moment &, die Querkrifte ¢, und Q4 und die Durchbiegung w ihrem zahlenmiBigen
Verlant nach bestimmen und, aus welchen man dann die Hauptspannungen und Haupt-

ehnungen, die maximalen Schubspannungen und die mittleren Normalspannungen und

mit die Festigkeitsspannungen ableiten kann, aber es miiten die Koeffizienten a, b,

®: 4 auch fiir andere Flanschradienverhaltnisse g = % nach den Gl. (13), (x5) und (17)

t?lbeﬂar:isch ermittelt werden und es miiBte ferner auch der EinfluB der Verschiebung
des Belastungspunktes nach innen untersucht werden.

i Immerhin geben die obigen Mitteilungen fiir das Verhalten diinner, nicht zu star}c
Sich durchbiegender Flanschplatten schon einigen AufschluB und sie geben auch die

Nterlage fiir eine Fortsetzung der Arbeit im oben angedeuteten Sinne.

a8 sich daran dann, wie bei allen Rechnungen der elementaren Plattentheorie, auch
etm‘:h'ful'tgen tiber den EinfluB gréBerer Plattendicke und gréBerer Durchbiegung an-
S(:hlieBen'miissen, sel der Vollstindigkeit halber noch vermerkt.

Von der Methode der Auflésung der Einzelkraft P und der von ihr' erzeugten
“Pannungsresultanten in Wellenziige der ‘Gl. (11) moge noch zum Schluf das etwas an-
Schaulichere folgende Bild gegeben werden:

. Die der Fingelkraft P am 4uBeren Rande entsprechende Querkraft (; des Flansch-
"Inges ist durch die Fouriersche Reihe der Gl. (11) in eine unendliche Zahl von Wellen-
Z}'igen aufgelsst worden. Betrachtet man die jedem Wellenzuge entsprechende Belastung fiir
Sich, s0 gieht man, daB sie aus abwechselnd nach oben und unten wirkenden Belastungs-
Strecken besteht. Fiir kleine Werte von # wird sich der EinfluB der zugehérigen Rand-

€astung merklich bis zum Einspannungskreise fortpflanzen. Je mehr jedoch die Zahl 2 der

¢ astungshalbwellen des duBeren Umfanges wichst, desto dichter werden die abwechselnd
e?tgegengesetzt gerichteten Belastungsstrecken lings dieses duBleren Umfanges aneinander-
Tuc}(en und sich, sofern die die Spannungsresultanten und die Durchbiegung darstellenden

. e'hefl, wie es tatsichlich der Fall ist, konvergieren, in einer immer schmaler werdenden ‘

Weren Randzone ins Gleichgewicht setzen, ohne weiter innen sich bemerkbar zu machen.

aS St. Venantsche Prinzip der Aquivalenz statisch gleichwertiger Lasten in geniigend
8roBer Entfernung von der Belastungsstelle héngt also hier mit der Konvergenz der dar-

Stellenden Reihen zusammen.

le simtlichen formelmiBigen und rechnerischen Ergebnisse wurden von de.n I'.Ierz_'en
* Strauch ynd st Bergmann unabhingig nachgepriift. Die Rechnungen, soweit sie sich
2uf flugtechnische Anwendungen bezogen, waren erméglicht durch eine Zuwendung des
el‘3}lsverkehrsrninisf:eriums, fiir die ich hier nochmals meinen Dank ausspreche.

(Eingegangen am 16, September 1929.)
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