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Uber die unsymmetrische Biegung diinner Kreisringplatten. 
Von H. ReiBner in Berlin-Charlottenburg. 

! .  Einleitung. Eine vollst~ndige LOsung Itir das Problem der unsymmetr isch ge- 
stiitzten oder unsymmetr isch belasteten Kreis- oder Kreisringplatte hat  unter  den be- 
kannten  N~herungsvoraussetzungen der elementaren Plattentheorie x A. Clebsch ~ schon 
1862 gegeben. 

Die Theorie ist fiir punktf6rmig belastete oder punktf6rmig gestiitzte volle Kreis- 
(und Kreissektor)-plat ten yon A.FSppl s und A.Nadai z numerisch durchgeffihrt worden. 
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Dagegen scheinen Anwendungen 
der Clebschschen Theorie auf Kreis- 
ringplatten, t rotzdem das technische 
Anwendungsgebiet solcher ,,Flansch- 
p!a t ten"  sehr gr08 ist, noch nicht ge- 
macht  worden zu sein. 

I m  folgenden sollen nun zwei 
durchgerechnete, der Konstruktions-  
praxis entnommenen Beispiele mit-  
geteilt werden, und zwar: 

I. der rechnerisch besonders ein- 
fache Fall der unbelasteten, ursprfing- 
lich ebenen Kreisringplatte, deren 
einer Rand  gegen den andern um eine 
Durchmesserachse verdreht wird 
(Abb. I a ,  b). 

2: der rechnerisch erhcblich mfih- 
samere Fall  der am inneren Rande 
eingespannten, am tiuBeren Rande in 
einem Punkte belasteten Kreisring- 
plat te  (Abb. I a, c). 

Der erste Fall ist technisch wichtig 
ftir eine biegungs- oder l~ngsverschieb- 
lich elastische Wellenkupplung, der 
zweite Fall ffir den durch Bolzen belaste- 
ten Rohrflansch oder den durch EinzeI- 
lasten beanspruchten Kragringtr~ger. 

Die Vereinfachung dieses Falles durch Verlegung der Einzellast an den Rand lieSe 
sich unschwer nach der gezeigten Methode auf den Fall beliebig angreifender Einzellast 
erweitern, stellt aber jedenfalls die ungiinstigste Spannungsverteilung dar. 

1 A. Nadai, Elastische Platten, S. I9ff. u. I9off., Berlin I925. 
Wieder abgedruckt in: Th6orie de l'~lasticit6 des corps solides de Clebsch, traduite pax 

B. de St. V e n a n t  et Flamant, S. 763ff., Paris i883. 
s A. F6ppl, Die Biegung einer kreisfOrmigen Platte, Ber. d. Bayr. Akad. d. Wiss. (I912) S. I55. 

J. H. Michel, Math. Soc. Proc. (x9o2) S. t82 bis 223 (siehe such A. E. H. Love I Elastizit~.t, S. 562, 
Leipzig t9o7) und E. Melan, Eisenbau (i9x9) S. T9o hsben wesentlich einfachere L6sungen gefundeno 
welche sich jedoch auf die Kreisringplatte nicht ausdehnen lassen. 



I. Band i9~9. ReiBner:'  Ober die unsymmetrische Biegung diinner Kreisringplatten. 73 

2. Die allgemeine Li~sung f/Jr die unbelastete Platte. Die ins Auge gefaBten Aufgaben 
beziehen sich auf die nur am Rande beanspruchte Platte und bedienen sich also nur 
der Differentialgleichungen ffir die unbelastete Platte. Diese lautet 

A A w  = o, (I) 

wo in Polarkoordinaten das Symbol A die Bedeutung hat 

A w =  r ark -~r_ + r~ a# 2 (ia) 

Es m6gen nun die folgenden dimensionslosen Variablen eingeffihrt werden (Abb. I a, b, c) 

~-, d. h. die Durchbiegung im Verhiiltnis zur Plattendicke und 

~ --  d. h. der radiale Abstand im Verh/iltnis zum AuBenradius der Ringplatte. i t  a 

Es ist dann 
a a [ ,  0 ( 0r • 1 6 2  (Ib) 

aw = ;~ar (q, #) = E L - ~  t e ~ )  + e*a,~j 
Clebsch macht nun den Ansatz 

= ~-~Rn (O) cos n # + R~ (0) sin n # (2) 
0 

uad erh~ilt aus der Differentialgleichung (I) ffir die R die folgenden L6sungen 

n = o ,  Ro-~A o +Boo* + C o i n  o+Do0~ ln  ~, ] 
n = z ,  R I = A I o  + B l o  3 + C l ~ - l + D l ~ l n Q ,  

R~-----A~o + B t o  s + C t o - l + D ~ q l n o ,  f (ca) 

R,~ = Ano '~ + B.O "+~ + Cno-n + D,~o-(n-~ I n > I ,  

R~ = A~O" + B~O "+~ + C*~O-" + D~o-(.-m, J 

Wo die A, B, C,D bzw. A*, B*, C*, D* Konstanten sind, die aus den Randbedingungen 
ermittelt werden mfissen. 

Wit merken welter die allgemeinen Ausdrficke f/it die in Abb. 2 dargestellten Momente 
uad QuerkrMte vor, die sp/iter ben6tigt 

B' ia diesen tritt als Faktor die sogenannte . f  . . . . .  ~ - - - - ~  .1~-'~-i"~ ~ . ' ~ #  
legungssteifigkeit der Platte auf, niimlich "----- '~ 'd~---  

I N - 7 T ~ - - ~ '  (re) 

Wo E deni~latte, Elasfizit~tsmodul der (isotropen)~<_~_,...__~._I--'" . ~ , i ' a  d ; ~ J  ~ 

das Querkontraktionsverh/iltnis (die r - 
Poissonsche Zahl), abb. ~. 

(~ die Wandst~rke bedeutet. 
Es ist dann das Biegungsmoment, bezogen auf die LiEngeneinheit der Mittelfliiche 

der Platte und wirkend auf Kreisschnitte 

I Die Ausdrticke der G]eichungen (3) his (7) entstehen in tier elementaren Plattentheorie aus der 
Bitheruagsvoraussetzung der eben und senkrecht zur Mittelfl~tche bleibenden Querschnitte und der senk- 
recht auf tier urspriinglichen Mittelebene stehenden Verschiebungen w und werden in der strengeren 
lalattentheorie als zulassige erste NAherungen nachgewiesen. Ihre Einffihrung in die zwischen ihnen 
~h d. den BelastungskrAften p geltenden Gleichgewichtsbedingungen ergibt die oben eingefiihrte 

tterentlalgleichunff r des Problems In Abb 2 sind die Biegungs- und Torslonsmomente dutch 
1 " ~  ~ O  ~ " " " ' " �9 de _ mentenstreckert dargestellt, so zwar, dab der Drehsmn durch eine Rechtsschraubung aus 
m, Pfeilsinn hervorgeht.  
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_ .Na Fo2~ 4- ~' + (3) 
,~ Lao2 y ~  o2aoV]" 

Lassen wit die mit sin n 0 behafteten Glieder, die sp~iter nicht gebraucht werden, aus 
dem Ansatz (2) fort, so k6nnen wir schreiben 

M r -  ~ - ~  n # [R~ + v (Q- iR ' - -n~-eR, . , ) ] ,  (3 a) 
0 

wo die oberen Striche Differentiation nach 0 bedeuten. Es wird ferner das entsprechende 
Biegungsmoment, wirkend auf eine fadiale Schnittfl~che 

.F  0 2 W I ~ 2  I a2w l 

N a [ v o ~  ~ at 2 a ' r  
- , ]  L ~ + E ~ + 5 2 a ~ , j ,  (4) 

dessen weitere Ausrechnung zun/ichst nicht n6tig ist. 
Sodann folgt das Torsionsmoment an radialen und kreisf6rmigen Schnitten 

und sehlieBlich die sogenannten ,,wirksamen" i Querkr~tfte senkrecht zur Plattenmittel- 
ebene, niimlich erstens die Querkraft an Kreisschnitten 

TcgH o, ll 
q;= Q,+ T a---~ = _0-; ~ a-; \ '7 -a~]J 

= - - d L ~ e  -oa-6e e~ + e, aev + - -~ -  u-~-ke ao,/j  
Na [ . O2U _aO2~l 

= - -  ,-~, _U" + e- 'U'--q-~U +O-~(z -v )~ -~ - - (3 - -v )q  ~-~-2], (6) 

deren Ausdruck mit Hilfe des L6sungsansatzes (2) ohne die Sinusglieder welter unten 
gebraucht wird und deshalb hier vorgemerkt werde 

Q" = N~ ~-7"~~ ; -~ "  n 0 [R~" + @-~ R~' --  q-r  + n~(2--v))R'~+ @-~n* (3 - -  v)R,,] , (6a) 

zweitens die Querkraft an Radialschnitten 

0-7- ----- - -  N b-~ + (I - -  "k') ~-~ ~-~- ~-~-)] 
N a F o  ( ,  o /  or , o2r 02 , 0 r  

- �9 (7) 

3. Oegenseitige Verdrehung der eben bleibenden Randkreise einer Ringplatte durch ein 
Drehmoment L um einen Winkel ~0 (Abb. z a, b). Fiir die Berechnung einer solchen, 
bei federnden UniversMgelenken in Betracht kommenden Anordnung genfigt das der 
Ordnungszahl n ---- I entsprechende Glied der Reihe (2), und zwar bei passender Winkel- 
stellung des Radius O = o, z. B. das Cosinusglied allein. 

Wir setzen also 

~" = R,  (~) cos # 1 (2b) 
w = 6 ~ ,  R i = A a ~ + B i ~ + C a o - i + D i ~ l n o .  

i Siehe liber diese yon Kirchhoff zuerst eingefflhrten Sp~nnungsresultanten z . B . A . E . H .  Love, 
Elastizlt/~t, S. 526ff., Leipzig x9o 7. 
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Die Randbedingungen lauten hier 

F~ir r ~ r, (q = q~) sollen w = o und 

Ffir r==r=(9~_~) soilen w~r~cosv a und 

Ffihr~ man noch die abgeleiteten Konstantenwerte 

O W  
-~o = o se in .  

a-~ = r~ ~ cos ,9 

D, 6 

sein, 

rnit dem Aufl6sungsergebnis 

i i - @ ~ + 2 ( x  +@~)ln@~ ) 

r I 

x -- @~ + (x + e,~)In @,.' ( 

v~ = 2 (~ - -  y ,  - -  2 ~ , , ) .  J 

Mit Hilfe der Konst~mten ? lassen sich die Biegungsmomente und die Biegungswinke) 
Wie folgt ermitteln, wobei zun/ichst als abkfirzende Bezeichnung eingefiihrt werde 

~i = 7,@ 4" Y2@ ~ + 7~@ -~ + Y~91n~. (2c) 

Das Biegungsmoment an einem Ringfl/~chenelement hat dann den Wert 

M,  ---- N cosO ~o [C{ + v (@-* Ci - -  O-~ G)] �9 (3b) 
~'a 

Das Biegungsmoment an einem radialen Fl~ichenelement schreibt sich 

Das Torsionsmoment lautet  

Die Einsetzung des Wertes yon ~1 aus (2c) und des Wertes yon N aus (Ie) ergibt, 
Wean man noch die Poissonsche Zahl v = o, 3 setzt, die Biegungsspannungen 

M~ 6 N cos 0 9~ / 
a~ = agg/6 = ~,~o [z (3 + ~) ~ @  + ~ (I - ~) r~e -~ + (x + ~) r,e-~] 

--  E'~Z cos ~913,63 y,,@ 4" o,77 ys@ -a + 0,71474@-*] (9) r~ 

a~; ~ -~-/gM# ~_ E~r~ cOS@ [z,o85y~@ + 0,77 7a@ -a + o,7z474@ -x] ' 

und *eraer die Torsionsspannung 

* ~- gcfg ~ - H  + ff~r. sin@ [0,768 y ~  ~ 0,768 7a@ -s 4" 0,384 74@-~] . 

(sb 

r ~ ~ '  7 ~ =  ~o~ ' ~.~o (8) 

ein, so erh/ilt man die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir diese abgeleitefen Werte: 

71 +~'~ - -  ~'3 + ~'4 = I ,  ( 8 a )  

~v,@~- 4- 2z@~ + Ya@C 1 + ~,4t)i In@/ --~ o, 

71@i + 3r=@~ --  ya@~ - I  4- 74@~ (In 0~ + I ) =  o 
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Das Verdrehungsmoment L des ganzen Systems in Abh~ngigkeit vom Verdrehungs- 
winkel ~ ergibt sich wie folgt 

2 ~  

L = f d O  [ M ~ r  cos 0 + H r  sin O ~ Q r r  ~ cos 0 ] .  (IO) 
, 0 

Die Einsetzung der oben gewonnenen Werte der Gleichungen (3), (5) und (6) liefert 

L = ~Nq~[e2r ' -  3r + 3q -~G] ,  

woraus man schlieBlich enthiiit 

L = - -  4 ~ N ~ 7  a = --- E~3q~7~ �9 1,15o. (Ioa) 

Dieses Gesamtverdrehungsmoment i~t, wie es sein muB, unabh~nglg vom Aul3enradius 
r a, also auf jedem Ringumfang dasselbe. 

Die Zahlenrechnung liefert nun die folgende Tabelle I 

Tabel le  I. 

o,5 4,225 -- 4,3 ~ 
o,6 6,824 9,1o 
0,7 I2,577 - -  :22,70 
0,8 31,o24 - -  83,40 

Ya ; T, 

I,o75 lO,75o 
3,276 24,75z 

1I, I23 67,646 
53,376 273,552 

-qr, a 

7 , I o  
I 2 , 8 5  
25,65 
66,50 

14,I7 
19,54 
36.25 
82,26 

1 2 , 4 0  

wo noeh abkfirzungsweise die Spannungsbeiwerte ffir den Innenrand bzw. ffir den 
Aul3enrand 

~e a I Ya I 
Sr, i = ar, i r ~" ~ '  St, a = at, ~ -~  ~ ~  

und der Verdrehungsbeiwert 
L 

eingeffihrt wurden. 
In derselben Weise .k6nnen auch die Spannungsbeiwerte ffir die Biegungsspannungen 

an radialen Flitchenelementen und f/Jr die Schubspannungen senkrecht zur Mittelebene 
(infolge der Querkritite Q, und Q#, sodann parallel zur Mittelebene infolge der Torsions- 
momente H aus den 'ersten Gliedern der Gleichungen (6) und (7) bzw. aus der Gleichung (9) 
auf Grund der Zahlenwerte der y berechnet werden. 

4. Biegung einer Kreisringplatte dutch eine Einzelkraft am iiuileren Rande (Abb. i a, c). 
Die Randbedingungen fiir eine am Innenrande eingespannte, am AuBenrande un- 
gestfitzte, dutch eine Einzelkraft belastete Ringplatte sind die folgenden: 

0w 
Ftir r = rl (~ = 01) sollen w und o r  ~ o sein. 

Ffir r = r = ( 0 =  I) soll M r = o  sein 

und die wirksame Querkraft Q'r = Qr + x o i4  -7 0~- soll his auf den Belastungspunkt 
# 

0 = o verschwinden und in diesem Belastungspunkt soll lira fQ~rdO = P sein. 
f l = 0 0  

Da die L6sung (2) in eine trigonometrische Reihe entwickelt ist, brauchen wit eine 
ebensolche Reihenentwicklung, welche diese Einzelkraft P darstellt. In der Tat  leistet 
dies die folgende Reihe: 

(Q•)r=r. = - - - -  P [ {  + 2 C O S n 0 ] ,  ( I I )  
r a  1 

welche zwar nicht konvergent, a b e l  was hier gentigt, nach der Fejerschen Methode der 
arithmetischen Mittel summierbar istL 

I Diese Reihe benutzt auch Nadai bei der Behandlung punktfOrmig gesttitzter Platten {Nadai, 
Elas~ische Platten, S. 114ff. ). Man kann fibrigens allen mathematischen Bedenken wegen dieser 

28,48 
77,90 

314,o 
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Durch d ie  obigen  R a n d b e d i n g u n g e n  en t s t ehen  nun  die  fo lgenden Bes t immungsg l e i -  
chungen Iiir die Koef f iz ien ten  A . ,  B~,  C .  und  D .  des  L6sungsansa tzes  (z) u n d  (2a), wobe i  
wiederum die  Fi i l le  n = o,  n = I u n d  n > I un te r sch ieden  werden  m/issen.  

w ~ o und  0w ~ o be i  ~ = Qi e rgeben :  

A 0 + Bo~ ~ + Coln ~ + D o o ~ l n 0 ,  -= o ,  

2Boo.i + CoQC i + D o ~  ( I  + 2 ln0~) = o; 

M,  ~ o be i  ~ = I e rg ib t  auf  G r u n d  yon Gle ichung (3a) 

R~' + v R~ = o ,  

also: 2 B  o(z + v ) - -  C o( I  - -  v) + D O (3 + v) = o ;  
P. 

Q~ ~ 2--~r: [nach Gle ichung  ( I I ) ]  l i e l e r t  nach  Gle ichung (6a) 

Und wenn m a n  zur  Abkf i r zung  

-Pr~ = K 
~rN(5 

Setzt, 

4 

Die Auf l6sung ergibt ,  wenn m a n  noch zur  bequemeren  Schreibweise  

einfiihrt, A~ = a~ B~ = b~ Co = coK' Do = d~ 

ao = 0~ bo - -  in Ot co -- P~ In Oi do, I 

bo = c o x - v  3 + v  I 
C0 ~_ 02(I + 21n0,)( l  + v ) - -  3 + v  [ 

4 OF l ( ~ + v ~ + o , ( ~ - v )  ' / do = - -  �88 

In ana loger  Weise  e rgeben  sich fiir 

~ - I  
die Gle ichungen 

a10i + bloc s + c i ~  -1 + d i e~ ln  0i = o ,  

( i2)  

( i e a )  

(~3) 

a l 0 1 + 3 b i 0 ~ - - c l 0 ~ l + d l ~ ( I + l n o i ) = ~  I 
2 b~ (3 + v) + 2 ci I - -  v) + d~ (I + v) = o (I4) 

Uncl die v ie r te  Gle ichung nach  Gle ichung (6a) aus  ] 

Ri" + R i' --  R'~ (3 - -  v) + R~ (3 - -  v) ~ - -  2 K ,  / 
2 b ~ ( 3  + v) + 2 c ~ ( I - - v ) - -  d ~ ( 3 - -  v) = - -  2 .  

Singularit~.t am 1Rande aus dem Wege gehen, wenn man die Kraft P nach irgend einem Gesetz, 
entweder tiber einen geniigend kleinen Winkel /~ oder yon ~ = o aus e-ko '  artig verteilt. Im 

sin n fl 
ersteren •alle wtiren die Koeifizienten dann nicht �89 bzw. x, sondern �89 bzw. n ~  und man 

kaun flit jeden gewiinschten Grad der IZechengenauigkeit den Winkel ~ so klein w~llen, dab die 
Weiter unten folgende ~echnung tt~r /~ - -  o sich innerhalb der l~echengenauigkeit yon der Rechnung 
ftir fl ~ o nicht unterscheidet. Fiir /~ :~ o hat abet die der Gleichung (H) entsprechende l~eihe keine 
~eSOnderheiten, die fiir die Zulassigkeit des ~3berganges yore Innern nach dem t~ande einen besondern 
taathematischen Nachweis erfordern. 
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Diese vier Gleichungen liefern 

i i + v + O ~ ( i - r )  i 
d l  = + ~-,  b~ = 

4 (~ + v)+ ~,~ (i - v) ' 

__b ~_+v___ i ~ + v  
c 1 =  i v 4 l - - i p  ' 

SchlieSlich erhMt man ffir 

} 
a~ = - -  b z 0~ --  c~ ~-~ --  d~ In 01. 

n > I  

(15) 

wichtig m6gen die folgenden Gr6Ben explizite angeschrieben werden: 
Die Durchbiegung nach den Gleichungen (2), (15) und (13) : 

w = ~ K [ a  o + b ~  2 + coln 0 + doQ21n Q + cos~9 (al0 + blQ s + c10 -1 + dl~ln~)  } 

+ "~c~  ~ (a~0" + b"o"+~ + c " e - "  + d"0-"+2)]"  l (2b) 
2 

Das Biegungsmoment an Ringschnitten: 

M~ = ~ [--  2 b o ( I  + V) + COO - 2  ( I  - -  V) - -  d o (3 + v + 2 (I + v) In 0) 

+ c o s 0 ( - -  2b 1 (3 + v) e - -  2c 1 ( I - -  v) e - 3 -  d t ( I  + v) ~-1) (3 b) 

+ ~ c o s n O ( - - a . n ( n - -  1) ( I - -V)O"-~- -b . (n -~  I ) ( n + 2 - - v ( n - - 2 ) ) O "  [ 
2 I - - c , , n  (n + I) (l--V) 0-"-~-- d.  (n--  I) (n - -2 - -  v (n + 2)) e -" ) ] .  

die vier Bestimmungsgleichungen 

ane? + b.,q~ +2 + c,,o~-" + d .  e7  ~+0 - -  o ,  

. + 2 b ~+~ - -  c .  O~ -'~ .~ - 2 
a,,q~ + n " n d,~o~ -"+~ = o; 

M r = o bei 0 = I liefert nach (3a) die Gieichung 
## t R,, + R,~v - -  R ,~vn  a = 0 (16) 

und daraus 

a,~n(n - -  I ) ( I  - -  v) + b,~(n + I ) (n  + 2 - -  v ( n - -  2)) 

+ c . n ( n  + I) ( I - -  v) + d ,~ (n - -  I ) ( n - -  2 - -  v ( n  + 2)) = o; 

schlieBlich aus (6a) und (II) 
R'." + R'~' - -  R~(I + n~(2 --  v)) + R . n 2 ( 3  - -  v) ---- - -  2 K  

und daraus 
a n n ~ ( n - -  I ) ( I - - v )  + b~n(n  + I ) ( n ( I - -  V ) - -  4 ) - - c .  n2(n + I ) ( i - - v )  

- - d n n ( n - -  I ) ( n ( I - - V )  + 4 ) = 2 -  
Die Aufl6sung dieser Gleichung (16) ergibt nun 

3 + v  
( i  - O~) (n - ~) + O~ "+-~ + 

d .  = - - .  ( .  _ i )  ( i  ~ v) (x - O~) ~ (.~ - 1) + 07 "."+". + ~ _ ; , ;  \e ,  i - v /  

(x - 0~) (n + i )  - 07 ~"+~ 3 + v (17) 
I I --I) 

= - e ,  ( b . - 7  + = + - a .  

Damit sind die Koeffizienten der Reihenentwicklung (2) formelm/tlig vollstindig. 
bestimmt. Ihre Errnittlung erlaubt den Verlauf der Durchbiegung w und ihrer Abgelei- 
teten, d. h. der Spannungsresultanten M, ,  M~, Q,, Qe und H darzustellen. Als besonders 
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Zur Beurteilung der Konvergenz und fiir die Durchffihrung yon Zahtenrechnungen 
ist es Zweckm~Big ,  die  asymptotisChen Werte der Koeffizienten tier zu berechnenden 
!Reihen festzustellen. 

Man hat zun~ichst 
ehungea (17) 

ffir gro~e n (etwa n > 20 bei Io -~ Genauigkeit) nach den Glei- 

b,~ = ~ n (n + 0(3 +v) ' / 

( i - e D ( n - i ) + 3 + v  t (I7a) 

d . =  - e p  ' - ~  ~ ; ~ ; i ~ - ) ( 3 + ~ 5  ' 

Diese Werte und die daraus folgenden von an undc ,  sind nun zunichst in die Glei- 
ehung (2 b) einzusetzen, die geschrieben werden kann 

" / 
w = 3 K  ~ z .  cos n ~ ,  

0 (2e) 
z ~ = a , , e  ~ + b ~ e  - + ~ + c n 0 - ' + d ~ 0  -"+2 ( n > z ) .  / 

Die Einsetzung der asymptotischen Werte yon a n, bn, C n und d, ergibt, wenn man sich 
a~f die Betrachtung des Aul~enrandes (0 = 1), der fiir die Durchbiegung am wichtigsten 
ist Und die wenigst gute Konvergenz bedingt, beschrSnkt und beachtet, dab die Glieder 
mit Q~ gegen die fibrigen verschwindend klein sind, 

n + i + e~ n I (2d) 
~ --* n2 (n + I) (3 + v) + ,,2 (n~ ~. I) (I - ~) 

~nd, Wenn m~tt zu noch gr6Beren n fibergeht, 

1 
so dab also die Reihe ftir die Durchbiegung w am AuBenrande schlieBlich wie -~- konver- 

giert und der Rest der Reihe hinter einem Gliede geni~gend hoher Ordnung h~ geschlos- 
sener Form abgesch~itzt werden kann. 

Als weitere wichtige Funktion sei das radiale Moment M~ am Inneaxrande (~ ~ 0~) 
bettachtet. Es werde nach Gleichung (3a) in der Form geschrieben 

M~ ~ s X ) e .  cos (~ 9) / 
0 

Wo f/iv n > z (3 c) 

% ~ r n (n - -  I) (I - -  V) On-~ + b'~ (n + I) [n (x - -  v) + 2 (x + ~) ] I 

+ c . n  (n + 1) (I - -  v) O - " - ~  + ~ .  (n - -  1)In (I - v) - -  2 (1 + v)] .  

Drfiekt man wiederum a,  undc ,  nach den Gleichungen (17) dureh b n und d. aus und 
Setzt deren obige asymptotische Werte (I7a) ein, so erhiilt man 

e ~ - -  0~ I -~ - q~ ' ~ 4(x - ~) )] 

Dieser asymptotische Ausdruck wird weiter unten dazu benutzt werden, um oberhalb 
eiaes Gliedes geniigend hoher Ordnung den Rest tier Reihe mit der entsprechenden Ge- 
hauigk-eit abzusch~tzen. 

$" Numerisches BeispieL Zur zahlenm~Bigen Ausrechnung der Reihenkoeffizienteu 
~st es nOtwendig, eine bestimmte Annahme fiber die Poissonsche Zahl v und eine weitere 
hanahme fiber das Verfiiiltnis ~,. yon Innenradius zu AuBenradius zu machen, 

Wir setzen entspr'eehend dem experimentellen Wert flit Eisen 

v : o,3 
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und  wir wlihlen 
2 

Qi --=. ra 3 

Die Koeffizienten a,  b, c, d des L6sungsansatzes  (2) bzw. der Definit ion (i2a) werden 
dann  nach den G1eichungen (I3), (15) u n d  (17) 

a 0 = - o , 2 4 6 3  , b 0 =  + o , 2 6 o 6 o ,  c 0 - - - - o , 2 1 o 6 ,  d 0 = - o , 2 5 ,  

a~ = + o , o 5 6 8 6 ,  b~ = - -  o,1172, c~ = o,o8797, d, = o,5, 

,~ (n -- I) + ~ (~)z. + 4,7i dn" = I 
n (n -- z) o,zz63 (n 3 -- I)  + 1,463 ((~)z? + (})3.) + 15,67 ' 

I i (n + I) --  .~ (~)2. __ 4,71 
b ~ =  + - - - -  

n In + i) o,2163 (n~ - i) + 1,463 ((~)3. + (.I)~.) + i5,67' 

a n = - - ~  b . ~ +  n ~ 2 /  / '  

Bei der Ausrechnung dieser Gr6Ben war es n6tig, im Beginn der Rechnung  mit  e twa 
IO -5 Genauigkei t  zu arbeiten,  u m  am Schlul3 auf  IO -3 G enauigkeit  Z u kommen.  

In  der Tabelle 2 wurden die Wer te  dieser Kons tan ten  yon  n = o bis n = 19 zu- 
sammengestell t .  

Mit diesen Wer ten  soll zuniiehst nur  das radiale Biegungsmoment  berechnet  werden. 
Die Gleiehung (3b) liefert nach Einsetzung yon  o,3 ffir v und  { f/Jr Qi die folgende 

Formel  no 

M r =  P ~-Y __ ___ en COS $r 19 , 
2~ 

wo 

e 0 = 2 ,6  b 0 - -  0, 7 e -~  c o + (3,3 -5 2,6111 0)d o , (3e) 

e x = 6,6 0 bx + 1 ,40-3  c1 + 1,3 0-~ d l ,  

e. = n (n - -  I) o ,70"-~  a n + (n + I) (0, 7 n + 2,6) 0" b~ 

+ n (n + I) 0,7 O - " - 2  c.  + (n -- I) (0,7 n -- 2,6) 0 - "  d . .  
T a b e l l e  21. 

o --0,2463 
1 0,05686 

O, 1521 

3 0,05978 
4 0,03337 

0,02152 

0,01462 
o,oIo417 
o,oo76881 
0,0058160 
0,0045815 
o,oo367o4 
0,0o30003 
o,oo249z6 
o,oozxo57 
o,oo17999 
0,0015555 
0,0013574 
0.0011946 
0,0010604 

5 
6 
7 
8 

9 
IO 

11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

b n c,l 

0,26060 
--o,x 1715 
--0,0367 ~ 
--o,o1838 
--0,01177 
--o,oo8649 
--o,oo6518 
--0,005112 

--0,004080 
--0,003234 
--0,00273 I 
--0,002286 
--o,ooI938 
--o,oo1663 
--o,oo1442 
--o,oo1262 
- - 0 , 0 0 1 1 1 4  
--0,0009902 
--0,0008860 
--0,0oo7974 

1 0 , 2  I O 6  

018797 
012360 
oa8345 
033090 
021156 
o34294 
o~I596 
o45984 
ot2273 
o88749 
053412 
osi35o 
o85368 
082159 
078756 
073572 
ovI485 
os6o53 
0825 IO 

x Die als untere  Indizes h in te r  Null  
dem Komma.  

Diese Fak toren  wurden .nun an zwei 
d. Stellen, und  zwar:  

--0,25 I. am  inneren Rande,  wo das Bie- 
-0 ,5  gungsmomen t  Mr ein Maximum ist, 
--o,1135 d . h .  bei 
--012877 
--039423 @ : Ol ----- ~;  
--033292 
--o21169 2. ffir einen inneren Radius, n~m- 

-o84~19 lich bei 
--031548 
--045781 O = 9 '  
--042196 
_o~8476 llm den Anstieg des Biegungsmomentes 

-os3315 yon auBen nach dem Innenrande hin zu 

--~ b e u r t e i l e n ,  a u s g e w e r t e t .  
--065245 w : 
_082117 Es  ergab sich fiir 0 = 
-- 07859 i 
-073512 e 0 = 2,6 b 0 - -  1,575 c o + 2,2468, 
--071444 
--o15969 el = 4,4 bx + 4,725 cl + 1,95 dl ,  

angebrach ten  Zahlen bedeuten die Zahl der  Nullen hinter  
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dann ftir q _ - [ -  

e o = 2,6 b o - -  1,oo8 c o + 2,826 do, 

ex = 5,5 bt + 2,420 cx + 1,56 dx. 

In Tabelle 3 wurden die ffir O = { u n d  fl = { berechneten Werte yon e~ zusammen- 
gestellt. 

2 

o,8255 

o,5428 

en(]) 0,4459 0,8753 
en (~) o,x835 0,3485 

I I0 

Tabe l le  3- 

3 4 

o,6954 o,526o 

o,4496 o.34II 

II 12 13 14 

I 0,0435 o,o28I ?,o183 o,oH8 0,0077 
'%(~) o,o623 0,0496 0,0399 o,o324 0,0264 

5 [ 6  

~ I ~176 
o,2519 o, I843 

15. I 16 

0,0050 0,0033 
o,o:zx6 o,oi78 

7 

o, 1634 

o,I362 

17 

0,0022 
0,0146 

8 

o, Io53 
0,I029 

X8 

O,OOI 4 
O, O120 

9 

0,0678 

0,0798 

19 

0,0009 
0,0099 

Aus dieser Tabelle ergaben sich sodann dutch Summierung gem~B G1. (3e) die Zahlen- 

Werte Yon M r ~ fiir 0 = {, d. h. am inneren Umfang und f/Jr ~ = {r, und zwar fiir das Inter- 

Vail O ~- ~ Dieselben sind in der folgenden Tabelle 4 zu linden. 8 "  

z~ ~ ~ 3 ~ 
T T T T 

[ 4,450 1,445 o,oz3 l-o,o73 -0 ,o3o -0,004 0.007 0,007 0,004 
{ [ 2,907 o,564 -o,213 ] -o,249 -o,242 --o,o28 o,o59 o, zo6 o, rI9 

Bei der Summation wurden entsprechend Tabelle 3 Glieder yon h6herer als der 19. Ord- 
ung zun~iehst nicht ber/icksichtigt. DaB dies bei dem Grade der rechnerischen Genauig- 
elt auf zwel 1 1st ze t die fol ende Absch~tzun �9 Stellen hinter  dem Komma berecht 'gt  " , ig " g "" g 

der Restgliedersumme oberhalb n --  19. 
Piir das n-te Reihenglied e, an der Stelle Q = z (r = ra) war in G1. (3 d) ein allgemeiner 

asyrnptotischer Ausdruck entwickelt worden, der, wenn man die besonderen Werte 
0~ ~ ~, v ~ o,3 einsetzt, die folgende Form annimmt 

6,857~ 
e , - - ~ I ' ( I , 5 i 5 +  ~ / ,  

ein Ausdruck, der f/Jr n = 18 den Wert  o,oo23 und f/Jr n = 19 den Weft  o,ooo 9 annimmt,  
also schon dort bei dem gew/ihlten Grade der Genauigkeit  mit den Werten der Tabelle 3 
Ubereinstimmt, demnach geeignet ist, den Re~t der Reihe fiber n = 19 abzusch~ttzen. 

I3er gr6Bte Wert dieses Restes ist bei ~ = o zu erwarten, da dort alle cos (n z~) = + I 
~ad die en alle positiv sind. 

s ist also die folgende Summe zu berechnen 

S = ~ 2 0 ( ~  1 !,515 + 0~_ 6,857). 

~3er erste Teil wird als Summe einer geometrischen Reihe: 

1,515 e'~~ = 1,515.3 (])~0 = o,ooi366.  

I3er Zweite Teil l~iBt sich summieren wie folgt: 

6'857 ~ - -  In ( I I ~' ) -  2 ~ ]  = 6'857 (1'O986I - -  I,o9857) = 0,000274. 

6 
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Es wird demnach 

S -~ 0,001366 + 0,090274 = 0,001640. 

Die bis n = 19 berechnete Summe der e,, im Betrage yon 4,45 o ist also durch diese Rest- 
berechnung auf 4,452 zu verbessern bzw. man kann schliel3en, dab d ie  Zahlen der Ta- 
belle 4 ffir die Biegungsmomente M r auf mindestens lO -3 ihres Wertes genau berechnet 
sind. 

Die Zahlwerte der Tabelte 4 sind schliel31ich in dem Kurvenbild Abb. 3 reran;  
schaulicht. 

D i e  Kurven zeigen, dab die Biegungsmomente in sehr stark ged~mpften Wellen yore 
Belastungsradius aus nach beiden Seifen abnehmen, und zwar f/ix den Einspannungs- 

radius s t o k e r  gediimpft als f/Jr mittlere Radien. 
Ganz summarisch kann mall die Ergebnisse dazu benutzen, um die 

Frage nach einer gewissen tragenden Breite des Ringflansehes zu 
beantworten, indem man das Maximalmoment am inneren (Ein- 
spannungs-)Rande mit dem Maximalmoment eines Kragtriigers der- 
se~oen zxusKragung r a - - r i  un~ e ine r  gleichwertigen Breite b ver- 
gleicht, 

Auf einen solchen Tr~ger wfirde ffir die Litngeneinheit der Profil- 
breite b das Maximalmoment 

Mmax = b 

entfallen. 
l Die Gleichsetzung mit 

P 
M ,  = ~ 4,450 

liefert die gIeichwertige Triigerbreite 
2 ~  

3 = (ra - -  r i )  4,45---- ~ = 1 , 4 I  (ro - -  r , ) .  

,,,, .~ w r + . . _ . - - -  - 7 - i + , . .  ~ 
.. = - I  + ++ 

Abb.  3. 

�9 2 , 9 1  
sich diese Momente nach dem Kurvenbild bzw. nach Tabelle 4 wxe ~ = o,672, w~hrend 

bei einem einfachen Kragtr~tger sie sich wie die Abst~nde yore Belastungspunkt ver- 
halten mfiBten, d. h. wie o,5. 

Das Biegungsmoment wiichst also bei der Flanschplatte nicht linear mit dem Ab- 
stande yon der Belastungsstelle, sondern erst schneller und dann langsamer. Die ent- 
sprechende tragende Breite an der Stelle 0 = { wird 

2 ~  
bz = (ra - -  r) ~ = (% - -  r) 2,16. 

Man kann sich also vor- 
stellen, dab die Be- 
lastung P sich etwa 
unter einem Winkel yon 
35 0 bis zum Innenrande  
ausbreitet 

Betrachtet  man fer- 
net das Verh~iltnis der 
Biegungsmomente auf 
dem Belastungsradius 
beim Radienverhitlt - 
n i s {  und w so verhalter~ 



l.Band z929. Reilaner: Ober die unsymmetrische Biegung dfinner Kreisringplatten. 83 : ~ _  

Abb. I zeigt diese etwa parabolische Verteilung der tragenden Breite an dem schraf- 
fierten, dem hier betrachteten Radienverh~ltnis Qi entsprechenden inneren Kreise. 

Mit der numerischen Ermittlung des Verlaufes des radialen Biegungsmomentes M, ist 
allerdings nur ein Teil des vorgelegten Problems erledigt. 

Es liegen zwar in Tabelle 2 die Reihenkoeffizienten an, bn, cn, d, bereit, aus wel- 
chen raan analog wie fiir M r auch das tangentiale Biegungsmoment Me ,  das Torsions- 
raoment H, die Querkr~ifte Q, und Qo und die Durchbiegnng w ihrem zahlenmiiBigen 
Verlauf nach bestimmen und, aus welchen man dann die Hauptspannungen und Haupt- 
dehnungen, die maximalen Schubspannungen und die mittleren Normalspannungen und 
damit die Festigkeitsspannungen ableiten kann, aber es mfil3ten die Koeffizienten a, b, 

r+ nach den G1. (I3), (I5) and (17) c, d auch f/it andere FlanschradienverhAltnisse ~ -- r-~ 

tabellarisch ermittelt werden u n d e s  mfiBte ferner auch der EinfluB der Verschiebung 
cles,Belastungspunktes nach innen untersucht werden. 

lmmerhin geben die obigen Mitteilungen ffir das Verhalten dfinner, nicht zu stark 
sich durchbiegender Flanschplatten schon einigen Aufschlul3 und sie geben auch die 
Unterlage fiir eine Fortsetzung der Arbeit im oben angedeuteten Sinne. 

DaB sieh daran dann, wie bei allen Rechnungen der elementaren Plattentheorie, auch 
)3etrachtungen fiber den EinfluB gr613erer Plattendicke und gr6Berer Durchbiegung a n -  
SchlieBen mfissen, sei der Vollst~ldigkeit halber noch vermerkt. 

Von der Methode der Aufl6sung der Einzelkraft P und  der von i h r  erzeugten 
~Pannungsresultanten in Wellenzfige der G1. (II) m6ge noch zum SchluB das etwas an- 
Schattlichere folgende Bild gegeben werden: 

Die der Einzelkraft P am ~uBeren Rande entsprechende Querkraft Q" des Flansch- 
tinges ist dutch die Fouriersche Reihe der G1. (ii) in. eine unendliche Zahl von Wellen- 
Ziigen aufgel6st worden. Betrachtet man die jedemWellenzuge entsprechende Belastung ffir 
Sich, so sieht man, dab sie aus abwechselnd nach oben and unten wirkenden Belastungs- 
Strecken besteht. Ffir kleine Werte yon n wird sich der EinfluB der zugeh6rigen Rand- 

elastung merklich bis zum Einspannungskreise fortpflanzen. Je mehr jedoch die Zah l  2 n der 
elastungshalbwellen des iiuBeren Umfanges wiichst, desto diehter werden die abwechselnd 

~.a.t.gegengesetzt gerichteten Belastlmgsstrecken l~ings dieses iiuBeren Umfanges aneinander- 
ucl~erL trod sich, sofern die die Spannungsresultanten und die Durchbiegung darstellenden 

l~eihen, wie es tatsiichlich der Fall ist, konvergieren, in einer immer schmaler werdenden 
~Beren Randzone ins Gleichgewicht setzen, ohne weiter innen sich bemerkbar zu machen. 

as St. Venantsche Prinzip der J~quivalenz statisch gleichwertiger Lasten in genfigend 
groBet Entfernung Yon der Belastungsstelle hiingt also hier mit der Konvergenz der dar- 
Stellenden Reihen zusammen. 

Die slimtlichen formelmitBigen und rechnerischen Ergebnisse warden yon den Herren 
l~r. Strauch und St. Bergmann unabhi~ngig nachgeprtift. Die Rechnungen, soweit sie sich 
~ !  !lugtechnische Anwendungen bezogen, waren erm6glicht dnreh eine Zuwendung des 

elchsverkehrsministeriums, ftir die ich hier nochmals meinen Dank ausspreche. 

(Eingegangen am x6. September x929.) 

6* 


