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{Jber die Festigkeit yon Kreiszylinderschalen mit 
nicht-achsensymmetrischer Belastung 

Von Kurt Miesel in Eberswalde. 

A. Einleitung. 
In vielen Fiillen praktischer Anwendung der Zylinderschale wird man sich mit der 

Betrachtung achsensymmetrischer Belastung begnfigen k6nnen. So tritt bei Druckrohren 
ldeineren Durchmessers und bei Dampfkesseln der Einflul3 des Eigengewichts und des 
Flfissigkeitsgewichts zurfick *. Bei groBen'Niederdruckrohren, freitragenden Rohrbrficken 
aus Eisen und Eisenbeton und in manchen anderen Fi~llen hingegen tut man gut daran, sich 
Rechenschaft fiber die genauen Beanspruchungen aus nicht-achsensymmetrischer Be- 
lastung abzulegen. Ffir U-Boote, bei denen es auf h6chste Ausnutzung des MateriaIs an- 
kommt, erlangt ein einwandfreier Spannungsnachweis erh6hte Bed eutung. Bei Zylinder- 
schalen yon aul~ergew6hnlichen Durchmessern vollends, wie z. B. bei U-Bootprfifungs- 
docks und Hebeschiffen 8, werden genaue Untersuchungen unbedingt notwendig, wenn 
man zuverliissig und wirtschaftlich konstruieren will. 

Die vorliegende Abhandlung gibt zuniichst eine genaue L6sung flit die Kreiszylinder- 
schale mit nicht-achsensymmetrischer Belastung unter der Voraussetzung, da13 die 
Komponenten X,  Y und Z der kontinuierlichen Belastung genfigend genau dargestellt 
sind durch Ansdrficke yon der Form 

N__ N__ ~ r  
X ~.~TX. cos .n q~, Y = ~ Y ,  sin n~o, Z = ~ Z ,  cos n ~0, (I) 

1 1 1 

(n = I,  2, 3 . . .  N), also dutch abgebrochene Fouriersche Reihen (vgl. Abb. I), wobei 
die X,~, Y , ,  Za Funktionen nur yon x bedeuten. Eine n~ere  Begrfindung des An- 

. . . . .  X 

Abb. z. Quer. und Langsschnitt des Zyllnders. 

satzes wird spiiter gegeben, wo  auch gezeigt 
wird, dab ein Ansatz mit Vertauschung von sin 
mit cos in entsprechender Weise behandelt 
werden kann. Damit werden fast alle in der 
Praxis vorkommenden F~ille erfal3t. Sodann wird 
eine leicht handliche Niiherungsl6sung gegeben, 
deren Anwendung an zwei Beispielen erl~iutert 

wird. Schlielllich ist ein besonderer Abschnitt dem EinfluB der Nachgiebigkeit der Spante 
(Versteifungsringe) gewidmet. 

Einen sehr guten lJberblick fiber die bisherige Entwicklung der alIgemeinen Schalen- 
theorie gibt J. Geckeler in dem Quellenverzeichnis seiner Abhandlung: ,,lJber die 
Festigkeit achsensymmetrischer Schalen." Berlin 1926. Auf eine Wiederholung kann hier 
verzichtet werden. Es wird deshalb im folgenden nur die Literatur angeffihrt, auf welche 
unmittelbar Bezug genommen ist. 

Die L6sung fiir die ,,biegungsfreie" Kreiszylinderschale (Schale mit verschwindender 
Biegungssteifigkeit) bei symmetrischer Belastung ist trivial. Die Biegungssteifigkeit 

x Kar l s ruher  Dissertat ion.  Referent:  Prof.  K . v .  Sanden, Korreferent :  Prof. Dr . - Ing.  Th. P6sehl. 
DaB auch  hier gelegentlich genauere Un te r suchungen  a m Platze sind, beweist  der Berieht  fiber 

den , ,Kocherzerknall  in eincr Zellstoffabrik" yon ]Ylinisterialrat Prof. Krantz  im Reichsarbei tsbla t t  I927, 
Nr. 14, in dem der Verfasser auf den bisherigen Mangel einer einwandireien Berechnungsmethode  hinweist .  

8 D.R.P.  K1.55 bl  Gr. 5. H 1o094 ~ u. IOO94I, R. Hi tzemann u. P. H. van Wienen, Hamburg .  
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fund erstmals Berficksichtigung bei der Berechnung des an eiuem Ende eingespannten 
Beh~lters, und zwar in zahlreichen Abhandlungen 1. Fiir den durch Spante unterteilten 
Zylinder entwickelte K.v. Sanden fertige Forrneln ~, wie sie bei der deutschen Kriegs- 
marine zur Bemessung yon U-Booten angewandt wurden. Es geht bier erstmals die Nach- 
giebigkeit der Spante in die Rechnung mit ein. H. Reil3ner 3 gibt die Berechnung des 
Spannungszustandes der biegungsfreien Kugelschale unter einer Belastung, die nach 
trigonometrischen, mit ganzen Vielfachen fortschreitenden Reihen entwickelbar ist. Die 
Methode ist auf die Zylinderschale ohne weiteres iibertragbar. B.Thoma 4 behandelt danach 
das fre!tragende geffillte Rohr ohne Biegungswiderstand [Fall n = I in Gleichung (I)]. 
E. Schwerin 5 untersucht denselben Belastungsfall sowie den Einflul3 des Eigengewichts ffir 
die Schale mit Biegungswiderstand. Aus den vorliegenden Ermittlungen leiten sich diese 
Ergebnisse Ms Sonderfall her, der wegen seiner praktischen Vqichtigkeit in einem eigenen 
Abschnitt ausfiihrlicher behandelt wird, unter Beigabe einer Zahlentafel, welche die An- 
Wendung erleichtert. Eine NiiherungslSsung fiir die achsensymmetrisch belasteten Ro- 
tationsschalen im aHgemeinen, die fiir den Sonderfall der Zylinderschale in ihren Bei- 
werten genau ist, begrfindet J. Geckeler in der oben angeffihrten Schri/t. Auf diesen Er- 
gebnissen ist die nachstehende N~iherung fiir die nicht-achsensyrnmetrisch belastete 
Kr.eiszylinderschale aufgebaut. Gelingt es, die entsprechenden Beiwerte auch ftir die nicht- 
achsensymmetrisch belasteten Schalen yon beliebiger Meridianforrn, etwa mit Hilfe des 
Ritzschen N~herungsverfahrens, zu linden, dann kann die Theorie der elastischen Schalen 
ebenso zum Rfistzeug des praktisch t~tigen Ingenieurs werden, wie dies mit der Theorie 
der ebenen Platten jetzt geschehen ist% 

Fiir diese Abhandlung gelten die fiblichen Voraussetzungen der Theorie der diinnen 
elastischen Schalen. Die Wandst~rke ist klein im Verhiiltnis zu den iibrigen Abmessungen. 
Die Ver~nderlichkeit der Normalspannungen senkrecht zur Mittelfl~che wird im Zu- 
Sammenhang damit vernachl~ssigt. Punkte einer Mittelfli~chennormalen liegen nach der 
Form~nderung auf einer Normalen zur deformierten Fliiche. Die Spannungen am Schalen- 
element lassen sich mit sehr groBer Ann~herung zu Spannungsresultanten und Spannungs- 
momenten, bezogen auf die Mittelfl~che, zusammenfassen. Weitere Ausfiihrungen dar- 
iiber erfibrigen sich; es sei hier auf die entsprechenden Lehrbiicher verwiesen ~. 

B. (ienaue LiSsung fiir die Kreiszylinderschale mit 
nicht-achsensymmetrischer Belastung. 

I. Schale ohne Biegungswiderstand. 

~1. Allgemeine Liisung. 

Die Biegungsmomente, Verdrehungsmomente und Scherkriifte in Schnitten normal 
zur Mittelfl~che bzw. die diesen entsprechenden Biegungs- und Schubspannungen werden 

1 Siehe u. a. : Miiller-Breslau, Statik der Baukoltstruktionen, Bd. II,  Abt. 2, 2. Axtfl., Leipzig 1925. 
A. F6ppl, Vorlesungen fiber techn. Mechanik, Bd. V, Leipzig nnd Berlin 1919. C. Runge, ~ber  die Form- 
Anderungen eines zyl. WasserbehAlters, ZS f. Math. u. Physik (19o4). P6sehl u. Terzaghi, Berechnung 
volt Beh~Itern nach neueren anal. u. graph. Methoden, Berlin 1926. MeiI3ner, Beanspruchung und 
l~orm~nderung zyl. GefAiBe mit  linear ver~nderl. Wandst~krke , Vierteljahressehr. der Naturforsch.-Ges. 
Zfirich Jg. 62 (1917). 

K. v. Sanden, Werft  und ]Reederei x (192o) S. 216. 
H. ReiBner, Mtiller-Breslau-Festschrift, Leipzig 1912. 

4 B. Thoma, ZS f. ges. Turbinenwesen x 7 {192o) S. 49- 
5 E. Schwerin, ZS f. altg. Math. u. Mech. 2 (1922) S. 34 o. 
e Vgl. z. B. H. Leitz, Bautechnik x (I923) S. 155 ; Bauing. 4 (I 925) S. 92o ff. H. Marcus, Die vereinfachte 

Berechnung biegsamer Platten, Berlin 1925. 
Love-Timpe, Lehrbuch der ElastizitiLt, Kap. XXlV,  Leipzig 19o 7. F6ppl, Drang und Zwang, 

Bd. II, Abschn. 5, Mtinchen 192o. J. Prescott, Applied Elasticity, London I924. 
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vemacMitssigt. D a n n  ergibt sich das in Abb. 2 dargestellte Schnittresultantenbild am 
Schalenelement. Die Lage des Achsenkreuzes ist aus Abb. I ersichtlich; es wandert mit 
dem Argument 9 auf der Mittelfliiche. Die Resultanten sind, wie in der Schalentheorie 
iiblich, auf die L~ingeneinheit der Kurven x = konst, bzw. 9 = konst, bezogen 1. Die neue 

{~x§ x ~  Gestalt der Schale ist 
dutch die Verschiebun- 

der Mittel- 
,~ ,  ~ . . . . . ~  aa~ fl~che bestimmt, deren 

r 4, ~ _ . - ~ j  ~ t ~ ~ §  ~ - ~  Verzerrungszustand 
. /~ [  ~JL~*~-~_ ~ ~ ~ ' ~  durch die Dehnung e| in 

' ~ Richtung der Erzeugen- 
den, die Dehnung e~ in 
Richttmg der Parallel- 
kreistangente und die 
Schiebung 7 gekenn- 

Abb. *. Schnittrestdtanten am biegungsfreien Schalenelement. zeichnet ist. An Stelle 
yon x wird weiterhin die 

x eingeffihrt und abkfirzungsweise geschrieben dimensionslose Veriinderliche ~ =-~-  

O! O/ O! 
-- = 1" = f" (2) 

Werden, wie in Gleichung (i), die Komponenten der kontinuierlichen Belastung der 
Schale nach den drei Achsrichtungen bzw. mit X, Y, Z bezeichnet, dann lauten die 
Gleichgewicht sbedingungen 

as~ Ot~ 
a~- z -  o - - ~ + a X = o ,  

Os~ Ot,, 
O - - - ~ + a ~ - ~ + a Y = o ,  

- - s~  + a Z = o ,  

oder, da die Momentengleichung bezogen auf die z-Achse t x = - - t ,  = t liefert, 
P s, + t ' +  a X = o, (3,) 

- -  % + a Z = o .  (3~) 

Sie stellen also ein System yon zwei l inearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung und einer gew6hnlichen Gleichung ffir die drei unbekannten Funktionen sx, 
s~ und t dar. Nach Einsetzen eines beliebigen Gliedertripels des Ansatzes (I) folgt aus 
Gleichung (33) 

s~ = a Z-~ cos n 9,  s~ = - -  a n Zn sin n 9 ,  

und damit aus Gleichung (3,) 

t' ---- - -  a Y~ sin n ~0 + a n Zn sin n 9 = - -  a sin n 9 (Y~ - -  nZ-~), 

d.h. t = a sin n 9 f (n Zn --  Y~) d ~ + C x (9), 

worin C x nut  mehr eine Funktlon von 9~ ist. Endlich wird 

r =  . f - + c ;  , 

1 Normalresultanten werden im Anschlul3 an F. Schleieher (Kreisplatten auf elastiseher Unter- 
lage, Berlin x926) mit  s, Sehubresultanten mi t  f bezeichnet, entsprechend den in Deutschland allgemein 
fiblichen Benennungen a u. 7 ffir die Spannungen. 
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Dies eingesetzt in Gleichung (3J gibt 

s; = - a . ~ , ,  cos n ~ - - a n c o s n q J f ( n 2 , , -  ~,,.)d~-- C'~, 
s . =  - , ,cos , , ,v  f [ 2 .  + , , f ( , , 2 .  �9 2 . ) d  ~]a~ --  C ~ +  C,(q,). 

Die Spannungsresultanten der biegungsfreien Zylinderschale lassen sich also - -  statisch 
best mmte Randbedingungen vorausgesetzt - -  ohne Eingehen auf die Form~nderungen 
und ohne Riicksicht auf die Wandst~ke angeben. Wenn die von ~ abh~ngigen Teile der 
Belastungskomponenten X, Y und Z. als integrierbare Funktionen von $ gegeben sind, 
so bestimmen sie sich dutch die Gleichungen 

s~ = a Z,, cos n ~0, (4,) 

s . = - - a c o s n ~ f t 2 . + n f ( n 2 . - ~ . ) , ~ r  (4.) 

t = . a s i n n ~ f ( n 2 , , "  :Y.)d8 + Q(q~). (4s) 

Die Spannungsresultanten sind mit Ermittlung der beiden Integrationskonstanten 
Cx und C~ bekannt. Statisch unbestimmte Lagerung erfordert jedoch zu ihrer Bestimmung 

das Eingehen auf die Verschiebungsgr6Ben ~ .  ---v a und --~a' wobei weitere zwei Integra-' 

tionskonstanten (C a und C~) auffreten. Nach Love sind die Verschiebungen mit den Ver- 
zerrungen dutch folgende Gleichungen verbunden 

a e~ = u ' ,  a e ~  = v" + . w ,  a r = v' + u ' ,  (5) 

wiihrend die Dehnungen e~ und e~ sowie die Schiebung y durch die Beziehungen 

I 

gegeben sind, worin v = ~ den reziproken Wert der Querdehnungszahl bedeutet. Setzt 

man (4) in (6) und weiterhin (6) in (5) ein, bezeichnet man ferner 

-~"= fR,, d r , 

r  f ( , , 2 . -  2.) a~. 
u = f ~ . , ~  . 

8'=f,-,="d~ usw. ,  

q~" = f ~,'"dr u s w . ,  

m=f~,a~. 
dann erh~lt man die Verschiebtmgen in den drei Achsrichtungen x, y, z bzw. zu 1 

~h "- = F.h : ~oa~ = -- , ,  cos,,~[Z' + , ,~ '  + ~:Z .a~l  -- C~ ~ + C,~ + (7,) 

+ 2(z + ~)C~ + ~6 

E h - z = E h  ~ - -  =aeosn~o[n '~  + ~,~" + n ( n 2 0 - - 2 0 " ) + v n ~ + ] . , , ]  

-- (2 + ~) C'~* -- C T - ~ - ~ , c ,  + c~-r + c ~ , -  c~. (73) 

x Im Iolgenden sind stets an Stelle der Verschiebungen u, v, w die dimensionslosen Gr6Ben-~-, 
U W 

"~ ulld -~ gebraucht .  
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Die Verschiebungsgr6Ben verlaufen, wie die Spannungsgr6Ben, ffir Kreise ~ = konst. 
nach Funktionen yon bzw. sin n ~0 und cos n ~0.. Es empfiehlt sich, zur leichteren Berech- 
nung der Konstanten aus den Gleichungen (4) und (7), diese vorher ebenfalls nach solchen 
Funktionen anzusetzen. Es muB sein 

C ~ = c l s i n n ~ 0  , C'l =nc~cosng, C'~= --n~clsinng, C~'= --nSclcosng, 

C2=c2cosng, C'2=--nc2sinnq~, usw., 

C ~ = c s c o s n w ,  C ~ = ~ n c s s i n n q ~ ,  usw., C a = c i s i n n ~ ,  C k = n c a c o s n g ,  usw. 

Die Form~nderungen sind yon der Wandst~rke abh~ngig. Ist  diese mit ~ ver~nderlich, 
dann sind die Verschiebungen aus'den Gleichungen (5) und (6) zu ermitteln, wobei h je- 
wells unter dem Integralzeichen stehen bleibt. 

Durch denAnsatz der Komponenten der Belastungsglieder X,  Y undZ nach Gleichung (I) 
wurden die parfiellen Differentialgleichungen (3,) und (3,) in totale tibergeftihrt und da- 
durch eine L6sung auf dem gleichen Wege erm6glicht, wie er sp~ter bei der Schale mit 
Biegungswiderstand (Kap. II, S. 3Iff.) zum Ziele ftihren wird. Im vofliegenden Falle 
der nichtbiegungssteifen Schale ist allerdings die Entwicklung der X,  Y und Z in einer 
Fouriersehen Reihe zur L6sung n i c h t  n o t w e n d i g ,  da man dieses statisch bestimmte 
Problem unmittelbar durch Quadraturen 16sen kann. Es l~Bt sich zeigen, dab der An- 
satz (i) keine Beschritnkung auf spezielle Funktionen X, Y, Z bedeutet, auBer der Vor- 
aussetzung ihrer Entwickelbarkeit in eine konvergente Fouriersche Reihe, welche Voraus- 
setzung praktisch nicht schwerwiegend -2 
ist. Sindn~imlichXundZnachder  K o -  , ~  ~-!d 1 l ,  sxo ~ ~x~ 

Abb. 3. Abb. 4. Gleiehgewleht am Sehalenstrei[en. 

sinus-, Y abet nach der Sinusfunktion yon n ~ angesetzt, dann herrscht Symmetrie der 
m ~  

Belastung bezfiglich aller Strahlen 9 ~--K-' worin m alle ganzen Zahlen von o bis 2 n 

durchl~iuft (vgl. Abb. 3)- Schneidet man einen Schalenstreifen von der Litnge l und der 

Breite-~ aus, der symmetrisch zu einem solchen Strahl liegt, dann erh~it man das in 

Abb. 4 skizzierte Belastungsbild. Die Komponenten X sind dort der 13bersichtlichkeit 

halber weggelassen. Liings des Randes 9~ ~ - - ~ - - - 4 - ~  treten nut  Schubspannungen 

t o = i auf, wobei t nur den yon ~ abh~ingigen Teil der Spannungsresultanten 
1 

bedeutet. An den R~indern ~ = o und ~ = -~- wirken die Schubspannungsresultanten 

t = t(~ ~ ob.w. -~)' sin n ~0 und die N9rmalspannungsresultanten sx = s,(~ = obzw. ~)" cos n q~. 

Diese Gr6Ben variieren mit ~ vom negativen Extremwert fiber den Wert o am Symmetrie- 
strahl bzw. am Streifenrand zum positiven Extremwert. Ein Blick auf die Gleichungen (3) 
lehrt, dab ein Ansatz der Belastungskomponenten, in dem sin n ~0 und cos n T jeweils 
vertauscht sind, zu einer analogen L6sung der Gleichungen ffihrt. Symmetriestrahlen 

m ~ Am einfachsten erNilt man die Span- geh6ren nunmehr zu den Argumenten ~ 9 -  2 n 

womit gilt nungsresultanten durch Einfiihren einer neuen Vefiinderlichen y~ = ~ 2 n'  
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A T  ~ V  N _ _  

1 1. 1 

Y = ~ Y , ~ c o s n  9 = Z Y ~  cos ~0 + = (-- Y ~ ) s i n n ~ ,  (Ia) 
1 I 1 

N _ _  N _  N 

1 1 1 

a! 0 7  a ~  at -o,-1" 
Es gelten also fiir die neue Ver/inderliche die Ergebnisse der Gleichungen (4) und (7), 
wenn darin ~ dutch W und Y~ durch (--. Y~) ersetzt wird. Sind z.B. die Komponenten 
einer beliebigen Belastung genfigend genau durch eine abgebrochene Fouriersche Reihe 
Wiedergegeben, dann ]assen sich, da das Superpositionsgesetz gilt, auf dem hier einge- 
schlagenen Weg die Spannungsresultanten aus den Gleichungen (4) and (7) mit Hilfe der 
AnsAtze (I) und (I a) GIied ffir Glied berechnen. Dem konstanten Anfangsglied der Reihe 
entspricht achsensymmetrische Belastung der Schale. Bei Symmetrie der Gesamtbelastung 
zum Strahl ~0 = o treten bei der Reihenentwicklung neben dem Anfangsglied nur Glieder 

des Ansatzes (I), bei Symmetrie zum Strahl 9 = ~- nut solche des Ansatzes (Ia) auf. 

Den vier Integrationskonstanten C x, C 2, C 3, C 4 bzw. cx, c~, c 3, c 4 entsprechend kann 
die Kreiszylinderschale mit verschwindender Biegungssteifigkeit auch nur vier Rand- 
bedingungen angepa/3t werden, z. B. zwei an jedem End- oder I3bergangskreis. Wit 
stellen uns deshalb die beiden R~nder der Schale beispielsweise durch einen Reifen (Spant) 
gehalten vor, der wohl imstande ist, die Randschubkr/ifte aufzunehmen, jedoch Verbie- 
gungen nm die x- und z-Achse und Verwindungen um die y-Achse keinerlei Widerstand 

W 
entgegensetzt. Da cr nur in _v und -- auftntt,  so muI3 zur vollstiindigen L6sung eine dieser a 

Verschiebungen ~ unmittelbar oder mittelbar ~ durch die Randbedingungen an ~edem 
der beiden Endringe gegeben sein: erstes Paar der Bestimmungsgleichungen. Die andere 
ist dann, soweit der EinfluB yon c 4 in Frage kommt, schon mitbestimmt. Das zweite Paar 
kann dann durch die Art der Festlegung der beiden Randringe gegeben sein. So lautet 
z. B. die Bedingungsgleichung ffir einen in der Axialrichtung freien Randring (Ireie 
kagerung) s, : o (statische Randbedingung), fiir in der x-Richtung unverschieblichen 

Rand u - - =  o (kinematische Randbedingung). Ffir einen ,,durchlaufenden Rohrstrang" 
(Z 

mit axial/rei  verschieblichen Zwischenringen erh~lt man ffir ~edes Trennungsspant zwi- 
schen den Offnungen r und (r + I) die vier Gleichungen 

u *2 v v 
- - - -  o 0  - = o ,  ( 8 )  

S~r ~ SXr + 1 , ar a t +  1 ar a T + l  

und aul3erdem noch fiir die Rohrenden je zwei Gleichungen, so dab zur Bestimmung der 
4 r Konstanten auch 4 (r -- I) + 2.2 = 4 r Gleichungen zur Verffigung stehen. Die Ver- 

schiebungen ~- benachbarter Felder decken sich nicht ohne weiteres. Sie k6nnen jedoch 
lZ 

durch Krfimmungs~inderungen zum Obereinstimmen gebracht werden, was flit den Span- 
nungszustand der Schale ohne Biegungswiderstand voraussetzungsgem/iI3 ohne Ein- 
flul3 ist. 

Es wurde schon frfiher darauf hingewiesen, dab die Berechnung der Spannungs- 
resultanten bei ~iui3erlich-statischer Bestimmtheit (statisch bestimmter Lagerung) ohne 
:Eingehen auf die Gestaltiinderung der Schale m6glich ist. Auch bei statisch-unbestimmter 
Lagerung wird man oft an Stelle der kinematischenBedingungen besser yon den Gleich- 



28 Miesel: Festigkeit yon Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. Ingeaieur-Archiv 

(vgl. Abb. 4) Ge- gewichtsbedingungen des Schalenstreifens mit  dem Zentriwinkel n 
l 

braueh machen. Die am Rande ~ = o bzw. ~ = y  wirkenden. Schubresultanten t o 

bzw. t•  werden zu diesem Zweck zu in Richtung des Symmetr iestrahls  wirkenden Reak- 
a 

tionen A,  bzw. B~ zusammengefaBt. Fiir .4, erh~ilt man  

A,--- f tosin z . a d  z = f a-[osinngsin z d x , 

2 ~  2 ~  

m ~  
und da ~o -= -~- + Z, und deshalb sin n qo = sin (m~ + n Z) = ::~ sin n Z ist, so ist, je nach- 

dem m eine gerade oder ungerade Zahl ist, 

C O S  - -  

A t = -]- a s i n n z s i n g d g  = -{- 2a to  n ~ - - i "  

2 n  

In  gleicher Weise werden Belastungsresultanten gebildet.  Die in Richtung des Symmetr ie-  
strahls wirkende Lastresul tante lautet  z. B. 

@ - -  _ _  
2 ~  a 

A~=f f(Z~cos~ocos x-f~sinn~sinZ)a~dZd~ 

l 

COS - -  O, 

0 

COS - -  

2 ~ Z  

j e nachdem m gerade oder ungerade ist. Ffir n = x n immt  der Fak tor  ~ die un- 

bes t immte  Form o Wie man  sich durch - -  an und gem f/Jr n --* I gegen den Grenzwert - - .  n 
o 4 

Betrachtung yon Abb. 3 fiberzeugt, stellt n = I insofern einen Ausnahmefal l  dar, als 
nur bei ihm eine ~iuBere Auflagerreaktion ffir die Gesamtschale auftri t t ,  wRhrend fiir 
a l l e n  > I die Belastungen unter  sich im Gleichgewicht sind. 

2. Sonderfille. 

In  vielen F~illen der Praxis hat  man  es  mit  einer hinsichtlich x konstanten Beiastung 
zu tun. Ftir diesen Fall  lauten die Gleichungen (4) 

s~ = a Z .  cos n ~, (4a~) 

I4.,I 

t = a s i n n g ( n Z ,  --  Y,,) ~ + Ca. (4a3) 
Fiir freie Lagerung ermit teln sich die Integrat ionskonstanten wie folgt: 

Nach Gleichung (4a=) 

fiir ~ = o :  s~=o=C2, 
l 

fiir ~ = - - :  
a 

I z " ( l ' ? n Z  1 C' s= = o = - -  a cos  n 9 X' .  y + -~  ~,T) ( " - -  Y") - -  �9 ~ -  + C~,  
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hieraus n l 
c ~  = - ~ -  cos  ~ ~ (~ ~. - y ~ )  - ~ c . ,  cos  ~ ~ = ~ c, cos  ~ ~, 

C, ~ Sinn ~0(nZ n Y,,) , ~ -  sin n ~o ----- c, sin n ~o, 

und folglich nach (4as) 

Die Gleichungen Ifir die drei Spannungsresultanten lauten also 

s ~ =  aZn cosn~  , 

t a sin n ~ I(n Z ~ -  -- " 

Ffir das Mittelfeld einer fiber unendlich viele Stfitzen gleichen Abstandes durchlaufende 
Zylinderschale (axiale Einspannung) erh/ilt man mit Hilfe von Gleichung (70 auf S. 25 

ftir ~ = o :  E h U = o : C s ,  

= o = - - / c o s n ~  , + T  Y n Z ~ - -  + v - 2 .  

~. + ~ +  Ca, 
SOnach 

•  ~co=.~ I .~  ~(~)~ .+z .~-~+, ) ]  
2.a l 

]~ine weitere Bedingung zur Bestimmung der Konstanten erh/ilt man aus der Betrach- 
tur/g des Gleichgewichts eines Schalenstreifens nach Abb. 4 um die Endkreistangente 

l r ~ r  
an den Punkt :  } = a '  q~ = ~ ' n  Die Gleichung lautet,  wenn die schon fr/iher be- 

rechneten Werte A ~ und A ~ benfitzt werden, 
t _ ~rg ys 

a C O S  ~ C O S  

2 t a d ~ . a  1 - - c o s  +2aton-~--Z~_iI+2aan-V-~_z(n-Z,~--Y,~)-~.-~=o , 
o 

and nach Einsetzen der t-Werte aus Gleichung (4a~) findet man 

I~ 1( =) o., = ~  ( -  L - v . }  + ~ c ~  1 - ~os ~ + ~ cos  ~ + =(=~ _~ (.~.. - y-~} = o .  

I-Iieraus ergibt sich c z und damit auch 

l 
C z = - -  ~ sin n cp (nZ~ - -  Y . ) ,  

C~ = ,d - - -  c o s  n 9 (nZ~ --  Y.) 

und hiermit C. aeosn~o I ,~-~a+~\-~/ ,~ Z - . ( - ~ - ~ + v ) l .  

Die Spannungsresultanten finden sich nach Einsetzen der Konstanten zu 

S~ ~--- a Z n  c o s ~  ~o ' 

, o _  _ ~ co=. ~ {~. (~_ 5 ) + .  ~ ~o_ v.~ i ~ ,~,('~" + ~ (~ -  ~); - ,  ~.}, 
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]~inen wichtigen Sonderfall  stellt das unter Druck beliebig geneigte Rohr dar. Aus 
Abb. 5 liest man so/oft ab 

Z = 7 H  = ?(Ho + x s i n x  + acos  x cos 9) . 

Fiir das Eigengewicht eines solchen Rohres lauteli die Kraffkomponenten 1 

X = Z= h sin a ,  Y = -- ~m h cos a sin 9 , .  Z = 7m h cos x cos 9 ,  

worin ?,~ das spezifische Gewicht des Baustoffes bedeutet. Nach Einsetzen in die ent- 
wickelten Gleichungen mit n = o bzw. n -  I erh~lt man die Spannungen. So ergibt 

ao 

Abb. 5. Geneigtes Rohr unter  Druck. 

sich z. B. ffir das eingespannte wagrechte Rohr 
( ~ =  o) folgendes Spannungsbild aus Wasser- 
ffillung (spez. Gew. ~ = 1/1000 kg/cm s) 

s~ ~ ~ a 2 COS 9 ,  

2 7 

Man erkennt, dal3 die L/ingsspannungen mit 
denen des als gew6hnlicher Balken betrachteten 

Rohres identisch sind, wenn man yon dem Einflul3 der Querdehnung absieht. Ffir den 
mit y a 2 a kg/cm belasteten eingespannten Balken gilt ni~mlich 

, 

t 

h aa~ h a2~ 
a c o s ~  c o s ( p  ' 

a * = - - T  ~ + T  ~ -  = - ~ "  

Entsprechende Betrachtungen lassen sich fiir Eigengewicht anstellen. Der statisch grin- 
stigste Lagerabstand fiir ein Rohr ohne 13berdruck ergibt sich im Hinblick auf die Wirkung 
der Querdehnung aus der Bedingung, dab die absoluten Werte der Gesamtmomente 
(Spannungsresultanten s,) im Feldmit te  und um Auflager gleich werden, 

l----- a ] /48v  = d ~-I2V. (9 a) 

Ffir Eisenrohre mit  v = o,3 erh~lt man l ~ 2 d. DieserWert gilt nach dem Vorhergehenden 
ftir die Schale ohne Biegungswiderstand und fiir die bei ihr zugelassenen Spannungen. 
Betrachtet  man, wenn fiir den Augenblick den Entwicklungen der n~chsten Kapitel  vor- 
gegriffen werden darf, den genauen Spannungszustand der biegungsfreien Schale, wie 
man es bei h6heren Beanspruchungen tun muB, so ergibt sich, dab die maBgebende Span- 
nung im wesentlichen den aus den Gleichungen fiir biegungsfreie W a n d  folgenden Deh- 

4~ nungen %0 am Rande proportional ist. Ffir achsensymmetrischen Druck wird 

. ~ a H o  
8q~ ~ E h ' 

fiir nicht achsensymmetrische Wasserlast mit 9 = o bzw. ~ nach Gleichung (6) 

~ o  -- ~ + 2 - #  L~ \~/ - -  " 

Da sich der Proportionalitiitsfaktor zwischen Randspannungen und den vorstehenden 
Dehnungen, der mit co bezeichnet werden m6ge, nur Wenig ffir beide Biegungsspannungen 

z Siehe Schwerin, a. a. O. S. 346. 
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unterscheidet, kann man f/Jr die Gr61]tspannung schreiben 

__, ] 
oder 

am~x ~ co. ~- L--~-- + ~ 

H0+ a Bezeichnet man mit U--~---~ das Verh~Itnis yon Druckh6he zu Rohrdurchmesser, 

dann muB sich bei gfinstigster Ausnfitzung des Querschnitts das erste Glied yon amax 
I 

zura zweiten verhalten wie -~. Es erh~lt so der zweite Teil fiir sehr groBe Druck- 

h6he H o nur einen geringen Anteil an den Gesamtspannungen ama,, w~ihrend fiir reine 
Wasserlast (Ho = a, ~ /=  I) beide Glieder gleich groB werden. Man findet den wirtschaft- 
lichsten Wert ffir l zu 

l = d . (9 b) 

P/it eiserne Druckrohre folgt t ~ 4,5 d. Bundschu ~ empfiehlt auf Grund praktischer Er- 
W~gungen l -  4 d. Nach unseren Ermittlungen wird man am besten in Hinsicht auf 
Gleichung (9 a) Ifir Niederdruckrohre den Wert l = 4,5 d unterschreiten, w~ihrend fiir 
~Iochdruckrohre sogar eine geringe ~berschrei~ung ratsam ist. 

II. $chale mit Biegungswiderstand. 
1. 'Aufstelien dcr Dlfferenflalgleichungcn. 

Bei tier biegungsfesten Schale treten zu den Spannungsresultanten der Abb, ~ noch 
die Biegungsmomente b~ und b~ und die Torsionsmomente dz und d~ mit den zugehSrigen 
Krfimmungs~inderungen ,~ ~ 
~ und x~ und dem ~ ~ x ' 7 ~  ~x 
Verdrehungswinkel T, s~ ~ r 1 6 2  ~bx. _~x ~:  + &s~.a,x 
ferner die Scherresul- a~§162 l ~ , , - ~ , ~ * ~ x  
tanten n~ und nr Das ~ ~ ~.~x*  ~-x ~x 
Kr~ftespiel am Schalen- ~ x~--~'~.~-,~ ~i'~, ~ l ' ~ "  ~ - ~ ' ~  \!i~'~n-x§ ~r~-~ ~x 
element ist in A b b ' 6  / S  ~ "%x b~.~r  

wo oi 
Spannungsmomente tr ar ' ~ . ~  

<lurch Vektoren mit 
Doppelpfeil hervorge- ~x~ 
hoben sind ~. Die auf ~r 

Abb. 6, Schnittresultanten am biegungsfesten Schalenelement. 
die Fl~icheneinheit be- 
Zogenen Spannungen h~ingen mit den Resultanten wie folgt zusammen 

ffir as~, ab~ 
Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen s 

a y -~- v' + u', 

(zo) 

und T~ mlttol lauten die Beziehungen entsprechend, lqach Love gelten folgende 

a~xx = w", (If zu.4) 

a2X~ ~- w'" -- v', (iI 2 u. 5) 

a2T ------- ~" -- D'. (II 3 u. 6) 

1 F, Bundschu, Druckrohrleitungen, Berlin I926. 
2 In Abb. 2 und 5 sind die Faktoren d x bzw. a d ~o weggelassen. 
a Vgl. auch Schwerin, a. a. O. 
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Spannungsresultanten Und Spannungsmomente sind 
durch die Gleichungen 

i 2  D 
s~ = ~ (e~+ v ~ ) ,  b~=  - -  D 

x2D (e~ + re| b , =  - -  D 8 9 =  ~ 

I 2 D  I--V 

D ist die Plattensteifigkeitszahl 

mit den Form~inderungen verbunden 

]$2 
( ~ ' ~ -  ~ )  + S~0"I2 a , ( I 2 x u .  4) 

h ~ 
d| = D ( I  - -  V) Z - -  t~ I2"~ ' (12 S u. 6') 

d~=  - -  D (i - -  v) ~. (I2~) 

E b h a E h 8 
D - - - - x _ D . i 2 . b =  ~2(z--v 2)" 

D.ie s , und  t~ enthaltenden Zusatzglieder ffir bxund d~ sind in die Gleichungen aufgenommen, 
da die Biegungsverzerrungen z ~ ,  z ~ ,  und z z klein gegen die Reckungen e~, s~ und 
sindX. - Aus Abb, 6 liest man die Gleichgewichtsbedingungen am Zylinderelement ab 

s'~ - -  t~ + a X  = o ,  (~3~) 

s ' ~ + t '  + r i g +  a Y  = 0 (132) 

n'~ + n'~ - -  s 9 + a Z  = o ,  (I33) 

d' - -  b~ = o + an~ , (134)  

d'~ - -  an~ + b~ = o ,  (I35) 

- - d ~  + at~ + a t .  = o .  ( 1 3 6 )  

Diese ftinf partiellen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und die gew6hn- 
liche Gleichung (136) geben zusammen mit den sieben Gleichungen (12) und den sechs 
Gleichungen ( i i )  die notwendige Anzahl Gleichungen zur Berechnung der 19 Unbekannten 

a ' a '  a ' e~,eg,  7; x~,~r T; s~,s~; t~,t~; bm, b~; d x , d g ,  n |  9.  

Mit Hilfe der Gleichungen (126) und (I27) kann d~ und mit Hilfe yon (I3e) t~ durch 
t ,  und d= ausgedrfickt werden 

h ~ d~ d~ 
a O~ J 

worin 
]$2 

8 = ( I5)  
12 g2 " 

Damit lauten die Gleichungen (I3) 

s' d~ + y + t : (I  + e) + aX----- o ,  (I3ax) 

s~ + t '  + n 9 + a Y  = o (I3a2) 

n '  $~  - -  , (13ft3) + s 9 + a Z  = o 

d' - -  b~ = o ( I 3  a4) 

d'~ + aet'~ - -  b'~ + a n  x = o .  (I3a5) 

Wird fiir die Belastungsglieder X ,  Y ,  Z wiederum der Ansatz (i) verwandt und werden 
die Spannungs- und Form~inderungsgr6Ben analog zu den Ergebnissen bei der nicht- 
biegungssteifen Schale in Funktionen yon bzw. sin n 9 und cos n 9 angesetzt, dann ver- 

1 Love-Timpe, a.a.O., w 329. Dies • in geniigendem Abstand yon den R~ndern zu. Da im all- 
gemeinen jedoch haupts~chlich die Biegungsmomente am Rande interessieren, kommt den Zusatz- 
gliedern keine wesentliche Bedeutung zu. 
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wandeln sieh die partiellen Differentialgleichungen (x3a) in totale. Setzt man also 

X ---- X~ cos n ~.  Y = Y. sin n q0, Z ----- Z'--~ cos n q~, ~ 

s= = ]=cosnq~, b= = b=cosncp, n= = W= cos ncp. 

s~. = ] r  eq~, be ----'b~. cos n~v, ~ = - ~  sin n~ ,  

t~ = -{~sinnq~, d~ = d, sin nq~, 

e~ = ~ cosn~ ,  ~ = ~cosn~, u = ~cosn~, 

e~. = ~cosnqo ,  ~% = ~ c o s  n~o, v = ~s inn~ ,  

7 = ~sin n~ ,  T = ~ sinnq~, w = ~ c o s n ~ ,  

dann wird aus den Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen (Iz) 

(z6) 

und die Gleiehgewichtsbedingungen (x3a)lauten 

~': ~" - -  , (zSO 

- n~+}i +~ +~v-.=o, 0%) 

Zur weiteren Berechnung wird auf die Form~nderungsgrSflen iibergegangen, und zwar 
soll gezeigt werden, dab s~mtliche Spannungsresultanten und -momente 'durch die vier ~ 

GrOBen -a-,~ ~r -~ und :~ ausdriickbar sind, wenn :~ die gr6Bte Meridiansteigung bedeutet, 

d. h. den Winkel, um den die deformierte Mittelfliiche jeweils an den Stellen zur Erzeu- 
genden geneigt ist, in denen cos n 9 = I is t ,  also 

d ~  ~ '  
--=- �9 (19) 
d x  a "  

Dieser hier erstmals eingeschlagene Weg bietet den Vorteil, daI3 gleich die Werte geiunden 
werden, die ffir die Randbedingungen haupts~chlich in l~rage kommen. Die Spannungen, 
die meist nur am Rande interessieren, finder man dort vereinfacht, da die Randbedin- 
gungen gleich beim Einsatz der Verschiebungsgr6Ben berficksichtigt werden k6nnen. 
Vor allem aber sind ~ und ~ die maBgebenden Gr6Ben ffir die Niiherungsl6sung. Im 
weiteren Verlauf der AbIeitungen werden, zur Vereinfachung die Striche fiber den Bueh- 
staben wieder fortgelassen. 

Aus den Gleichungen (I7) erh~ilt man 

a n 

und damit ~" 
a 

L" = ! ( ~  _ #) 

3 

- - - - n - - ,  a~ = - -  n + , ( z 7 ~ . 6 )  
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Diese Werte in die Gleichungen (12) eingesetzt ergeben 

o D b, = - ~9' 2 v s ,  - -  v (n 2 - -  I) (21, u.s) 

s~ - -  - -  e~ + ~, , b~ = - -  n~'--- 1) T + e ~ - -  ~'~'  (21, ~. 4) 

2~a~ ~ n d ~ =  ~{ L n n ~ " 

Die Gr6Ben tg, und d ,  sind durch die Gleichungen (14) sowie (2Is) und (2I~) auf die vier 

Form~inderungsgr6Ben zurtickgefiibrt. Da __w und ~9 durch die einfache Beziehung (19) mit- 

einander verbunden sind, bleiben als endgiiltige Unbekannten nut  ~-, s~ und ~9. Die not- 

wendigen drei Bestimmungsgleichungen liefern die ffinf Gleichgewichtsbedingungen (I8), 
wenn daraus noch n~ und n~ eliminiert werd~n. Aus Gleichung (I84) und (I85) erhiilt man 

a n ~  - -  d'~ - -  n b ~  , a n ~  = - -  n d ~  - -  n a e t ,  + b'x �9 (22~ ~. 2) 

Durch Einsetzen in die fibrigen Gleichungen (18) ergibt sich 

S' a , + n d ~  + n a  (I + e) t~ ----- - -  a 2 X ~ ,  (23z) 

- -  n a s ~  + at'~ - -  d'~ - -  n b ,  = - -  a l Y ~  , (23~) 

- -  nd '~ n a e t ' ~  + b g - -  d x  - -  n~b~, a s ~  - -  a ~ Z ~ .  (23~) 

Zum ~3bergang auf die Formiinderungsgr613en werden diese Gleichungen noch umgeformt. 

Die zweite Gleichung wird einmal nach ~differentiert, um ~ zu entfernen. Zieht man ferner 

yon der differentierten ersten Gleichung die Differenz zwischen der 3. und der mit n 
multiplizierten 2. ab, dann erhiilt man 

t /  as'~' + b~ + a ( n  ~ - -  I)s~ = - -  a*(X '~  - -  n Y , ~  + Z,~) ,  (24x) 

- -  n a s ' ~  - -  d . . . . .  + a t e - -  n b ~  = - -  a ~ Y , ~ ,  (24~) 

as'~ + n d ,  + n a ( I  + e ) t ,  = - -  a * X ~ .  (24~) 

N a c h  E i n s e t z e n  de r  W e r t e  au s  den  G l e i c h u n g e n  (21) u n d  n a c h  Z u s a m -  
m e n f a s s e n  de r  A u s d r f i c k e  i s t  da s  P r o b l e m  a u f  d ie  L 6 s u n g  d e r  f o l g e n d e n  
d r e i  l i n e a r e n  s i m u l t a n e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  m i t  k o n s t a n t e n  K o e f -  
f i z i e n t e n  z u r i i c k g e f f i h r t  

T(l + 8) + -~- ~(~2 - -  I) - -  ,S"~'t'" "~ z ~ t v s ( n  ~ - -  I) + ~V(I + 2~)  + Bcp(n ~ - -  I)  

- -  ~ ,  a ( X ' - -  n Y~ + Z~) ,  (25,) 
�9 ,6/t 

n ~ [ v ( I - - s )  + (I + s)] + ~9" [(I - -  v) (I + 3 e ) - -  2n~s] + ~ 9 2 n ~ s ( n ~ - -  I) 

I -- t~ s 
- -  e~' (I - -  v)(I  + 3*) + s~2n~( I + e) = E---h-- 2 n a Y ' ~ ,  (25~) 

2 a - -a- n ~ ( I  - v ) -  ~ ( i -  v ) [ i  + 2 8 ( n  2 - i ) ]  + 8~[(1 - . 2 8 )  + v ( i  + 2E)] 

I - -  ~)~ 

- -  1 ~  2 a X , ~ .  (25s) 

2. LiJsung der homogenen Dlfferentlalglelchungen. 

Das T r i p e l  allgemeiner Integrale des inhomogenen Systems (25) findet man be- 
kanntlich, indem man zun~ichst die a!Igemeinen L6sungen des homogenen Systems 
(X~ = Y~ = Z n = o) bestimmt und dann je eine beliebige Partikularl6sung addiert. 
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Zur Bestimmung der allgemeinen Integrale des homogenen Systems setzt man 

u A e a~, 0 B e  ~ e~o Ce  ~ .  (26) 

Ffihrt man n~mlich dieseWerte in die Gleichungen (25) ein, dann erh~lt man ftLr die wfllktir- 
lichen Konstanten A, B und C ein System homogener linearer Gleichungen yon der Form 

aIA + blB + qC---- o, 

aaA + b2B + caC = o ,  

a.~A + hub + c3C = o, 

welches dann und nut dann L6sungen besitzt, wenn seine Nennerdeterminante verschwin- 
det. Die A,  B ,  C sind damit bis auf einen beliebigen Faktor bestimmt. Die A sind Wur- 
zeln der sich aus der Bedingung des Verschwindens der Determinante ergebenden ,,cha- 

�9 " c c  . ( c  �9 raktenstlschen oder ,,Determmanten -Glelchung. Die Determinante l~[Bt sich in unserem 
Falle ohne weiteres aus (25) ablesen. 

A ----- a~ b2 c~ 

ba cs 

~[A~(I+~)+(n2--I) r] eA [-- A ~ + v (n~ --  I)J 2~v(I + 2 ~) + (n~ -- I) 
2*n*[v(x--e)+ ( I + , ) ]  22[(I--V)(1+3 ~)-2en*]+2en*(n2--x) --~ [ ( I - V ) ( I + 3 e ) ~ * - 2 n ~ ( I + s ) ]  

12XZ--nU(I --v)  - -  (I - - V ) [ I  AC 2e(n u - -  I)] 2 [ ( I - -  2~)*+ V(I + 2e)] 

Beim Auswerten der Determinante k6nnen alle Potenzen yon e als ldeine Gr6Ben 
ZWeiter Ordnung vernachl/issigt werden, da nach den Voraussetzungen der Schalen- 

h theorie schon -- einen kleinen Wert darstellt. Nach liingerer Rechnung erscheint die charak- 
a 

teristische Gleichung, wenn nach fallenden Potenzen yon 2 geordnet wird, in der Form 

A = alb2c 8 + azbsQ + asbxc 2 -  axbxc ~ -  a2blc 3 -  a~b~cl 

= a 2  8 + bA e + cX a + d,~ ~ + e = o ,  

Worin bedeutet 

a = 2 e ( i _ v ) ,  b : - - 8 n ~  c - - - 2 ( I - - v ) [ 6 e n Z ( n 2 - - I ) + ( r - - v 2 ) ( r + 3 e ) ]  

d =  _ 8 n 2 e ( n ~ _ i ) ~ ( x _ v ) ,  e = 2 n 4 e ( n U _ _ i ) ~ ( i  + v ) .  

Nach Teilung durch a = 2 e(I --v) lautet die Bestimmungsgleichung der Exponenten 
Schliel~lich 

2a--  4n~2, + [~__~, "2 (I + 3 e ) + 6 n Z ( n , _ i ) 1 2 i _ 4 n z ( n , _ i ) z ~ + n , ( n ~ . _ ~ ) ~ = o . ( 2 7  ) 

i~Iit Einffihren yon 
I - -  V 2 I - -  , / 2  

# = 2  ~, p = n ~ *  k - -  ( ~ + 3 ~ ) ~ - - - -  (28) 
ergibt sich 

Iza - -  4 P aa + [h + 6 p (p - -  I) ] t~2 - -  4 P (P - -  I)~ tt + Pa (P -- I)~ = o . (29) 

Diese Gleichung vierter Ordnung wird nach Wegschaffen des zweiten Gliedes durch 
Bilden der Resolvente gel6st x. Mit y = / ,  - - p  findet sich 

y' + (k- -  6p)y  * + 2 p [ k - -  2(p + I)]y +p~(k  -- 3) = o. (30) 

~ n e n  nut quadratisehe Glieder in n auftreten, da der Ansatz (I) ffir positives und negatives n 
gleichbedeutend ist. 

Hiitte ~ (~925) S. 5L 

3* 
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oder 

Die zugeh6rige Resolvente lautet 
- -  X p 2  

x3 + k 26P xa+7-g(k~-- I 2 k P - - 4 k ~ a +  48P2)---~[k--2(P + I)]~=~ 

Mit x = z k -66p  erh~ilt man die vereinfachte Gleichung .dritter Ordnung 

- -  k z  k 2 p~ i)Z} z 8 ~ [k + i2 p (p - -  i)] - -  {~4  [k + iS p (# I ) ] + - i -  ( # -  
/ 

= z a + m z  + q = o .  (3I)  

Die hier nicht weiter ansgeffihrte Diskriminante ist kleiner als Null, so dab also drei 
reelle Wurzeln vorhanden sind, welche in de r  trigonometrischen Form 

z - - 2  ~ 3 c o s  ~~ + 2 ~ 3 , r = o, I ,  2, (32) 

berechnet werden k6nnen, wobei 

~ ( ~ )  (m)3 t -  ~ (33' cos~0= ~: ~- = 

ist. M ergibt sich mit  den Werten der Gleichung (3 I) zu 

M = I IO8 p2 (p _ _  i)2 216o 
k ~ + 7 #$ (p - -  1)8 + . . . .  " 

Im Rahmen der Vernachl~ssigung yon e~ sind unter der Wurzel alle Glieder ~- , die 

h~Sher als V0n der Zweiten Potenz sind, klein yon der zweiten Ordnung. Da jedoch die 
Z~hler der Glieder yon M mit Potenzen yon p ~ -- I) wachsen, ist eine Vernaehl~ssigung 
nur  ffir kleine ~ statthaft .  Es ist deshalb angebracht, die Wurzeln mit Einsetzen der 

k -  
Zahlenwerte fiir m u n d  q zu ermitteIn. Mit x = z 66p und den bestehenden Abh~ingig- 

keiten finden sieh die vier Wurzeln der Gleichung (29) zu 1 

/2; = + ~'~x + I/x22 + I/~ + P, (34,) 

= + + t , ,  (34,) 

/~; = - -  ] / ~ -  ] / ~  + ]/~ + P ,  (34,) 
/.~;--= -- ]/x-~ + ]/~ - -  ]/~ + p. (34,) 

Der 0bergang auf Zahlenwerte zeigt, dab die Wurzeln #~ und #~ klein sind gegen 
#[ und #~. Daher lassen sich nach dem Graeffeschen Verfahren z andere, fiir die Anwen- 
dung bequeme Niiherungswerte ableiten, deren Genauigkeit, wie sich zeigen wird, in 
fast allen F~illen der Praxis genfigt. F i i r /~  u n d / ~  gilt 

I ~ -- 4P# + [k + 6p(p -- I)]----- o ,  (29a) 

# ' L ~ = 2 P - 4 - ~ 4 P ~ - - k - - 6 p ~ + 6 P - = 2 P + i ~ k + 2 p ( P - - 3 ) ,  (34a) 
fiir #~ u n d / ~  

__ 4 P (P -- _~21) pt~ (p __ l:)g ~2 k + 6p(-p /~ -~- k ~2 6 p  ~ - - ~  x) = 0 '  (29b) 

, 2 , ( , - ~  V 4~.(,-..), p~(,-x). #~,~-~q-.--6~ )4- [~q_-~-~i~-~)], ~,+o~,(~,-,) 

, ) (P - ,) -- 
/~3,4 -- k q 2 ~ - ~ -  ~) [2(p --  i) :k i f k  + 2(p - -  i)(p + 2)]. (34b) 

1 Die Wurzeln sind zum Unterschied yon den endgtiltlgen ,,Abldingungszahlen" (siehe S. :37 
unfl 38) mit Strichen versehen. 

C. Runge u. H. K6nig, Numerlsches Rechnen, Berlin 1924. 
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/[Z 1 

Die acht Wurzeln der Gleichung (27) lauten 

2x = - -  P~ ~ i/zx, 

22 = .3f- /Ig~ 21- i ~LtX, 

Die Exponenten 2 finden sich nach Gleichung (28,) 

Bezeichnet man nunmehr  den reellen bzw. imaginiiren Teil yon 2 mit/~z und/*4 bzw. 
i/& und i/xa, dann ist 

V�89 ]/k + 6p  ~ - -  I) + p ,  (35,) 

Vk +P 6p (p --(p I)__ . . . . . .  ~) " V~ ]/k + 6#  (p - -  I ) -  (p - -  I ) ,  (35~) 

A5 = --/24 - -  i/2 s , 

A , =  + # t + i # s ,  (36) 
28 = - - P 2  + i P l ,  2~ ----- --/*4 + i/z~, 

~4 = + / ~ a  ~ i / ~ x ,  ~s  = + / z ,  - -  i # 3 .  

In Tabelle I sind die mit Hilfe der genauen Koeffizienten m u n d  q der Gleichung (31) ge- 
fUndenen/z-Werte den nach dem Graeffeschen Niiherungsverfahren ermittelten gegeniiber- 

gestelltL Die Tabelle ist ffir die Werte k = IOOO und k = ioooo, entsprechend ~ ~ -L~ 
a 9,5 

Und ~_h ~ 3oX (v = 0,3) , Und fiir n = I b i s  5 und n = IO aufgestellt. Man erkelmt, dab die 

Abweichungen gering sin& Der Fehler wiichst mit  n und nimmt mit  gr68er werdendem k 
~b. Bis zur Grenze k < 6 p (p --  I) sind die Niiherungswerte. um weniger als 5 % ungenau. 

T a b e l l e  I. 

~- n = o  n = x  n = 2  n = 3  n = 4  [ ' I r  5 ~----- IO 

O 

/~a [3,98 3,98 4,xo 4, Io 4,5 ~ 4,50 5,2z 15,28 6,09 6 , 3 7 1 7 , o  5 J7,66 [I2,IO [I4,9o 
II /~3 I o o o o 0,354 o,386 o,75~lo,74~ ~,o4 o,9751 ~,24 I x,x4 I x,7z I ~,98 

m ] o o o o o, ,I9,o, ,65 x,x621I:62 ~,o5 x,97 ]3 ,oo  I~,73 [ 7,s9 I 6,03 

~ 7,07 7,o7 7,74 7,70 [ 1 x5,az 
II o o o,545Lo,54 5 I I 2 :6  

o o o,649/o,64 5 [ l 5,74 
Bemerkung: Die Grenze k < 6 p ( p - -  z) wird f i i r k =  ooomit n = 4 , i t l r k =  xoooomit n -~6  

erreicht. 

Bis dahin und  auch noch in beschriinktem MaBe dariiber hinaus reichen die Werte aus den 

Gleichungen (35) aus. Wenn z. B. die Beiwerte X,~, Y~, Z,~ einer beliebigen in Fouriersche 
l~eihe entwickelbaren Belastmag mit wachsendem n schnell fallen, dann bleibt trotz des 
Wachsenden Fehlers der Exponenten  ftir die zu errnittelnden Spannungsresultanten und 
"momente Konvergenz bestehen. F i i r n  = o (symmetrische Belastung) und n = I decken 

1 Die genauen Werte sind mit Reehenmaschine und Logarithmentafel berechnet und dann auf 
~eehenschiebergenauigkeit abgerundet. Die Ngtherungswerte sind mit dem Rechenschieber ermittelt. 
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sich genauer  Wer t  und  N~herung.  I m  ersten Fal l  erh~lt man  die Geckelersche Ab- 
kl ingungszahl  1 

I m  zweiten Fal l  ergibt sich das yon  E. Schwerin auf  anderem Wege abgeleitete Werte-  
paar  2 

Die L6sung des Different ia lgleichungssystems (25) ha t  mit  den Wurzeln  der Be- 
s t immungsgle ichung (36) fiir v q folgende F o r m  

0 = B a e -  ~ e -0'1~ + Bz #'~ ~ e i # l ~  "-~ Bn e -  ~,z ~ ei~'x~ -~- B a e~2~ e-i~,x~ 

+ B s e - P ~ e - i m  ~ + 

oder nach U m f o r m u n g  

= e -"~  [(B~ + 

+ e~'~ [ ( B  2 + 

+ e-~',~ [(B~ + 

B 6 e t'a~ eim ~ + B 7 e -  ~'*~ e ~va~ + B s e~'4 ~ e-~t'a~, 

B2) cos/~ t ~ -  i (B x - -  B3) sin/z 1 

B4) cos/~x $ + i (B2 - -  B4) sin #1 ~] 

B~) cos /~  ~ - -  i (B 5 - -  BT) sin/z 3 ~] 

+ e~,~ [(B 8 + Bs) cos #z ~ + i (B e - -  BS) sin #~ ~] .  (37) 

Ffir ~ und  e,p haben  die Gleichungen dieselbe Form,  nur  dab an Stelle der Kons tan ten  B 
a 

A C 
bzw. die Buchs taben  A und  C tretenl Die Verh~iltnisse ~ und  -~ werden aus der ersten 

und dr i t ten  Reihe der Dete rminante  abgelesen 

A b x c a -- b a c I = cc 
- -  = 

2 a x c a -- a, c x fl ' 

C a I b s - -  a 3 b 1 = y 

B a I C 3 - -  a 3 61 f l  ' 

und nach l~_ngerer Rechnung '  

---- - -  (I  + v)e2* + 22{v(I  - -  v) + ev[ (3  n 2 -  I ) - -  v ( n  2 + I)]} 

-~- (n  ~ -  I )  (I -- V) [ I  + 2 8 ( n  ' a -  I ) ]  

= - -  gl ;t* + g2 ~* + gs, 

= 44[ (1  - -  V) - -  8 ( I  + ~V)] - -  ( I - -  V) 4212 (n 2 -  I )  - -  V ( I  + 2 8 ) ]  

+ n2 (n2 - -  I)  (I  - -  v) 

= l x ,~' - -  l 2 22 + 18, 

~, = 4 {2 e 2 4 - -  ~2 [ (I  - - v )  - -  e ( I  + v) + e n 2 (3 - -  v)] 

- -  v (I  - -  v) (n~ - -  I) [ I  + ,  (n2 - -  2)]} 

= 4 {hx 4 ,  - h2 x2 _ ha} .  

Setzt  man  fiir die Kons t a n t e nsum m e  

B x +  B s =  

B2 + B4 = 

B5 + B7 = 

Bo + B8 = 

1 Siehe a. a. O. 

der Gleichung (37) neue Werte  ein 

c t ,  i ( B x -  B3) = c~, 

c~, i ( B 2 -  B,) = c~, 

C~, i ( B 5 -  BT) = C~, 

Cr i (B e - -  Bs) = C~,  

Siehe a. a. O. ; die Abweichung  gegen 
verschiedenen  Vernachlfissigung der  6 2 her.  

(38~) 

(38~) 

(39,) 

(39~ 

(393) 

(40) 

d o r t  is t  klein yon  der  zwei ten  Ordnung  und  r f ihr t  yon  der  



I.~Batad 19~9. Miesel: Festigkeit yon Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. 39 

dann findet man 

llSW. 

Gr6Be 7. 

A I + A  8 = cq 3~ + ~,fll ~lfl3-~fliC. 

i(A~--A~) = ~zlfl~+tzafl~C~--i(x~fla--~ 

An + A r = ~3~ + ~3~ o~,,e, ~,fl~ * 

mit Vertauschung 

(4I) 

der Indizes. Ffir die Konstanten C tr i t t  an Stelle yon 0t die 
Aus den Gteichungen (36) erh~lt man die Beziehungen 

;~ = ff~ + 2 i ,u, ,u, - -  a~ ,  

,~ = ,~ ----/~ - -  2 i ff~ ff~ - -  ff~, 

)ix* = ,~ =/~** + fit --  6/~.~ ff~ + 4 i #~ ff~ - -  4 i ff~ ff~, 

2~ = ,~l = ffl + ff~ - -  6 ff] ffl - -  4 i/*8 ffl + 4 i ff~/~,. 

(42,) 

(42,) 

(42s) 

(424) 

(42~) 

(426) 

(42~) 

(428) 

l)emnach sind zwei aufeinanderfolgende Wertepaare von ~, fl, ? mit den Indizes (2 r + I) 
Und (2 r -t- 2), r = o, I, 2, 3, ffir ~ und fl einander gleich, ffir ? entgegengesetzt gleich. 
Mit Berficksichtigung dieses Umstandes lauten die Gleichungen (4I), wenn fiir die Aus- 
driicke mit 0~ der Beiwert v, bzw. -- v, ffir die mit 7 9 bzw, -- 9 gesetzt wird 

A I + A 3  = + v l C ~ + v n C ~  C ~ + C  8 = - - e l C i ' + e n C ~  

i(A 1 - A s  ) =  + v l C ~  - - v  nC~ i 

A n + A ,  = + v l C  ~ +v ,C~  

i(A n - A 4  ) =  + v l C :  - -v  nC: i 
A5 + Av = - -  v 3 C~ - -  v, C~ (43, bis43~6) 

i(A 5 _ A ~ ) = _ v  8C~ + v  4C~ i 

A ~ + A  8 = - - % C ~ - - v 4 C ~  

i ( A , _ _ A s ) = _ _ % C ~  + v  4Cr i 

Im folgenden werden die Beiwerte v und 
zu beachten sind, 

k ' = k +  

" "  pn = t [ k  + 21b ~ - 3)], 

V~' ' 

h'* I-4 - -  = 4~  ~)" [k  + 2p ~ + I ) - 4 ] "  

(C1 -= C3) = --  ql C~ - -  q, C.t 

C , + C ,  = - - q l C ~ + q ~ C ~  

( c ,  - c , )  = - ~,~ c ~  - ~,, c ~  

C 5 + C 7  = + q 3 C ~ - - q 4 C ~  

(cs - -  c , )  = + e, c~  + e, C~ 

C 8 + C o  = + 0 8 C ~ - - q 4 C ~  

( c , -  co) = + m ci' + Q, c? .  
Q berechnet ,  wobe i  noch folgende Bez iehungen  

6p (p - -  I ) ,  (44) 
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Mit diesen Werten und mit Hilfe der Gleichungen (39) und (42) ergibt sich 

0~1 f13 + 1~3 f l l  (/1 g3 13 g l )  12 g2 ~I  = 2/~1/~3 ---- - -  [ -  tx gx k'2  + 2 p (l 1 g2 + 12 gl) k '  - -  - -  k '  - -  k '  

+ &g~ - 2p  (12g~ - zsg~) + 8p2 (l~g~ - -  z~ g~)]: [l~ k '2- -  k' (4P ht~ + 2h la  - -  l~) 
gx x + 

I 
Bei Ausfiihrung der Division wurde wiederum beriicksichtigt, dab -~ von der Gr6Ben- 

ordnung e ist. Mit Einsetzen der Werte l mid g erMilt man 

(i + ,,)~. i [9 (2 + , , ) -  (~ .-- ~)] (45,) 
vx = h h ~ 

Auf dieselbe Weise findet man fiir v2 

V 2 = i 0~1 J~3 - -  O~a f l l  l~ g l  - -  l l  g9 

oder 
z v m ~ (45;) 

Die Werte v3 und v, ergeben sich aus dem Vorhergehenden, wenn in den entsprechenden 
Ausdriicken/*z und/z x durch #~ und #3 ersetzt werden. Mit der iiblichen Vernachl~ssigung 
lauten die Ausdrficke, wenn sie der GrN3enordnung entsprechend in umgekehrter Reihen- 
folge als bisher angeschrieben werden, 

ls 
oder 

I t 
va = T-~ [k + (p - -  x)(p + 2 v + ~2)]. (45s) 

Ebenso erNilt man 

va 

l s 13 
+ P ( P - . ' ) 2  [ ( 4 - - ~ P ) ( 1 2 g , - - l a g t -  lxga + ~l.g2) + ~P l~.g; + P/x g,]} 

oder 
2 / 6  #4 v, = -p-~7- { (2 + v) [k' + 3 (P - -  I) 2] - -  P [(i b --  I) (I - -  v) - -  2 v2] }. (45,) 

Analog errnitteln sich die 0-Werte. Es gilt 

~1 = fla~q + PI~8 = _ / z 2 ~  ~ +/ux0~, (46a,) 

z / h  83 
wcnn r una  Q~ mit  "1 unct ~,~ gleichlautende Aus~i icke sind, in acncn for g jeweils h ge- 
setzt ist. also 

Qi = hl 1 

oder 
0~ - -  z ( i  + ~) i k ~ [2 - v (p - 2 ) ]  (47,) 
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und & h a - l x h, 

oder 
e~ = ~ ~ , ~ '  (4~,) 

Nach Einsetzen in (46a~) und (46a,) und Zusammenfassen ergibt sich 

{ z(~+,,} ~ ' } 
ex = ffz k + -~ [2 (,u~ + i) - -  v(p  2)] , (46,) 

e~=,~,{  + ~{~ +,', ~ ~ } T -4- ~7 [z (if, -- I) + v (p -- 2)] . (46,) 

Die Beiwerte ~ und ~ lauten 

~fl~fl~ = - -  ff403 + / z 3 0 4 ,  (46as) 

- ~fl~ 3, -- + ff~ @4 + / &  03, (46a4) 
t �9 

wenn 0. und O, wieder die Ausdrficke darstellen, die sich ergeben, wenn in v~ und v4 h an 
die Stelle yon g gesetzt wird. Nach l~ngerer Umformung erhitlt man dann 

' " p'  ~) v ' ] ,  O~ = ~- ,  [k' + + 2 v (p - -  - -  (47~) 

0'4= p ~ ,  [ , * + 2  [k' 4P " - -  - -  

-t- p - - ~  [(k' + p ) ( x - - v Z ) - - # ] } .  (47,) 

Von einer Zusammenfassung der endgfiltigen Ausdrficke Iiir ~s und ~ wird abgesehen, 
da diese zu uniibersichtlich werden. Mit den Beiwerten/z, v und ~ der Gleichungen (35), 
(45), (46) und (47) lautet nunmehr die L6sung der homogenen Differentialgleichungen (25) ~ 

---= + e-m~ [C~ cos/z~ $ - -  C~ sin/21 $] + e,"~ ~ [C~ cos/& ~ + C 2 s in /q  ~] 

+ e-~'~ ~ [C~ cos ff3~ --  Cg sin ff3 ~] + e"~ ~ [C~ cos if3 ~ + C~ sin ffs ~], (48,) 

__u = + e-~'~ [ (h  C~ + v~ C,~) cos ffl ~ - -  (Vl C~ --  v~ C*) sin ffl ~:] 

Ferner ist 

+ ee,~ [(hC~ + v~Ct)cosffl# + 
- e -e , e  [ %  c :  + n c ; ) c o s  ~3 ~ - 

- -  e,,,~ [(v3 Ct  + v4 C~) c o s f f ~  + 

% = - -  e - " ~  [(el  C~ - -  ~ C*) cos f i x  ~' - -  

- e . ,~ [(~1 c : -  o~ c';) 
+ e-,',~ [(e, c ~  - e ,  c'~) 

+ ~ ' ~  [(03 c~" - e, c~') 

(v~ C~ -- v 2 C~) sin/z x ~] 

(v 3 C~ -- v~ C]) sin/& ~] 

(v 3 C~ --, v, C~') sinff~ ~], (48,) 

(~t C~ + ~, C~') sin f f l  ~] 

C* cos/z~ ~ + (e~ C:  + e,  ~) sin/.i ~] 
cos ff~ ~ - -  (r Cg + ~ C~') sin #s ~] 

cos #3 ~ + (#3 C~* + 04 C~) sin #.  ~]. (483) 

~- = + ~ ,  + ~ [ (~  c ~  + if2 c~)  sin ff~ ~ - -  ( ~  c ~  - ff~ C*) cos m ~] 

ev~ 
+ ~ + ff-------~ [(/z, C~ +/*~ C*) sin/fi $ + (#2 C~ - -  #x C*) cos fix ~] 

e-.U4~ 
+ ~ + ~ [(#, c t  + ~,, c;) sin ~ ,  ~ - {~, c :  - #,  c';) ~os #, r 

e# ,4  
+ - -  [ (~ ,  c :  + #, c~) sin ~,, ~ + (if, c :  - m C~) cos ~, ~]. (484) 

1 2~'fir n ~ ~ sind die Werte if, v und ~ auf anderem unabh~ngigem Weg abgeleitet worden. Da sich 
diese re.it den vorliegenden ftir n ~-- x decken, so ist damit eine gewisse Gew~khr flit die Fehlerlosigkeit 
der Ausdrlieke gegeben. 
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Zu __w tr i t t  keine weitere Integrationskonstante. Integriert man n~imlich die zweite der 

Ausgangsgleichungen (25), dann erh~ilt mall auf der rechten Seite beim Belastungsglied Yn 
eine Konstante, die gemiig dem Ansatz gleich Null sein muB, weswegen also auch bei 
f v ~ d ~ + c die Konstante verschwindet. 

3" r V o l l s t i i n d i g e  L i i s u n g  u n d  R a n d b e d i n g u n g e n .  

Die zur vollstfiandigen L6sung der Differentialgleichungen (25) notwendigen parti- 
kul~tren Integrale lassen sich auf bekanntem Wege finden. Von ihrer Ermit t lung fiir eine 
allgemeine yon ~ abNingige Belastungsfunktion kann abgesehen werden, zumal man 
sich fiir die praktische Rechnung, wie aus Abschnitt C hervorgeht, in den allermeisten 
F/illen mit der N~iherungsl6sung begnfigen wird. Wo dies nicht mehr ang/ingig ist, wird 
die Rechnung am sehnellsten mit Zahlenwerten durchgefiihrt. Fiir konstantes X , ,  Y,,,  
Z~ lassen sich die Partikularl6sungen ohne weiteres angeben 

( u_) = ~ a (IE h .n,+ ~,) Xn '  (49,) 
( i  - v~) a 

(e~o) = ~ ~-- -~) (n Y , - -  Z , ) ,  (49.) 

(0) = o ,  (493) 
(~_) (~ - ,,~),~ ( v . - ~  z . )  (I - ,,~) ~ ( ,  v . -  z . )  

= - -  E h ~ n ( n  2 - -  I)~ - -  E h (**2 _ i)2 (494) 

Der Ausdruck Iiir (-~) wird dureh einmaliges Integrieren yon Gleichung (25,) erhalten. 

Man erkennt den Zusammenhang mit der L6sung for die Sehale ohne Biegungswiderstand. 
Ftir n = o und damit auch nach Ansatz (I) Y ,  = o ergeben sich die Form~inderungs- 

gr6Ben e~o und __w des Zylinders unter Innendruck 
g 

w (I -- v ~) a Z, 
a Eh 

Fiir n = I, den einzigen Fall, in dem die Belastungsglieder nicht unter sich im Gleich- 
gewicht stehen (vgl. Abb. 3), versagt die L6sung und erscheint zufolge #~ = # 4  = o 
im zweiten Teil als ganze rationale Funktion. Diese L6sung, die ftir ganze Wasserftillung 
und ftir Eigengewicht yon Bedeutung ist, wird im n~ichsten Abschnitt gesondert be- 
handelt. 

Die acht willkiirlichen Konstanten der Gleichungen (48) ermitteln sich aus den Rand- 
bedingungen, je vier ftir jede Unstetigkeitsstelle. Als haupts/ichliche Fiille kommen in Frage : 

a) Vollkommene Einspannung der Schale am nicht verdrehbaren und starren End,  
spant 

U 0 iV 
- -  = o ,  - - =  o ,  - = o ,  ~ = o .  ( 5 o a )  
G G a 

tO 
An Stelle yon ~- kann zweckm/iBig nach Gleichung (I72) 8~o --- o treten. 

b) Vollkommene" Einspannung der Schale am starren Endspant,  das als Ganzes frei 
drehbar ist. 

Hier muB der Fall n = I yon denen n > I unterschieden werden. Die Verschiebungen 
u u 
- -  am Rohrende erscheinen in der allgemeinen Form - = - cos n 9 .  F/ir n = I ent- 
a 0  a 0  QO 

sprechen diese Verschiebungen einer form~inderungsfreien Drehung des Endspantes um 

die Achse 9 = 2  ~ Die Neigung gegen die Vertikale betriigt a- ~ . ~ Da ferner das auf das 

Endspant bezogene Gesamtmoment gleich Null sein mul3, so lauten die Randbedingungen, 
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wenn die Striche wieder weggelassen werden* 

as~+b~----o, - - ~ o ,  ~ - = o ,  # - - - - - - .  (5oh) 
a it" a 

Mit l~bergang auf die Werte der LSsung (48) erh/ilt man 

~'~ ( ~ -. ( 5 o h ' )  e v ~ ' - -  ~ + ~ ) = o ,  e ~ = o ,  - - = o ,  ~ 9 = u  

Da e eine kI~i~e Gr6Be ist, unterscheidet sich dieser Fall nur wenig yon dem praktisch 
weniger wichtigen, daft die Schale gelenkig an das Endspant  angeschlossen ist. Dafiir 
lauten niimlich die Bedingnngen 

oder 
- -  = o - -  = 0 b o ,  ( 5 0  S~ w~-" O~ a * ~ ~ ~ 

- - = o ,  ~ = o ,  - - = o ,  = o .  ( 5 o  ' )  a 

u 
Fiir n > I kOnnen sich am vollkommen starren Endspant keine Verschiebungen a- ~ 

ausbi/den und, da die Belastungen unter sich im Gleichgewicht sind, tr i t t  auch kein 
Drehen des Spantes ein, so dab die Randbedingungen identisch sind mit denen Iiir voll- 
komraene Einspannung der Gesamtschale (Gleichungen 5oa)~. Die auftretenden Randspan- 
nungens~ sind ebenfalls unter sich im Gleichgewicgt und werden yon dem starren End- 
Spant aufgenommen. Ist dieses jedoch in der y z-Ebene starr, wiihrend es Formiinderungen 
in Richtung der x-Achse keinen Widerstand entgegensetzt, dann lauten die Bedingungen 

v ~v 
s~ = o ,  - -  = o ,  - -  = o ,  ~--=- o ,  (5o-b) 

oder a a 

- -  - --  o ,  e ~  = o ,  - -  = o ,  # = o .  ( 5 o V )  

, W 
I)abei ist angenommeia, dab der Spantquerschnitt  nur Verschlebungen "7 zul~iBt, gegen 

Verdrehen (Torsion) jedoch start bleibt. Weiter soll hier auf die Spantennachgiebigkeit 
nicht eingegangen werden, da ihr der besondere Abschnitt D gewidmet ist. 

c) Durchlaufender Rohrstrang. 
Aus den unter  b) aufgeffihrten Grtinden muB auch hier der Fall n = I getrennt yon 

n ~ z behandelt  werden. 
Ftir n ~ I lauten die Bedingungen am starren Trennungsspant zwischen zwei Spann- 

weiten r und r + I 

- -  ~ - - -  , - -  ~ 0 ,  ~ - - ~ - 0 ,  
b ~ -  b ~ r +  l '  a r a t+ l 

S~--~- Sa l t§  ~ r = l , g r + l ,  - -  = 0 ~ = O ,  
a r + l  ' ar 1 

F a r  insgesamt r Offnungen erh~ilt man mit EinschluB yon je vier Bedingungen an den 
Enden 8 (r --  ~) + e ' 4  =- 8 r Gleichungen ftir die ebenso groge Anzahl Konstanten. 

F i i r n  > I treten an Stelle der Gleichung ~J ---- ~ die beiden Bedingungen 
g~" g r + l  

U 
~". ~ - = o ,  wfi_hrend die Gleichung s.~=s~.+~ entf~illt und an Stelle von v~ = ~ + ~  

at+ 1 

/L Sehwerin setzt in seiner 0fter genannten Abhandlung irrtfimlich # ~ o. 
Das anf da~ Endspant bezogene Gesamtmoment ist 

�9 f(~ a c o s  n ~ c os  ~ + ~, cos ~ ~ cos ~) ~ ~ ~ = (a ~ + ~.) ~J" co s  ~ ~ ~os  ~ ~ ~.  
0 0 

l)ieser Ausdruek verschwindet fiJr allen > ,;. 
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die beiden Bedingungen z$r-----vq,+ 1 = o, wiihrend bz. = bx.+x entf~illt. Die Differenz 
der Spannungsresultanten s, und Spannungsmomente bx wird yon dem starren Trennungs- 
spant fibernommen. Ist an den Stfitzen ein Querschott vorhanden, das in der y z-Ebene 

vollkommen starr ist, Verschiebungen u und Yerdrehungen z~ aber ohne Zwang mffmacht, 
t~ 

dann gelten auch fiir n > I die Gleichungen (5oc). Der sp/iter zu behandelnde Fall der 
Spantennachgiebigkeit in  Richtung der x-Achse l iegt  zwischen diesen beiden Grenzwerten. 

d) Vollkommen freier Rand.  

s~ = o, b~ = o, t~ = o, a n~ + n d~ = o. (5od) 

Von den fiinf, am Rande vorhandenen Spannungsresultanten und -momenten,  miissen 
~t z und d, aus Gleichgewichtsgriinden zusammengefaBt werden x. 

4. Der Sonderfall ~ ~ -  I. 

Wie schon erw/ihnt, erfordert der Fall  n ----- I eine besondere mathematische Behand- 
lung, da/*3 und/*4 gleich Null werden. Er  ist abet  auch praktisch wichtig, da mit ibm so- 
wohl Wasserffillung, als auch Eigengewichtsbelastung beschrieben sind, ohne dab weitere 
Glieder des Ansatzes (2) hinzutreten.  

Der den Wurzeln/*8 und/24 ('%6 his 28) der charakteristischen Gleichung entsprechende 
Tell der L6sung erscheint jetzt  in der Form: a 0 + a 1 ~ + a S ~:2 + a8 ~:s. Schneller ffihrt 
die Rechnung zum Ziel, wenn man in den Ausgangsgleichungen (25) die Beziehung 
n ~ --  x ---- o berficksichtigt, womit man findet 

T(I+e)-ee'+e~v(I+2,)= ~-v' - -  E - ~ - - a [ f X , , d ~ - - f f ( Y , , - - Z n )  d~d~],  (5Ix) 

~-2" [v(~ - 6) + (i  + ,)]  + e ' [ (~  + ,) - v(~ + a , ) ]  - , ;  (~ - v) (I + 3 , )  tg 

+ 2,~ (I + ,) = --~T- 2 n a Y~, (512) 

~t4 ~ I - -  ~2 ~t 
2 - - i t  a ( I - - V ) - - ~ q ( I - - V )  + * ~ [ ( I - -  2 e )  + V ( I +  2 e ) ] ~  Bit 2"aXn " (513) 

Die Determinante,  welche die charakteristische Gleichung ergibt, lautet  nunmehr 

,~(I + ,) , ~  v(I + 2,) 

A~= ~[v(~--,)+(~+,)] ~[(~-,)--v(I+3,)] ~(~--v)(i+3,)+2(~+,) 
2 X ~ - -  (i--~) (x --~) ~[(i - 2~) + ~(~ + 2,)] 

und ~/ihrt auf die Wurzeln A m bis 14, die mit den aus Zl gefundenen identisch sind. Die 
vollstiindige LOsung erhiilt man durch Hinzufiigen der partikularen L6sung. Die Ergeb- 
nisse sind yon E. Schwerin * auf anderem Wege abgeleitet worden. Es soll deshalb auf 
eine Wiederholung verzichtet werden. Ffir die Kraftgr613e X1 liil3t sich leicht die L6sung 
angeben, ffir Yx wird sie, wie Schwerin zeigt, yon Z ,  abgeleitet. Die Gleichungen ffir die 

Belastung aus Wasserffillung Z 1 = Zx cos 9 = ~' a cos ~0 werden im folgenden in der yon 
uns gewiihlten Ausdrucksweise durch Formi[nderungen gegeben. Mit den neuen Kon- 
stanten 

C~ =-- (C~ + C~), C~ = (C~-- C~), (52) 

= ( c~-c t ) ,  c, -(ct+c~), 

fi'ndet man, wenn auf Hyperbelfunktionen fibergegangen wird 

I Siehe Love-Timpe u. a. Lehrbflcher. ~ Siehe a. a. O. 
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t~ -= --  C1 sin/~ ~. ~ in  # ,  ~ --  C3 sin/z x ~ ~ol/% ~ - -  Ca cos/zl ~ ~in/% ~ - -  C4 cos,ul ~ go[/z~. ~. 

~- = --  (v~ C 1 --  v~ C4) sin/z, ~ Sin/~3 ~ --  (vl C, - -  v,, Cs) sin/~, ~ ~oj/% 

- -  (Vl C3 + v3 C3) cos/*~ ~ Sift/~3 ~ - O'l C, + v, Q) cos/z~ 8 ~oi/~3 
P ? a ~ ] 

_ v,*~6~(___L- ~) ~ + Cl ~3 + [q  _ ~_~  (2 + v) ~ + c~ + 2 c 1 (z + ~) (2 + v) , (53~) 

% ~ - -  (O, C~ + Oz C~) sin/z, ~ ~iu/~3 ~ - -  (e, C1 + e3 Cr sin/z 1 ~ {go[/x~ 

+ (0~ C1 - -  O, C4) cos #,  ~ ~iu/% ~ - -  (~  C~. - -  0~ C~) cos Pl ~ ~oi/% 

l%rner ist 

+ ~ ~*ic~ +-- ~t~ c,  cos/~t ~ ~in/23 ~ + v~ C,M +-- ~a~ c~ cos/~ ~ ~o~/~3 8 

24 E h - -  - ~  

SOWohl zum Erfiillen der Randbedingungen, fiber die schon im vorhergehenden Ab- 
schnitt das Notwendige gesagt ist, als auch zur Berechnung der Spannungen sind ferner 

N ~ 
die Ausdrficke ffir ~' und -Z yon Bedeutung. Sie lauten 

~9' = - -  (/~3 C3 --/~1 C,) s in/~ ~ ~ in  l% ~ (/% Cz --/~z C~) sin/Xl ~ ~o[/% 

- -  (/~x C1 + / %  C,) cos/z 1 ~ ~in/% ~ - -  (/'1 Ca + #3 C~) cos/~a ~ ~oi #3 

+ 7~'(~zEh-- ~) 2 c ~  - -  c 3 , (53 a~) 
Nt 
a ---- (~v~ C 3 + ,p~ C~) sin/z x ~ ~ iu  #3 ~ + (~vx C, + ~% C,) sin/~x ~ ~of/% 

+ (~p~ C~ - -  ~ 3  CI) cos /h  ~ ~irt/% ~ + (~o, C~ - -  ~ %  C3) cos /z , ,  ~oi/% 

--~ ~ -  + 2 q ~  + c 3 - - - g  T , 

Worin ~o x = vz/z 1 _ vi/~3. ~3 ----- v ,# ,  + vi/zi. Die Zahlenwerte #,  v und  0 sind gleich den 
Unter Abschnitt 2 entwickelten, wenn f/it n = I gesetzt wird. Man erhiilt damit 

I z v /z  1 / h  v ]/k' i_ 4 (543 u. 4) 
~ 1 ~  ~ - ,  V 3 - ~ - - - h  ~ k ' 

In Tabelle 2 sind die Beiwerte der L6sung abgestuff nachder  Gr6Be zooo e aufgefiihrt. 
Die Wiedergabe ist auf Stahl (v = 0,3) beschriinkt, da fiir Beton einwandfreie Ergeb- 
aisse ffir die Querdehnungszahl noch nicht vorliegen. Der Bereich der e-Werte fiir Stahl 

erstreekt sictl iiuBersten Falles yon IOOO e x,oo bis o,ooi,  entsprechend h i = --  ~ - -  bis 
h a i o  

3o"~" Die obere Grenze entspricht Hochdruckrohren kleinen Durehmessers 1, die un- 

tere wird yon U-Bootprtfftmgsdocks und Hebeschiffen * aus hochwertigem Material er- 

F. Bundschu, Druckrohrleitungen, Berlin I926. ~ S. a. a. 0. 



46 Miesel: Fest igkei t 'von Kreiszylinderschalen mit  nicht-achsensymmetr.  ]3elastung. Ingenieur-Arehiv 

reicht. Das Steifigkeitsverh$1tnis ffir U-Boote liegt ungef/ihr bei h = ~ entsprechend /Z 200 s 
h i 

Iooo  e = o,oo25". Die Werte fiir Betonrohre liegen durchweg fiber a xo und erreichen 
I 

h6chstens den Wert 5-~" Auch fiir sie ist demnaeh die VernachlS, ssigung der quadratischen 
I 

Glieder yon e immer zul/issig, da sie ungfinstigsten Falles ~-~ yon e betragen. 

Tabelle 2- B e i w e r t e  d e r  L 6 s u n g  n = I f f i r  S t a h l  (v-~ 0,3). 

i 2 3 4 5 6 7 8 9 IO [ 11 

O, lO97 
o,  1o4o 
o,o98o 
o,o916 
0,0849 
0,0775 
0,0693 
0,0648 
0,0600 
0,0548 
0,0490 
o,o424 
o,o346 
0 , 0 3 2 8  
0,03 IO 
0,029 ~ 
0,0268 
0,0245 
o,o219 
O,OI90 
O,O155 
0,01097 
0,0095 ~ 
0,00775 

�9 0,00548 
0,00346 

lOOOe k #1 ] # ,  [ lOOOVl zooovz IOOO~01 zooow: lOOO02[ IOOO~, 

l,IOl 

0,992 
0,882 
0,771 
0,660 
0,550 
0,440 
0,384 
o,33o 
0,275 
0 , 2 2 0  
O, 1649 
O,1099 
0,0989 
0,0879 
0,0770 
0,0660 
0,055 ~ 
o,o44o 
0,0330 
0,0220 
0,0110 
0 ,0082 ,  
0,00551 
0 ,0027 :  
0,001 lq 

9,89 
9,4 ~ 
8,88 
8,28 
7,66 
7,00 
6.26 
5,89 
5,41 
4,94 
4,44 
3,84 
3,14 
2,99 
2,8I 
2,63 
2,43 
2,225 
1,99 o 
1,721 
1,4o9 
0,992 
9,86r 
o,7o4 
o,447 
o,314 

32,7 ~ 
32,14 
31,67 
3o,75 
29,87 
28,91 
27,70 
27,22 
26,o5 
z5,o8 
24,1o 
22,57 
21,64 
2 0 , 2 9  
2 0 , 0 2  
19,o8 
18,39 
17,7o 
16,81 

15,67 
I4,22 
11,96 
II,2o 
10,14 
7,69 
6,83 

133,8 
1 2 9 , 8  
126,O 
1 2 1 , 2  
I 1 6 , 8  
I11,1 
lO4,8 
IOI,I 
98,0 
72,7 
87,5 
8 I , I  

73,4 
71,4 
69,2 
67,0 
64,4 
61,5 
58,I 
54,0 
48,7 
4o,9 
37,8 
34,2 
28,6 
22,9 

5. Beurteilung der Beanspruchung der Sehale. 

Zur Beurteilung der Beanspruchung der Schale dienf die Sicherheit gegen Erreichen 
der Elastizit~itsgrenze des Materials. In deutschen Ingenieurkreisen wird heute noch all- 
gemein die aus den I-Iauptspannungen zusammengesefzte sog. reduzierte Spannung mit 
der Spannung an der Elastizit/itsgrenze im einachsigen Zust~nd verglichen. Die im fol- 
genden Abschnitt entwickelten Niiherungsformeln sind deshalb auc.h auf die Ermittlung 
der Hauptspannungen zugeschnitten. 

In neuerer Zeit beginnen sich neben dieser Hauptdehnungshypothese immer mehr 
die Hypothesen der Energiegrenzen Eingang in die Praxis zu verschaffen. Die neueste 
yon diesen, die Schleichersche Hypothese der Energiegrenze der Elastizit~t 1, gibt die 
Vergleichsspannung mit der Grenzspannung im Zug- bzw. Druckversuch mit 

= E A (55) 
an, worin A die in der Raumeinheit aufgespeicherte Form~nderungsarbeit bedeutet. 
Die der Elastizit~tsgrenze entsprechende Vergleichsspannung ist dabei noch eine Funktion 

* Die Knickversuche der U-Bootinspektion wurden ffir diesen Verhhltniswert durchgeffihrt. 
x F. Schleicher, ZS f. ang. Math. u. Mech. 6 (I926) S. I99ff.;  und derselbe in: Kreisplatten auf 

elastischer Unterlage, Berlin 1926. Der allgemeine Ausdruck fiir A ist dem letztgenannten Buch ent- 
nommen. 
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der mittleren Normalspannung l~ bzw. der bezogenen Volumdehnung e 

E E 
--- �89 ( ~  + % + ~ )  = 3 (~ _ ~ ~ e = ~ (, _ ~ ~) (e~ + % + e , ) .  (56) 

Irn vorliegenden Fall lassen sich die maBgebenden Gr6Ben A und p leicht durch die 

Unmittelbar gefundenen Form~inderungsgr6Ben ~ ,  e~, ~9, _wa ausdr/icken, so dab die 

Vergleichsspannung ohne weiteres Eingehen auf den Spannungszustand gefunden wird. Be- 
deutet G den Gleitmodul und z den Abstand des Volumenelements yon der Mittelfl~che, 
dann isO 

2 E A  = 2 E  T-2~_v[(e~--z~x)2+ (eo, zx~,)2+ 2 v ( e x - - z ~ ) ( e ~ , - - z ~ , ) ]  

, } + T @ - -  2~ z)~ , 

oder, wenn nach Gliedern yon z ~ z 1, z ~ geordnet wird, 

I ~ ~ I y2 2 E A  = 2 E  G T-~_v (e~ + e~p + 2ve~eo,) + --~ 

I 

- - 2  ~' ~ (~;~x + ~ o ~  + 'P [ ~ o  + ~ ~ ] ) +  ~'g 1 

E 
P = 3 (~ - ~--~ [*~ + e ~  - -  z (x~  + ~ ) ] .  ( 5 8 )  

Ersetzt man in diesen Ausdriicken nach den Gleichungen (I2) und (2o) die Form/inderungs- 
gr6Ben durch die Werte, welche die allgemeine L6sung unseres Problems beschreiben, dann 
firldet man z 

E a J  ' ,," ) ,, , , ,  . 

2 z  y _ ~ L - g  r . . . . .  (n 2 z) .~ . . . . . .  ~ + ~  a '  ~ 

- -  - -  . ~  . ~  J s i n ~  n ~ ( 5 9 )  

- -  - -  v ine- -  I ~ - ~ - -  2 r - ~ - |  cos" n 
\ I  - -  v L  a ~ - -  a s 

+ 

])iese umfangreichen Ausdriicke lassen sich wesentlich vereinfachen, wenn erkannt ist, 
dab der gefXhrliche Querschnitt am Rande liegt. Setzt man z. B. eine am starren Spant 
Vollkommen eingespannte Zylinderschale voraus (Fall a) auf S. 42), dann erh~ilt man dort 
folgertde vereinfachten Ausdriicke 

{ ~_K~, / u ' , ,  ,"- [ u" tg" '~ ] 2 E A  = 2 E G  ~ - )  c o s ~ n g + ~ s i n ~ n 9  ~ 2 z  cos*n9~-- e,- sin~n~ 

+ z" k~(~  _ - - z ~  cos n 9 + ;~ -~  sm~ n ~0]/, 

P ~ 3(~-~)  + e~--  v~' cosn~o. 

Vgl. aueh Love-Timpe, a. a. O., Nap. XXIV. 
Die t)berstreichungen sind wieder weggelassen. 
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Die Vergleichsspannung ergibt sich nach Zusammenfassen zu 

E x _ _ y # )  cos2n 9 + sin2 n 9"  O" e = - -  

Man erkennt, dab die Vergleichsspannung beziiglich 9 zwei H~chstwerte erreicht. Der 
gr~13ere yon beiden ist unzweifelhaft derjenige, welcher ffir alle cos n 9 = I den.gr~Bten 
Normalspannungen entspricht, wiihrend der andere fiir sin n 9 = x reiner Verdrehung 
(p = o) entspricht. Im ersten Fall lautet  die Vergleichsspannung 

I 

und deckt sich bis auf den von I wenig verschiedenen Faktor  .:: mit der grSBtenNormal- 

spannung. Im zweiten Fall lautet  sie 

E t 

Ihr entspricht zufolge p = o die kleinste Energiegrenze. Die grSBten Beanspruchungen 
h 

innerhalb der Schalendicke treten an den Aul3enfliichen z -~  ~= ~- auf. 

Ein weiteres Eingehen auf die Beurteilung der Beanspruchung auf Grund der Schlei- 
cherschen Hypothese erfibrigt sich, solange die Funktion a~ (p) fiir die einzelnen Materialien 
noch nicht bestimmt ist. Das Ergebnis von e, fiir die vollkommen eingespannte Schale hat  
gezeigt, dab man bei den Randkrgften der Schale auch mit Hilfe der Hauptspannungen ein 
gutes Bild von der Sicherheit der Konstruktion erhiilt. Man kann fiir sie Beanspruchungen 
bis nahe an die Elastizit~tsgrenze heran zulassen, da sie auf eine schmale Randzone be- 
schr~nkt bleiben und die statisch unbest immte 13berlagerung fiber ein statisches Haupt-  
sys tem bilden x. Die Beanspruchungen im mitt leren Stfick des Zylinders wird man hin- 
gegen in den fiblichen Grenzen halten. 

C. NiiherungslSsung fiir die Kreiszylinderschale bei 
nicht-achsensymmetrischer Belastung. 

I. Aufstellen der (ileichungen. 

Die vorhergehenden genauen Untersuchungen best~tigen, wie auch alle bisherigen 
Berechnungen achsensymmetrisch belasteter Schalen das ,,St. Venantsche Prinzip", 
wonach an einem zusammenh~ingenden Rande ffir sich im Gleichgewicht befindliche K r ~ t e  
sich in ihrer Auswirkung auf einen schmalen Bereich beschr~inken. J. Geckeler 2 hat, auf 
W. Bauersfeld aufbauend, yon diesem raschen Abklingen der Randspannungen bei Auf-- 
stellen seiner N~iherungsl~sung fiir die achsensymmetrischen Schalen Gebrauch gemacht. 
Wiihrend ffir die Zylinderschale keine weiteren Vernachliissigungen notwendig sind, 
werden bei Schalen beliebiger Meridianform alle Ableitungen der Unbekannten gegen die 
h6chste in der Gleichung vorkommende gestrichen. Denn da der Exponent  in v ~ ---- e -~  
usw. verh~iltnism~iBig grol3 ist, so ist ~ "  = +/~2 e~ ~ usw. grol3 gegen 0 usw. Machen wir 
in unseren Gleichungen (25) ebenfalls yon dieser Vereinfachung Gebrauch, darm erhalten 
wir, nachdem die erste und zweite Gleichung je zweimal integriert sind, folgende Be- 

x Vgl. auch Griinlng, Die Tragf~higkeit star. unb~st. Tragwerke aus Stahl bei beliebig hi~ufig 
wiederholter Belastung, Berlin x927. 

J. Geckeler, ?3ber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen, Berlin I925. 
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stimmungsdeterminante 

~(I  + ~) - - h e  ~ ( z  + 2e) 
~- - -  -~[~,(~--'~e)4-(x+ e } ] ' [ ( ~ - ~ , ) ( i 4 - 3 ~ } - - 2 . ~ ]  ', - -  g,(~ - -  ,,) (T + 3 ~) 

2~' - -  (I - - ~ ) [ I  + 2 * (n~ - -  I)] ~ [ ( z - -  2e) + ~(~ + ze)] 

Die L6sung enth~ilt vier wiUkiirliche .Konstanten, entspricht darn ersten Tell der genauen 
Gleichungen (4 8) und be'schreibt den'EinfluB der Randkr~Mte. Ats partikuliixe L6sung tritt 
der An.toil der Belas tung a/s ganZe rationale Funktion hinzu, die den Ergebnissen fiir die 
b ie gun g s f r e ie Schale entspricht. :In der genauen L6simg erscheint der BelastungseinfluB 
,yon n > I an in mit n zunehmendem MaBe inder abklingenden Form, die den Randkriiften 
ezltspricht. Der innere Grund hierfiir liegt darin, daft f/ir al len > I die/iuSeren Lasten in 

jede'm Schalenring ~)on der Liinge d x unter sich km Gleichgewieht' stehen. Sie k6nnen 
sonach f/it jades Zylinderelernent gleichsam als Kr/ifte im Sinne des St. Venantschen Prin- 
zip~ .aufgefaBt warden und wirken sich deshalb in Form yon E~iponentialfunkti0nen aus. 
Die Verschmelzung  beider L6sungsteile erlangt jedoch erst Bedeutung, wenn/z 4 gegen #~ 
ins Gewicht f/i/it, was erst bei verNiltnisrn~gig grol3em n der Fall ist (vgl. Tabelle I) 1. Der 
Fabler wird hingegen dadurch wesentlich herabgedr/ickt, dal3 die Konstantenbeiwerte v und o 
fiir den ersten Toil der Lt~sung yon n nur wenig abhiingen,wfitlrencl sie fiir den zweiten Teil rnit 
dam reziproken Wert von n 2 bzw. n* klein warden [s~ Gleichungen'(45) his (47)]. Die Vernach- 
l~ssigung der niederen AbleJtungen drfickt sich bei Beachtung von n nach Gleichungen (25) 

q~ 2 

Ungefiihr durch ~-/aus; 'der Fehler Wiict~st also trotz der rnit ~ gr6fler werdenden/z. Deshalb 

wird bei Aufstellung der N/iherungsgleichungen nicht yon A~, sondern yon der genauen 
L6sung (48) ausgegangen. Nach den bisherigen Betrachtungen kann auch ffir die nicht- 
aehsensymrnetrisch belastete Kreiszylinderschale tier Einflul3 der Belastung und ifler 
Randkr/ifte getrennt errnittelt werden. Der Fehler soicher Berechnungsweise  w/ichst irn 
allgemeinen fiir die Werten > I langsarn rnit n. Die Belastungskomponenten X, ,  Y,, Z ,  
,f/it n > I treten praktisch nur als Glieder airier Reihenentwicklung auf, welche die Be- 
Iastung geniigend' genau wiedergibt. Durch Berficksichtigung einer entsprechend h6heren 
Gliederzahl der Reihe l~iBt sieh daher wohl stets der Fehler der NS.herungsrechnung in 
den Grenzen halten, die man an sich schon durch Entwicklung der Belastung in einer 
l~eihe in Kauf genommen hat. 

Setzt man ~n dam den Randstreifen entspreehenclen Tail der Gleichungen (4 8) 

Ci* : - -  Cl sin ~01, C~ = C~. sin ~ ,  

C~ = + C1 cos ~01, C4 ---- C2 cos ~o2, 

worin C~, C 2 und ~Pt, ~ vier neue Konstanten bedeuten, dann iautet der Ausdruck fiir v ~ 

v~ = --" Cte-~'~ sin (/~1~ + ~Pz) + C~em~ sin ( / ~  + ~ ) .  

Da erkannt ist, dab die Randwerte stark abklingen, so kommt nur der erste Tell der 
Gleiehung in Betracht. Zu dieser Yernachlgtssigung w~re man iibrigens auch in den rneisten 
F~illen einer genauen Rechnung gezwungen, well die Zahlenbeiwerte der Konstanten 
an heiden Enden so starke Gr613enunterschiede aufweisen, dab die rechnerischen Hilfs- 
mittel nicht mehr ausreichen. Durch Einsetzen yon Zahlen in Gleichung (48) kann man sich 
leieht davon iiberzeugen. Die Niiherungsl6sung ffir die Formis lautet also 

*9 --'-- - -  Ce-~'~si n (#,~: + ~o), (6I,) 

u ~ __ Ce-et~[vxsin ( # ~  + ~) - -  V~ cos(/~x~ + ~0)], (6I=) 

h 
x ][u Tabelle I sind ungfinstig kleine h-~hrerte gew,~hlt. Mit stelgendem k, also kleiner werdendem --~-, 

ainken ~,lle Fehlereinfltisse (vg]. auch Tabelle ~ und Abb, 7), 

4 
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e~ = + Ce-~'2~[~1 sin ( # ~  + ~0) + Q2 cos (/ta~ + ~p)], (613) 
W C 
~- = t~; + ~ e-~'2~Lu2 sin (~1~ + ~o) + ffl cos (~1~ + ~o)], (6I~) 

oder nach Gieichung (44ff-) 
w C 
- -  = - =  r sin (Pa~ + ~P) + / h  'cos (ffl~ + ~)]. 
a W 

Die Spannungsresultanten und -momente erh~ilt man durch Einsetzen dieser Werte in 
die Gleiehungen (2x), wobei noeh zu beriieksiehtigen ist 

~ '  = C e - u ~ [ a u  2 sin (ffx~ + ~0) - -  fix cos (fiX# q: ~)], (6za~) 
~a~ t 

a = C e - m ~ [ ( v x f f ~  - -  v2/~x) sin (#x~ + ~o) - -  (v2ff ~ + vt/~x) cos (/aa~ + ~)]. (6za,) 

Es ist also bei Beriieksichtigung yon v~ -- ~'e~ = o [vgl. (45,) und (47,)] 

S~ ~ ~ a----- ~ --~ V ~ 

= D C e -  u,~ (,x --  v ~1) [/~, sin (#x ~ + ~o) --/~x cos (#a ~ + ~o)], 

und nach Einsetzen der Werte D,  ~x und 0~x 

= c + + - + (62,)  

Ebenso findet sich 

Fiir die Momente gilt, wenn wieder Glieder yon der Gr~Benordnung e ~ vernachl~ssigt 
werden 

~ ., )_:] . . . . .  2 ~ ' 8 ~ - -  'P ('R, 9 - -  T 
a,  a 

a h  

a h  n I 

Auger den Normal- und Biegungsspannungen sind noch die Scherspannungen senkrecht 
zur Mittelfliiche von Bedeutung, die am schnellsten aus den Gleichungen (22) mit Ein- 
setzen der Zahlenwerte gefunden werden, a m  Rande unter gleichzeitiger Beriicksichtigung 
der dort geltenden Vereinfachungen. Ftir n~ sei auch der allgemeine Ausdruck wieder- 
gegeben, der mit Hilfe der iiblichen Vernachliissigungen gefunden wird zu 

n| = E C - ~ e - ~ ' , ~  [n~ sin(/~,~ + V) -- ] / k '  - -  4n' .  cos(/z~ + ~)],  (62s) 

Durch die vorstehenden Formeln ist im Verein mit der L6sung ftir die Schale ohne 
Biegungswiderstand der Spannungszustand der nicht-achsensymmetrisch belasteten 
Kreiszylinderschale geniigend genau beschrieben. Fiir n ----- o erhi~lt man die Geckelerschen 
Formeln ftir achsensymmetrische Belastung, die auch den v. Sandenschen Ausdrticken 
entsprechen. Fiir n = I decken sie sich mit den in Kap. B, II, 4 gefundenen vereinfachten 
Werten. In nebenstehender Tabelle 3 sind die zur Ermitt lung der Randkr~ifte notwendigen 
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Formeln iibersichtlich zusammengestellt. Eine Erlituterung der Anwendung erfibrigt gieh. 
Es sei nur darauf hingewiesen, dab bei den Form/inderungsgr6Ben und bei der Konstanten C 
zweckm/il3ig mit den E-fachen Werten gerechnet Wird. Die auf die Fl~icheneinheit be-" 
zogenen Spannungen ergeben sich nach den Gleichungen (IO). 

2. Bestimmung der Konstanten ~ und C; Spannungsverlauf. 

Die. Konstanten ~ und C sind bei vollkommener Eilispannung und starrem Endspant  
dutch die beiden Bedingungen gegeben 

Ez9 o = - E C s i  nv  2 =  - -Ezg~  (63) 
und 

E e~o = EC (~a sin ~v + 08 cos ~) = - -  E %o* �9 (64) 

Darin bedeuten ~9~ und e* die gr6Bte" Meridiansteigung und Ringdehnung am Rande 
r 

der Schale ohne Biegungswiderstand, die dutch die iiuBeren Kriifte belastet ist. Da durch 
V 

die L6sung fiir die biegungsfreie Schale die Bedingung -~- = o bereits erfiillt ist, wird in- 

v w Gleichung (64) auch ~ der Gleichung w folge ~. = n ~- + ~- mit -~- = o Genfige geleistet. 

Grenzwerte ffir y~ erh~lt man mit zg~ = o zu ~ = o und mit e*~, = o zu tg ~o = q~q2 Der 

letztere Wert nfihert sich mit kleiner werdendem n d e r  Grenze tg yJ ---- -- I ,  welche ffir n = o 

erreicht wird und ~0 = -- ~-n ergibt. Bei gelenkig angeschlossenem Schalenrand tr i t t  an 

Stelle der Gleichung (63) fiir v% die Bedingung 

bx~ --ECahYI/~'(x--~]n'--Z~ sin ~v - - / z '  ( I + V~]n"~ e~ ~v] = ~  (65) 

und damit 

)'h'-,J 

Der Gr6Btwert fiir ~o wird mit n = o erreicht u n d  betr~igt ~o = +-~-.  Im Belastungsfall 

~ = I mug bei frei drehbarem Auflagerspant nach GIeichung (5ob) auch s~. = o sein. 

~ Diese Bedingung ist im Rahmen der N/iherung mit Gleichung (65) Daraus folgt tg ~ = fi~. 

vertr~iglich, da dort ]-~ als klein gegen I vernachl~.ssigt werden kann. Dadurch wird gleich- 

zeitig die erste der Randbedingungen (5oh) erffillt, so dab sich bei ffei drehbarem 
Endspant unabh~ingig vom Einspannungsgrad des Schalenrandes stets der gleiche Span- 
nungszustand im Falle n ---= I ausbildet. Allgemein tfiigt die Konstante ~ der Art der 

Einspannung Reehnung und liegt in den Grenzen ~ < v 2 < ~ - - 4  4 '  wfihrend durch die 

Konstante C die Intensit~t der Randspannungen zum Ausdruck kommt. 
An einer beliebigen Unstetigkeitsstelle treten fiir die durchlaufende Schale an Stelle 

der Gleichungen (63) und (64) entsprechend den links und rechts vorhandenen Konstanten 
folgende vier Gleichungen auf 

Es ist dabei zu beachten, dab die ~9 o und e~o 

b~oz = b,o,, (66 u. 67) 

nxo~ = - -  n=o,. (68 u. 69) 

sich aus der Partikularl6sung und vorlie- 
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gender N/iherung zusammensetzen 1. Die Abszisse ~ z~ihlt vom Trennungskreis nach beiden 
Seiten positiv. Erfolgt der ZusammenschluB gelenkig, dann gelten an Stelle der Gleichungen 
(66) und (67) die Beziehungen 

bx0, = O, b,o,-~ o.  (7 ~ u. 7 I) 

Die ~bergangsbedingungen gelten analog ffir den AnschluB einer beliebigen Rotations- 
schale an die Kreiszylinderschale. N/ihere Betrachtungen eriibrigen sicli, solange die Rand- 
16sungen I/Jr diese Schalen aus nicht-achsensymraetrischer Belastung noch nicht bekannt  
sind*. Auch die Nachgiebigkeit eines Versteifungsringes, an den die Schale einseitig an- 
geschlossen wird, kann durch vorstehende Gleichungen berficksichtigt werden, wenn unter 
den Kraitgr6/3en und Verschiebungen der einen Seite die Widerst~inde und Formiinderungen 
des Spantes verstanden sind. Die allgemeine Behandlung de r  Spantnachgiebigkeit erfolgt 
in Abschnitt D. 

S/imtliche Spannungen klingen vom Rande weg in der Art stark ged/impfter Schwin- 
2~ 

gUngen ab. Der D~impfungsfaktor ist e-~'*~, die Periode T = - - .  Der aperiodische Fall 

kann auch fiir noch so groBes n nicht eintreten. Fiir die periodisch abklingende Schwingung 
rnuB, wenn man bei dem Bilde bleibt, sein 

4 - -  

4n* < k + 6n*(n*- -  I ) ,  

Was jederzeit erfiillt ist. Die aus s in -und  cos-Linien zusammengesetzten Spannungswerte 
k6nnen" durch eine Phasenverschiebung 8 jederzeit in reine Sinuslinien verwandelt werden. 
~Ian erkennt aus Tabelle 3, d a b  ffir  die  S p a n n u n g e n '  a . undab . ,  die stets a m  meisten 
iateressieren, sich d i e s e l b e  P h a s e n v e r s c h i e b u n g  ergibt, wenn bei b. das verh~iltnis- 

ra~0ig kleine Glied n*=~ gestrichen wird. Es ist 

tg8 = 1'1 

~nd damit 

d,-- 
~ W abe= - [ -6EC;  e-t '*~sin (/zl~ q- ~0 q- ~ ) . 

Da die gr61]te Spannung noch um den Anteilwert der Belastung vermehrt werden mu/3, 
der a~ entgegengesetzt ist, so hat man ffir die gr613te Randspannung a , ~  x stets den Aus- 
druek zu verwenden 

O'a~max= : : ~ E C [ ~ - ( 6 h - -  I ) n ! ~ I - l ~ , e - " ' $ s i n ( c t l ~ - ~ - ~ - - ] - ~  ). (72) 

Die Phasenverschiebung ist gleich dem negativen Wert der Konstanten ~p ftir frei dreh- 
baren Rand. Man erh/ilt also ffir freie Lagerung 

k" 1 ~ -  e -" ,~  sin #,~, (7 e a) 

ltir Einspannung, wenn v ~* = o ist 

e 1 ~ 7 "  e- '*~ sin (/~' e + 6) " (7sb) 

1 13 b' J, eekeler hat diesen Umstand in seiner 6fter angefiihrten Abhandlung fibersehen. In Abb. 8 1. e. 
fldet sich unter Annahme des gelenkigen Zusammenschlusses nicht der stetige ~bergang vom Zylinder 

zu~t Boden aus. 
Vgl. Anm. x auf S. 55. 
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Man erkennt den iiberwiegenden EinfluB der Biegungsspannungen, Die ]eweiligen Maxima 
und Minima ergeben sich aus der Bedingung 

tg (/~z ~ + ~ + ~) = #~ /*~t I 

also bei ~ = ~ bzw. ~ = o. Die weiterenWerte fallen nicht mehr ins Gewicht, dasie sich 
2/.1 

infolge des starken Abklingens verhalteni wie e~ : I. Das kleinste Ma6 geh6rt zu n -- o 
und betriigt 23,14:1. Ffir die L~a~gs- und Biegungsspannungen senkrecht zur Erzeugenden 
ergeben sich verschiedene Phasenverschiebungen, so dab for die Lage des Maximums yon 
a ~ ,  die jeweils gr58ere Spannung den Ausschlag gibt. Kurze Proberechnungen lassen 
schnell den ungfinstigsten Wert finden. 

In Abb. 7 sind die charakteristischen Werte /21 und/~2 in ihrer Abh~ingigkeit yon 
k und n dargestellt. Die GrSBe k ist gewAhlt, da sie den gesamten Einflu8 der Schalen- 
abmessungen und des Baustoffes enthiilt. AuSerdem liigt sie eine feinere Abstufung der 

go 

" J "  ~ 1 ~ [ ~  ="- ~ ~ - i - - - . ! . - - . F - - I - - ' I = ~  - - -  

, ~ I . , ; e ~ ' . " , i - ~  ' "~', " t  ~ ~ , "i I I  ~ - -  

t I I  I I  I I I I I I 
R=O g ~ 6" 8 ~0 12 #a ~'~ 18 ,to 22  gr 2&" 28 30  32 3r  3~ 3g ~0 ~ W~ ~ x x o 0 0  
~ *" 0 I g S it 5 6" ? g 9 fo  

Abb. 7- Abh~nbdgkeit der #-Werte yon k und n. 

h 
Steifigkeit der Schale zu als das Verh~iltnis ~- und ist die allein maBgebende Zahl fiir 

achsensymmetrische Be!astung. Man erkennt, dab der Randspannungszustand nicht von 

der LAnge des Zylinders, sondern nur yon seiner Steifigkeit ~ abh~ingt z. Der EinfluI] des 

Baustoffes ~iuSert sich nur im Auftreten des Quadrats der reziproken Querdehnungs- 
zahl. Diese ist fiir Stahl 0,3, wg~hrend fiir Beton einwandfreie Werte noch nicht festliegen. 
W~ihlt man, wie in der Plattentheorie vielfach iiblich, fiir Beton v = o, dann erh~ilt man den 
I,I-fachen k-Weft eines Eisenrohres gleicher Abmessungen. Die beiden Grenzen k und 
x,z k umschlieSen jeweils den ganzen Einfluflbereich der Querdehnung ffir ein bestimmtes 

h 
Verh~iltnis --. Man erkennt aus den Abbildungen die Geringffigigkeit des Einflusses. a 

Die St~rke des Abklingens nimmt mit n und k zu, wAhrend die Periode mit k f~llt, mit 
jedoch w~chst. In Abb. 8 ist der Verlauf der Biegungsmomente als Beispiel dargestellt. 
Es ist dort Iiir alle n gleiches C beibehalten. Die Beanspruchungen nehmen mit wach- 
sendem n a b ;  die Beiwerte der ihnen entsprechenden Ansatzreihe konvergieren demnach 
schneller, als die entsprechenden Kraftgr6Ben einer konvergenten Belastungsreihe. Dies 
ist ein weiterer Beweis fiir die Brauchbarkeit der N~herungsl6sung. In Abb. 7 sind die 
Grenzkurven eingetragen, die dem Anwendungsbereich yon Gleichung (35) entsprechen. Ffir 

z Die Konstanten C und Ig k6nnen jedoch unter Umstanden aus den Randbedingungen einen 
EinfluB yon l mitbringen. 
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n ~. z sind die Werte iiberall genau, die #-Kurven dieses FaUes laufen so dicht neben der 
/~-Linie, dab sie sich zeichaerisch kaum unterscheiden und deshalb nicht dargestellt sind ~. 
Nimrat m a n  an, dab im allgemeinen die Entwicldung bis n = 5 der  praktischen Rechen- 
genauigkeit gertiigt, dann kann fiir alle k > 36oo, d. h. ffir den Bereich der Stahlrohre z, 
yon der genauen L6sung der charakteristischen Gleichung abgesehen werden. Im Bereich 
der Eisenbetonrohre, in dem die #-Linien steil ansteigen, empfiehlt es sich, auf die Glei- 
chungen (32) bis (34) zuriickzugreifen. Hier kann es auch vorkommen, dal3 die N~herung ffir 

h 
gedrungene Rohre (kleines ~-) versagt. Aus demVorhergehenden wlssen wir, dab die l~ngste 

Abklingungsperiode ffir das gr6Bte vorkommende n auftritt, Da aber fiir die Gr613e der 
Spannungen die Beitriige der niederen n ausschlaggebend sind, so genfigt die Gr~13e 

' ~I , 
l z  ~-~ am zu beurteilen, bis zu welcher Liinge die N~herungslfsung zuliissig ist. 

gwei aufeinanderfoIgende H6chstwerte einer Randspannung verhalten sich ungiinstigsten- 

%, 

~ ~ .  h -  qaea 

~g aa~t~b t't~r,:/an - g 

" \ \ " L \  , - , ,  
,_,  rt, - la  

Abb. 8 a. Verlau/ dey Biegungs~aunung in AbhRugigkeit yon n. 

~alls wie 23,14:1. Der  F e h l e r  b l e i b t  Mso j e d e n f a l l s  k l e i n e r  als 4%, w e n n  die 
L~nge des Z y l i n d e r s  gr613er als e ine  P e r i o d e  is t ,  sonach 

l 2~ 2)'2.n ~ 9 oder / > 4 , 8  a ~ *  (73) 

Be! eingespanntem SchMenrartd kann die Bedingung, wie ein Blick auf Abb. 8 lehrt, noch 
giinstiger gestellt werden, n•mlich 

t 5 T = 5,___5s oder l > 3 ]/a'h. (73a) 7 > v  

Ffir das steifste praktisch in Frage kommende verh~iltnis ~ = ~ ** betragen dieseWerte 
a 5,6 

l ~ d bzw. > 0,65 d. Die Bedingungen werden selten nicht erfiillt sein, da man ja gerade 
ftir die steifsten Rohre die gr6Bten Spannweitenverh~iltnisse w~'llen wird ~. 

z Dieser Umstand legt es nahe, ftir beliebige achsensymmetrisehe Schalen (Kuppeln, Kesselb/Sden) 
zun/~ehst ~ucb. ftir n = x die Geckelersehen Formeln anzuwenden. Ftir die IKugelschale ist die Llnter- 
SUehung yon E. Sehwerin in seiaer Dissertation ,,~3ber Spannungen in symmetrisch uad unsymme- 
trisch belasteten Kugelsehalen (Kuppeln)", Berlin i918, auf der Grundlage der asymptotischen Inte- 
gration d~rchgef~hrt worden und hat  tfir n = I dieselben Abkllngungszahlezx ergeben wie itir n ----- o. 

= S. S. 45. 
Infolge der Verkleinerung der Abb. ira Druck ist  hier o , 6 c m =  o,r. 

* J. Prescott (Applied Elasticity, S. 542) gibt die Bedingung ftir Betrachtung als ,,langes Rohr"  

** Siehe S. 46. 
k 4 Siehe Abschnitt  B, I, 2. Ist  die ~edingung nicht mehr erfiillt, dann geniigt es meist, sieh durch 

urze Rechnung ein B.ild yon den yore anderen Ende her abklingenden Spannungen zu machen, um 
deren Einflul3 auf die H6chstspannungen zu erkennen. 
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Alle vorhergehenden Ableitungen gelten f/Jr die Zylinderschale mit gleichbleibender 
Wandst~trke. Bei Gef~Ben aus Stahl tritt oft eine sprungweise Anderung de*-~Dicke auf 
(StoB zweier Blechbahnen). Ein solcher Spi~ng ist als Unstetigkeitsstelle 6hffe':weiteres 
nach den allgemeinen Formeln zu behandeln. Ffir verh~ltnism~tBig schmAle~Z0nen , ist 
Gleichung (73) zu beachten. Ist heine stetige Funktion ~r dann l~Bt sich die Schale in 
genfigend kleine Ringe yon der Breite A ~ aufteilen, an deren Enden 'jeweils C und ~v neu 
angepaBt werden miissen~ w~hrend/~ und/~z einen mittleren Wert annehmen. Die Ent-' 
wicklungen Geekelers lassen sich analog iibertragen. Man braucht also in den Gleichungen 
der Tabelle 3 n u r  jeweils die Ausdrficke/~z ~ und/*z ~ zu 'ersetzen durch Z/z~ A ~ und,  
27/~z A ~*. Die Gesamtl6sung setzt sich wieder aus den Werten fii~ die biegungsfreie Schale 
und denen der Nitherung ftir die Randspannungen ztisammen. Die Verschiebungswerte 
sind, wie sehon ausgeffihrt wurde, auch bei der partikul~ren L6sung yon der Wandst~rke 
abh~ngig, was vornehmtich bei Bestimmung der Randkonstanten ~0 und C O zu beachten 
ist. Fiir die 13bergangskonstanten an den Teilkreisen ist jedoch die Part ikularl6sung be- 
deutungslos, da sie aus den Bestimmungsgleichungen herausf~llt. Die Scha~e mitver~nder- 
licher Wandst~rke finder haupts~chlich Anwendung bei Eisenbetonbauten, wie Beh~ltern, 
Silos und RohrbrfickenL 

D. Nachgiebigkeit der Spante (Verslteifungsringe) und ihr EinfluB auf die 
Randspannungen. 

I.  Die auf das Spant wirkenden  Kriifte. 

Schon im vorhergehenden AbSchnitt ist angedeutet worden, dal3 sich die Nachgiebig- 
'keit der Versteifungsringe in der y z-Ebene dutch eine Verbesserung der Gr6Be e~0~, der 
Dehnung der biegungsfreien Zylinderschale, berticksichtigen lii,13t: Diese Verbesserung, 
die im folgenden mit A e~ bezeichnet werden rn6ge, ist dadurch bestimmt, dab sich am 
Schalenrand die auf Schale und Spant entgegengesetzt wirkenden Kr~ifte und Momente 
im Gleichgewicht befinden. In gleicher Weise lassen sich Verwindungen des Spantes 

8 

. do 

Abb,9. Spant~ng. 

U* 
durch Verbesserungen A --C und A~9* bzw, A s x und 

A b. in die Rechnung einffihren. 
Beim achsensymme- 

trisch belasteten Zylinder 
treten nur Normalkr~fte 
n.o und Biegungsmomen- 
te b.o auf. Dem Einflu0 
der ersteren wird durch 
die Verbesserung A e~ 
Rechnung getragen, dem 
der letzteren durch A b., 

.~et b ~  . , 

Abb. zo. Spantquerschnitt. 

den Widerstand, den das Spant der Verdrehung entgegensetzt 2. Die Gleichungen (66) 
bis (69) erweitern sich damit und unter Beachtung der Abbildungen 9 und io zu 

b~ r - -  b ~  - -  n ~ c ,  + n~, c~ = A b~,  007 + ~*t = - -  zgo, - -  v~0~,, (74 u. 7 5 )  

~ # ,  c, r e ,  c~ (76 u. 77) % , ,  = - -  **"r + A e,p + - - ~ -  , e~o ' = - -  ,~o, + A , ,  + - - d -  

* P, Pas ternak  teilte auf dem 2. internationalen KongreB liir technische Mechanik, Ztirich I926, 
genauere  Beiwerte fiir achsensymmetrische Belastung und verAnderliche Wandsti~rke mit  in seinem Vor- 
trag: ,,Vereinfachte Berechnung der Biegebeanspruchungen in diinnwandigen, kreisrunden Behltltern." 

1 Ein Beispiel bietet die Trebsenbaehbriicke, Bautechnik 3 (I925), S. 351ff. 
Es liefle sich ftir A b~ ebenso die Verschiebungsgr6fle zl ~* bzw. ffir ,4 ,~. die Kraftgr6Be A n ~  

verwenden. Die obige Wahl bietet jedoch rechnerisehe Vorteile. 
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In Gleichung (75) ist im Gegensatz zu (66) der partikul~ire Anteil mit aufgenommen, c, und c( 
bedeuten den Abstand der Anschlul3grSBtkreise der Schale yon der lotrechten Schwer- 
linie des Spantes. Unter den Anschlul3grbBtkreisen sind diejenigen Linien verstanden, 
l~ings weleher der verlangte Einspahnungsgrad der Schale gew{ihrleistet istl Da man je- 
doch meist auf Sch~itzung fiber die Aufnahme der Randkr~fte (z. B. durch die Nietverbin- 
dungen) angewiesen ist, so wird  man um so eher den Einflul3 der Verdrehungsmomente 
aus den Scherkdiften vernachl~ssigen k6nnen, als er sehr gering ist. Die Breite b 5--- cr + c~ 
z{ihlt zum S19antquerschnitt iJfid ist in Abb. IO gleich der Spantbreite angenommen. 
Die Gleichungen (74) bis (77) gen/igen zur Berechnung der vier Konstanten 'Pz, ~0,, Cz und 
C~, wenn noch beachtet wird, dab unter Voraussetzung eines linearen Zusammenhangs 
ZWischen Moment und Verdrehungswinkel gilt 1 

#0,+ ~* ~ ,  C~si. oo ~, 
Abe= ~ - - - -  ~ol = 2#1 (78) 

d 0~ ist der Winkel, um den d'as Spant infolge A bz = I kgem/cm verdreht wird. Bei 
Aufl6sung der transzendenten Gleichungen ffir die y:-Werte ist zu berfieksichtigen, dab die 

sehon frfiher mitgeteilte Beziehung ~ Y~ < ~o besteht. 
4 4 

Der Spannungszustand der Schale ist bis auf den aus den partikul~ren Lbsungen mit: 
gebraebten Einflu8 nur yon ibrer~Steifigkeit, d. h. in diesem Falle Yon der Schalendicke, 

bhaagig. Bleibt also beim l~bergang fiber einen beziiglich der Ringebene symmetrischen 
ersteifungsring die Dicke h einer achsensymmetriseh und bezfiglieh x gleiehf6rmig be- 

asteten Zylindersehale gleieh, dann tritt keine Verdrehung des Spantes ein und die Kon- 
st~riten C, und C r werden gleich, wiiahrend40 .= o ist. Die hierbei dureh die Nachgiebigkeit 
des Spantes bewirkte Entlastung der Randkr~fte ist sehon frfiher yon K.v. Sanden unter- . 
sueht und in fertige Formeln gebraeht worden, wobei der Abstand der Ansehlul3gr6Bt- 
kreise gleieh der Spantbreite gesetzt wurde ~. Die Untersuehung 1~13t sich auch mit den 
Gleiehungen i76) oder (77) und den Formeln aus Tabelle 3 schnell durehffihren. Bezeieh- 
net/~ den Spantquersehnitt einsehliel~lieh des Sehalenteils yon der Breite b, dann ist 
ffir den inneren f3berdruek 

. p a b  2 a h  . p a  
Ae~-----Uff--CtTf~* und e~o----Zh" 

Die Konstante C ergibt sich aus der Gleichung 

p a  p a b  2 a h  
E C  sin ~-~ = - t - - - ~ E C  - 

I I .  ' ' p - Ore teilt in dem brier angefiihrten Lehrbuch auf S. 484 das je L~ngenemheil wlrkende Kr~fte- 
Ii ~a~ lllit, 'das cinen Kreisring vom Radius %, dessert eine Querschnittshauptachse mit dem Trl~g- 
ei~nl~ ] I  im ungespannten Zustand mii der Ringebene den Winkel ~t 0 einschlieBt, in einen 

entsPreehenden yore Raditis a~ und Winkel ax delormier~: 

Abe= E ~]s ia~qcos~to_j lcosaqs in~t i )  I ao a 1 a--~- ( J  - -  J1) s i n  ~l  cos 0q.  

Setzea wi t  in u n s e r e m  Fa l l  a o = ax = a '  u n d  n e h m e n  die.  b e t r e f f e n d e  H a u p t a e h s e  m i t  de r  R i n g -  
ebe~{e z u s a m m e n f a l l e n d  an  (a o ~--- o, Z .B .  [ - -S pan t ) ,  d a n n  e rg ib t  sieh, w e n n  n o e h  fflr d ie  k le ine  Ver-  
d rehung  ~q ..:_ 2 ~ g e s e t z t  wi rd :  s in  A v a ---- A 0 ;  cos A 0 = I 

E]I . a'~ 
Ab~ = ~Tv A~9 oder  AO~ = E j  ~. 

z Siehe a. a. O. 

* I3as n e g a t i v e  Vorze ichen  bei  C t r i t t  auf,  well pos i t ives  n~ nega t i ve s  A e~0 h e r v o r r u f t  u n d  de r  au f  
das  SPan t w i rkende  W e r t  d e m  der  Tabe l l e  3 e n t g e g e n g e s e t z t  ist.  



58 Mieseh Festigkeit yon Kreiszylinderschalen mit nicht-aclasensymmetr. Belastung. Ingeaieur-Archiv 

Z U  

bh 

EC = pa ~ '---- 
F . pa (i7 F--bh 

= -- -~- (79) 
h sin--n r + - - 2  ~-a h /7 '~--k + 2  "~Ya h 

4 

Ffir F = oo folgt E C flit starres Spant. Der letzte Bruch des ersteren Ausdrucks gibt das 
MaB der Entlastung der Randkr~iffe an. Ein anderer Sondedall ist die Schale, welche 
einseitig an ein in der y z-Ebene unnachgiebiges Schott angeschlossen ist. Aus den Giei- 
chungen (74) und (78) erhMt man bei c, = o 

C, sin V, -- .9o ~, 
b~, = / 1  b x = A ,9, 

und nach Tabelle 3 
ah ( ~) C, sin V, -- .9~, 

l~ 4 A *9, E Cr ~ ,  cos + = 

Ffir gleichmi~Bigen Innendruck p wird mit 0o~ = o aus dieser Gleichung unmittelbar 
yJ, gefunden. Man findet 

sin %o, --~ a b E ~ 1 0 1  
k'/, 

oder 
= a h E z l  *9, z ( 8 0 )  

tg ~o~ a h E zl *9, + ]/-~ h~ = N-" 

Die beiden Grenzf{ille sind darin enthalten; denn es wird fox ein Schott ohne Verdrehungs- 

widerstand A~91 = oo und damit ~o r = ~- ,  ffir vollkommen starres Schott A~91 = o und 

Vr = o, Mit dem Wert aus. Gleichung (8o) findet sich auch Cr aus 

E c,  sin ( 4 )  p a 

somit 

N+Z :" 

Der letzte Bruch, der stets Ideiner als x ist, stellt wieder die Endastung der Randkdifte 
dar, die weiter erhbht wird durch die Bedingung v/r :> o aus Gleichung (80). 

Beim nicht-achsensymmetrisch belasteten Zylinder treten zu den bisherigen Verbes- 

serungen A e~ und Ab~ zwei weitere A -~ und As~. Die Gleichungen (74) bis (77) bleiben 

bestehen, nur dab auf die linke Seite yon Gleichung (74) ein Zusatzglied + A sx.r 1 tr i t t  (vgl. 
Abb. 9), das jedoch wegen seiner Kleinheit oft wird vernachl~ssigt werden k6nnen. Die Ver- 
besserung/le~ ist durch dieWirkung der Randkriifte auf das Spant bestimmt. Der Anteil der 

N 
in ihm hervorgerufenen Normalkr~ifte N ergibt sich unmittelbar zu ~-T" Ffir die Biegungs- 

momente sind zwel Fiille zu unterscheiden. Wenn sich Spantschwerlinie und Mittelfl~tche 
decken (~? = o), dann mug/1e~* fiir die Schale verschwinden, da ihre Dicke hinreichend 

w v des Spantes macht die Mittelfl~iche der klein ist. Die Biegungsform~inderungen ~- und ~- 

Schale also dehnungslos mit. Sie geniigen den Bedingungen 

"14 t tO V O t ~4 
- -  = o ,  - -  = - -  n - - ,  - -  = n - - .  ( 8 2 )  
lg a a a a 
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Die Spannungsmomente dieser dehnungslosen Deformation sind durch die Gleichungen 
(I2r gegeben, wenn darin nach Gleichung (2o) 

a ~ = o ,  a % = - -  (n~  - -  I )  - ; - ,  a T - -  . 

Bezfiglich des n~laeren Spannungsverlaufs wird auf Love verwiesen. Im vorliegenden 
Falle k6nnen wir uns auf die Kenntnis der Biegungsmomente am Rande beschr~uken, 

W 
welche durch die Verschiebungen 7 des Spantes beschrieben sind, w~ihrend yon einer 

Betrachtung der Rfickwirkung der kleinen Torsionsmomente auf das Spant abgesehen 
Werden kann. Erleiden zwei benachbarte Spante gleiche Verschiebungen, dann wird fiir 

das zwischen diesen Iiegende Schalenstfick w' -~- = o und die Torsionsmomente verschwinden. 

Liegen Spantschwerlinie und Mittelfl~iche im Abstand ~ voneinander (vgl. Abb. IO)j 
dann nimmt der Schalenrand auBerdem an den Biegungsdehnungen des Versteifungsringes 
tell, und zwar ist 

. M ~  
A e~x = E j "  (84) 

Wenn zubiegende Momente positiv sind und J das Triigheitsmoment des Spantes einschlieB- 

lieh des Schalenstreifens bedeutet. E bleibt dabei gleich Null, so dab nach Gleichung (2o5) a, 

v /le~ t 
~" --'- - -  ~ ist. Dasselbe gilt, da die Betrachtung der dehnungslosen Deformation ab- 

gesondert wird, ffir den EinfluB der Normalkraft, so dal3 die Verbesserung der Verschie- 

bung ~ gegeben ist dutch r 

~* (85) A ~ =  h E '  

Wobei a* die Spannung der in tier Mittelfl~che liegenden Faser des Spantquerschnittes be- 
deutet Irn Rahmen der getrennten Behandlung yon Haupt- und Randkr~iften wird diese 
Verbesserung gleichzeitig durch ,4 e~ in den Gleichungen (76) u. (77) erreicht, so dab 
fiir die Ermittlung der Randkonstanten die Gleichungen (83) und (84) der partikul~en" 
L6sung erhalten bleiben. Aus (8~) und (8~) folgt das  letzte Gleichungspaar zur Bestirn- 
rnung der insgesamt 8 Konstanten am Trennungsspant 

s .  = s ~ , -  zl s~, -~ = ~ .  (86) u. (87) 
a I ar 

Strenggenommen setzen sich sx und u aus den zwei Teill6sungen zusammen. Fiir die a 

N~iherung gen/igt jedoch derAnsatz des partikul~renTeils allein, um so mehr als es sich u m  
die Betrachtung kleiner Nebeneinflfisse handelt. Ffir n = x tritt auJ3erdem keineVerwindung 

des Spantes ein, so dab hier die ursprfinglichen Gleichungen (8) gelten. Bei _u steht in 

Gleichung (87) ein negatives Vorzeichen, da die Abszisse ~ nach beiden Seiten positiv ge- 
rechnet wird. Zur Aufl6sung der 8 Randbedingungen fehlen noch die Beziehunge n zwischen 

�9 4 s,, A b| und den Verschlebungen T und ~. Wenn Iiir die Verwindung Proportionalit~t 

ZWischen Kr~ften und Verschiebungen angenommen wird 1, dann bestehen die Bedin- 
gUngen 

A s| + A b~a2~ = Or. (89) 

* Diese Werte gelten auch flir n = o. (Vgl. P6~chl und Terzaghl s a. a. O. S. izi.) 
Vgl. Love-Timpe, a. a. O., Kap. XVIII. 
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Die Gr6Ben 6 s te l len,  wie fiblich, Yerschiebungen aus den Kraftwirkungen von bzw. A s~ 
und A b~ gleich derEinheit  und in Richtung yon bzw. zl s x und A b~ dar. Da die Gleichungen 
den Ansiitzen (16) genfigen mfissen, definieren wir 61t, 621 und 622 als die Verschiebungen, 
Welche aus den Kraftwirkungen A s ~  -~ I-cos n T t]cm und Ab,~ -~  i -cos  n 9 tcm/cm 
im vorher bezeichneten Sinne iiberall dort entstehen, wo cos n 9 =  I i s t .  Diese 
Ann/iherung an die wirkliche Verwindungslinie durch e~ne Kurve yon cos n 9-f6rmigen 
Verlauf ist ohne weiteres zul/isslg, da es sich nur um Betrachtung von Nebenkr~ften bei 
einer Belastung des Ansatzes n > I handelt. Die Einflul]zahlen 6 werden nach den fib'- 
lichen Methoden ermittelt  1. Die Konstanten aus Haupt-  und Randl6sung sind nach den 
vorstehenden Gleichungen miteinander verkniipft, so dab bei Spantnachgiebigkeit ihre 
getrennte Ermit t lung nicht mehr m6glich ist. Auch A E~ bringt aus der Wirkung der 
Randkdifte to, und ~o, die Konstanten cz, und cz, in die Randl6sung mit, die ffir n := I 
jedoch nach den Ausffihrungen des Abschnittes D,  3 nicht in Erscheinung treten. Durch 
Elimination der Konstanten werden zwei transzendente Gleichungen ffir ~v~ und ~/J~ ge- 

funden, deren L6sungen wieder zwischen ~ < ~v < ~ --  ~- r liegen mfissen. 

Dieser Weg ist auBerordentlich umst/indlicb und  wtirde die Aufgabe eines wesentlichen 
Vorteils der N/iherungsl6sung bedeuten. Man wird deshalb im allgemeinen auf eine genaue 
L6sung verzichten und den EinfluB der Spantnachgiebigkeit scbrittweise ermitteln. Es wird 
dabei yon dem auf S. 43 unter c) beschriebenen Grenzfall ausgegangen. Das Spant ist 

gegen Verwinden zun~chst starr, so dab ~ u - - - - -  - - o u n d ~ 9  z = - ~ 9 ~ - ~ o w i r d  (n > I ) .  

O~ und ~9~ enthalten beide L6sungsteile. Mit Hilfe dieser Bedingungen findet man eine auf 
das Spant wirkende Differenzkraft (A s~)~ und ein Differenzmoment (A b~)l, in denen die 
Nachgiebigkeit in der Ringebene A e~ schon beriicksichtigt werden kann. Die Wirkung 

o as,  o  o e u  s,r0 en 

und (A 0") , ,  die aus den Gleichungen (88) und (89) ermittelt werden. Damit berechnet man 

aus . . . . .  az o, A -~- 1 und ~9~ = - -  0,. = (A ~*)z neue Differenzkr/ifte und -momente, 

die bis z u  genfigender Genauigkeit wie vorher weiterbehandelt werden 2. Die Gr6Be der 
Spantnachgiebigkeit ist bei nicht-achsensymmetrischer Belastung, wie aus den Ent-  
wicklungen hervorgeht, sowohl yon der Steifigkeit als auch yon der Spannweite l ab- 
h/ingig. 

L/iu/t eine beziiglich der z-Achse gleichf6rmig belastete Zylinderschale gleicher Wand- 
st~irke fiber gleich groBe Stfitzweiten dutch, dann erleidet ein Trennungsspant keine 
Verdrehungen, selbst wenn die Nacbgiebigkeit der ibm benachbarten Spante in der Ring- 
ebene verschieden ist. Denn auch die kleinen Momente aus der dehnungslosen Defor- 

v O 
mation b ~  = - -  D v  xq, = --a- (n ~ - I) 

2. Biegungsmomente und Liingskriifte bei beliebig gelagertem, verwindungsfreiem Spant. 
Die Untersuchungen des vorhergehenden Abschnittes haben gezeigt, dab der Spant- 

nachgiebigkeit innerhaIb der Ringebene besonders im an sich verwindungsfreien Fall 
n = I erhOhte Bedeutung zukommt. Die Ermit t lung der charakteristischen Gr6Be zl e~, 
die dutch die Normalkr~fte und Momente im Spantquerschnitt  bestimmt ist, bietet  
keine neuartigen Schwierigkeiten. Es sei jedoch auf Grund von praktisch durchgeffihrten 
Beispielen der gangbarste Weg zur Ermitt lung yon Liingskr/iften und Biegungsmomenten 
gegeben. 

i Siehe u. a. Miiller-Breslau, Neuere Methoden, Leipzig i913; St. Hel~ler, Beton  und Risen 
(I927) H. 23. 

2 Die Verschiebungen eines Trennungsspantes z~hlen im Sinne der  links liegenden Schale positiv. 
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]:)as Spant sei nach Abb. zz beliebig gelagert. An den r Auflagern k6nnen im H6chst- " 
fall je drei Komponenten der Lagerkr/ifte auftreten, entsprechend Y~, X und e. Die Auf- 
lagerkr/ifte sind mit der l~esultante der Belastung im Gleichgewicht. Das System ist 
also ~uBerlich 3 ( r - -  I)-fach sta.tiseh unbestimmt. Wie die Z erlegung der Auflagerresul- 
ta~iten in zwei K~aftkomponenten Y~, und Y~ und in ein 
Moment Y~ erfolgt, richtet sich nach den Erfordernissen ~ ~  
der Aufgabe. Bei Symmetrie vermindert sich die Zahl der / . /~ ' / i  " ~  
Unbekannten auf die H/~lfte. Im Spantring selbst treten drei ~ ~  Yr 
innere statisch Unbestimmte.X~, X~ und X~ auf, wie sie i n  
Abb. 9 dargestellt sind. Sie werden als Hauptsystem be- 
trachtet, dem die Y fiberlagert werden. Die X sind so ge- ~. 
wfihlt, dab 6~ = ~a, = o:wird. D~e drei Komponenten alex 
Auflagerkr~ifte Y, die durch das /iuBere Gleichgewicht be- 
stimmt sind, seien mit A B, C bezeichnet. Abb. ~. B~li~big ~l~g~t~ W~- 

, . s t e ~ h t n g s r i n g  

'Bei verwickelter Lagerung, wie sie in Schiffsk6rpern 1 und 
Docks vorkommen kann, fiihrt die Anwendung yon Verschiebungspl~inen am schnellsten zum 
Ziel. Es ist dabei jedoch eine hohe Zeichengenanigkeit erforderlich, Die Verschiebungspl/ine 
f/it X wird man am besten nach rechnerischen Werten auffragen bzw. konstruieren, d~t der 
Ersatz auch kurzer Bogenteile des Stahes durch Gerade zu groBe Fehler in die Berechnung 
der y mitbringt. Es lM~t sich zeigen, dab die Normalenziige ~ dutch einfache Kurven dar- 
gestellt sind. W~ihlt man Punkt o der Abb. 9 zum Bezugspunkt der Verschiebungen und be- 
Zeichnet man mit #Ja und $~-~ die Verschiebungen eines beliebigen Punktes"~ aus der 
I~raftwirkung a und nach den angegebenen Richtungen, dann beschreibcn die ~-Werte 
den Normalenzug ffir X a. Nach bekannten S~tzen tier Statik finder man, wenn ~p die 
e/nero konstanten ~0 zugeordnete laufende Koordinate ist, 

q- 

f cos  ~2 q~ --  V) d~ a '~ [sin~ ~ (z cos 2 ~)] EJ ~.fca = a'8 (sin sin = 90  - -  - -  

o 

~e ,a . / / 

0 " t - 

Der Normalenzug ist durch eine gemeine Zykloide nach .$' ~ ,  ~ 
�9 ,r ,  

Ahb" I2 dargestellt- Der Rollkrels hat den Halbmesser -~-" ~ ~ ;  .~ 

jedoch ents richt dem Winkel des Rin es der doppelte i, ~ "~ p g ,, 

. o i 

A b b .  z=.  N o r m a l e n z u g  f l i t  X ~  = - -  x t .  A b b .  '3, N a r m a l e n z u g  f / l r  A'~ -~  - -  z t .  

Wiakel des Rollkreises, der sich deshalb zweimal abw~Izt. Ffir die Unbekannte X~ finder 
Sich entsprechend 

Siehe Anm. 3 ~uf S. 22. Die Kenn%n~s der Norma~krtkfte und Bs ist natiirHch 
Vor aIlera zur Bemessung der Spante selbst notwendig. 

Auf die Theoric der VerschiebungsplRne kann hier nicht welter eingeg~ngcn werden. ~Es wird 
auf entsprechcnde Lehrbticher verwiesen, z. B. Mfiller-Breslau, Statik der Baukonstruktionen, Bd. iI, 
~.Aufi.. Leipzig z9z 5. 
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a t 8  

E J  6~b = - -  a "  [s in  Iv (sin 9 - -  sin V) d v  = ~-- [ 9  - -  sin 9~ (2 - -  cos ~ ) ] ,  (91,) 
o 

"~  d'~ " I  E J ~  = a'Sfsin*p (cos 9 --  cos ~) d~p = -~- ( - -  cos f)~. (gz,) 
o 

Diese Kurve ist in Abb. 13 dargestellt. Sie gleicht einer verschlungenen Zykloide, eine 
Konstruktion ffir sie liil3t sieh jedoch nicllt angeben. Die Verschiebungen zum Normalen- 
zug fiir X,  lauten 

9 

EJ6~r = a 'z~ (sin 9 -  sin Iv)dto = a "  (~0 sin 9 + cos 9 -  i ) ,  (92,) 
o 

EJ~'~'c --- a '~ f  (cos ~o - -  cos 9) d~ = a '2 (sin 9 - -  9cos ~). (92,) 
o 

Diese Werte stellen die Evolvente des Kreises vom Halbmesser a "~ dar. Jede Kreish~ilfte 
muB f~r sich abgewickelt werden, wie dies in Abb. ~4 dargestellt istL.Mit HiKe dieser 

Abb.  x4. N o r m a l e u z u g  flir  Xe  1 -- x tm .  

Versehiebungspliine Iindet man die Unbestimmten X bei 
Beriicksichtigung des Maxwellschen Satzes, ebenso die 
Momente infolge tier iiuBeren Unbestimmten Y = -  I t .  
Durch Zeichnen weiterer Verschiebungspliine f/Jr Y oder 
auf rechnerischem Weg erhiilt man weiterhin diese Gr61len 
selbst und damit aiach die endgiiltigen Normalkriifte und 
Momente im Spantring. 

Zur Einffihrung in die Schalengleichungen miissen diese GrSBen in Fouriersche Reihen 
entwickelt werden, was nach bekannten Verfahren zu geschehen hat. 

3. Das im tiefs/en Punkt gesiiitz/e Spant bei Wasserlast und Eigengewicht 0t----I). 

wie  friiher schon hervorgehoben wurde, kommt dem Belastungszustand der Schale 
Ifir n ---- x erhShte Bedeutung zu. Auch fiir die Nachgiebigkeit der Spante trifft dies zu. 
Fiir a l len  > I ist bekanntlich die Belastung im Gleichgewicht (Abb. 3) ; nur fiir den Fall 
n = x trit t  eine Reaktion auI, deren Einflul3 auf Normalkr~ifte und Biegungsmomente 
im Spantring bei wei tem fiberwiegt. Wir stellen uns im folgenden die  Belastung n = x 
als Wasserlast oder Eigengewicht vor. Die Reaktion am Spant sei in dessen tiefstem 
Punkt vereinigt. Beispiele ffir solche Lagerung sind das auf Siitteln gelagerte Druckrohr 
oder das Maschinenspant eines U-Bootes. In Wirklichkeit treten die Lagerkr~ifte nicht 
punktf6rmig, sondern mehr oder weniger verteilt auf. Dadurch, da0 fiir die Anwendung 
auf die Schale zur Entwicklung in Reihen notwendig ist, kommt man durch die N~iherung 
mehr an den tats~ichlichen Kr~ifteverlauf heran. 

Die am Spant angreifenden Schalenrandkr~ifte (Abb. 9) lauten nunmehr 

n~, ---- ~xo cos q0, tzo ---- txo sin ~, dR = d-zo sin 9- 

An Stelle der iiberstrichenen Werte wird weiterhin no, t o und d o gesetzt. Bei Ermitt lung 
der statisch Unbestimmten werden nut  die Momente berticksichtigt. W ist die laufende 
Ko0rdinate bei festgehaltenem ~. Die tibrigen Bezeichnungen sind die in der Statik un- 
bestimmter Systeme gebriiuchlichen. Zubiegende Momente sind wiederum positiv an- 
gesetzt. 

1 Die Versch iebungsp l i ine  Abb.  x2 u. I s s ind  ftir gle iches  a ' ,  Abb.  x 4 i s t  in h a l b e m  Ma l l s t ab  geze ichne t .  
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Die M o m e n t e  im  s t a t i sch  b e s t i m m t e n  G r u n d s y s t e m  l a u t e n  
a) aus n o c o s ~  

a a '  

~o  = - - f n o  cos ~2" a '  sin (%o - -  ~) a d ~ = no % -  ( - -  ~) sin ~o, 
cp 

b) aus  to sin ~o 

~ o  = fro sin ~o [a - -  a '  cos (~o - -  9) ]  a d~o 

= t o a z [ I  + cos ~o - -  �89 (It - -  ~o) sin ~o] + t o ~ (~r - -  9) sin ~o, 

c) aus  d o sin VJ 
: t  

9'~ o --- - - f d  o sin yJ a d~o = - -  d o a (x + cos ~1. 

Die Ver r f ickungen  aus  de r  B e l a s t u n g  f inden  sich 
a) aus no cos ~o 

f ~176 E = ~ll toMaa'd~=--no--~--  zr--qo) s i n q ~ c ~  8 ' 

o 0 

E ]  = ~ o M ~ a ' d q o = - - n o - - Z - J  ( ~ r - 9 ) s i n ~ d ~ ~  2 ' 
o o 

b) aus t o sin ~o 

a a "~ ~ . 

o o 

= - - t o a a ' 8 ~ - - t o a a  ~-~ ,  

2 - -  - -  ~o a~ [ I  + cos 9~ - -  �89 (~r - -  9) sin 9] d9~ --  to - q - s  9 d9 
o o 

~- - -  to a a'~ ~ - -  to a a" ~ 1 ~r , 

c) aus d o sin f 
: g  

o 

EJ ao__~, = + do a a'f(= + cos V> = d o .  a' = 

o 

Die Versch iebungen  do~ u n d  desha lb  a u c h  X~ s ind  aus  S y m m e t r i e g r i i n d e n  gleich Nul l .  
ie Versch iebungen  aus  den  K r a f f w i r k u n g e n  X a = - -  I t u n d  X~ = - -  I t m  ergeben  sich 

aus den G l e i c h u n g e n  (9 o) u n d  (9 2) fiir 9 = 2 ~ .  Der  W e r t  d, c muB als V e r d r e h u n g  n o c h  
�9 dUrch a '  getei l t  werden.  Es  ist, w e n n  wie oben  der  W e r t  fiir e ine Hii lf te  angeschr ieben  wird ,  

~. , E -~- a '  ~ , ~ a e  -~- eJca = O .  



6 4 Miesel: Festigkeit ,r Kreiszylinderscl~/alen mit nicht-achsensymmetr. Belastul/g~ Ingenieur~Archi~ 

Die stat isch Unbes t immten  lauten 
a a 

\ 

Die Momente  im geschl0ssenen Ring  sind sonach 
a) aus no cos 

0, ~t  a a p . a a p , ~ a* 
M = no T (~ - -  9) sin 9 - -  no - ~  cos ~v - -  no - T  = - -  no T [z + �89 cos 9 --; ' (n - -  9) sin ~o], 

b) aus to sin 9 

M = t o a 2 [ I  + cos 9 ~ �89 fir - -  q~) sin 9] + to ~ -  (rr ~ q~) sin ~o - -  ~ t o a a,..c0s 9 .  to a ~ cos ~o 
~12t ~ a a t  

to--h-- ~ to a ~ / ~  0-~- [ I  + �89 cos q~ - -  (vr - -  qo)rsin 9 ] .  

c) aus d o sin 9 

M = - -  d.oa (I  + cos ~o) + d 0 a c o s 9  + doa = o ,  

Das  Moment  im Spant  l~il3t sich zu folgendem einfachen Ausdruck  zusammenfassen 
a r 

M = (to--  n o ) ~ [ X + � 8 9  ( ~ - -  9) s i n g ] .  (94) 

Bezeichnet man  m i t A  den nach  oben gerichteten posit iven Auflagerdruck in P u n k t  o, 
dann  besteht  die Gle ichgewichtsbedingung 

- -  f t o sins 9 a d9  + f no cos ~ 9 a d9  = A 
0 0 

oder 
.4 

to - -  no = a ~" (95) 

Die Biegungsbeanspruchungen  im Spant r ing  sind demnach  yon  den Randkr~f ten  voll- 
k o m m e n  unabh~ingig, auch wenn die ]3e las tungskomponenten  beliebige Funkt ionen  
yon ~ sind. Diese E rkenn tn i s  ist g le ichbedeutend damit ,  dab ffir den Spantquersclanit t  
hier nicht  mi t  der im Schiff: und  Dockbau  oft in Rechnung  gestell ten mi twirkenden Pla t ten-  
breite gerechnet werden  darf.  Auch  die dehnungslose D e f o r m a t i o n  br ingt  ffir n = I zu- 

a 
folge M = o aus d o sin 9 nur  den geringen Einflul3 der N0rmalkraf t  N = - -  d o ~ cos ~o, 

der ffir gleiche Formiinderungen der Nachbarspan te  (-~ -~ o) wieder fortfallt .  Fiir Wasser- 

last erh~ilt man  bei durch laufendem Rohr  mit  gleichem St i i tzabstand 

M = - -  �89 + �89 cos 9 - -  (~ - -  9) sin 9 ] ,  (94 a) 
ffir Eigengewicht  

M = - -  ~,mha a ' l  [ I  + �89 COS 9 - -  (7~ - -  9 )  sin 9 ] .  (94b) 

Die Normalkriif te im geschlossenen Ring f inden sich 

a) aus no cos 9 
r 

gg ~ a a 
N ---- n o 4 cos 9 + a n o cos ~p sin 0P - -  9) a d~p = n o 4 cos 9 - -  no -~- (~ - -  9) sin 9 ,  

b) aus t o sin 9 

9~ 
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c) aus d o sin 9 

N = ~ d o - ~  cos 9 .  

Der Gesamtausdruck fiir die Normalkraft lautet  mit diesen Werten 
a a 

N ~- - -  a~ (d o - -  a to) cos ~o - -  (t o - -  no) ~ [�89 cos ~o - -  (z~ --~ ~o) sin 9].  (9 6) 

Die zur Beurteilung der Spantnachgiebigkeit charakteristische Gr6Be A e~ muB zum 
t~insetzen in die Schalengleichungen in eine Fouriersche Reihe entwickelt werden. Sowohl 
bei M wie N steht die Funktion 

/ (9) = �89 cos 9 - -  (~r - -  ~o) sin 9 .  

13ie Koeffizienten der Reihe findet man zu 
2 =  

ao = (qo) d r = - -  I ,  
0 

2 ~  

0 

2 ~  

0 

2z~ 

0 

2 ~  

- -  Z'~ ~ l l S W .  

0 

Man erkennt das Bildungsgesetz der weiteren Beiwerte 

a n ~ ~ . ~ - - I  ~ - - ~ I  ~ ' ~ - - I  

Setzt man in N und M und weiterhin in A ~ 91in, dann ergibt sich 

WOrin i den Triigheitsradius des Spants bedeutet,  dem auch der zwischen den AnschluB- 
gr6gtkreisen liegende Teil der Schale hinzuzurechnen ist. Der auf den Versteifungsring 
llurnittelbar entfallende Belastungsanteil ist in A schon enthalten. Der EinfluB der Spant- 
Verbiegung t r i t t  nur  im Summenglied auf. Er  iiberwiegt stark gegen den der Normalkr~ifte, 
a a'~ 

ua --~ stets grol3 gegen I ist. Die ersten Glieder der Summe sind daher auch noch gr6ger, 

al,s die beiden ersten nur yon der Normalkraft  abh/ingigen Ausdrficke. Selbst bei stark 

gedrungenem Querschnitt wird im allgemeinen #7 / > IO, so dab fiir ~0 = o das erste 

Glied der Gleictiung (97) dann nut  yon der Gr6Benordnung des Summenglieds f i i r n  = 5 
. ist. Die Spantnachgiebigkeit wirkt bei achsenuns3nnmetrischer Belastung der Zylinderschale 
Uugiinstig auf die Randspannungen, wenn der Versteiftmgsring innerhalb, giinstig, wenn er 

�9 atll~erhalb des Rohres liegt (~ negativ). Die Randdehnung A s~ h~ingt mit Ausnahme des 
ZWeiten Gliedes nut  yon der /iuBeren Belastung ab. Dadurch wird der Rechnungsgang 
Wesentlieh vereinfacht. Die Randspannungen ffir die F/ille n = o und n > x lassen sich 
Ohae weiteres angeben, da sie nut  von dem entsprechenden (A * ~o)~ abhAngen, also die 

5 
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Kenntnis der endgfiltigen Spannungen nicht voraussetzen, d o und t o sind verm6ge der 
Gleichungen (21) und der partikul~re Anteil f i i r t  o aus Gleichung (43) bekannt. Die so 
gewonnenen Gr6Ben sind in ihrer Wirkung auf das Spant negativ anzusetzen. Beim Ein- 
setzen der FormAnderungsgr613en in die Gleichungen (2I) k6nne~l die Randbedingungen 
gleich berficksichtigt werden. Der Zustand n = I nimmt also bei Berficksichtigung der 
Spantnachgiebigkeit, wie auch sonst immer, eine Sonderstellung ein. Die Unbekannte 
C~=x tritt  bier aueh in dem Verbesserungsglied (A e~)~=a auf. Mit ihrer Auffindung ist 
der endgiiltige Spannungszustand beschrieben. 

Wie schon friiher erw~ihnt, beschreiben die Durchbiegungen des Spantes v und wa 

eine dehnungslose Deformation der Schale, deren Spannungsmomente durch die Gleichun- 
gen (124bisT) und (83) gegeben sind. Das Moment b~ am Rande ist unmittelbar durch 

__w des Spantes bestimmt. AuBerdem kSnnen die Gr6Ben v und w bei Berechnung 
�9 a �9 a t z  

iiuBerer statisch Unbestimmter vorteilhaft verwendet werden. Sie seien deshalb nach- 
stehend wiedergegeben. 

Die Unbekannten finden sich in iiblicher Weise durch Ausfiihren der Integrationen 

' I  ' ' J"  ' E = a M M ,  a d~o, E = W M M w a  d~p, 
o o 

worin M~ und Mw die Momente bedeuten, welche yon symmetrisch gelegenen und in Rich- 

2_ und + w wirkenden Kriiften gleich I t verursacht sind. Nach Ausffihrung tung yon + a a 

tier umfangreichen Rechnung, yon deren Wiedergabe abgesehen wird, erh~It man 

E J  v Aa'3I( ~ _ ~ v ) ( I _ c o s g ) _  9 (2~--9~)s in  t (98) 

E J  w A a 'a [(I__ cos 9 ) -  ~-~. * (2 ~ -- 90)cos 91 (99) -Z---- ~ n  Ys in  ~~ + 4 

Die Entwicklung in Fouriersche Reihen fiihrt zu 

E J  v = Aza~ a'a (- 0'270 sin q0 + o , I I I  sin 2 ~v + o,oio4 sin 3 ~v + �9 �9 �9 ),  (Ioo) 

A a ' a  
E J  = ~ a ~ (  0 , 2 7 0 e o s q ? - - o , 2 2 2 c o s 2 9 - - 0 , 0 3 1 2 c o s 3 q ~ + . . . ) ,  (IOI) 

Man erkennt hieraus unmittelbar, dal3 die Durchbiegungen des Versteifungsringes die Be- 

dingung einer spannungslosen Deformation der Schale, n~mlich w v - -  = -  n erffillen. a ~ - '  

Dies ist zugleich ein Beweis ftir die Fehlerlosigkeit der ausgeftihrten Rechnung. Zu beachten 
ist, dab infolge der friiheren Festlegung der positiven Richtung yon A die Verschiebungen 
im umgekehrten Sinne positiv z~ihlen, wie bei der Schale. 

E. Rechnungsbeispiele. 
I. Zylinder eines Hebeschiffs. 

Als erstes Rechnungsbeispiel wird der Zylinder eines Hebeschiffs nach dem eingangs 
erwfihnten Patent gew/ihlt, da er in seinen AusmaBen bedeutend fiber gebrs 
GrSBen hinausgeht. Mit den bisherigen Bezeichnungen sind folgende Abmessungen gc- 
geben 

h 2,6 
. . . .  0,003465, k = 910000, 1 = 240 cm.  
a 750 

Die Beanspruchungen des Zylinders bei 5 at innerem l~berdruck und aus Wasserlast sind 
nachzuweisen. 
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Man iiberzeugt sich nach Gleichung (73), dab t ro tz  des verhiiltnism~iBig sehr kurzen 
Spantabstandes die N~iherung zuI~issig ist;  denn  es ist 

l 240 
. . . .  0,320 > = 0,292.  
a 75 ~ ] / k  

Aus gleichm~iBigem Druck ergibt sich in Zyl indermi t te  

5,0. 750 _ 144o kg/cm ~ �9 
0"9~ ~ 2.6 

Die zur Berechnung der Randkri i f te  no twendige  Dehnung  ist bei s ta r rem Spant  

E e~ = 144o kg/cm~.  

W ~ r e n d  die Kons tan te  ~p = o ist (Einspannung),  erh~ilt man  ffir C die Gleichung nach 
Tabelle 3 

s in  -- 

4 _ _  144o und  E C  = - -  627oo.  = E C  "F7 

Die gr68ten Spannungen t re ten  am Rande  auf  und  sind 

_ a h ~.__  _ _  62700 750.2,6 
b~ -= E C  ~-~eos 4 m5oo.]/~ - -  

294 ~ : 6 
% , = = L  2,6~ = : ~ 2 6 0 0 k g / c m  2, 

E C  h 6 2  7 0 0  �9 h 
s x = o ,  n ~ =  - -  - -  = 6 5 , 8 " h ,  

"~k' 954 

l~iir Wasserlast erhiilt man  bei Benutzung  yon  Tabelle  2 und  3 

/~1 ---- 21,8o,  /z~ 21,82,  

E C  e2 = - -  Ee~ = - -  ( a ~ - -  va~) ,  

2940 kgcm/cm,  

r~mtt,el = 65,8 kg/cm 2 . 

5* 

~ ean hierunter  die Spannungen  der biegungsfreien Schale vers tanden  sind, also mit  
Ortlassen yon  cos ~0 

a* 75~ - -  216 kg/cm 2, 
a ~  ----- 7-~- ----- xooo �9 2,6 

a~ ' h Lxz ~ - -  v = - -  216 [0,00852 --  0,3] = 63 kg/cm e. 

hi)) e Spantabsti inde sind so klein, dab bei a~ der Einf luB der Querdehnung fiber die Haup t -  
egUngsspannungen fiberwiegt. 

E C  = - -  (2~6 -- 0,3- 63) �9 954 = _  861o kg/cm 2 
21,80 

I)arait erhiilt man  an der ungiinstigsten Stelle (9 = o, ~ = o) 

a h ( ~ - ~ k )  75~176  I ~ b~ ~ + E C -~-#l  I + = - -  861o b~o o-oo + = -  403 kgcm/cm,  

%, ~ 2t= 357 kg/cm 2 , 

%_~ 63 + 86xo. 21.8o 
9Ioooo - -  63,2 kg/cm 2, 

~z 8 6 I o .  ] / '910000 -- 4 
mltte~ 9IOOOO = 9 kg/cm~. 
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Die Zusammensetzung der Spannungen ergibt in Mitte Zylinder 

am Rande 

a e ~ =  144o + 2 1 6 =  1656 kg/cm 2 , 

a~=~, ---- 2600 + 357 + 63,2 '3o2o kg/cm 2 �9 

Es ist St. 48 verwandt,  so dab die Spannungen noch zul~ssig sind. Schon fiir 

,Tg 
X = - - a =  25,8cm 

4# 

vom Rande werden die Spannungen Bum ersten Male Null. 
Es soll noch gezeigt werden, wie stark der EinfluB tier Spantnachgiebigkeit ffir gleich- 

m~13igen Druck ist. Nachgiebigkeit ffir Wasserlast kann vernachliissigt werden, da es sich 
beim Hebeschiff um sehr biegungssteife Spante handelt.  Die Biegungsspannung wird 
im Verhfiltnis zu C kleiner und damit  nach Gleichung (79) mit dem Ausdruck 

b h ' ~ 9 , 5  �9 2 , 6  
I - - - -  I- 

F 330 
"r~ 2[~'ah 2 ] / ~ . 7 5 o  �9 2 , 6  t +  

, , / :  330.3o.8.  .F 

= 0,55, 

wenn b = 19,5 cm die Breite und F = 33 ~ cm ~ der Querschnitt eines durchgerechneten 
Spantes sind. Es tr i t t  eine Entlastung yon 45 % ein. Nunmehr ist die Schale auch noch 

pa 
imstande, die yon den Deckelb6den herrfihrende Liingsspannung b h ' =  72o kg/cm a 

aufzunehmen. Die Gesamtspannung ergibt sich zu 

a ~  z = o,55" 26oo + 357 + 63 + 72o = 257o kg/cma < 312o kg/cm z . 

Auf Nietverschw~chung ist hier keine Rficksicht genommen. Ein Nietabzug kommt im 
allgemeinen jedoch nut  ffir die L~ngsbeanspruchung in Frage. 

2. Druckk~rper eines U-Bootes. 

An diesem Beispiel soll haupts~chlich der EinfluB der Spantnachgiebigkeit gezeigt 
werden. Der Druckk6rper des U-Bootes hat 5 m Durchmesser; der Spantabstand set 9 ~ crn, 
die Blechst~rke I8 mm, die verlangte Tauchtiefe 8ore. Der Betrachtung wird ein Maschinen- 
spant zugrunde gelegt, bet dem die Last des Motors im Kiel punktf6rmig angreifend ge- 
dacht ist. Das Moment im GesamtkOrper infolge verschiedener Verteilung yon Last und 
Auftrieb set an der betrachteten Stelle gleich Null. 

Zun~chst erh~lt man die Momente im Spant aus Gleichung (94 a) 

I 
9 = o : M  = 7 I .  2,5~'. 2,4o5.o,9- 1,5 + IO, I 5 t m ,  

9 = - : M = 6,77 - -  0,57 = - -  3,84 tm 
2 

9 = n : M = 6 , 7 7 + 0 , 5  o =  + 3 , 3 8 t m .  

Ein [--24 ist ausreichend, wenn die Kielstrecke entsprechend verstarkt wird. Ftir die Beur- 
teilung der Spantnachgiebigkeit genfigen F u n d  ] des ['-24 einschliel31ich zugeh6rigen 
Schalenstreifen, der bier gleich der Breite des Flansches angenommen wird. 

F = 5 7 , 6 c m  ~, ] = 7 4 7 5 c m 4 ,  ~ ? = 9 , 5 c m ,  a'----2,405In, i = 1 1 ,  4 c m ,  b = 8 , 5 c m ,  
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Damit  erhglt m a n  nach Gleichung (97) un te r  Beri icksicht igung,  dab  A nega t iv  ist, 

A --~ - -  1 .2 ,52 .  ~ . o , 9  ---- - -  15,8 t ,  
/24o,5" 9,5 ) n x 5~oo | ~ I 

- -  ~ \ 11,4 15 800 (d o a to) 25~ cos 99 + cos n 
EZI 8~ -- 2~'57,6 240,5"57,6 (n 2 __ i).~.57,6 9 

2 
n 

-- ~ 145 ~ 
= 43,7 -- o,o18 (d o -- a to) cos q9 -i- ~ ~ cos n 9. 

2 

&Is ungtinstigste Stelle ftir die R a n d s p a n n u n g e n  der  Schale e rkenn t  m a n  den t iefs ten 
l~unkt, weshalb  der Spannungsnachweis  h ie rauf  beschr~inkt sei. I m  folgenden werden  
die Biegungsspannungen nach  io r t sch re i t endem n berechnet ,  wobei  nur  yon  n = I aus be-  
kannten Grfinden zun~ichst abgesehen  wird. z%~ ist, wie m a n  sich leicht i iberzeugt ,  Iiir 
alle FAlle gleich o, somit  V = o. 

n - - -  o : EzJ er ---- 43 ,7 ,  k ----- 232ooo ,  /* ----- 15,5o,  

8-250 8-250-8,5 + E C 2.25o. I,8 
E e ~  = . - -  I , ~  @ 57,6 481.57,6 " 

~Vgl. Gleichung (79), die zu n = o selbst  gehSrige Verbesserung A e~o ist u n m i t t e l b a r  hinzu- 
gerechnet]. 

E e ~  ~ E c  
~ c ~ ,  9 = + 1I IO - -  296 - -  o, o325 E C + 4 3 , 7 ,  E C = + 1 3 2 5 o k g / c m  z, 

25 ~ 1,8 
b~ = 13 25o io 520. ~ ---- + 4o0 k g c m / c m ,  ab~ = "4- 74O kg /cm a. 

*t~2: EAe~o r = 145o5 ---- 4 8 4 k g / c m  2, k'----- 232o72,  #1 ~-- 15,35,  /*z = 15,6o,  

[ 2. ~,3 z.243 + o,6~ = 
E * * = E C ~ 2 =  + 4 8 4 ,  e ~ = 1 5 , 3 5 L ~  + ~ 2  j o ,o322,  

E C = 15 ooo kg / cm z 

250. I 8 
b~ = 15000 . . . . . .  �9 15,35" 1,oo25 ---- 446 k g c m / c m ,  ab~=  4- 826 kg / cm ~. 232ooo 

~Z~ 3: E A  e~ ---- 145o = I81 kg / cm ~, 
8 

es findet sich ebenso wie vorhe r  

ab~ = 4- 308 kg /cm ~, 
uud Weiter 

n ~ 4 : crb~ = 4- 157 kg /cm 2, 

"~ 5 : a~----- • 94 kg/cm~, 

~% ~ 6 : a b e =  / :  62 kg /cm 2, 

~ 7 : a b ; =  4- 43 kg/cmL 

1 ~  das Beispiel  geniigt es bier  abzubrechen .  FOr den Spannungszus t and  n = x wird 
der Ausdruck (d o _ a to) ben6t igt ,  der  mi t  RiJcksicht auf  die Randbedingur lgen  nach 
den Gleichungen (213) und  (216) l au te t  

r a h  
d o - - a t o =  ( i - v )  D ( 3 e + i ) t ~ 0 ~  E ' 

hlach Tabelle  3 ist 2 a e n 2 n (x + v) e*~ 

E e~o' = --EC(I~2--~ex) 
also ftir n = 1 

E ' - - E C  ~ ' ~ ( ~ - 4  - -  o,oo478 E C. 
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Es iehlt noch der partikul~re Teil nach Gleichung (4 %) 

25 o~. 9o 
[a  to] ---~ -{- ~' a 21 ~-- "~- I o o ~  ----- -~- 5 6 2 0  kg, 

E A e $ =  + I O l ,  I - - 0 , o I 8 -  25~  =Io1,I--o,ox485EC, 
2,6 

o,3r )] - -  E ( e ~ - - A e ~ )  - -  z,8.~ooo Lz,8.xooo \ i :z \25o1 0,3 + I O l , I - - O , O I 4 8 5 E C  

= 34,7 - -  0,3 [ - -  zo]  + lO I ,1  - -  o,o1485 E C ,  

E%o = E C02 = I38, 7 --  0,01485 E C, E C ~--- 138'7 o ,o3z i  + o ,o i485  ~-  2950 kg/cm ~, 

O'bx~ 4 -  6 . 2 9 5 0 . 2 5 0 .  I5 ,42 .1 ,ooo6 
232000.1.8 ----- :h 164 kg/c m2. 

* schon berechnet: Die Liingsspannung a~ fiir n ---- i ist in dem Klammerausdruck bei % 
a~ = --  IO kg/cm 2. 

Die Biegungsspannungen aus dehnungsl0ser Formiizlderung ergeben sich zu 

b.=--Du~= +D(n 2_I) w, b~=vb~, 
a a 

w 
Setzt man a aus Gleichung ( IOI )e in  und nimmt man gleiche Form~nderungen der 

Nachbarspante an, dann gilt ffir die Schale in den betrachteten Feldern x 

A a 'a h n 

0.b = :~X 4 " ' #  J (I  --V) 2 ~-~ (n~ - -  I)  a .  c o s n  9 ,  
2 

und fiir r --  o: 
I5 800 .24o ,5  a. 1,8 

a m =  4-4- 4-25o2.n-------q ~ x  [3" 0,222 + 8.0,03x2 + -  �9 -] 

= 4-4- 74,2 (0,666 + 0,250 + �9 �9 �9 ) ~-~ 4- 7 ~ kg/cm 2, 

abx= 4- Vab~= 4- 21 kg/cm s. 

Die grOBten Spannungen in den beiden Hauptrichtungen sind demnach 

8,0.25o ~5~ 7 ~ = ~ I223 kg/cm ~. 
O'~Fmax = 1 ,8  IOOO �9 1.8  

Zu a ~ ,  am Rande %rift noch die L~ingsspannung aus dem Wasserdruck auf die Enden 
des Druckk6rpers 

8,25 �9 25 ~ 
a ~ , ~ =  - -  (740 + 164 + 826 + 308 + I57 + 95 + 62 + 43 + 21) - -  IO 2.1,8 

---- - -  2416 --  IO - -  574 = - -  3000 kg/cm 2. 

Der erste Ausdruck stellt den Anteil der Biegungsmomente dar. Die Zusatzrandspannunge~ 
a| sind wegen ihrer Kleinheit und, da sie entlastend wirken, vernachliissigt worden. Wegen 
der HOhe der Beanspruchungen gil t  das in Abschnitt B, II,  5 Gesagte. 

Man erkennt, dab der EinfluB der Spantnachgiebigkeit yon ausschlaggebender 
Bedeutung ist. Bei Druckrohren liegen ~ihnlich ungtinstige Verhiiltnisse vor, so dab maa 
eine schmale Auflagerung in den Rohrsiitteln auf jeden Fall vermeiden wird. 

F. Zusammenfassung. 
Mit vorliegender Abhandlung kann das Problem der Kreiszylinderschale mit belie" 

biger kontinuier!icher Belastung, abg.esehen yon Knickbetrachtungen, als voUst~iadig ge- 
16st gelten. Neben der genauen L6sung geben die in Tabelle 3 zusammengestellten Formel~ 

, D e r  Ante i l  f(ir s y m m e t r i s c h e  D e f o r m a t i o n  (n-----o) i s t  h i e r  als  k l e in  vernachl~lssigt .  
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im Verein mR den Gleichungen fiir die Schale ohne Biegungswiderstand ein Mittel an 
die Hand, schnell und ffir die Praxis fast stets genau genug den Spannungszustand zu er- 
mffteIn. L~ingere Untersuchungen zeigen, daf3 die Nachgiebigkeit der Verstei{ungsringe 
bei achsensymmetrischer Belastung g/instig, bei nicht achsensymmetrischer Belastung 
jedoch in mehr oder weniger hohem Grade ungtinstig wirkt, je nachdera sich die Spant- 
schwerlinie innerhalb oder auBerhalb der Mittelfliiche des Zylinders befindet. Es ist rat- 
sam, Rohre und Kessel auf nicht zu schmaler Basis zu lagern. Bei Zylinderschalen grol]en 
Durchmessers wird man, woes sich konstruktiv vertreten l~iBt, 6ie Versteifungsringe auBer- 
haib des umschlossenen Raumes anordnen. 

Zur vollst~ndigen Beurteilung der durch Spante versteiften ZylinderschaIe ist noch die 
Reantnis ihrer Knicksicherheit erforderlich. Die L6sung hat v. Mises gegeben ~. In einer 
aoch unverO/fentlichten Arbeit ist auch der EinfluB des Druckes auI die Zylinderb6den 
Uatersucht. Ebendort beurteilt derselbe Verfasser die Knicksieherheit bei Ber/icksichtigung 
einer nicht-achsensymmetrischen Belastung. Forschungen fiber den kritischen Druck in 
einem begrenzten Schalenteil sind m. W. noch nicht ver6ffentlicht. J. Geckeler hat je- 
doch au /de r  Tagung der Gesellschaft ffir angewandte Mathematik und Mechanik an- 
l~itllich der Werkstoffschau in Berlin 1927 Mitteilung yon theoretischen Untersuchungetl 
tiber die Knicksicherheit beliebiger Schalen gemacht, die dutch Versuche bestitigt siad. 
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(Ei~ageg~ngen am i. September ~929. ) 


