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Uber die Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit
nicht-achsensymmetrischer Belastung'.

Von Kurt Miesel in Eberswalde.

A. Einleitu’ng. _

In vielen Fillen praktischer Anwendung der Zylinderschale wird man sich mit der
Betrachtung achsensymmetrischer Belastung begniigen konnen. So tritt bei Druckrohren
kleineren Durchmessers und bei Dampfkesseln der EinfluB3 des Eigengewichts und des
Flissigkeitsgewichts zuriick2?. Bei groBen'Niederdruckrohren, freitragenden Rohrbriicken
aus Eisen und Eisenbeton und in manchen anderen Fillen hingegen tut man gut daran, sich
Rechenschaft iiber die genauen Beanspruchungen aus nicht-achsensymmetrischer Be-
lastung abzulegen. Fiir U-Boote, bei denen es auf hdchste Ausnutzung des Materials an-
kommt, erlangt ein einwandfreier Spannungsnachweis erhdhte Bedeutung. Bei Zylinder-
schalen von aullergewshnlichen Durchmessern vollends, wie z. B. bei U-Bootpriifungs-
docks und Hebeschiffen®, werden genaue Untersuchungen unbedingt notwendig, wenn
man zuverlidssig und wirtschaftlich konstruieren will.

Die vorliegende Abhandlung gibt zunéchst eine genaue Losung fiir die Kreiszylinder-
schale mit nicht-achsensymmetrischer Belastung unter der Voraussetzung, daB die
Komponenten X, ¥ und Z der kontinuierlichen Belastung geniigend genau dargestellt
sind durch Ausdriicke von der Form

¥ _ N _ N_
X=3X,cosngp, Y=3Y,sinng, Z=J3Z,cosng, (1)
1 1 1

(# =1, 2, 3...N), also durch abgebrochene Fouriersche Reihen (vgl. Abb. 1), wobei
die X,, Y,, Z; Funktionen nur von ¥ bedeuten. Eine nihere Begriindung des An-
satzes wird spiter gegeben, wo auch gezeigt
wird, daBl ein Ansatz mit Vertauschung von sin
mit cos in entsprechender Weise behandelt
werden kann. Damit werden fast alle in der
Praxis vorkommenden Fille erfaBt. Sodann wird
Abb. 7. Quer- und Langsschnitt des Zylinders.  €iN€ lcicht handliche Néherungslésung gegeben,
deren Anwendung an zwei Beispielen erliutert
wird. SchlieBlich ist ein besonderer Abschnitt dem Einflu der Nachgiebigkeit der Spante
(Versteifungsringe) gewidmet. '

Einen sehr guten Uberblick iiber die bisherige Entwicklung der allgemeinen Schalen-
theorie gibt J. Geckeler in dem Quellenverzeichnis seiner Abhandlung: ,,Uber die
Festigkeit achsensymmetrischer Schalen.” Berlin 1926. Auf eine Wiederholung kann hier
verzichtet werden. Es wird deshalb im folgenden nur die Literatur angefiihrt, auf welche
unmittelbar Bezug genommen ist.

Die Losung fir die ,,biegungsfreie* Kreiszylinderschale (Schale mit verschwindender
Biegungssteifigkeit) bei symmetrischer Belastung ist trivial. Die Biegungssteifigkeit

1 Karlsruher Dissertation. Referent: Prof. K. v. Sanden, Korreferent: Prof. Dr.-Ing. Th. Péschl.
2 DaB auch hier gelegentlich genauere Untersuchungen am Platze sind, beweist der Bericht tiber
den ,,Kocherzerknall in einer Zellstoffabrik’’ von Ministerialrat Prof. Krantz im Reichsarbeitsblatt 1927,
Nr. 14, in dem der Verfasser auf den bisherigen Mangel einer einwandfreien Berechnungsmethode hinweist.
? D.R.P. KL 55 b* Gr. 5. H 100940 u. 100941, R, Hitzemann u. P. H. van Wienen, Hamburg.
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fand erstmals Berticksichtigung bei der Berechnung des an einem Ende eingespannten
Behilters, und zwar in zahlreichen Abhandlungen?!. Fiir den durch Spante unterteilten
Zylinder entwickelte K.v. Sanden fertige Formeln?, wie sie bei der deutschen Kriegs-
marine zur Bemessung von U-Booten angewandt wurden. Es geht hier erstmals die Nach-
giebigkeit der Spante in die Rechnung mit ein. H,ReiBner® gibt die Berechnung des
Spannungszustandes der biegungsfreien Kugelschale unter einer Belastung, die nach
trigonometrischen, mit ganzen Vielfachen fortschreitenden Reihen entwickelbar ist. Die
Methode ist auf die Zylinderschale ohne weiteres iibertragbar. B. Thoma¢ behandelt danach
das freitragende gefiillte Rohr ohne Biegungswiderstand [Fall # = 1 in Gleichung (1)].
E: Schwerin® untersucht denselben Belastungsfall sowie den EinfluB des Eigengewichts fiir
die Schale mit Biegungswiderstand. Aus-den vorliegenden Ermittlungen leiten sich diese
Ergebnisse als Sonderfall her, der wegen seiner praktischen Wichtigkeit in einem eigenen
Abschnitt ausfiihrlicher behandelt wird, unter Beigabe einer Zahlentafel, welche die An-
wendung erleichtert. Eine Niherungslésung fiir die achsensymmetrisch belasteten Ro-
tationsschalen im allgemeinen, die fiir den Sonderfall der Zylinderschale in ihren Bei-
Werten genau ist, begriindet J. Geckeler in der oben angefithrten Schrift. Auf diesen Er-
gebnissen ist die nachstehende Néherung fiir die nicht-achsensymmetrisch belastete
Kr_eiszylinderschale aufgebaut. Gelingt es, die entsprechenden Beiwerte auch fiir die nicht-
achsensymmetrisch belasteten Schalen von beliebiger Meridianform, etwa mit Hilfe des
Ritzschen Naherungsverfahrens, zu finden, dann kann die Theorie der elastischen Schalen
ebenso zum Riistzeug des praktisch titigen Ingenieurs werden, wie dies mit der Theorie
der cbenen Platten jetzt geschehen istS.

Fiir diese Abhandlung gelten die iiblichen Voraussetzungen der Theorie der diinnen
elastischen Schalen. Die Wandstirke ist klein im Verhiltnis zu den iibrigen Abmessungen.
Die Veranderlichkeit der Normalspannungen senkrecht zur Mittelfliche wird im Zu-
Sammenhang damit vernachldssigt. Punkte einer Mittelflichennormalen liegen nach der
Forminderung auf einer Normalen zur deformierten Flache. Die Spannungen am Schalen-
element lassen sich mit sehr groBer Anndherung zu Spannungsresultanten und Spannungs-
momenten, bezogen auf die Mittelfliche, zusammenfassen. Weitere Ausfithrungen dar-
tiber eriibrigen sich; es sei hier auf die entsprechenden Lehrbiicher verwiesen?.

B. Genaue Losung fiir die Kreiszylinderschale mit
nicht-achsensymmetrischer Belastung.
I. Schale ohne Biegungswiderstand.
.‘l. Aligemeine Losung.

Die Biegungsmomente, Verdrehungsmomente und Scherkréfte in Schnitten normal
zur Mittelfliche bzw. die diesen entsprechenden Biegungs- und Schubspannungen werden

1 Siehe u.a.: Miiller-Breslau, Statik der Baukonstruktionen, Bd. II, Abt. 2, 2. Aufl., Leipzig 1925.
A. Foppl, Vorlesungen iiber techn. Mechanik, Bd. V, Leipzig und Berlin 1919. C. Runge, Uber die Form-
dnderungen eines zyl. Wasserbehélters, ZS f. Math. u. Physik (1904). Pdschl u, Terzaghi, Berechnung
von Behiltern nach neueren anal. u. graph. Methoden, Berlin 1926. MeiBner, Beanspruchung und
Forminderung zyl. GefaBe mit linear veranderl. Wandstirke, Vierteljahresschr. der Naturforsch.-Ges.
Zirich Jg. 62 (1917).

? K. v. Sanden, Werft und Reederei 1 (1920) S. 216.

8 H. ReiBner, Miiller-Breslau-Festschrift, Leipzig 1912.

4 B. Thoma, ZS f. ges. Turbinenwesen 17 (1920) S. 40.

® E. Schwerin, ZS f. ang. Math. u. Mech. 2 (1922) S. 340.

¢ Vgl. z. B. H.Leitz, Bautechnikz (1923) S.155; Bauing. 4 (1925) S.9201f. H, Marcus, Die vereinfachte
Berechnung biegsamer Platten, Berlin 1925. )

? Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizitat, Kap. XXIV, Leipzig 1907. Féppl, Drang und Zwang,
Bd. I%, Abschn. 5, Miincken 19z0. J. Prescott, Applied Elasticity, London 1924.
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vernachlissigt. Dann ergibt sich das in Abb. 2 dargestellte Schnittresultantenbild am
Schalenelement. Die Lage des Achsenkreuzes ist aus Abb. 1 ersichtlich; es wandert mit
dem Argument ¢ anf der Mittelfliche. Die Resultanten sind, wie in der Schalentheorie
iiblich, auf die Léngeneinheit der Kurven ¥ = konst. bzw. ¢ = konst. bezogen. Die neue
- Gestalt der Schale ist
durch die Verschiebun-
gen u#, v, w der Mittel-
fliche bestimmt, deren
Verzerrungszustand

durch die Dehnung ¢, in
Richtung der Erzeugen-
den, die Dehnung ¢, in
Richtung der Parallel-
kreistangente und die
Schiebung y gekenn-
Abb. 2. Schnittresultanten am biegungsfreien Schalenelement. zeichnet ist. An Stelle

von x wird weiterhin die

dimensionslose Verdnderliche & = % eingefithrt und abkiirzungsweise geschrieben

5} af , .

3_2=a§;=f’ _B_E=f (2)
Werden, wie in Gleichung (1), die Komponenten der kontinuierlichen Belastung der
Schale nach den drei Achsrichtungen bzw. mit X, ¥, Z bezeichnet, dann lauten die
Gleichgewichtsbedingungen

cz%sxi — %—t; +aX =o,
%%’ + ag% +aY=o,
— 5, +aZ = o,
oder, da die Momentengleichung bezogen auf die z-Achse ¢, = — ¢, = ¢ liefert,
s, +t+aX=o, (3:)
s(;,éi—t'—{;aY:o, (32)
~ S, +aZ=o. (33)

Sie stellen also ein System von zwei linearen partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung und einer gewéhnlichen Gleichung fiir die drei unbekannten Funktionen s,
sp und ¢ dar. Nach Einsetzen eines belicbigen Gliedertripels des Ansatzes (1) folgt aus
Gleichung (3,)

s¢=a2,,cosn¢p, Sp = —anZ,sinng,
und damit aus Gleichung (3,)
¥ =—a¥Y,sinngf+anZ,sinng= —asinng (Y, —nZ,),
d.h. t=asinn(pf(nz,-—l7ﬂ)d&‘+Cl(cp),

worin C; nur mehr eine Funktion von ¢ ist. Endlich wird
t'=ancosntpf(nzn— Y, dE + C,,
1 Normalresultanten werden im AnschluB an F, Schleicher (Kreisplatten auf elastischer Unter-

lage, Berlin 1926) mit s, Schubresultanten mit ¢ bezeichnet, entsprechend den in Deutschland allgemein
iiblichen Benennungen o u. 7 fiir die Spannungen.
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Dies eingesetzt in Gleichung (3,) gibt
s = ~afncosn¢—ancosn¢f(n2n—T’,,)df'— Ci,
sg=—acosng [[X,+nf(nZ,~V,)d E]ldE — C, e+ C, (9).

Die Spannungsresultanten der biegungsfreien Zylinderschale lassen sich also — statisch
best mmte Randbedingungen vorausgesetzt — ohne Eingehen auf die Forméanderungen
und ohne Riicksicht auf die Wandstarke angeben. Wenn die von & abhingigen Teile der
Belastungskomponenten X, Yund Z als integrierbare Funktionen von £ gegeben sind,
so bestimmen sie sich durch die Gleichungen

s¢=az,cosn(p, (41)
sz=._.acoan;f[)?,,-}—nf(nf;—?”)df]dé:—clf‘f‘Cz(‘l’)» (42)
P o= . asinnqaf(ﬂzn"‘fn)df-i-Q(‘P)- (4s)

Die Spannungsresultanten sind mit Ermittlung der beiden Integrationskonstanten
C,und C, bekannt. Statisch unbestimmte Lagerung erfordert jedoch zu ihrer Bestimmung

das Eingehen auf die VerschiebungsgréBen —:— % und %, wobel weitere zwei Integra-

tionskonstanten (Cy und C,) auftreten. Nach Love sind die Verschiebungen mit den Ver-
Zerrungen durch folgende Gleichungen verbunden '

’

ag,=u, ag,=v +w, ay=v-+u, (3)
Wiahrend die Dehnungen ¢, und &, sowie die Schiebung ¥ durch die Beziehungen

I

&= T (Sa— VSp)s “:w:_f%(sw_"’sw)’ 72%%‘4—};)1’ (6)

8egeben sind, worin » = 7:; den reziproken Wert der Querdehnungszahl bedeutet. Setzt
man (4) in (6) und weiterhin (6) in (5) ein, bezeichnet man ferner

E”=f5{-,,d5, E’=f5”d£ usw. ,
&= [(nz,—Y,)dE, Q"= [d"dE usw.,
v — [Y,d¢, v= [y,

dann erhilt man die Verschiebungen in den drei Achsrichtungen #, ¥, % bzw. zul
EbY —Eh[e,dt = —acosng[E +n® +v[Z,d]—C, 5 + Cé+Cs,  (7)
Eh%=Ehf<y——%)d§=—asinntp[n5+n3¢—(z+v) @ 4 v W]
"ﬁg . s .

+2(I+1’)615+C1%_Cz‘§"—cs§+Cé(‘p)’ (72)

Eh%::Eh(aq,— %) —acosngp[mE +9E" +u(md—20") +va¥+Z,]
- Yy 8 ) z .. .
— @4+ CE—Cr e —vC+ CE 1 e —C,. (75)

M
. u
! Im folgenden sind stets an Stelle der Verschiebungen #, v, w die dimensionslosen Grt‘aBen—a—,

d w
2 und — gebraucht.



26 Miesel: Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. Ingenieur-Archiv

Die VerschiebungsgréBen verlaufen, wie die SpannungsgroBen, fiir Kreise & = konst.
nach Funktionen von bzw. sin # ¢ und cos # ¢.. Es empfichlt sich, zur leichteren Berech-
nung der Konstanten aus den Gleichungen (4) und (%), diese vorher ebenfalls nach solchen
Funktionen anzusetzen. Es muB sein

C,=cysinng, C,=mnccosnp, C/=—nc;sinngp, C;=—n’c;cosng,
Cy=cycosn@, C,= —nc,sinng, usw.,
Cy=czcosng, Cy=—ncgsinng, usw.,, C,=c¢,;sinngp, C,=mnc,cosng, usw.

Die Forminderungen sind von der Wandstidrke abhéngig. Ist diese mit £ verdnderlich,
dann sind die Verschiebungen aus'den Gleichungen (5) und (6) zu ermitteln, wobei % je-
weils unter dem Integralzeichen stehen bleibt.

Durch den Ansatz der Komponenten der Belastungsglieder X, ¥ und Z nach Gleichung (1)
wurden die partiellen Differentialgleichungen (3,) und (3,) in totale tibergefithrt und da-
durch eine Losung auf dém gleichen Wege erméglicht, wie er spiter bei der Schale mit
Biegungswiderstand (Kap. II, S. 31ff.) zum Ziele fiihren wird. Im vorliegenden Falle
der nichtbiegungssteifen Schale ist allerdings die Entwicklung der X, Y und Z in einer
Fourierschen Reihe zur Lésung nicht notwendig, da man dieses statisch bestimmte
Problem unmittelbar durch Quadraturen lsen kann. Es 148t sich zeigen, daB der An-
satz (1) keine Beschrinkung auf spezielle Funktionen X, Y, Z bedeutet, auBer der Vor-
aussetzung ihrer Entwickelbarkeit in eine konvergente Fouriersche Reihe, welche Voraus-
setzung praktischnicht schwerwiegend -Z

ist. Sind ndmlich X und Z nach der Ko- - " Ll 529 [ mﬂ#ﬂ%‘i‘*ﬁ%ﬁﬂmﬂﬂl sy
Y g = A=
. ‘: I —> b ot —— o] .?
de/a.s/my.sb//a'er 7or M) o | t#
. /-\ ‘L'I 8
Abb. 3. Abb, 4. Gleichgewicht am Schalenstreifen.

sinus-, Y aber nach der Sinusfunktion von # g angesetzt, dann herrscht Symmetrie der
Belastung beziiglich aller Strahlen ¢ = an worin m alle ganzen Zahlen von o bis 2 #
durchlduft (vgl. Abb. 3). Schneidet man einen Schalenstreifen von der Linge ! und der
Breite% aus, der symmetrisch zu einem solchen Strahl liegt, dann erhélt man das in
Abb. 4 skizzierte Belastungsbild. Die Komponenten X sind dort der Ubersichtlichkeit

halber weggelassen. Lings des Randes @ = — 4 - treten nur Schubspannungen
@ 2n P 8

ty =% auf, wobei # nur den von & abhang1gen Teil der Spannungsresultanten

1
bedeutet. An den Réndern £ = o0 und & =—- wirken die Schubspannungsresultanten

= Z(E —obaw. L) " sinng und die Normalspannungsresultanten s, = s, COS % @.

£ = obzw,

Diese GréBen variieren mit ¢ vom negativen Extremwert iiber den Wer(t oam S)meetne-
strahl bzw. am Streifenrand zum positiven Extremwert. Ein Blick auf die Gleichungen (3)
lehrt, daB3 ein Ansatz der Belastungskomponenten, in dem sin# ¢ und cos# ¢ jeweils
vertauscht sind, zu einer analogen Loésung der Gleichungen fiihrt. Symmetriestrahlen

geh(':'oren nunmehr zu den Argumenten ¢ = yz—: Am einfachsten erhilt man die Span-

nungsresultanten durch Einfiihren einer neuen Veranderlichen y = ¢ — %, womit gilt
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N_ N - N _
X=X, sinngp= Zanin(m/H—?) DX, cosny,
1 1
N _ . yo
Y=23Y, cosncp ZY cos( 1,0—}——2—):2( Y, )sinny, (xa)
1 , 1
N __ Ny . x
Z=37Z, =Z’Zn sin (nzp+;)=22 cosny,
1 1

af _of Op é)_f_f
Jy e dy d¢ -

Es gelten also fiir die neue Verinderliche die Ergebnisse der Gleichungen (4) und (7),
wenn darin ¢ durch ¢ und Y, durch (— Y,) ersetzt wird. Sind z.B. die Komponenten
einer beliebigen Belastung geniigend genau durch eine abgebrochene Fouriersche Reihe
wiedergegeben, dann lassen sich, da das Superpositionsgesetz gilt, auf dem hier einge-
schlagenen Weg die Spannungsresultanten aus den Gleichungen (4) und (7) mit Hilfe der
Ansitze (1) und (1a) Glied fiir Glied berechnen. Dem konstanten Anfangsglied der Reihe
entspricht achsensymmetrische Belastung der Schale. Bei Symmetrie der Gesamtbelastung
zum Strahl g = o treten bei der Reihenentwicklung neben dem Anfangsglied nur Glieder

des Ansatzes (1), bei Symmetrie zum Strahl ¢ = % nur solche des Ansatzes (xa) auf.

Den vier Integrationskonstanten C;, C,, C,, C, bzw. ¢, ¢,, ¢35, ¢, entsprechend kann
die Kreiszylinderschale mit verschwindender Biegungssteifigkeit auch nur vier Rand-
bedingungen angepaBt werden, z. B. zwei an jedem End- oder Ubergangskreis. Wir
stellen uns deshalb die beiden Rénder der Schale beispielsweise durch einen Reifen (Spant)
gehalten vor, der wohl imstande ist, die Randschubkrifte aufzunehmen, jedoch Verbie-
gungen um die x- und z-Achse und Verwindungen um die y-Achse keinerlei Widerstand

entgegensetzt, Da ¢y nur in —% und % auftritt, so muB zur Vollsté'mcﬁgen Lasung eine dieser

Verschiebungen — unmittelbar oder mittelbar — durch die Randbedingungen an jedem
der beiden Endringe gegeben sein: erstes Paar der Bestimmungsgleichungen. Die andere
ist dann, soweit der Einflu8 von ¢, in Frage kommt, schon mitbestimmt. Das zweite Paar
kann dann durch die Art der Festlegung der beiden Randringe gegeben sein. So lautet
z. B. die Bedingungsgleichung fiir einen in der Axialrichtung freien Randring (freie
Lagerung) s, = o (statische Randbedingung), fiir in der x-Richtung unverschieblichen

Rand —Z— = 0 (kinematische Randbedingung). Fiir einen ,,durchlaufenden Rohrstrang

mit axial frei verschieblichen Zwischenringen erhélt man fir jedes Trennungsspant zwi-
schen den Offnungen # und (r + 1) die vier Gleichungen

3 v v
=’ & =% &, =0 @)

(2
a r1 r+1

SZT==S%+1s
und auBerdem noch fiir die Rohrenden je zwei Gleichungen, so daB zur Bestimmung der
47 Konstanten auch 4 (# — 1) + 2-2 = 47 Gleichungen zur Verfiigung stehen. Die Ver-

schiebungen i:— benachbarter Felder decken sich nicht ohne weiteres. Sie kdnnen jedoch

durch Kriimmungsinderungen zum Ubereinstimmen gebracht werden, was fiir den Span-
Ifllllngszustand der Schale ohne Biegungswiderstand voraussetzungsgemd ohne Ein-
uB ist,

Es wurde schon frither darauf hingewiesen, daB die Berechnung der Spannungs-
resultanten bei duBerlich-statischer Bestimmtheit (statisch bestimmter Lagerung) ohne
Eingehen auf die Gestaltinderung der Schale méglich ist. Auch bei statisch-unbestimmter
Lagerung wird man oft an Stelle der kinematischen Bedlngungen besser von den Gleich-
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gewichtsbedingungen des Schalenstreifens mit dem Zentriwinkel % (vgl. Abb. 4) Ge-

brauch machen. Die am Rande & =0 bzw. &= % wirkenden Schubresultanten £,

bzw. £1 werden zu diesem Zweck zu in Richtung des Symmetriestrahls wirkenden Reak-
tionen A, bzw. B, zusammengefaBt. Fir 4, erhdlt man

£ 7
+ﬂ +2—’;

At=ftosinx-adx =fazosinn<psinxdx,

T 2n 2n
und da ¢ = 7%’ + y,und deshalbsinn @ = sin mz 4+ nx) = L sinn y ist, soist, jenach-
dem m eine gerade oder ungerade Zahl ist,

+._._
2n _ cos -
A= + ato_fsmnxsinxdx; £ zaty 5
— i '
2n

In gleichér Weise werden Belastungsresultanten gebildet. Die in Richtung des Symmetrie-
strahls wirkende Lastresultante lautet z. B.

—a
J‘ nCOSH@COSy — Y, sinngsiny)atd ydé
0

Il
‘§.\=L_>§|=.

41
COS —

= 4 2.a2

1
a
2" (2, — Vo ae,
0
ks
co§ —

je nachdem m gerade oder ungerade ist. Fiir #» = I nimmt der Faktor _3 j’: die un-

bestimmte Form % an und geht fiir # — I gegen den Grenzwert —i—:—. Wie man sich durch

Betrachtung von Abb. 3 iiberzeugt, stellt # = I insofern einen Ausnahmefall dar, als
nur bei ihm eine #uBere Auflagerreaktion fiir die Gesamtschale auftritt, wihrend fiir
alle # > 1 die Belastungen unter sich im Gleichgewicht sind.

2. Sonderfille.

In vielen Fillen der Praxis hat man ‘es mit einer hinsichtlich x konstanten Belastung
zu tun. Fiir diesen Fall lauten die Gleichungen (4)

Sp=aZ,cosng, (4a:)
sx=——acosn<p[f,,£+( nwZ, — ¥, 2 ] C.&+C,, (4a2)
t = asimngp®Z,—Y,)E+Cr. (425)

Fiir freie Lagerung ermitteln sich die Integrationskonstanten wie folgt:
Nach Gleichung (4a,)
fir §f=o0: s,=0=0C,,

i = 1 14 = I .
fir § =—: s¢=o=——acosn¢p[X,,—a—+—;i(—>2(n2n—Y,,):J-—Cl-a—+Cs,
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hierau . i — — —
§ Cl=——%—cosn<p(n2,,——Y,,)——'X,,acosnzp:nc,cosmp,

Ci=— %Sinn(p(nfn— Y.) ——X‘,,,%sinnqo =csinng,

und folglich nach (4a,)

2a ”

t=asinngnz,—Y,) (E-—L> —Zngsinng.
Die Gleichungen fiir die drei Spannungsresultanten lauten also

Sp=aZ,Ccosng,

Sy =—acosnonz, —Y,) "2—5(5__ _2) ,
. N P X,
t = asinmnp[(nZ,— ) (6— ) — 32|
Fiir das Mittelfeld einer tiber unendlich viele Stiitzen gleichen Abstandes durchlaufende

Zylil}derschale (axiale Einspannung) erhilt man mit Hilfe von Gleichung (7,) auf S.25

fiir £=o0: Ehv—:—=o=C3,

fiir 5:-2—: Ek%:o:—lcosmp[i,‘l-z%-{- %(%)Z(n'z'n—?n) +vz,]
C, /12 1
_*;L('a_> +C27+Ca’
Sonach .

I -+ ! n/l\% = /n® I2
2C1— Ca=— “COS”‘P[Xn;};—‘ '5‘(7) Y, + Zn('g';; -+ V)] .
Eine weitere Bedingung zur Bestimmung der Konstanten erhilt man aus der Betrach-

tung des Gleichgewichts eines Schalenstreifens nach Abb. 4 um die Endkreistangente

an den Punkt: & = % s @ = ’—%ﬁ Die Gleichung lautet, wenn die schon frither be-

rechneten Werte 4, und 4, beniitzt werden,
1 7 7T
4 " _ CO§-— cos —
2J‘tad§'a(1—cosz—n) + 2at,

0

2n 2n , = s, b 1
S Il+2a3n2__1(n2n——Yn)—a~-~;=0,

Und nach Einsetzen der ¢- Werte aus Gleichung (4a,) findet man

7T
ot _ _ ; al®cos — _
{T(nZn—-Yn) —|—al61] (I-—-COS%) + 1 cos = 4 2;;‘ nZ,—Y,) =o.

n® — 1 2n 2(n® —

Hieraus ergibt sich ¢; und damit auch
Cy = — é—sinnq)('n—Z_n — ?n) .

Ci =——%£cosntp(n7n— Y.,

und hiermit Cy=acosng [55 i _’1(1)2?” — 7, (Jf L v)]

Taa iz\a 12 a?

Die Spannungsresultanten finden sich nach Einsetzen der Konstanten zu

So=aZ,cosne,

§, = — acosntp{fn(é——;%> +nmZ, —Y,) [l(i>2+§(5_%)]~ vzn},



30 Miesel: Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. Ingenicur-Archiv

Einen wichtigen Sonderfall stellt das unter Druck beliebig geneigte Rohr dar. Aus
Abb. 5 liest man sofort ab
Z=yH=y(Hy+ xsine 4 acosxcosg).
Fiir das Eigengewicht eines solchen Rohres lauten die Kraftkomponenten?

X=yp,hsine, Y=—y,hcosasing,, Z=ynhcosacosg,

worin y,, das spezifische Gewicht des Baustoffes bedeutet. Nach Einsetzen in die ent-

wickelten Gleichungen mit # = 0 bzw. # = 1 erhiilt man die Spannungen. So ergibt

sich z. B. fiir das eingespannte wagrechte Rohr

—_— = (x = 0) folgendes Spannungsbild aus Wasser-
fiillung (spez. Gew. ¥ = /1999 kg/cm?)

S =  yatcosg,
= yatemg 3 (2 + -4 -]
P = ya%inqﬁ(&'——;%).
Abb. 5. Geneigtes Rohr unter Druck. Man erkennt, daB die Lingsspannungen mit

denen des als gewdhnlicher Balken betrachteten
Rohres identisch sind, wenn man von dem EinfluB der Querdehnung absieht. Fiir den
mit y a2 = kg/cm belasteten eingespannten Balken gilt ndmlich

b= —pan B3 (3= —renli )+ e )
- hatn _____hazrn :
acos @ cos @’

__ e NN AALIER N2 5=

Ty = —T°°S‘P[?;(7;) +-(—2)]=%

Entsprechende Betrachtungen lassen sich fiir Eigengewicht anstellen. Der statisch giin-
stigste Lagerabstand fiir ein Rohr ohne Uberdruck ergibt sich im Hinblick auf die Wirkung

der Querdehnung aus der Bedingung, daB die absoluten Werte der Gesamtmomente
(Spannungsresultanten s,) im Feldmitte und um Auflager gleich werden,

l=ayV48v=d}y1zv. (9a)

Fiir Eisenrohre mit ¥ = 0,3 erhélt man ! & 2 d. Dieser Wert gilt nach dem Vorhergehenden
fiir die Schale ohne Biegungswiderstand und fiir die bei ihr zugelassenen Spannungen.
Betrachtet man, wenn fiir den Augenblick den Entwicklungen der nichsten Kapitel vor-
gegriffen werden darf, den genauen Spannungszustand der biegungsfreien Schale, wie
man es bei hoheren Beanspruchungen tun muB8, so ergibt sich, daf die mafgebende Span-
nung im wesentlichen den aus den Gleichungen fiir biegungsfreiec Wand folgenden Deh-
nungen ¢, am Rande proportional ist. Fiir achsensymmetrischen Druck wird
vaH
&= Eh 2,
fiir nicht achsensymmetrische Wasserlast mit ¢ = 0 bzw. = nach Gleichung (6)

x _re 21’2[.1(_’_)2_}
to=TF% T Er|2\3 v|v.

Da sich der Proportionalititsfaktor zwischen Randspannungen und den vorstehenden
Dehnungen, der mit w bezeichnet werden mége, nur wenig fiir beide Biegungsspannungen

1 Siehe Schwerin, a. a. O. S, 346.
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unterscheidet, kann man fiir die GroBtspannung schreiben

a’[Hy-+a l\2
Umawa'L[‘—Bi‘_"?’z‘}“l‘%(“;)];

EhR a
oder
a? (Hy+a AT
omax & 0+ T [F5 + ()]

Bezeichnet man mit 7 =—-E9;;E

dann muB sich bei giinstigster Ausniitzung des Querschnitts das erste Glied von Omax

das Verhiltnis von Druckhshe zu Rohrdurchmesser,

zum zweiten verhalten wie % Es erhilt so der zweite Teil fiir sehr groBe Druck-

hshe Hy nur einen geringen Anteil an den Gesamtspannungen Opy, wihrend fiir reine
Wasserlaét (Hy = a, n = 1) beide Glieder gleich groB werden. Man findet den wirtschaft-
lichsten Wert fiir / zu

= dV:? {gb}

Fiir eiserne Druckrohre folgt / = 4,54. Bundschu® empfiehlt auf Grund praktischer Er-
wigungen ! = 4 4. Nach unseren Ermittlungen wird man am besten in Hinsicht auf
Gleichung (ga) fiir Niederdruckrohre den Wert ! = 4,54 unterschreiten, wahrend fiir
Hochdruckrohre sogar eine geringe Uberschreitung ratsam ist. '

1. Schale mit Biegungswiderstand.
I. ‘Aufstellen der Differentialgleichungen.

Bei der biegungsfesten Schale treten zu den Spannungsresultanten der Abb. 2 noch
die Biegungsmomente b, und b,, und die Torsionsmomente &, und &, mit den zugehérigen
rimmungsinderungen
%; und %, und dem
Verdrehungswinkel T,
ferner die Scherresul-
tanten #, und #,. Das
Kriftespiel am Schalen-
element ist in Abb. 6
dargestellt, wobei die
Spannungsmomente
durch Vektoren mit
Doppelpfeil  hervorge-
hoben sind2, Die auf
die Flicheneinheit be-
zogenen Spannungen hdngen mit den Resultanten wie folgt zusammen

5 6b n
Gy = —};5 , O, = 57 » Tomittel = 7 » (10)

Abb. 6, Schnittresultanten am biegungsf Schal t

tiir Osgps Opy, UNA Top mittol lauten die Beziehungén entsprechend. Nach Love gelten folgende
Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen3

A E, = W, atx, = w'", (TI1u.4)
gep=v +w, atry=w —0v, (TT2u.5)
ay =v +u, aly =w' — 7. {(IX54.6)

—————
! F, Bundschu, Druckrohrleitungen, Berlin 1926.
% In Abb. z und 6 sind die Faktoren 4 » bzw. a d p weggelassen.
* Vgl. auch Schwerin, a. a. O.
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~ Spannungsresultanten und Spannungsmomente sind mit den Form#inderungen verbunden
durch die Gleichungen

D A
sx='mﬁ'(£w+'v€9,), bw=—D("m+”"¢)+smﬂ’ (12:0.4)
D :
S?’:I;z (ep + V&), bp=—D (xp+ vx,), (T220.5)
Di—v h?
ty= "y, do= D(I—77—ty——, (125u.6)
o= —D (1 —)7. (x25)
D ist die Plattensteifigkeitszahl
Do _E BB _ ER
T I —92'12.b6 12 (1—9%)"

Die s, und ¢, enthaltenden Zusatzglieder fiir ,,undd_ sind in die Gleichungen aufgenommen,
da die Biegungsverzerrungen z x,, z %, und z v klein gegen die Reckungen ¢,, ¢, und y
sind!, - Aus Abb. 6 liest man die Gleichgewichtsbedingungen am Zylinderelement ab

Sy — £, +aX=o0,. (131)
Sp+tz +n,+a¥=o, (13.)
Ny + Ny —Sp+aZ =o0, (133)
dg + ang, — b, =0, (x3.)
dy — an, + by =0, (x35)
—d, + at, 4 ai, =0, (136)

Diese fiinf partiellen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und die gewshn-
liche Gleichung (13,) geben zusammen mit den sieben Gleichungen (12) und den sechs
Gleichungen (11) die notwendige Anzahl Gleichungen zur Berechnung der 19 Unbekannten

u v w

2 oz EerCpr Vs K ey T, Sgs Se tos bes ba) bqa; Ay, dtp; Ny N
Mit Hilfe der Gleichungen (12¢) und (12,) kann 4, und mit Hilfe von (13¢) ¢, durch
¢, und d, ausgedriickt werden v

bpm= —dy—tymre,  Hy=D gm0 1e), (14eu.)
worin
hﬂ

E=——3 (15)

Damit lauten die Gleichungen (13)
s+ % pi(14e)+aX=o0, (13a:)
S+l + 7y +a¥Y =0, (13a,)
ne+ e — S, +aZ =o0, (133,)
&y + ang — b, =o, (132,)
d,+ act, — by + an, =o0. (13a5)

Wird fiir die Belastungsglieder X, Y, Z wiederum der Ansatz (1) verwandt und werden
die Spannungs- und ForménderungsgréBen analog zu den Ergebnissen bei der nicht-
biegungssteifen Schale in Funktionen von bzw. sin # ¢ und cos # ¢ angesetzt, dann ver-

1 Love-Timpe, a.a. 0., § 329. Dies trifft in gentigendem Abstand von den Réndern zu. Da im ali-
gemeinen jedoch hauptsichlich die Biegungsmomente am Rande interessieren, kommt den Zusatz-
gliedern keine wesentliche Bedeutung zu.
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wandeln sich die partiellen Differentialgleichungen (13a) in totale. Setzt man also

X =X,cosnp, Y=Y,sinng, ' Z =Z,cosnp,
Sy = 5,COSNQ, b, =b,cosng, #, = T, COS NP,
Sp==SpCOSnP,  b,=b,cosng, n,=T,snng,
ty =t sinng, d, = d,sinng, | } (26)
£y = S, COSHQ, 2y == %y COSNP , % = UCcoSHQ,
&g = E,COSNQP, xq,=§¢cosn<p, v=ysinng,
y =7psinag, - T=T7Tsinng, W =W CcosNny,
dann wird aus den Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen (1)
B=2, 0y =2, (175 u.4)
'éw:n\%»l—-zz—, ?ws—n(n%—i—%), (172 u.5)
7:%—11%:-, at ::—(nf:‘—’q—% , (175 u. 6)
und die Gleichgewichtsbedingungen (13a) lauten
§;+¢z‘-iai + nt (t + &) + aX, = o, (18,)
—ns5, 4+t  +7, +a¥,=o0, (18.)
Ty + 0, — 3, +aZ, =o0, (185)
dy + an, -+ nzq, ' =0, (x8,)
ndy + nasty— by + af, =o0. ‘ (18)

Zur weiteren Berechnung wird auf die ForméinderungsgroBen iibergegangen, und zwar
soll gezeigt werden, daB simtliche Spannungsresultanten und -momente ‘durch die vier -

GréBen % s Eps % und P ausdriickbar sind, wenn & die groBte Meridiansteigung bedeutet,

d. h. den Winkel, um den die deformierte Mittelfliche jeweils an den Stellen zur Erzeu-
genden geneigt ist, in denen cos # ¢ = I ist, also

=2 - (19)

dx
Dieser hier erstmals eingeschlagene Weg bietet den Vorteil, daf gleich die Werte gefunden
werden, die fiir die Randbedingungen hauptsichlich in Frage kommen. Die Spannungen,
die meist nur am Rande interessieren, findet man dort vereinfacht, da die Randbedin-
gungen gleich beim Einsatz der Verschiebungsgrofen beriicksichtigt werden koénnen.
Vor allem aber sind &, und & die maBgebenden GroBen fiir die Naherungslésung. Im
weiteren Verlauf der Ableitungen werden zur Vereinfachung die Striche iiber den Buch-
staben wieder fortgelassen.
Aus den Gleichungen (17) erhilt man

i“u"
a

Dl S
und damit &, = %’ , ax, = ¥, {(20; u.3)
Y=gl =B —ni,  ax=—@ DTz, (@)
ar = — —[("* — 1) 9 + &]. (z0,)
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Diese Werte in die Gleichungen (12) eingesetzt ergeben

wm (S e, b =2 = vty —r 01— 9 2] e
e 2o, Lt ST e
T T

Die GréBen £, und d,, sind durch die Gleichungen (14) sowie (21,) und (21,) auf die vier

FormianderungsgrdBen zurlickgefiithrt. Da % und ¥4 durch die einfache Beziehung (19) mit-

einander verbunden sind, bleiben als endgiiltige Unbekannten nur %, £, und #. Die not-
wendigen drei Bestimmungsgleichungen liefern die fiinf Gleichgewichtsbedingungen (18),
wenn daraus noch #, und #,, eliminiert werdén. Aus Gleichung (18,) und (18,) erhélt man

an, = —d, — nb,, an, = — nd, — naet, -+ bz . (22; y. 2}

L

Durch Einsetzen in die iibrigen Gleichungen (18) érgibt sich

asy +nd, + na(x+et,=—a*X,, (23:)
—nas, + aty; —dy—nb, = —at¥,, (23.)
—ndy — naely + b — ndy — n2b, — as, = —a*Z,. (23;)

Zum Ubergang auf die FormanderungsgréBen werden diese Gleichungen noch umgeformt.
Die zweite Gleichung wird einmal nach £ differentiert, um % zu entfernen. Zieht man ferner

von der differentierten ersten Gleichung die Differenz zwischen der 3. und der mit #
multiplizierten 2. ab, dann erhilt man

asy +b” +ant—1)s, = —a¥ (X, —nY,+ Z,), (24:)
—nas, —dy + aty —nb, = —atY,, (242)
asy -+ nd, +-na(x 4 e)iy,= —a?X,. (245)

Nach Einsetzen der Werte aus den Gleichungen (21) und nach Zusam-
menfassen der Ausdriicke ist das Problem auf die Lésung der folgenden
drei linearen simultanen Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten zuriickgefiithrt

w'a:(l—l—s)-*—%v(nﬂ——x)—eﬁ”’—l—ﬁ'W(”z*‘I)“‘E:ll’ v(1+2¢8) + & (nf —1)
I—‘l’ a(X' nY,,-I—Zn)» (25’)

4

v —e) + (1 + &)+ 9" [(x—v)(x + 38)——2%28]—}— D2nie(n? — 1)
— &g (T—¥) (x4 3¢€) +- e, 202 (1 + &) = Eh znaY;,, (252)

0w’

2 m-;-%z(l-—v)—ﬁ(I—W)[I+28(%2— 014 e [(T —2¢8) + (T + 2¢)]

a

= — ;- 2aX,. (255)

2. Losung der homogenen Difierentialgleichungen.
Das Tripel allgemeiner Integrale des inhomogenen Systems (25) findet man be-
kanntlich, indem man zunichst die allgemeinen Losungen des homogenen Systems
(X, =Y, =2, =0) bestimmt und dann je eine beliebige Partikularlésung addiert.
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Zur Bestimmung der allgemeinen Integrale des homogenen Systems setzt man
2= dett, 9= Bets, g, =Ceil. (26)
Ij‘ Uhrt man namlich diese Werte in die Gleichungen (25) ein, dann erhiilt man fiir die willkiir-
lichen Konstanten 4, B und C ein System homogener linearer Gleichungen von der Form
a;A +5,B+¢,C=o,
agd + 0B + ¢,C = 0,
agd + 03B + ¢c,C =0,
welches dann und nur dann Losungen besitzt, wenn seine Nennerdeterminante verschwin-
det. Die 4, B, C sind damit bis auf einen beliebigen Faktor bestimmt. Die 4 sind Wur-
zeln der sich aus der Bedingung des Verschwindens der Determinante ergebenden ,,cha-

rakteristischen‘ oder ,»Determinanten®-Gleichung. Die Determinante 18t sich in unserem
Falle ohne weiteres aus (25) ablesen.

ay by o4
A=\la, b, ¢,
- . ag by ¢4 .
ALR (14 g) - (n2—1) 9] eA[— A2 v (12 — 1)] 22 (1 - 26) + (2 — 1)
= }‘2"2[?'(I~s)+(1+s)] A2 [(1—w) (113 8)—28n2]+- 263 (n2—1) —A[(T—¥)(1436)A2—2n%(1+¢)]
2B — 2 (r ) — (@ — ) [1+ 2e(m — 1)] AT —2)% v (1 + 2¢)]

Beim Auswerten der Determinante kénnen alle Potenzen von & als kleine GroBen
Zweiter Ordnung vernachldssigt werden, da nach den Voraussetzungen der Schalen-

theorie schon 2 einen kleinen Wert darstellt. Nach langerer Rechnung erscheint die charak-
teristische Glgichung, wenn nach fallenden Potenzen von A geordnet wird, in der Form
A = a by + aghgcy - aghycy, — a3biCy — agbicy — aybycy
=alB+bAS - cA+di2te=0,
worin bedeutet
d=2¢g(r—v), b=—8nte(x—»), c=2(1—»[6en2(n2—1)4 (x—2)(x+ 3¢)]
d=—-8n2£(n2——1)2(1—v), e=2unte(nt—1)2(x 4+ %).

Nach Teilung durch 2 = 2 ¢(1 — ») lautet die Bestimmungsgleichung der Exponenten
SchlieBlich )

1 — 92

2 — gm2 8 4 [Fo2 (x4 36) +6m(n2—1) | 20 — 4 (42— 1)2 22 w8 (3 — 1) = 0. (27)
Mit Einftihren von
p=2, p=wr k="""430~ =Y, (28)
ergibt sich
u—gppt+k+6p(p —DIp —4p(p —12u+p2(p — 1)t =o0. (29)

D_iESe Gleichung vierter Ordnung wird nach Wegschaffen des zweiten Gliedes durch
Bilden der Resolvente gelost, Mit y = p — p findet sich

Ve +(k—6p) ¥+ 2pk—2(p + D]y +p2(k — 3) = 0. (39)

,* Es kénnen nur quadratische Glieder in # auftreten, da der Ansatz (1) fiir positives und negatives#
8leichbedeutend ist. ‘

1 Hiitte 1 (1925) S. 51.
3*
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Die zugehérige Resolvente lautet
B T i xakp —ahpt+ 4899 — Dk —2(p + DF = 0.

Mit x =2 — k—_ﬁ—ﬁ—ﬁ erhilt man die vereinfachte Gleichung dritter Ordnung

#— M+ 12p(p— 1] — (g b+ 182 (0 — D]+ 2 (p — 1
=24+mzt+g=o0. (31)

Die hier nicht weiter ausgefiihrte Diskriminante ist kleiner als Null, so daB also drei
reelle Wurzeln vorhanden sind, welche in der trigonometrischen Form

Z 2rn
z=2V?cos?1+T—, r=o0, I, 2, (32)
berechnet werden kénnen, wobei

cos @ = V — _VM (33)

ist. M ergibt sich mit den Werten der Glelchung (31) zu

S ey s

Im Rahmen der Vernachlissigung von &? sind unter der Wurzel alle Glieder (%)r, die

M=71—

hoher als vén der zweiten Potenz sind, klein von der zweiten Ordnung. Da jedoch die
Zihler der Glieder von M mit Potenzen von p(p — 1) wachsen, ist eine Vernachlissigung
nur fiir kleine » statthaft. Es ist deshalb angebracht, die Wurzeln mit Einsetzen der

Zahlenwerte fiir » und g zu ermitteln. Mit x = z — f:c;éf und den bestehenden Abhingig-
keiten finden sich die vier Wurzeln der Gleichung (29) zu!

=+ Vm+ Vo + Vo +2, (34:)

w=+Vu— Vo —Vu+s, (342)

to=—Vn—Va+ Y+, (345)

to=—Va+ Vo —Vn+p. (344)

Der Ubergang auf Zahlenwerte zeigt, daB die Wurzeln g und g} klein sind gegen
piund ). Daher lassen sich nach dem Graeffeschen Verfahren? andere, fiir die Anwen-
dung bequeme Naherungswerte ableiten, deren Genauigkeit, wie sich zeigen wird, in
fast allen Fillen der Praxis geniigt. Fiir x4 und g} gilt

p—apu+k+6p0p—1l=o0, (292)

plo=2pVapt—k—6p2 +6p=2pLiVk+ 2p(p—3), (34)
fiir pg und g

ap(p— 1) Pp—1r
M= rresp-nt T Erorm -1)“0' (29b)
. _2p(p—3p 47 (P _ P
: "3"_k+6p(p~ril/[k+6¢> —1)12 E+6p(p—1)
oder
Moo= ot e — =ikt 26— D@ + 2. (34D)

! Die Wurzeln sind zum Unterschied von den endgiiltigen ,,Abklingungszaillen" (siche S. 37
und 38) mit Strichen versehen.
2 C. Runge u, H. Kénig, Numerisches Rechnen, Berlin 1924.
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Die Exponenten 2 finden sich nach Gleichung (28,)

Z=j:ﬁ7=:tVEiibziV;Va2+b2+a:tiV§Va2+b§~a.

].3ezeichnet man nunmehr den reellen bzw. imaginiren Teil von 4 mit x, und ux, bzw.
tUyund 7 g, dann ist

m=V11ET 656 —D—9, (35

po=VaVE+6p0—1) +9p, (352)

Ha:']/%.v% V& +6p—1—p—1), (355)
%.Vé VET6p0—1) + (p—1). (354)

Die acht Wurzeln der Gleichung (27) lauten

M= —ps—1p, A= —p— ik,

Ay = +M2+iﬂ1, as= +,u4+z',u3, (36)

Ay = — g -+ iy, A= —pgtip,

A=+ pa— 1, A=+ py— i us.

InTabelle 1 sind die mit Hilfe der genauen Koeffizienten # und ¢ der Gleichung (31) ge-

fundenen u-Werte den nach dem Graeffeschen Naherungsverfahren ermittelten gegeniiber-
gestellt!, Dije Tabelle ist fiir die Werte 2 = 1000 und % = 10000, entsprechend -;i Py ﬁ
und % R 3—I0 (» = 0,3), und fiir # = I bis 5 und # =10 aufgestellt. Man erkennt, daB die
AbWeichungen gering sind. Der Fehler wichst mit # und nimmt mit groBer werdendem %

ab. Bis zur Grenze & < 6 p(p — 1) sind die Niherungswerte um weniger als 5% ungenau.

Tabelle 1.
—————— .
n =0 n==1 n =2 n=3 h =4 n=275 n = 10

gen, | N4h.| gen. |Nah.| gen. | Nah.| gen. |N4h.| gen. | Nah.| gen. | Nah. | gen. | Nah,
§ #, |3.983,98]3,82 3382351 (3,51 {3,15 (3,15 |2,87 12,03 | 2,66 | 2,98 | 2,19 | 4,80
= B2 }3,9813,08]|4,10]4,10]4,50 4,50 |5.22 |5,28 |6,09 |6,37 | 7,05 | 7,66 ]12,10 | 14,90
B ] #s ] o o | o o |0,354/0,386]0,751]0,741]1,04 lo,975) 1,24 | 1,14 | 1,72 | 1,98
S 'R .0 o) o o |o,419/0,465]1,162|1,162)2,05 1,97 | 3,00 | 2,75 7,89 | 6,03

— .
§ #1 |7.07|7.07]7.00]7,00]16,80 |6,80 |6,49 6,42 |6,15 6,12 | 5,72 | 5,77 | 461 | 504
S | #s | 707|707 7,14 | 7,14 17,34 (7,35 |7.74 |7.70 |8,32 |8,34 ) 8,09 | 9,12 l14,70 | 15,21
I | #s ] o o o o )o,234/0,238]0,545|0,549]0,865/0,808] 1,265 | 1,230] 2,75 | 2,16
bl My o o o o |0,266l0,252]0,642l0,645|1,185(1,196] 1,911 1,90 5,48 | 5.74

Bemerkung: Die Grenze k < 69 (¢ — 1) wird fiir £ = 1000 mit # = 4, fiir & = 10000 mit 7 =6
SrTeicht,

Bis dahin und auch noch in beschrinktem MaBe dariiber hinaus reichen die Werte aus den

Gh’fichungen (35) aus. Wenn z. B. die Beiwerte X,, Y., Z, einer beliebigen in Fouriersche
cthe entwickelbaren Belastung mit wachsendem # schnell fallen, dann bleibt trotz des
Wachsenden Fehlers der Exponenten fiir die zu ermittelnden Spannungsresultanten und

“Momente Konvergenz bestehen. Fiir # = o (symmetrische Belastung) und # = 1 decken
-\_

R ! Die genauen Werte sind mit Rechenmaschine und Logarithmentafel berechnet und dann auf
e‘~"hens¢:hiebergenauigkeit abgerundet. Die Niherungswerte sind mit dem Rechenschieber ermittelt.
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sich genauer Wert und Niherung. Im ersten Fall erhalt man die Geckelersche Ab-
klingungszahl!

p=ta=p=—=Vk, my=p=o0.

1 2 VZ ) 3

Im zweiten Fall ergibt sich das von E. Schwerin auf anderem Wege abgeleitete Werte-
paar?

m=YV1vE—1. m=VaVE+1, m=m=o.
Die Losung des Differentialgleichungssystems (25) hat mit den Wurzeln der Be-
stimmungsgleichung (36) fiir ¥ folgende Form .
9= Blg—l’ZE e—tmé + B, et2f gk B, g~ #28 girmk B, evak g—=tmk
+ Bye—tabg—iras | B erabgtust 4 B, gtk e'r3k - Bgetal g—inak,
oder nach Umformung
§ = e~#5 (B, + By)cos yu; § —i (B, — By)sin , £]
+ et2f [(By + By)cosuy £ + 1 (By— By sinpy §]
+ e~ [(By + By) cos puy & — i (By — By) sin €]
+ &8 [(Bg+ Bg)cos p & 4 1 (Bg — By) sin g &]. (37)

Fir % und ¢, haben die Gleichungen dieselbe Form, nur daBl an Stelle der Konstanten B

) Lo . 4 ‘
bzw. die Buchstaben A und C treten. Die Verhiltnisse 5 und —;— werden aus der ersten
und dritten Reihe der Determinante abgelesen

_ byeg—bgey

= —JpT -2, (38
4

4
B ay g ~— agty
Fmoanshh_ 1, (38)
und nach lingerer Rechnung’
= — (T4+velt+ 2{y(@x—2»)+ev[(3n?— 1) — v (n2 + 1)]}
+ 2 —1 (T —»)[1+ 28— 1)]
=—altolte, | (39:)
B=MEx—»—e(x+v)]—(T—»)2[2(n — 1) —2»(T+ 2¢8)]
+ n2(m? — 1) (1 — )
=LA — L2+, (39:)
y=A{zeld — R2[(1—v) —e(x +v) + en? (3 — )]
— (I —v)(m2—1)[1 + & (n2 — 2)]}
= A{hy A — by 22 — Ry} . (39s)
Setzt man fiir die Konstantensumme der Gleichung (37) neue Werte ein
B, + By =CY, i (By— By) = (5,
B, + B, = Cf¥, i (B, — By) =Cf,
Bs + B, = C3, i(By— B;) = (g,
By + By = C7, i (Bg— By) = Cy,

(40)

1 Siehe a. a. O.
2 Siehe a. a. O.; die Abweichung gegen dort ist klein von der zweiten Ordnung und riihrt von der
verschiedenen Vernachldssigung der &2 her.
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dann findet man

A1+A3‘ = _ﬂ%%ﬁ_&cf+i“1%gﬂ?ﬁlc; ,
; _ _____‘}g_%_‘{‘“sﬁl *___-051133—‘13/31 *
i(Ay—Ag) = 2.31%53 C; N A Ccy, .
A2+ A4 = _gﬂ,é‘?%?ﬁcg+ia2%é;ﬂtlﬂz Cr ,
i-(A2~A4)=~§%§#’EC§_i§2%I;TEﬁC;,

US\Y. mit Vertauschung der Indizes. Fiir die Konstanten C tritt an Stelle von « die
GraBe y. Aus den Gleichungen (36) erhilt man die Beziechungen

=28 = i+ 21 ppy — i, (42:)
B==pu—20up,—pui, (422)
==t 20 uspg — 43, (42s)
B=R=pl—20pm—p, (424)
M=MN=pt+pi—6pim+4ipmud — 47 pdp,, (425)
M=A=pi+pt— 64303 — 4t pd + 45 pd ps, (426)
Jg=Ag=pi+ pud— Opuf + 4t pypui— 47T pip,, (42)
M=Ag=pi+ s —O6pdud— 4ipspd+4ipdp,. (425)

Demnach sind zwei aufeinanderfolgende Wertepaare von a, 8, ¢ mit den Indizes (2 v 4 1)
lln.d (27 -+ 2), » =0, 1, 2, 3, fiir  und B einander gleich, fiir ¢ entgegengesetzt gleich.
Mit Beriicksichtigung dieses Umstandes lauten die Gleichungen (41), wenn fiir die Aus-
driicke mit o der Beiwert v, bzw. — », fiir die mity g bzw. — g gesetzt wird

A1+A3 =+ Cl +9,C5, Ci+C =—oCf +0,C
i(Al-A3)=+v1C;~v2Cf, i(cl~_cs)=“Q1C;*92C‘r:

Ay + A4y = + 9,05 +9,Cf, Co+Cy =—0.C5 +0,CF,
i(Az—A4)=+V1Cr ~2,Cy s i(Cy—Cy) = —0,Cf —0:C5, (43 bis 43.0)
As+ 4, = — 9, CF —9,CF, Co+Cr =+ 0,Cf —eiCs ’ '
i(AB“A7)=“VsC:+”4C;: i(Cs—Cp) = +0,C¢ +04C5
A0+A8=—v3C;"—v4C§‘, Co+Cy = +05C7 —0.C3 s

i(AB_As)=_1’3C§+”4C;: 1(Co— Cg) = + 03 Cs + 0,C7 -
Im folgenden werden die Beiwerte » und g berechnet, wobei noch folgende Beziehungen
2U beachten sind,

k=k+6p(p—1), (44)
My =2gdy=pi+ pi= V&,
=28 = (1 — p2)? — 4ui pE + 45 pa pn (U5 — 13)
A= Af = (uf — pi)® — 4483 4§ — 47 py o (U3 — p53),

2

p—ui=2p,  wm=" - =+ 2p0—3),

Tod =ty = i+ g =PECT,
%...s analog 1% ,, Mg — u§ = 2p(pk,— 1)2’
2(p __ Y\E[ R 2(p _ 1)
wp =L p x| S ECE g 2p(p 4+ 1) — 4.
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Mit diesen Werten und mit Hilfe der Gleichungen (39) und (42) ergibt sich

e _%&: —[—h@kr?t2phg+hg)F — (hgs—lg) b —lLgk
+lsgs—2p (lags —138) + 8%l gs _l3g1)]:[12kl2— Elaphly+ 2L, —B)

+B—4pliy+ 1692 1) = + Tg‘l "‘-Elp [(2? > (h8e—lagr) — (hgs + 1 gz)] .

Bei Ausfithrung der Division wurde wiederum beriicksichtigt, daB —% von der Grolen-
ordnung ¢ ist. Mit Einsetzen der Werte ! und g erhilt man

N o
n=E2 Tt — (1) (45:)
Auf dieselbe Weise findet man fiir »,
. —_ [} — 1 8
vy =1 a;%ﬁlﬁ:aﬂl = — 2 by Uy 26’1lgk'1”_2
oder
p = it (455)

Die Werte », und », ergeben sich aus dem Vorhergehenden, wenn in den entsprechenden
Ausdriicken g, und g, durch g, und u, ersetzt werden. Mit der iiblichen Vernachlissigung
lauten die Ausdriicke, wenn sie der Gréfenordnung entsprechend in umgekehrter Reihen-
folge als bisher angeschrieben werden,

' Y
”3=E5—ﬁ_;73%‘;~—% = {lsgg_\—f(f’k, ) [2(ags—1l3g) + (g + l1gs“lsg1):l}
—_ 2
2 {B— 2L [ 4 4 bty — B)])

. — 1)2 l
=&y ?___(f’lg =3 [aga+ lagd) (2—2 —,f) +p g+l

oder
=g [F+ =D +2v+ ). (455)
Ebenso erhilt man
i [/ [/
v, = Gsﬁ;ﬂsg:ﬁs =2#2”4{2g3"g_3ﬂ
— 1)2 1 I l .
+ 2 (4 —2p) (b — s — bt t hag) + 2Phe +2he)|
oder
vo= Lol (@ L) [+ 306 — 1] — p[(p — 1) (1 —9) — 294]}. (450
Analog ermitteln sich die p-Werte. Es gilt
0, = Bsvi+Biys _ — a0l + 0%, (462a,)
2 1 Bs
0, = BsV;ﬁlg:/s = 4 py 0} + Us 05, (46a,)

wenn p; und g, mit », und v, gleichlautende Ausdriicke sind, in denen fiir g jeweils % ge-
setzt ist, also

’ k l
o= (et = ) O b — i+ )

oder

o= 2(Ik+ ?) —Slz—v(p—2)] (471)
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und , Iyhy — Uk
02 == — 2 Uy U _1_‘17;_’;_1__2_
oder
op = 2hite, : (472)
Nach Einsetzen in (46a,) und (46a,) und Zusammenfassen ergibt sich
=,u2{—2(1k+v)+7:7[2(#?+1)—”(7’_2)]}’ (46:)
1
o= m{+ 2+ Sl — )+ — 2] (462
Die Beiwerte g, und o, lauten
. + ’ 14
03 = — %ZL: — MaQ3 + U3 01> (46a;)
04 = ’5‘7‘7;5 B, g:_%_ = + g Qs + U305, (46a,)

Wenn g} und g/ , wieder die Ausdriicke darstellen, die sich ergeben, wenn in v und », 4 an
die Stelle von g gesetzt wird. Nach langerer Umformung erhilt man dann

o =gp ¥+t zvip—1) — 1, (475)
e;~2;‘:,§‘,‘{ 12K +ap— 1] — (b —Dri2+ P

+#) (x — ) — ]}, (47,

Von einer Zusammenfassung der endgiiltigen Ausdriicke fiir g, und p, wird abgesehen,
da diese zu uniibersichtlich werden. Mit den Beiwerten 4, » und g der Gleichungen (35),
(45), (46) und (47) lautet nunmehr die Losung der homogenen Differentialgleichungen (25)1

& = 4 e~ #2E[C cos py & — C3 sin puy E] + 28 [Cy cos p; £ + Cf sin u, &)

4 e~ #E[CF cos pyé — CFsin py E] 4 245 [CF cos py& + C¥ sinp, &1, (48:)
*Z- = 4 e~ [(py C¥ o v, C}) cos py & — (v, CF — v2Ci“)sip‘u'1§]

+ ered [(v,CF + v, CF) cos g, & + (v, CF — v, C3) sin g, £]

~ g=aE[(vy CF + v, Cg) c0s ptg & — (v3 Cg — v, C7) sin py £]

— o4& [(vy CF 4+ v, CF) cos py & + (vy C§ — v, C¥) sin py &, - (482)
&y = — e #2E[(0, Cf — 0, C¥) cos piy & — (0, €5 + 04 CF) sin 11, &]

— o€ [(0y CF — @2 C) cos pty & + (0, CY + 0, C3) sin py €]

+ e 48[ (0, C5 — 94 v) €08 g & — (@3 C¥ + 04 C¥) sin uz £]
Ferner § + e#f [{03C7 — 02 C¥) cos 3 & + (03 Cs + 04 C7) sin pg £]. (485)

er ist

__—'i‘ a[(/ﬁc + 4ty C3) sin gy & — (uy CFf — py C¥) cos puy ]

ui +#
ohad

M+M

ﬂ;ﬁ‘[/‘sC*+ﬂ4C:)5inﬂs§“‘ (:“4(::—:“3(::) Cosﬂaf]

EET + e 7 [(s CF + 1y C3) sin ptg & + (g CF — 33 C5) cos p5 €] . (48,)

2y L1 CF + sy CY) sin oy & + (s CF — pa CF) c08 iy &]
+
! Fiir # = 1 sind die Werte &, v und g auf anderem unabhingigem Weg abgeleitet worden. Da sich

a ¢ mit den vorliegenden fiir # = 1 decken, so ist damit eine gewisse Gewahr fiir die Fehlerlosigkeit
€r Ausdriicke gegeben.

dieg
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Zu % tritt keine weitere Integrationskonstante. Integriert man namlich die zweite der

Ausgangsgleichungen (25), dann erhilt man auf der rechten Seite beim Belastungsglied Y,
eine Konstante, die gemiB dem Ansatz gleich Null sein muB, weswegen also anch bei
f 9 d & + ¢ die Konstante verschwindet.

3. Vollstindige Lésung und Randbedingungen.

Die zur vollstindigen Loésung der Differentialgleichungen (25) notwendigen parti-
kuldren Integrale lassen sich auf bekanntem Wege finden. Von ihrer Ermittlung fiir eine
allgemeine von ¢ abhingige Belastungsfunktion kann abgesehen werden, zumal man
sich fiir die praktische Rechnung, wie aus Abschnitt C hervorgeht, in den allermeisten
Fallen mit der Niherungslosung begniigen wird. Wo dies nicht mehr angingig ist, wird
die Rechnung am schnellsten mit Zahlenwerten durchgefiihrt. Fiir konstantes X,,, Y,
Z, lassen sich die Partikularlésungen ohne weiteres angeben

(%) = 25 X, | (49:)
(e0) = E(—Z(—n: ?al) (nY,—2Z,), (495)
(#)=o, (495)

(5)= - - e (49,

Der Ausdruck fiir <§> wird durch einmaliges Integrieren von Gleichung (25,) erhalten.
Man erkennt den Zusammenhang mit der Losung fiir die Schale ohne Biegungswiderstand.
Fiir # = o und damit auch nach Ansatz (1) Y, = o ergeben sich die Forméinderungs-
grofen ¢, und —Z)— des Zylinders unter Innendruck

(t—vdaz,
Eh

&

w
a

@

Fir # = 1, den einzigen Fall, in dem die Belastungsglieder nicht unter sich im Gleich-
gewicht stehen (vgl. Abb. 3), versagt die Losung und erscheint zufolge gy = gy =0 -
im zweiten Teil als ganze rationale Funktion. Diese Lgsung, die fiir ganze Wasserfiillung
und fiir Eigengewicht von Bedeutung ist, wird im nichsten Abschnitt gesondert be-
handelt. :

Die acht willkiirlichen Konstanten der Gleichungen (48) ermitteln sich aus den Rand-
bedingungen, je vier fiir jede Unstetigkeitsstelle, Als hauptsichliche Fille kommen in Frage:

a) Vollkommene Einspannung der Schale am nicht verdrehbaren und starren End-
spant

U w
— =0, —=o, - =0 9 =o. (50a)

An Stelle von %:— kann zweckméBig nach Gleichung (17,) &, = o treten.

b) Vollkommene Einspannung der Schale am starren Endspant, das als Ganzes frei

drehbar ist. '
Hier muB der Fall # = 1 von denen # > 1 unterschieden werden. Die Verschiebungen

% am Rohrende erscheinen in der allgemeinen Form -g = lﬂ_‘o cosn@. Fir # = I ent-
sprechen diese Verschiebungen einer forminderungsfreien Drehung des Endspantes um
die Achse ¢ = i:— Die Neigung gegen die Vertikale betrigt ;o. Da ferner das auf das
Endspant bezogene Gesamtmoment gleich Null sein muB, so lauten die Randbedingungen,
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wenn die Striche wieder weggelassen werden?

as,+ b,= o0, —Z—:o, — =0, 0:—;. (s0b)

Mit Ubergang auf die Werte der Lésung (48) erhilt man
’ ! 4 ,
aﬁ-%(1+s)=o, £p= 0, —12—=o, 19::-1;. (50D

Da & eine kleine GrdRe ist, unterscheidet sich dieser Fall nur wenig von dem praktisch
Weniger wichtigen, daB die Schale gelenkig an das Endspant angeschlossen ist. Dafiir
lauten namlich die Bedingungen

v w T
Se =0, — =0, —=0, b,=0, (s0b)
oder

Z=o, g,=0, —=o0, ¢ =o. (50b")

Fiir » > 1 kénnen sich am vollkemmen starren Endspant keine Verschiebungen 7:—‘
¢

usbilden und, da die Belastungen unter sich im Gleichgewicht sind, tritt auch kein
Drehen des Spautes ein, so daB die Randbedingungen identisch sind mit denen fiir voll-

Ommene Einspannung der Gesamtschale (Gleichungen 50a)2. Die auftretenden Randspan-
Nungens, sind ebenfalls unter sich im Gleichgewicht und werden von dem starren End-
SPant aufgenommen. Ist dieses jedoch in der yz-Ebene starr, wihrend es Forménderungen
In Richtung der x-Achse keinen Widerstand entgegensetzt, dann launten die Bedingungen

v w
Sg= 0, -Z-:O, ";;"—v":(), d =0, (50.b_)
oder :
u’ w
— =0, Ep=0, — =0, #=o0. (s0b")

Dabej jst angenommen, daf} der Spantquerschnitt nur Verschiebungen % zulaBt, gegen .

V_Qrdrehen (Torsion) jedoch starr bleibt. Weiter soll hier auf die Spantennachgiebigkeit
Dicht eingegangen werden, da ihr der besondere Abschnitt D gewidmet ist.
¢) Durchlaufender Rohrstrang.
Aus den unter b) aufgefiihrten Griinden muBl auch hier der Fall # = 1 getrennt von
% > 1 behandelt werden.
~ Filir # = 1 lauten die Bedingungen am starren Trennungsspant zwischen zwei Spann-
Weiten y und # 4+ 1

b b g o} =0
= Y W T a4 @Y BT
r r4 1 r r (OC)
b= =0, ¥ =o ’
Sz = Sg,, 4, =Y+, g =0 L T0

Fiiy insgesamf r Offnungen erhilt man mit Einschlu8 von je vier Bedingungen an den

Enden B(r — 1) 4 2+4 = 8 Gleichungen fiir die ebenso groSe Anzahl Konstanten,
Fiir # > 1 treten an Stelle der Gleichung g ==§ , die beiden Bedingungen
r re
"

= = 0, wihrend die Gleichung s, =5, , entfillt und an Stelle von B, = 0, 4

T

; E. Schwerin setzt in seiner 6fter genannten Abhandlung irrttmlich # = o.
Das auf das Endspant bezogene Gesamtmoment ist

2 2
.f(?macosn(pcoscp-«{-?),cosn(pcomp)adtp=-- (afz—]-gz)afcoanocos pdp.
0 Q

Dieser Ausdruck verschwindet fiir alle # = 1.
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die beiden Bedingungen #, =®,,, =0, wihrend b, = b, entfillt. Die Differenz
der Spannungsresultanten s, und Spannungsmomente &, wird von dem starren Trennungs-
spant fibernommen. Ist an den Stiitzen ein Querschott vorhanden, das in der y z-Ebene

vollkommen starr ist, Verschiebungen —Z— und Verdrehungen # aber ohne Zwang mitmacht,

dann gelten auch fiir # > 1 die Gleichungen (50c). Der spiter zu behandélnde Fall der
Spantennachgiebigkeit in Richtung der x-Achse liegt zwischen diesen beiden Grenzwerten.
d) Vollkommen freier Rand.

S,=0, by=0, ty=0, an,+nd,=o. (50d)

Von den fiinf, am Rande vorhandenen Spannungsresultanten und -momenten, miissen
n, und d, aus Gleichgewichtsgriinden zusammengefafft werden®.

4. Der Sonderfall n = 1.

Wie schon erwihnt, erfordert der Fall # = 1 eine besondere mathematische Behand-
lung, da u, und u, gleich Null werden. Er ist aber auch praktisch wichtig, da mit ihm so-
wohl Wasserfiillung, als auch Eigengewichtsbelastung beschrieben sind, ohne dall weitere
Glieder des Ansatzes (I) hinzutreten. .

Der den Wurzeln ug und g, (45 bis 45) der charakteristischen Gleichung entsprechende
Teil der Losung erscheint jetzt in der Form: @ + a, & + a5 62 4 ay &3. Schneller fiihrt
die Rechnung zum Ziel, wenn man in den Ausgangsgleichungen (25) die Beziehung
n? — 1 = o beriicksichtigt, womit man findet

Bt o) — et +epy(t+26) = — 5 a[[X, dE—[f (Y, —Z,)dEdE],  (5T)
v —e) + (1 + &)+ [+ &) —v(r+38] — & (r—9) (1 + 3¢)
+ 2¢, (I+a)-———znaY (512)
2 M i) — B (1 — ) + (1 —26) + (1 + 26)] = — 5 24 X, (51,)
Die Determinante, welche die charakteristische Gleichung ergibt, lautet nunmehr
Ax + &) Y »(x + 2¢)
A= ip(r—e) + (1x+8] A(r—e—r(T+368] A(r—r)(x+ 3¢ +2(1+e)
2i— (1—19) (x — %) Az —28) + »(x + 28)]

und fihrt auf die Wurzeln 4; bis 1, die mit den aus 4 gefundenen identisch sind. Die
vollstindige Lésung erhédlt man durch Hinzufiigen der partikularen Losung. Die Ergeb-
nisse sind von E. Schwerin® auf anderem Wege abgeleitet worden. Es soll deshalb auf
eine Wiederholung verzichtet werden. Fiir die KraftgréB8e X, 148t sich leicht die Losung
angeben, fiir Y, wird sie, wie Schwerin zeigt, von Z, abgeleitet. Die Gleichungen fiir die
Belastung aus Wasserfiillung Z, = Z; cos ¢ =1 a cos p werden im folgenden in der von
uns gewihlten Ausdrucksweise durch Forminderungen gegeben. Mit den neuen Kon-
stanten

—(CE+Cl), G= (Cf—-Ch),

. .\ (52)
Co= (C2—Cf), Co=—(Cf+C3),

findet man, wenn auf Hyperbelfunktionen iibergegangen wird

1 Siehe Love-Timpe u, a. Lehrbiicher. 2 Siehe a. a. O.



L Band1gag.  Miesel: Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. 45

& =—Cysinp, & Ginuy & — C,sin py £ Gof g & — Cy c08 py £ Gint pig & — Cq 008 1y & Eof pig &

2 —
+&6(—:Eh—£)§“—cl§2—~cg£——cs, , (531)
w .

——

a (»Cy—, Cosinpy EGinpgé — (v, Cy — v, Cy)sin py EC0jpy &
— (1 Cy 4+ v, Cy)cos py £ Binpy & — (v, C4 + v, Cy) cos iy ECof pg &

_rai(r1—g

S B ot \:cz__”_E‘f;(z +v)]§+ gt 2c(xt+e(249), (532)

8o =—(0,Cy + 0,Cy) sin uy £ Gin i3 & — (0, Cy + 0, Cy) sin iy & Cof iy &
+ (0. Cy — 0, Cy) COS iy EGinpusé — (02Cy — 01 Cs) cos iy ECofpg &

e ava T Eter (1 + Iy (2 + 29) + L5+ 0). (539

Ferne;r ist

ﬂ____#ncz‘*‘l-‘lcs : : __.“zcl'f‘lﬁct :
a Ui + u3 sin p £ Gin iy € ui+ ud sin 1y & Cof iy €
C, — u,C . $yCq — s C.
2y —
+Va2:IEh€)£4_%Es_52£§2_CSE+04_ (53,)

Sowohl zum Erfiillen der Randbedingungen, iber die schon im vorhergehenden Ab-
Schnitt das Notwendige gesagt ist, als auch zur Berechnung der Spannungen sind ferner

die Ausdriicke fiir ¢’ und %— von Bedeutung. Sie lauten
B =— (s Co — 11 Ca) sin s E Ginpp & — (4 Cy — p1y C,) sin pay ECof sy &
— (14 Cy + 112 Co) €05 piy § @inpuy & — (py Cy + 15, Cg) cos py & €of &
2
+7’a2(]l::h 8)__.201&‘-—02, (53a1)
T= G+ v Cy)sinmEGinuf + (9:Cy + 9y CJ sin py §Cof iy &
+ (1 Cqa — 92 Cy) cos piy E Binpip & + (32 C3 — 9, Cy) cos py ECof e, &

a? . 2 .
- RPN R LR F (5324)

Worin Py = Vg — Vg g, Yo = Vg Uy + ¥y 4y Die Zahlenwerte g, v und p sind gleich den
Unter Abschnitt 2 entwickelten, wenn fiir # = 1 gesetzt wird, Man erhilt damit

!’61=V%V—k_1’ ] 1“2=V%V%+I, (54!\1.2)
Y, = % s Vg = 211,1}:1‘[1., = ‘u]/kk—— 4 s (543 u.4)
a=2[VE—@+9], a=2[1F+@+9). (545 u.0)

) In Tabelle 2 sind die Beiwerte der Losung abgestuft nach der GréBe 1000 e aufgefiibrt.
1 Wiedergabe ist auf Stahl (» = 0,3) beschrinkt, da fiir Beton einwandfreie Ergeb-

Tisse fiir die Querdehnungszahl noch nicht vorliegen. Der Bereich der e-Werte fiir Stahl
. ) . h .

€rstreckt sich AuBersten Falles von I000 ¢ = 1,00 bis 0,001, entsprechend -~ ;Ia bis

h

P oo - Die obere Grenze entspricht Hochdruckrohren kleinen Durchmessers?, die un-

tere wird von U-Bootpriifungsdocks und Hebeschiffen? aus hochwertigem Material er-

\

! F. Bundschu, Druckrohrleitungen, Berlin 1926. 28 a a0,
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reicht. Das Steiﬁgkeitsverhiiltnis fiir U-Bootj.e liegt ungefihr bei % = %6’ entsprechend
1000 & = 0,0025%, Die Werte fiir Betonrohre liegen durchweg iiber % = YIS und erreichen
héchstens den Wert ;—6. Auch fiir sie ist demnach die Vernachldssigung der quadratischen
Glieder von ¢ immer zuldssig, da sie ungiinstigsten Falles % von & betragen.

Tabelle 2. Beiwerte der Lésung # = 1 {iir Stahl (»y = 0,3).

1 2 3 ! 4 5 6 7 8 9 ) 11

h i - .\ .

Y 1000 ¢ k I’ Ha 1000 ¥; | 1000 ¥, | 1000 9, | 1000 1y, | I000 gq | 1000 Py
0,1097 1,000 910 3.75 4,01 1,101 9,89 32,70 43,67 122,5 133,8

0,1040 0,900 1010 3,85 4,10 | 0,992 9,40 32,14 42,31 119,5 129,8
0,0980 0,800 1138 3,08 4,22 | 0,882 8,88 31,67 40,96 116,6 126,0
0,0016 0,700 1300 4,12 4,35 0,771 8,28 30,75 39,18 112,9 121,2
0,0849 0,600 1515 4,29 4,51 0,660 | 7,66 29,87 37,38 109,0 116,8
0,0775 0,500 1820 4,50 4,71 | 0,550 7,00 28,91 35.47 104,6 IIX,I
0,0693 0,400 2275 4,77 4,98 | 0,440 6,26 27,70 33,50 99,4 104,8
0,0648 0,350 z620 4,96 5,15 | 0,384 5,89 27,22 32,21 96,0 101,1
0,0600 0,300 3030 5,14 5,32 | 0,330 5,41 26,05 | 30,48 92,6 98,0
0,0548 0,250 3640 5,39 5,57 | 0,275 4,94 25,08 29,03 88,8 72,7
0,0490 | 0,200 4550 | 5,71 5.88 | 0,220 4,44 24,10 | 27,36 84,1 87.5
0,0424 0,150 6060 6,15 6,30 | 0,1649 3,84 22,57 25,21 78,4 81,1
0,0346 0,100 9 100 6,83 6,97 | 0,1099 3,14 21,64 22,65 72,1 73,4
0,0328 0,090 I01IO0 7,02 7,16 0,0989 2,99 20,29 22,10 70,2 71,4
0,0310 | 0,080 11380 7,23 7,36 | 0,0879 | 2,81 20,02 21,33 66,9 69,2
0,0290 0,070 13 000 7,48 7,61 | o,0770 | 2,63 19,08 20,59 65,3 67,0
0,0268 0,060 15150 7.97 7,90 | 0,0660 | 2,43 18,39 19,71 62,9 64,4
0,0245 0,050 18 200 8,15 8,27 | o,0550 | 2,225 17,70 18,86 60,3 61,5
0,0219 0,040 22750 8,63 8,74 | 0,0440 1,990 16,81 17,78 57,0 58,1
0,0190 0,030 30300 9,27 9,38 | 0,0330 | 1,721 15,67 16,46 53,0 54,0

0,0155 0,020 45500 | 10,28 10,38 | 0,0220 1,400 14,22 14,84 48,1 48,7
0,01097 | 0,010 91000 | 12,21 12,30 | 0,0II0 | 0,992 11,96 12,33 40,5 40,9
0,00950 | 0,0075| 121100 | 13,13 13,21 | 0,00825( 9,861 11,20 11,50 37,7 37.8
0,00775 | ©0,0050 | 182000 | 14,55 14,62 | 0,00550{ 0,704 10,14 10,37 34,1 34,2
- 0,00548 | 0,0025| 364000 | 17,31 17,38 | 0,00275| 0,447 7,69 7,81 28,5 28,6
0,00346 | 0,0010 | 910000 | 21,80 21,82 | 0,00110[ 0,314 6,83 6,88 22,8 22,9

5. Beurteilung der Beanspruchung der Schale.

Zur Beurteilung der Beanspruchung der Schale dient die Sicherheit gegen Erreichen
der Elastizititsgrenze des Materials. In deutschen Ingenieurkreisen wird heute noch all-
gemein die aus den Hauptspannungen zusammengesetzte sog. reduzierte Spannung mit
der Spannung an der Elastizititsgrenze im einachsigen Zustand verglichen. Die im fol-
genden Abschnitt entwickelten Niherungsformeln sind deshalb auch auf die Ermittlung
der Hauptspannungen zugeschnitten.

In neuerer Zeit beginnen sich neben dieser Hauptdehnungshypothese immer mehr
die Hypothesen der Energiegrenzen Eingang in die Praxis zu verschaffen. Die neueste
von diesen, die Schleichersche Hypothese der Energiegrenze der Elastizitit!, gibt die
Vergleichsspannung mit der Grenzspannung im Zug- bzw. Druckversuch mit

o,=V2E4 (55)
an, worin A die in der Raumeinheit aufgespeicherte Forminderungsarbeit bedeutet.
Die der Elastizititsgrenze entsprechende Vergleichsspannung ist dabei noch eine Funktion

* Die Knickversuche der U-Bootinspektion wurden fiir diesen Verhaltniswert durchgefiibrt.

1 F, Schleicher, ZS f. ang. Math. u. Mech. 6 (1926) S. 199ff.; und derselbe in: Kreisplatten auf
elastischer Unterlage, Berlin 1926. Der allgemeine Ausdruck fiir 4 ist dem letztgenannten Buch ent-
nommen.
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der mittleren Normalspannung p bzw. der bezogenen Volumdehnung e

p=1@.+0,+0,)= E )g=>3(1f2v)(sx+8,p+ez). (56)

1—27
Im vorliegenden Fall lassen sich die maBgebenden GréBen 4 und p leicht durch die

Unmittelbar gefundenen ForminderungsgréBen i:-, £g, O, %’- ausdriicken, so dal} die

Vergleichsspannung ohne weiteres Eingehen auf den Spannungszustand gefunden wird. Be-

geutet G den Gleitmodul und z den Abstand des Volumenelements von der Mittelfliche,
ann jstl

2E4 = 2EG{;{—1—,[(6$—~274$)2 F (g — 22,2 + 2 (8, — 2%,) (€5, — 2 %,,)]
+ Tl —zvar),
oder, wenn nach Gliedern von 2%, 21, 22 geordnet wird,
2EA =2EG{I—_IT;(sZ+s?p+2va$em)+%y2
— 2z[l—i—v (nty + Ep 2y + Ve 2%y + £, %,]) + yr]

g [;%v (ol - 202y %) +212]}, (57)
" E
P=50% e, + €6 — ‘?(”m + %q)] - (58)
El'usetz’_c man in diesen Ausdriicken nach den Gleichungen {12) und (20) die Formdnderungs-
g}”OBen durch die Werte, welche die allgemeine Losung unseres Problems beschreiben, dann
findet man? ‘
(ep— 9)*
2wt

—;(e;—z‘z‘)—l—g(-;)z] sin?n @

I—9 a

Torw cp &} wwnt—1) wep . €O
S S Y S BT =S T2 A 4 P

2 & 1 1'\2 2 u
Ed=zEq {--~-~ <(—) +&b+ 2v78q,)cosﬂn cp-{—[

T—y | a? a? a
~ [ = 08+ e — B — 2 — 1) o — “Fsintn g (59)
+zz<-{-};[%l;+ (n? — I)%;—{— z(n2——1)%?+%—zv(n2—— I)waf,——zv—ai—‘*]cosﬁana
+ QTZ—”? [(ni’; )2 92 4 2 (n? — 1) dep + &) sin?n q>>}
ot ERUE FRF | o

Diege umfangreichen Ausdriicke lassen sich wesentlich vereinfachen, wenn erkannt ist,
daB der gefdhrliche Querschnitt am Rande liegt. Setzt man z. B. eine am starren Spant
Vollkommen eingespannte Zylinderschale voraus (Fall a) auf S. 42), dann erhédlt man dort
folgende vereinfachten Ausdriicke ' :

2RF 4 = IR s & intr [¥1‘Lé'* 2y P cin2
4 ZEG{I——'v(a) cos?ng + —sinfng — 22 az({_y)cos n@— —5sin nzp]
H'2 2eff . .
—{—22[52—(———1_”) cos?n @ uznzsmzn(p:l},
E

p= ru z 4,

pyr— L-u— + ep— —9' [cosn@.

: Vgl. auch Love-Timpe, a.a.O., Kap. XXIV.
Die Uberstreichungen sind wieder weggelassen.
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Die Vergleichsspannung ergibt sich nach Zusammenfassen zu

2
et (1422
a

2 n?

E I (u’

. 2 A\ .
a,=y_1__i___v — 7—719) cos*n g + sin?ne.

Man erkennt, daBl die Vergleichsspannung beziiglich ¢ zwei Héchstwerte erreicht. Der
groBere von beiden ist unzweifelhaft derjenige, welcher fiir alle cos # ¢ = 1 den.gréften
Normalspannungen entspricht, wihrend der andere fiir sin# ¢ = 1 reiner Verdrehung
(p = o) entspricht. Im ersten Fall lautet die Vergleichsspannung

p =_E__(1"_iar)
¢ Yi—2\a a

und deckt sich bis auf den von I wenig verschiedenen Faktor ——: mitder gréten Normal-

yi»

=n—2(EI+v)6’P(I +- 2—:—)

Ihr entspricht zufolge p = o die kleinste Energiegrenze. Die gréBten Beanspruchungen
innerhalb der Schalendicke treten an den AuBenflichen z = 4+ —}21- auf.

Ein weiteres Eingehen auf die Beurteilung der Beanspruchung auf Grund der Schlei-
cherschen Hypothese eriibrigt sich, solange die Funktion o, (p) fiir die einzelnen Materialien
noch nicht bestimmt ist. Das Ergebnis von ¢, fiir die vollkommen eingespannte Schale hat
gezeigt, daB man bei den Randkriften der Schale auch mit Hilfe der Hauptspannungen ein
gutes Bild von der Sicherheit der Konstruktion erhilt. Man kann fiir sie Beanspruchungen
bis nahe an die Elastizititsgrenze heran zulassen, da sie auf eine schmale Randzone be-
schrinkt bleiben und die statisch unbestimmte Uberlagerung fiber ein statisches Haupt-
system bilden!. Die Beanspruchungen im mittleren Stiick des Zylinders wird man hin-
gegen in den iiblichen Grenzen halten.

spannung. Im zweiten Fall lautet sie

C. Néherungslosung fiir die Kreiszylinderschale bei
nicht-achsensymmetrischer Belastung.

I. Aufstellen der Gleichungen.

Die vorhergehenden genauen Untersuchungen bestitigen, wie auch alle blsherlgen
Berechnungen achsensymmetrisch belasteter Schalen das ,,St. Venantsche Prinzip”,
wonach an einem zusammenhingenden Rande fiir sich im Gleichgewicht befindliche Kréfte
sich in ihrer Auswirkung auf einen schmalen Bereich beschranken. J.Geckeler? hat, auf
W. Bauersfeld aufbauend, von diesem raschen Abklingen der Randspannungen bei Auf-
stellen seiner Ndherungslgsung fiir die achsensymmetrischen Schalen Gebrauch gemacht.
Wihrend fiir die Zylinderschale keine weiteren Vernachldssigungen notwendig sind,
werden bei Schalen beliebiger Meridianform alle Ableitungen der Unbekannten gegen die
héchste in der Gleichung vorkommende gestrichen. Denn da der Exponent in & = ¢~ #¢
usw. verhdltnismiBig groB ist, so ist 9" = + u2e#* usw. groB gegen ¥ usw. Machen wir
in unseren Gleichungen (25) ebenfalls von dieser Vereinfachung Gebrauch, dann erhalten
wir, nachdem die erste und zweite Gleichung je zweimal integriert sind, folgende Be-

1 Vgl. auch Griining, Die Tragfihigkeit stat. unbsst. Tragwerke aus Stahl bei beliebig hiufig
wiederholter Belastung, Berlin 1927.

2 J. Geckeler, Uber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen, Berlin 1926.
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Stimmungsdeterminante;
Z.(I+§) —Ae (1 +28)
=] @l —e) 4 (1+2) [(1—2)(1+ 38 —2ne] ‘= Ar—v)(+30)
2 )% —(x—)[1+26mF—1)] Alx~2¢€) + (I + 2¢)]

Die Losung enthalt vier willkiirliche Konstanten, entspricht dem ersten Teil der genauen

, _GleiChUDgen (48) und beschreibt den Einflu der Randkrifte. Als partikulire Losung tritt
“ d‘fl’ Anteil der Belastung als ganze rationale Funktion hinzu, die den Ergebnissen fiir die
legungsfreie Schale entspricht. In der genauen Losing erscheint der BelastungseinfluB
S¥OD 72> 1 an in mit # zunehmendem Mafe in der abklingenden Form, die den Randkraften
_entspricht, Der innere Grund hierfiir liegt darin, daf fiir alle # > 1 die duBeren Lasten in
Jedem Schalenring von der Linge dx unter sich im Gleichgewicht stehen. Sie kénnen
S!?nach fiir jedes Zylinderelement gleichsam als Krifte im Sinne des St. Venantschen Prin-
ZIps aufgefaBt werden und wirkén sich deshalb in Form von Exponentialfunktionen aus.
Die Verschmelzung beider Lissungsteile erlangt jedoch erst Bedeutung, wenn u, gegen p,
s Gewicht f41lt, was erst bei verhiltnismifig groBem # der Fall ist {vgl. Tabelle 1). Der
"elller wird hingegen dadurch wesentlich herabgedriickt, daB die Konstantenbeiwertevund g
Yir den ersten Teil der Lisung von# nur wenig abhangen, wihrend sie fiir dén zweiten Teil mit
M reziproken Wert von #2 bzw. #¢ klein werden [s. Gleichungen (45) bis (47)]. Die Vernach-
IQSSig“ng der niederen Ableitungen driickt sich bei Beachtung von # nach Gleichungen (25)

Ungefihr durch ﬁ; aus; der Fehler wichst also trotz der mit # groBer werdenden u. Deshalb

W?rd bei Aufstellung der Niherungsgleichungen nicht von A,, sondern von der genauen
Osung (48) ausgegangen. Nach den bisherigen Betrachtungen kann auch fiir die nicht-
a‘3hsﬁnsymme:trisch belastete Kreiszylinderschale der Einflu der Belastung und der
ndkrifte getrennt ermittelt werden. Der Fehler solcher Berechnungsweise wichst im
allgemeinen fiir die Werte # > 1 langsam mit % . Die Belastungskomponenten X,,, ¥,,, Z,
J8r % > 1 treten praktisch nur als Glieder einer Reihenentwicklung auf, welche die Be-
Iastung geniigend genau wiedergibt. Durch Beriicksichtigung einer entsprechend héheren
Gliederzah] der Reihe 148t sich daher wohl stets der Fehler der Niherungsrechnung in
€N Grenzen halten, die man an sich schon durch Entwicklung der Belastung in einer
¢ihe in Kauf genommen hat.
Setzt man in dem den Randstreifen entsprechenden Teil der Gleichungen (48)

C¥= — Cysinyy, Cd= Cysin e,
C#= + Cycosyy, Cs = Cacosyy,
Worin C,, C, und y,, y, vier neue Konstanten bedeuten, dann lautet der Ausdruck fiir &

D = — Cretabsin (& + ;) + Cper2¥sin (1§ + 9y) . .

Da erkanpt ist, daB die Randwerte stark abklingen, so kommt nur der erste Teil der
_Gfeichung in Betracht. Zu dieser Vernachlassigung wire man iibrigens auch in den meisten
dllen einer genauen Rechnung gezwungen, weil die Zahlenbeiwerte der Konstanten
an beiden Enden so starke GroSenunterschiede aufweisen, daB die rechnerischen Hilfs-
- Mittel nicht mehr ausreichen. Durch Einsetzen von Zahlen in Gleichung (48) kann man sich
leicht davon iiberzengen. Die Naherungslosung fiir die FormanderungsgroBen lautet also
B = — Cemrabsin (i & + 9), (61s)

n

— = — Ce~* [y sin (u; & + v) — vycos (4, & + )], (3]

a
e ———

h
! In Tabelle 1 sind angiinstig kieine 2-Werte gewahlt. Mit steigendem %, also kleiner werdendem -
®inken alle Fehlercinflisse {(vg). auch Tabelle 2 und Abb. 7).
4
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&y = + Ce 2o, sin (u,é + ) + gy cos (1€ + ¥)], (615)

% =i i r ety sin (i € + ) + pycos(mé + )], (61
oder nach Gleichung (44ff.)

w

2= f;e 1Ly in (s & + ) + iy cos (uy € + )]

Die Spannungsresultanten und -momente erhilt man durch Einsetzen dieser Werte in
die Gleichungen (21), wobe1 noch zu beriicksichtigen ist

8 = Cemmb[uysin (i + 9) — py €08 (1€ + )], (61a:)
o= Ce (v g — vapy) sin (€ + 9) — (Vppg + vty cos (i + p)]. (61a))
Es ist also bei Beriicksichtigung von », — v}, = o [vgl. (45,) und (47,)]

§, == D( +vs)

cat
= 2. Cem k(3 — ».g5) [y sin (g & + 9) — pry cos (1, & + )],
und nach Einsetzen der Werte D, »; und 9;
sg=EChe— 12t (~;— + ?) [pgsin (uy & + ) — py cos(uy & + )] . (621)
Ebenso findet sich
S = D (a -}~ v—')

zal

ECh : 2 (n? — .
2 » 3_"'“{/"2[#‘«%'—3” (n kl)(z’+ v)] sin (14, & + ).

+ A [qu + 3’”2 (n’ _..kI) (2 + 1’):] c0s (lh ‘S + ,'p)} (623)

Fiir die Momente gilt, wenn wieder Glieder von der GréBenordnung £2 vernachlissigt
. werden

I

b=—~—[19' —~—-—2ve —y(n? — 1) ]
=—EcTe—wE[uz(x—ﬁ)smwls+w)—ul(1+y 2)cos (& +9) |, (62)

by =— EC o=ty (v — v—k) sin (u & + ) — (v + = =oos(ué +9)]. (62)

Auller den Normal- und Biegungsspannungen sind noch die Scherspannungen senkrecht
zur Mittelfliche von Bedeutung, die am schnellsten aus den Gleichungen (22) mit Ein-
setzen der Zahlenwerte gefunden werden, am Rande unter gleichzeitiger Beriicksichtigung
der dort geltenden Vereinfachungen. Fiir #, sei auch der allgemeine Ausdruck wieder-
gegeben, der mit Hilfe der tblichen Vernachldssigungen gefunden wird zu

ny=EChe—mt[ntsin(uyé +y) — V¥ —ant-cos(mé + 9.  (62)

Durch die vorstehenden Formeln ist im Verein mit der Lésung fiir die Schale ohne
Biegungswiderstand der Spannungszustand der nicht-achsensymmetrisch belasteten
Kreiszylinderschale geniigend genau beschrieben. Fiir # = o erhilt man die Geckelerschen
Formeln fir achsensymmetrische Belastung, die auch den v. Sandenschen Ausdriicken
entsprechen. Fiir # = 1 decken sie sich mit den in Kap. B, II, 4 gefundenen vereinfachten
Werten. In nebenstehender Tabelle 3 sind die zur Ermittlung der Randkrifte notwendigen
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Formeln iibersichtlich zusammengestellt. Eine Erlduterung der Anwendung eriibrigt si¢ch.
Es sei nur darauf hingewiesen, daB bei den ForménderungsgréBen und bei der KonstantenC
zweckmiBig mit den E-fachen Werten gerechnet wird. Die auf die Flicheneinheit be-
zogenen Spannungen ergeben sich nach den Gleichungen (10).

2. Bestimmung der Konstanten vy und C; Spannungsverlaﬁf.

Die_Konstanten u und C sind bei vollkommener Einspénnung und starrem Endspant
durch die beiden Bedingungen- gegeben

Egy=—ECsinp= — E 9} (63)
und ‘
E ey = EC (gysiny + gycosy) = — E gl (64)

Darin bedeuten #; und &, die gréBté Meridiansteigung und Ringdehnurig am Rande
der Schale ohne Biegungswiderstand, die durch die duBeren Krifte belastet ist. Da durch

die Losung fiir die biegungsfreie Schale die Bedingung —Z— = 0 bereits erfiillt ist, wird in-

folge &, = n %'—I— % mit Gle_ichuné (64) auch’ der Gleichung% = o Geniige geleistet.

Grenzwerte fiir  erhilt man mit 95 = o0 zu = 0 und mit &g, =0 zutg p=— %3 . Der
letztere Wert nihert sich m1t kleiner werdendem » der Grenze tg ¢ = — 1, welche fiir » = o
erreicht wird und p=— T ergibt. Bei gelenklg angeschlossenem Schalenrand tritt an
Stelle der Gleichung (63) fiir ¥, die Bedingung
h
bzoz-—EC%[’Ltz(I Vk)smw ,u1<1—|—v )coszp] (65)
und damit
()
tgy = —— 5,
m(=3)

Der GroBtwert fiir y wird mit # = o erreicht und betrigt y = l— —. Im Belastungsfall
#n = I mulB bei frei drehbarem Auflagerspant nach Gleichung (5ob) auch s, = o sein.
Daraus folgt tg p = °-'. Diese Bedingung ist im Rahmen der Ndherung mit Gleichung (65)

vertriglich, da dort _f als Klein gegen 1 vernachlissigt werden kann. Dadurch wird gleich-

zeitig die erste der Randbedingungen (50b) erfiillt, so daB sich bei frei drehbarem
Endspant unabhingig vom Einspannungsgrad des Schalenrandes stets der gleiche Span-
nungszustand im Falle #» = 1 ausbildet. Aligemein trigt die Konstante ¢ der Art der
Einspannung Rechnung und liegt in den Grenzen — %:— <p< %, wihrend durch die

Konstante C die Intensitit der Randspannungen zum Ausdruck kommt.

An einer beliebigen Unstetigkeitsstelle treten fiir die durchlaufende Schale an Stelle
der Gleichungen (63) und (64) entsprechend den links und rechts vorhandenen Konstanten
folgende vier Gleichungen auf

Po,= — oy, bzo; = bg,, (66 u. 67)
Hagy = — Ny, . (68 u. 69)

Cror ™  Eqors

Es ist dabei zu beachten, daB die &, und ¢, sich aus der Partikularlésung und vorlie-
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gender Naherung zusammensetzen®. Die Abszisse & zihlt vom Trennungskreis nach beiden
Seiten positiv. Erfolgt der ZusammenschluB gelenkig, dann gelten an Stelle der Gleichungen
(66) und (67) die Beziehungen

bgg =0, by, = 0. (70 u. 71)

Die Ubergangsbedingungen gelten analog fiir den AnschluB8 einer beliebigen Rotations-
thale an die Kreiszylinderschale. Nihere Betrachtungen eriibrigen sichi, solange die Rand-
k_)SIlngen tiir diese Schalen aus nicht-achsensymmetrischer Belastung noch nicht bekannt
Sind% Auch die Nachgiebigkeit eines Versteifungsringes, an den die Schale einseitig an-
8eschlossen wird, kann durch vorstehende Gleichungen beriicksichtigt werden, wenn unter
den KraftgroBen und Verschiebungen der einen Seite die Widerstande und Forméanderungen
fieS Spantes verstanden sind. Die allgemeine Behandlung der Spantnachgiebigkeit erfolgt
! Abschnitt D. '

Sémtliche Spannungen klingen vom Rande weg in der Art stark geddmpfter Schwin-

8ungen ab. Der Dampfungsfaktor ist e~#2¢, die Periode T = 2”—-” Der aperiodische Fall

kann auch fiir noch so groBes # nicht eintreten. Fiir die periodisch abklingende Schwingung
MuB, wenn man bei dem Bilde bleibt, sein

— 4,
py < V& + 12 = V&,
4nt < k+ 602 (n2—1),

Was jederzeit erfiillt ist. Die aus sin- und cos-Linien zusammengesetzten Spannungswerte

Snnen durch eine Phasenverschiebung 8 jederzeit in reine Sinuslinien verwandelt werden.
an erkennt aus Tabelle 3, daB fiir die Spannungen ¢,undg,,, die stets am meisten
Interessieren, sich dieselbe Phasenverschiebung ergibt, wenn bei b, das verhiltnis-

. . 2 - .
MaBig kleine Glied % gestrichen wird. Es ist

also

tgd = — H1
Wnd damit

[ §

a, = +EC<—;—+—];,——>VP3'"MEsin(,uIE+w+6),

4 .
Op, = :|:6ECiLe“/‘ﬁgsin(,u1§—|—1p+6).

g
h ok

Da gie groBte Spannung noch um den Anteilwert der Belastung vermehrt werden mub,
€I o, entgegengesetzt ist, so hat man fiir die groBte Randspannung o,__ stets den Aus-
uck zu verwenden '

Came= £ EC[ 4 (65— 1) = 1| V¥ emmisinmé+p+9).  (72)

Die Phasenverschiebung ist gleich dem negativen Wert der Konstanten 4 fiir frei dreh-
aren Rand. Man erhilt also fiir freie Lagerung

Camax= £ EC[3 (65— 1) =22 2]YF cmmssinpms,  (722)
fiar Einspannung, wenn 9* = o ist

Ozmax = ZEEC[%(()‘Z‘—‘I)—‘

n2

1 - et sin (ug £+ 9). (72b)

!'J. Geckeler hat diesen Umstand in seiner &fter angefiihrten Abhandlung iibersehen. In Abb. 81.c.

:"ldet sich untér Annahme des gelenkigen Zusammenschlusses nicht der stetige Ubergang vom Zylinder
Um Boden aus.

® Vgl. Anm. 1 auf S. 55.
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Man erkennt den iiberwiegenden EinfluBl der Biegungsspannungen. Die jeweiligen Maxima
und Minima ergeben sich aus der Bedingung

tg (u & + v + 9) =’,—ji,
I

also bei & = in
1

bzw. £ = 0. Die weiteren Werte fallen nicht mehr ins Gewicht, da sie sich
#2

infolge des starken Abklingens verhalten, wie e " 1. Das kleinste MaB gehdrt zun =0
und betrégt 23,14:1. Fiir die Langs- und Biegungsspannungen senkrecht zur Erzeugenden
ergeben sich verschiedene Phasenverschiebungen, so daB fiir die Lage des Maximums von
Opn., die jeweils gréBere Spannung den Ausschlag gibt. ‘Kurze Proberechnungen lassen
schnell den ungiinstigsten Wert finden.

In Abb. 7 sind die charakteristischen Werte g; und g, in ihrer Abhingigkeit von
% und # dargestellt. Die GréBe % ist gewidhlt, da sie den gesamten EinfluB der Schalen-
abmessungen und des Baustoffes enthilt. Aulerdem 148t sie eine feinere Abstufung der

22,
oy

78 : .
% = ‘
000" | 0 oot Wer: E==
#  furke k—“’“ —Fmﬂﬂ”’_"ﬁ?_”e” orBe 2
r T ‘
rfl'., | iu -—
4 “””Jg e fOr=g
701 = - — = —ils yra — —
s ] 22 (= 7000 F——‘,r-5ﬁ Pre~9
4 e - e -
A — = "3'*-'377z@77‘17 7 rlther oy Wel e
=g —‘!;luy—b_" =70 l
1
¥ . PR R thingighert|d g\ Werte von k1 \und yon 7 ——"
2\ I~ 7 lﬁbﬂl/ﬂé&l’ﬂbf)ﬂfﬂﬂ&/‘dé/{ﬂ”ﬂ]-?z#
{ [ ] e nontom
k=0 2 % 6 & W B W% % 78 20 22 H 2 2 30 2 M I I8 W K W Hx0
n=g 7 2 3 ¢ 5 & 7 & $ W

Abb. 7. Abhingigkeit der p-Werte von & und n.

Steifigkeit der Schale zu als das Verhaltnis — und ist die allein maBgebende Zahl fitr
achsensymmetrische Belastung. Man erkennt, daB der Randspannungszustand nicht von
der Lange des Zylindets, sondern nur von seiner Steifigkeit -% abhidngt!. Der Einflul des

Baustoffes duBert sich nur im Auftreten des Quadrats der reziproken Querdehnungs-
zahl. Diese ist fiir Stahl 0,3, wiahrend fiir Beton einwandfreie Werte noch nicht festliegen.
Wihlt man, wie in der Plattentheorie vielfach iiblich, fiir Beton » = o, dann erhilt man den
1,1-fachen %-Wert ecines Eisenrohres gleicher Abmessungen. Die beiden Grenzen % und
1,1 k umschlieBen jeweils den ganzen EinfluBbereich der Querdehnung fiir ein bestimmtes

Verhilt nis %. Man erkennt aus den Abbildungen die Geringfiigigkeit des Einflusses.

Die Stirke des Abklingens nimmt mit # und & zu, wihrend die Periode mit % fillt, mit »
jedoch wichst. In Abb. 8 ist der Verlauf der Biegungsmomente als Beispiel dargestellt.
Es ist dort fiir alle # gleiches C beibehalten. Die Beanspruchungen nehmen mit wach-
sendem » ab; die Beiwerte der ihnen entsprechenden Ansatzreihe konvergieren demnach
schneller, als die entsprechenden Kraftgréflen einer konvergenten Belastungsreihe. Dies
ist ein weiterer Beweis fiir die Brauchbarkeit der Niherungslésung. In Abb. 7 sind die
Grenzkurven eingetragen, die dem Anwendungsbereich von Gleichung (35) entsprechen. Fiir

1 Die Konstanten C und y kdnnen jedoch unter Umstinden aus den Randbedingungen einen
EinfluB von ! mitbringen.
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% = I sind die Werte iiberall genan, die u-Kurven dieses Falles laufen so dicht neben der
llo_-Linie, daf sie sich zeichnerisch kaum unterscheiden und deshalb nicht dargestellt sind?.
Nimmt man an, daB im allgemeinen die Entwicklung bis # = 5 der praktischen Rechen-
genauigkeit geniligt, dann kann fiir alle £ > 3600, d. h. fiir den Bereich der Stahlrohre?,
von der genauen Losung der charakteristischen Gleichung abgesehen werden. Im Bereich
der Eisenbetonrohre, in dem die w-Linien steil ansteigen, empfiehlt es sich, auf die Glei-
chungen (32) bis (34) zuriickzugreifen. Hier kann es auch vorkommen, daB die Naherung fiir

‘gedrungene Rohre (kleines »Z—) versagt. Aus dem Vorhergehenden wissen wir, daB die langste

Abklingungsperiode fiir das gréBte vorkommende # auftritt. Da aber fiir die Gré8e der
Spannungen die Beitrige der niederen # ausschlaggebend sind, so geniigt die GroDe

b= ]—/I;i/—l; um zu beurteilen, bis zu welcher Linge die Niherungslosung zuldssig ist.

Zwej aufeinanderfolgende Héchstwerte einer Randspannung verhalten sich ungiinstigsten-

%.

Fr= 1000
Mostab Fim & : fem= 0, 1

Abb, 82, Verlauf der Biegungsspannung in Abhlingigkeit von n,

falls wie 23,14:1. Der Fehler bleibt also jedénfalls kleiner als 4%, wenn die
inge des Zylinders gréBer als eine Periode ist, sonach

I 2t O oder 1>48Yah*. (73)
# Ve Ve
B.'.Bi_ eingespanntem Schalenrand kann die Bedingung, wie ein Blick auf Abb. 8 lehrt, noch
8unstiger gestellt werden, nimlich

%>%T=§—’—5- oder 1> 37Vah. (732)

e
Ve

Fiir das steifste praktisch in Frage kommende Verhiltnis ~Z— = —::—6 **betragen diese Werte

l> 4 bzw. > 0,65 d. Die Bedingungen werden selten nicht erfiillt sein, da man ja gerade

Wten Rohre die groBten Spannweitenverhaltnisse wahlen wirds.

! Dieser Umstand legt es nahe, fiir beliebige achsensymmetrische Schalen (Kuppeln, Kesselbden)
Zunfchst auch fiir # — 1 die Geckelerschen Formeln anzuwenden. Fir die Kugelschale ist die Unter-
s'l'chung von E, Schwerin in seiner Dissertation ,,Uber Spannungen in symmetrisch und unsymme-
tisch belasteten Kugelschalen (Kuppeln)', Berlin 1918, auf der Grundlage der asymptotischen Inte-
grat:o;, durchgefishrt worden und hat fiir » = 1 dieselben Abklingungszahlen ergeben wie fiirr # = o.

S. 8. 4s.
8 Infolge der Verkleinerung der Abb. im Druck ist hier 0,6 cm = o,I.
* 1. Prescott (Applied Elasticity, S.s542) gibt die Bedingung fiir Betrachtung als ,langes Rohr"

mitl>lol/—2-a,k’7y—tﬁ; an.

** Siche §, 46.

X ¢ Siche Abschnitt B, 1, 2, Ist die Bedingung nicht mehr erfillt, dann geniigt es meist, sich durch
Urze Rechnung ein Bild von den vom anderen Ende her abklingenden Spannungen zu machen, um
eren Einflug auf die Hchstspannungen zu erkennen.
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Alle vorhergehenden Ableitungen gelten fiir die Zylinderschale mit gleichbleibender
Wandstarke. Bei GefdBen aus Stahl tritt oft eine sprungweise Anderurg des-Dicke auf
(StoB zweier Blechbahnen). Ein solcher Sprung ist als Unstetigkeitsstelle 8life: weitéres
nach den allgemeinen Formeln zu behandeln. Fiir verhéltnismiBig schmale’'-Zonen: ist
Gleichung (73) zu beachten. Ist 4 eirie stetige Funktion von!g, dann l48t sich di¢ Schale in
geniigend kleine Ringe von der Breite 4 £ aufteilen, an deten Enden jeweils C und ¢ neu
angepalBt werden miissen, wahrend y, und g, einen mittleren Wert annehmen. Die Ent-
wicklungen Geckelers lassen sich analog iibertragen. Man braucht also in den Gleichungen -
der Tabelle 3 nur jeweils die Ausdriicke y; & und p, & zu ersetzen durch Z'u, 4 £ und .
Zpy A&*. Die Gesamtlosung setzt sich wieder ans den Werten fiir die b1egungsfre1e Schale
und denen der Niherung fiir die Randspannungen zisammen. Die Verschlebungswerte
sind, wie schon ausgefiihrt wurde, auch bei der partikuliren Losung von der Wandstirke
abhingig, was vornehmlich bei Bestimmung der Randkonstanten y, und C, zu beachten
ist. Fiir die Ubergangskonstanten an den Teilkreisen ist jedoch die Partikularlésung be-
deutungslos, da sie aus den Bestimmungsgleichungen herausfillt. Die Schale mit verander-
licher Wandstérke findet hauptsiichlich Anwendung bei Eisenbetonbauten, wie Behéltern,
Silos und Rohrbriicken?.

D. Nachgiebigkeit der Spante (Versteifungsringe) und ihr EinfluB auf die
Randspannungen.
1. Die aui das Spant wirkenden Krifte.

Schon im vorhergehenden Abschnitt ist angedeutet worden, dafl sich die N achgiebig—
'keit der Versteifungsringe in der y z-Ebene durch eine Verbesserung der Gréfle &, der
Dehnung der biegungsfreien Zylinderschale, beriicksichtigen ldfit: Diese Verbesserung,
die im folgenden mit A & bezeichnet werden moge, ist dadurch bestimmt, daB sich am
Schalenrand die auf Schale und Spant entgegengesetzt wirkenden Kriifte und Momente

im Gleichgewicht befinden. In gleicher Weise lassen sich Verwindungen des Spantes
durch Verbesserungen 4 —’Zt und 49* bzw. 4s, und

Ab, in die Rechnung einfiihren.
Beim achsensymme-
trisch belasteten Zylinder
treten nur Normalkrifte
#4, und Biegungsmomen-
te b,, auf. Dem EinfluB
der ersteren wird durch
die Verbesserung Ae
Abb.9. Spantring. Rechnung getragen, dem Abb, 10. Spantquerschnitt,
der letzteren durch 4 &,
den Widerstand, den das Spant der Verdrchung entgegensetzt 2. Die Gleichungen (66)
bis (6¢) erweitern sich damit und unter Beachtung der Abbildungen g und 10 zu

ba:,—b — g C, +”w Cz=Aba~: Bo, + 88 = — Fo, — 95, (74u1.75)
29t”t
PRt

(76u. 77)

I ]

w0, 8% o Epg, = erro, +Adeg + —
* P, Pasternak teilte auf dem 2. internationalen KongreB fiir technische Mechanik, Ziirich 1926,
genaunere Beiwerte fiir achsensymmetrische Belastung und verinderliche Wandstirke mit in seinem Vor-
trag: ,,Vereinfachte Berechnung der Biegebeanspruchungen in diinnwandigen, kreisrunden Behiltern.*
! Ein Beispiel bietet die Trebsenbachbriicke, Bautechnik 3 (1925), S. 3511f.
2 Es lieBe sich fiir 45, ebenso die Verschiebungsgréfie 4 #* bzw. fiir 4 6* die KraftgroBe dng,
verwenden. Die obige Wahl bietet jedoch rechnerische Vorteile.
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In Gleichung (75) ist im Gegensatz zu (66) der partikulidre Anteil mit aufgenommen. ¢, und ¢,
b'e@euten den Abstand der AnschluBgroStkreise der Schale von der lotrechten Schwer-
lims des Spantes. Unter den AnschluBgréBtkreisen sind diejenigen Linien verstanden,
lings welcher der verlangte Einspannungsgrad der Schale gew#hrleistet ist. Da man je-
doch meist auf Schétzung tiber die Aufnahme der Randkrifte (z. B. durch die Nietverbin-
dungen) angewiesen ist, so wird man um so eher den Einflu3 der Verdrehungsmomente
3115 den Scherkriften vernachlissigen konnen, als er sehr gering ist. Die Breite b = ¢, 4 ¢,
Za'hlt zum- Spantquerschnitt und ist in Abb. 10 gleich der Spantbreite angenommen.’
Die Gleichungen (74) bis (77) geniigen zur Berechnung der vier Konstanten Y, ¥, C;und

» Wenn noch beachtet wird, daB unter Voraussetzung eines linearen’ Zusammenhangs
ZWischen Moment und Verdrehungswinkel gilt?

By, + %, By + 8% Crsiny, — 8§

4, = 49, T 4é, A9, : (78)

49, st der Winkel, um den das Spant infolge 4 b, = 1 kgcm/cm verdreht wird. Bei
A“ﬂiisung der transzendenten Gleichungen fiir die y-Werte ist zu beriicksichtigen, daB die
schon frijher mitgeteilte Beziehung — {Z—‘ < p < —T:— besteht.

Der Spannungszustand der Schale ist bis auf den aus den partikuldren Losungen mit-
8ebrachten EinfluB nur von ihrer: Steifigkeit, d. h. in diesem Falle von der Schalendicke,
abhiingig. Bleibt also beim Ubergang iiber einen beziiglich der Ringebene symmetrischen

frsteifungsring die Dicke 4 einer achsensymmetrisch und beziiglich x gleichférmig be-
f‘stFten Zylinderschale gleich, dann tritt keine Verdrehung des Spantes ein und die Kon-
Stanten ; und C, werden gleich, wihrend.¢ = o ist. Die hierbei durch die Nachgiebigkeit
des Spantes bewirkte Entlastung der Randkriifte ist schon frither von K.v. Sanden unter- .
Sucht und in fertige Formeln gebracht worden, wobei der Abstand der AnschluBgroBt-

eise gleich der Spantbreite gesetzt wurde®. Die Untersuchung 148t sich auch mit den

leichungen (#6) oder (77) und den Formeln aus Tabelle 3 schnell durchfiihren. Bezeich-
et F den Spantquerschnitt einschlieBlich des Schalenteils von der Breite &, dann ist
fir den inneren Uberdruck P

x__Pab 2dh* x __Pa
dep =57 CFﬁ und &5, =75

Die Konstante C ergibt sich aus der Gleichung

EC . =n pa  pab 2ah
Gosint = P2 280 pc22t
‘ksm4 % + ¥a T

x

P 1 Love.teilt in dem ofter angefithrten Lehrbuch auf S. 484 das je Lingeneinheit wirkende Krifte-
h:?u mit, das einen Kreisring vom Radius a,, dessen eine Querschnittshauptachse mit dem Trig-
nltSmoment J; im ungespannten Zustand mit der Ringebene den Winkel «, einschlieBt, in einen
“"SPrechenden vom Radiiis 4, und Winkel ¢, deformiert:
Ab, = —— (] sinay cos og — Jycos oy sineag) — — (J — Jy) sineycosay .
ag Ay ay

Se o : ‘ ) )

R tzen wir in unserem Fall @ == @, = @’ und nehmen die. betreffende Hauptachse mit der Ring-
brelrie zusammenfallend an (#, = o, z. B. [-Spant), dann ergibt sich, wenn noch fiir die kleine Ver-

Ung oy = A& gesetzt wird: sin 49 = A9; cos A¥ =1

EJ . a’?
a,;d’& oder Aﬂjz‘-E‘]—l'.

Ab, =

: Siehe a. a. O.
" Das negative Vorzeichen bei C tritt auf, weil positives n, negatives 4 & hervorruft und der auf

dag -
%S Spant wirkende Wert dem der Tabelle 3 entgegengesctzt ist.
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zu
4 1_.b~h_
EC=—2 ‘Z it E R (79)
sin® , 2l2a FYh+z2Y2an
* Y&

Fiir F = oo folgt E C fiir starres Spant. Der letzte Bruch- des ersteren Ausdrucks gibt das
Mal der Entlastung der Randkrifte an. Ein anderer Sonderfall ist die Schale, welche
einseitig an ein in der y 2- -Ebene unnachgiebiges Schott angeschlossen ist. Ausden Glei-
chungen (74) und (78) erhilt man bei ¢, = 0

C,siny, — 6F

by, = Aby = — 5
und nach Tabelle 3
ak - C,sin g, — 8§
EC’W"S(W + ) ="

Fiir gleichmiBigen Innendruck p wird rnit'fzS‘{‘,‘r = 0 aus dieser Gleichung unmittelbar
v, gefunden. Man findet

sin vy, . g_k_ )
T AR EAk
cos (wr + T)

oder
ah EA '01

ahEA®B, + Y2r'l

¥4
tgy, = =" (80)

Die beiden Grenzfé'ille sind darin enthalten; denn es wird fiir ein Schott chne Verdrehungs-
widerstand A#, = o und damit p, = —'Z— , fiir vollkommen starres Schott A#, = o und
¥, = 0. Mit dem Wert aus.Gleichung (80) findet sich auch C, aus

EC, . | n\ __ _ pa
T{-;SIH(WT'{‘:‘)— P
somit
‘N2 L. 72
EC,=—2293 ;FVN:Z . (81)

Der letzte Bruch, der stets kleiner als 1 ist, stellt wieder die Entlastung der Randkrifte
dar, die weiter erhoht wird durch die Bedingung 9, > o aus Gleichung (80).
Beim nicht-achsensymmetrisch belasteten Zylinder treten zu den bisherigen Verbes-

serungen Aey und Ab, zwei weitere 4 %* und A4s,. Die Gleiéhungen {74) bis (77) bleiben

bestehen, nur daB auf die linke Seite von Gleichung (74) ein Zusatzglied + 4 s,-# tritt (vgl.
Abb. g), das jedoch wegen seiner Kleinheit oft wird vernachlissigt werden kénnen. Die Ver-
besserung Aeg, ist durch dieWirkung der Randkrafte auf das Spant bestimmt Der Anteil der

in ihm hervorgerufenen Normalkrafte N ergibt sich unmittelbar zu % .- Fiir die Biegungs-

momente sind zwei Fille zu unterscheiden. Wenn sich Spantschwerhme und Mittelfliache
decken ( = o), dann muB Aej, fiir die Schale verschwinden, da ihre Dicke hinreichend

klein ist. Die Biegungsforménderungen % und —:~ des Spantes macht die Mittelfliche der
Schale also dehnungslos mit. Sie geniigen den Bedingungen

u’ w v v’ %
Yeo, 2o_apl, Z=pt (82)
a a a a a
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Die Spannungsmomente dieser dehnungslosen Deformation sind durch die Gleichungen
(12,14,) gegeben, wenn darin nach Gleichung (20)

axn,=o0, axqp:—(n?'-—z){i, aT =—

i (83)

Beziiglich des naheren Spannungsverlaufs wird auf Love verwiesen. Im vorliegenden
Félle kénnen wir uns auf die Kenntnis der Biegungsmomente am Rande beschrinken,
Welche durch die Verschiebungen -Zi des Spantes beschrieben sind, wihrend von einer
Betrachtung der Riickwirkung der kleinen Torsionsmomente auf das Spant abgesehen
Werden kann. Erleiden zwei benachbarte Spante gleiche Verschiebungen, dann wird fiir
das zwischen diesen liegende Schalenstiick —’g— = 0 und die Torsionsmomente verschwinden..

I.iegen Spantschwerlinie und Mittelfliche im Abstand # voneinander (vgl. Abb. ro);
da_nn nimmt der Schalenrand auBerdem an den Biegungsdehnungen des Versteifungsringes
teil, und zwar ist

M
Aey, =57 (84)

Wenn zubiegende Momente positiv sind und J das Trigheitsmoment des Spantes einschlieB-

lich des Schalenstreifens bedeutet. :5— bleibt dabei gleich Null, so daB nach Gleichung (20,)

v Ade*
o= — %‘-’ ist. Dasselbe gilt, da die Betrachtung der dehnungslosen Deformation ab-

gesondert wird, fiir den EinfluB der Normalkraft, so daB die Verbesserung der Verschie-

bung —Z~ gegeben ist durch
4 =—2, (85)

Wobei g* die Spannung der in der Mittelfléche liegenden Faser des Spantquerschnittes be-

eutet. Im Rahmen der getrennten Behandlung von Haupt- und Randkréften wird diese
Y‘erbesserung gleichzeitig durch 4 e‘;, in den Gleichungen (76) u. (77) erreicht, so daB
fir die Ermittlung der Randkonstanten die Gleichungen (8,) und (8,) der partikuldren’
LﬁSUng erhalten bleiben. Aus (8,) und (8,) folgt das letzte Gleichungspaar zur Bestim-
mung der insgesamt 8 Konstanten am Trennungsspant

S, =S — A8y, = =—= (86) u. (87)

a L2

\ . “w . 111 ae . .
StreHggenornmen setzen sich s, und — aus den zwei Teilldsungen zusammen. Fir die

I‘?ﬁherung geniigt jedoch der Ansatz des partikuldren Teils allein, um so mehr als es sich nm -
die Betrachtung kleiner Nebeneiniliisse handelt. Fiir # = 1 tritt auBerdem keine Verwindung

des Spantes ein, so daB hier die urspriinglichen Gleichungen (8) gelten. Bei ; steht in
Gfleichung (87) ein negatives Vorzeichen, da die Abszisse § nach beiden Seiten I;ositiv ge-
Technet wird. Zur Auflssung der 8 Randbedingungen fehlen noch die Beziehungen zwischen
ds,, 4 b, und den Verschiebungen % und #. Wenn fiir die Verwindung Proportiona.litéit
Z‘I’JViSChen Kriften und Verschiebungen angenommen wird!, dann bestehen die Bedin-

ngen
4 small + 4 bmdel = ;r * (88)

4 smazl +4 bmazz = &. (89)
K—

’; Diese Werte gelten auch fiir # = o. (Vgl. Péschl und Terzaghi, a.a.O. S, 111.)
Vgl. Love-Timpe, a. a. O., Kap. XVIII
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Die Gréfen 6 stellen, wie iiblich, Verschiebungen aus den Kraftwirkungen von bzw. 4s,
und 4b, gleich der Einheit und in Richtung von bzw. 4 s, und A5, dar. Da die Gleichungen
den Ansitzen (16) geniigen miissen, definieren wir dy,, dy, und d,, als die Verschiebungen,
welche aus den Kraftwirkungen ds, = I-cosn @t/cm und Ab, = 1-cos# g tem/cm
im vorher bezeichneten Sinne iiberall dort entstehen, wo cos# ¢ =1 ist. Diese
Anniherung an die wirkliche Verwindungslinie durch eine Kurve von cos # ¢-formigen
Verlauf ist ohne weiteres zuldssig, da es sich nur um Betrachtung von Nebenkriften bei
einer Belastung des Ansatzes # > I handelt. Die EinfluBzahlen § werden nach den iib-
lichen Methoden ermittelt!. Die Konstanten aus Haupt- und Randlésung sind nach den
vorstehenden Gleichungen miteinander verkniipft, so daB bei Spantnachgiebigkeit ihre
getrennte Ermittlung nicht mehr méglich ist. Auch Ak &, bringt aus der Wirkung der
Randkrifte £, und ¢, 'die Konstanten ¢;, und ¢, in die Randli)‘sung mit, die fir# =1
jedoch nach den Ausfithrungen des Abschnittes D, 3 nicht in Erscheinung treten. Durch
Elimination der Konstanten werden zwei transzendente Gleichungen fiir ¢, und o, ge-

4 . . T T, .
funden, deren Loésungen wieder zwischen — ” <p< Y liegen missen.

Dieser Weg ist auBerordentlich umstiandlich und wiirde die Aufgabe eines wesentlichen
Vorteils der Naherungslésung bedeuten. Man wird deshalb im allgemeinen auf eine genaue
Lésung verzichten und den EinfluB der Spantnachgiebigkeit schrittweise ermitteln. Es wird
dabei von dem auf S. 43 unter c) beschriebenen Grenzfall ausgegangen. Das Spant ist

gegen Verwinden zunichst starr, so daB — = - % =ound = — &, =owird (» > 1).

&, und ¥, enthalten beide Lésungsteile. M1t Hilfe dieser Bedingungen findet man eine auf
das Spant wirkende Differenzkraft (4 s,), und ein Differenzmoment (4 b,),, in denen die

Nachgiebigkeit in der Ringebene A ¢, schon beriicksichtigt werden kann. Die Wirkung

auf den jetzt elastisch gedachten Ring duBert sich durch ForméinderungsgréBen (A E;)l
und (49%),, die aus den Gleichungen (88} und (8¢) ermittelt werden. Damit berechnet man

aus %l,= — %r = (A —?)1 und ¢, = — &, = (4 9%), neue Differenzkrifte und -momente,
die bis'zu geniigender Genauigkeit wie vorher weiterbebandelt werden®. Die GroBe der
Spantnachgiebigkeit ist bei nicht-achsensymmetrischer Belastung, wie aus den Ent-
wicklungen hervorgeht, sowohl von der Steifigkeit als auch von der Spannweite I ab-
héngig.

Liuft eine beziiglich der x-Achse gleichformig belastete Zylinderschale gleicher Wand-
stirke iiber gleich groBe Stiitzweiten durch, dann erleidet ein Trennungsspant keine
Verdrehungen, selbst wenn die Nachgiebigkeit der ihm benachbarten Spante in der Ring-

ebene verschieden ist. Denn auch die kleinen Momente aus der dehnungslosen Defor-

oy D ‘ . . . .
mation by, =— Dy, = ”-a (n2 — 1) (%)o werden zu beiden Seiten des Ringes gleich grof3.

2. Biegungsmomente und Lingskriiffe bei beliebig gelagertem, verwindungsfreiem Spant.

Die Untersuchungen des vorhergehenden Abschnittes haben gezeigt, daBl der Spant-
nachgiebigkeit innerhalb der Ringebene besonders im an sich verwindungsfreien Fall
n = 1 erhéhte Bedeutung zukommt. Die Ermittlung der charakteristischen GroBe A ey,
die durch die Normalkrifte und Momente im Spantquerschnitt bestimmt ist, bietet
keine neuartigen Schwierigkeiten. Es sei jedoch auf Grund von praktisch durchgefiibrten
Beispielen der gangbarste Weg zur Ermittlung von Lingskrédften und Biegungsmomenten
gegeben.

1 Siehe u. a. Miller-Breslau, Neuere Methoden, Leipzig 1913. St. HeBler, Beton und Eisen
(1927) H. 23.
% Die Verschiebungen eines Trennungsspantes zdhlen im Sinne der links liegenden Schale positiv.
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Das Spant sei nach Abb. 11 beliebig gelagert. An den » Auflagern kénnen im Héchst-
fall je drei Komponenten der Lagerkrifte auftreten, entsprechend Y,, y und ¢. Die Auf-
lagerkrafte sind mit der Resultante der Belastung im Gleichgewicht. Das System ist
also duBerlich 3 (r — 1)-fach statisch unbestimmt. Wie die Zerlegung der Auflagerresul-
taniten in zwei Kraftkomponenten Y,, und Y, und in ein B
Moment Y., erfolgt, richtet sich nach den Erfordernissen
der Aufgabe. Bei Symmetrie vermindert sich die Zahl der
pnbekannten auf die Hilfte. Im Spantring selbst treten drei
Innere statisch Unbestimmte.X,, X, und X, anf, wie sie in
Abb, ¢ dargestellt sind. Sie werden als Hauptsystem be-
trachtet, dem die Y iiberlagert werden. Die X sind so ge-
Wiahlt, daB §,, = 8,, = o.wird. Die drei Komponenten de:
Auflagerkrafte Y, die durch das &uBere Gleichgewicht be-
stimmt sind, seien mit 4, B, C bezeichnet. Avb.11. Bellspig gelagerter Ver.

‘Bei verwickelter Lagerung, wie sie in Schiffskérpern? und
Docks vorkommen kann, fithrt die Anwendung von Verschiebungsplanen am schnellsten zum
Ziel. Es ist dabei jedoch eine hohe Zeichengenauigkeit erforderlich. Die Verschiebungspline
fir X wird man am besten nach rechnerischen Werten auftragen bzw. konstruieren, dg der
Ersatz auch kurzer Bogenteile des Stabes durch Gerade zu groBe Fehler in die Berechnung
der y mitbringt, Es 1aBt sich zeigen, daB die Normalenziige? durch einfache Karven dar-
gestellt sind. Wihlt man Punkt o der Abb. ¢ zum Bezugspunkt der Verschiebungen und be-
Zeichnet man mit 5,,},, und 6;’; die Verschiebungen eines beliebigen Punktes @ aus der
Kraftwirkung a und nach den angegebenen Richtungen, dann beschreiben die d-Werte
den Normalenzug fiir X,. Nach bekannten Sitzen der Statik findet man, wenn y die
einem konstanten ¢ zugeordnete laufende Koordinate ist,

r
Ej 6,&, = a’sfcosw,u (sin ¢ — sin y) dy = a’®[sin? ¢ — } (1 — cos 2 ¢)]
0

= f;(I'—-COSZ(p), (90:)° %
< s,
E]Q;;: a's‘J‘cosw_(costp*cosw) dw=—4i(sing<p —~20). (90,) {
0
Der Normalenzug ist durch eine gemeine Zykloide nach -f::
Abb. 12 dargestellt. Der Rollkreis hat den Halbmesser 3;. v ig
Jedoch entspricht dem Winkel ¢ des Ringes der doppelte Q

e e e e e e ™)

0
£ Oza = arsmy————— 31", . e

Abb. 2. Normalenzug filr Xg = — 1t. Abb. 13. Normalenzug filr Xp == — 1t.

Winkel des Rollkreises, der sich deshalb zweimal abwilzt. Fiir die Unbekannte X, findet
Sich entsprechend ‘
\—-\__

! Siche Anm. 3 auf S. 22. Die Kenntnis der Normalkrifte und Biegungsmomente ist natiirlich
vor allem zyr Bemessung der Spante selbst notwendig.
* Auf die Theorie der Verschiebungsplane kann hier nicht weiter eingegangen werden. Es wird
auf entsprechende Lehrbiicher verwiesen, z. B. Miiller-Breslau, Statik der Baukonstruktionen, Bd. If,
| % Aufl, Leipzig 1025.
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®

Eféq}b = — a’SJ'sin@p (sing —siny)dy = “T's[tp —sing(2—cos¢)], (91,)

0
> i P

EJés = a"’fsmfp {cos ¢ — cosy) dy = — (1 — cos @)% (972)
0 .

Diese Kurve ist in Abb. 13 dargestellt. Sie gleicht einer verschlungenen Zykloide, eine
Konstruktion fiir sie 148t sich jedoch nicht angeben. Die Verschiebungen zum Normalen-
zug fiir X, lauten

fP .

E]é‘;c = a”j(sin @ —siny)dy = a'? (psin ¢ + cos ¢ — 1), (92:)
0
¢

EJ&), = a’*f (cosyp — cos p)dyp = a’2 (sin ¢ — @ cos ). (922)
0

Diese Werte stellen die Evolvente des Kreises vom Halbmesser 4’2 dar. Jede Kreishilfte
mufl fiir sich abgewickelt werden, wie dies in Abb. 14 dargestellt ist!. Mit Hilfe dieser
Verschiebungsplidne findet man die Unbestimmten X bei
% Beriicksichtigung des Maxwellschen Satzes, ebenso die
Momente infolge der #uBeren Unbestimmten ¥ = —1¢.
Durch Zeichnen weiterer Verschiebungspline fiir Y oder
auf rechnerischem Weg erhiilt man weiterhin diese GréBen
selbst und damit auch die endgiiltigen Normalkrifte und
Momente im Spantring.

Zur Einfthrung in die Schalengleichungen miissen diese Grofen in Fouriersche Reihen
entwickelt werden, was nach bekannten Verfahren zu geschehen hat.

" b St ——>

#

Abb. 14, Normalenzug fiir X¢ = — 1tm.

3. Das im tiefsten Punkt gestiitzte Spant bei Wasserlast und Eigengewicht (n = 1I).

Wie frither schon hervorgehoben wurde, kommt dem Belastungszustand der Schale
fiir # = 1 erhhte Bedeutung zu. Auch fiir die Nachgiebigkeit der Spante trifft dies zu.
Fiir alle # > 1 ist bekanntlich die Belastung im Gleichgewicht (Abb. 3); nur fiir den Fall
# = I tritt eine Reaktion auf, deren EinfluB auf Normalkrifte und Biegungsmomente
im Spantring bei weitem iiberwiegt. Wir stellen uns im folgenden die Belastung #n =1
als Wasserlast oder Eigengewicht vor. Die Reaktion am Spant sei in dessen tiefstem
Punkt vereinigt. Beispiele fiir solche Lagerung sind das auf Sitteln gelagerte Druckrohr
oder das Maschinenspant eines U-Bootes. In Wirklichkeit treten die Lagerkrifte nicht
punktférmig, sondern mehr oder weniger verteilt auf. Dadurch, daB fir die Anwendung
auf die Schale zur Entwicklung in Reihen notweridig ist, kommt man durch die Niherung
mehr an den tatsdchlichen Krifteverlauf heran, ‘

Die am Spant angreifenden Schalenrandkrifte (Abb. g) lauten nunmehr

Mgy = Pgy COS @, tzy = lzy SIN @, Ay = dgySin @.

An Stelle der iiberstrichenen Werte wird weiterhin #,, {, und d, gesetzt. Bei Ermittlung
der statisch Unbestimmten werden nur die Momente beriicksichtigt.  ist die laufende
Koordinate bei festgehaltenem @. Die iibrigen Bezeichnungen sind die in der Statik un-
bestimmter Systeme gebrauchlichen. Zubiegende Momente sind wiederum positiv an-
gesetzt.

3 Die Verschiebungspiine Abb. 12 u. 13 sind fiir gleiches &, Abb. 14 ist in halbem MaBstab gezeichnet,
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Die Momente im statisch bestimmten Grundsystem lauten
a) aus nycos
m, = —fnocosw-a’sin (w—@lady = noif— (r — ¢)siny,
fp
b) aus ¢, sin )

m, =ftosin1p[a— a'cos (y — @)lady
w
=1,at[1 + cosp — } (m — @) sin @] +t0"2-—"(n——-<p)sin¢p,

¢) aus d, sin

[
My = —jdosinwadw= — dya (1 + cos g).
@

Die Verriickungen aus der Belastung finden sich

a) aus #, cos @

by 3
_f(n—— g)sinpcos pdp = —#n, aag 2,
0

EjJ 2e”

2

S0, = [ Mo a'dp = —n,
0 )

aa?n

'ﬂn L
* [@—o)sinpdp=—n 57,
0

a

By % [, dp ==,
0

b) aus ¢, sin ¢

aa

') - . P .
E]‘;! =1 a%""f[cos @+ cos?g + 3 (z— @)singcos q)]dtp—— ¢ 5 77f(yz—— @)sin g cos pde
0 0

= —toaa’s%—toaa'zh%,
B0, o ) .o ]
E]%= —tyata j[I—l— cosqo—;-(n—(p)smtp}dtp——toa(;———nf(n——tp)smqodqo
0 0

— ! T r
=—taa?— —taanm,

<) aus d; sin ¢

T

E]égf = + dya a’“f(I + cos @p)cospdp = dya a'z%,
a

7T

E]‘—Sﬂ: +d0aa’j(1 + cosp)dp =djaa'm.

g
Dfe Verschiebungen 8pp und deshalb auch X, sind aus Symmetriegriinden gleich Null,
‘ . ;e Verschiebungen aus den Kraftwirkungen X, = — 1t und X, = — Itm ergeben sich
. U8 den Gleichungen (9o) und (g2) fiir ¢ = 2 #. Der Wert §,, muB als Verdrehung noch
Uch a’ geteilt werden, Es ist, wenn wie oben der Wert fiir eine Hilfte angeschrieben wird,

8,, am Gec '
Ej=2 = —-, E]-L=anm, 0gp= 0 =0.
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Die statisch Unbestimmten lauten

Xa=—”0%—10(¥+a?)+d°?’ (93:)

Xo=—m, i}:‘; tha (_a;,_ + "7) + dya. (932)

Die Momente im geschlossenen Ring sind sonach
a) aus n, cos @

’ ’

: coscp‘——noa: = —nofl—:—’[r + }cos @ —'(m — @)sin¢),

a

M=noa—::(n——qo)sin<p——n0
b) aus £y sin ¢ ,
M = t,a®[1 + cos¢p — % (m — @) sin ¢] + toa—z—rl(n—-— p)sing — $fjaa’cos@ lyancose

aa a’

S —tyan =ty [1+ fcosg — (x— @)sing],

Ju— tO
c) aus dy sin @
M= —dya(1+cos@) +dyacosg +dya=0.
Das Moment im Spant 148t sich zu folgendem einfachen Ausdruck zusammenfassen

M = (t, — ny) ‘_‘21' [x.+ %cos <p — (n — @) sin ¢]. (94)

Bezeichnet man mit 4 den nach oben gerichteten positiven Auflagerdruck in Punkt o,
dann besteht die Gleichgewichtsbedingung

2n 2 .
——ftosinz,cpadtp+ f'nocos’(pad(p= 4
0 ]

oder

A
bo— Mg = ——. (95)
an

Die Biegungsbeanspruchungen im Spantring sind demnach von den Randkriften voll-
kommen unabhingig, auch wenn die Belastungskomponenten beliebige Funktionen
von £ sind. Diese Erkenntnis ist gleichbedeutend damit, daB fiir den Spantquerschnitt
hier nicht mit der im Schiff- und Dockbau oft in Rechnung gestellten mitwirkenden Platten-
breite gerechnet werden darf. Auch die dehnungslose Deformation bringt fiir #» = 1 zu-

folge M = o aus dgsin ¢ nur den geringen EinfluB} der Normalkraft N = — dy 57 cos @,

der fiir gleiche Formanderungen der Nachbarspante (%’ = o) wieder fortfillt. Fiir Wasser-
last erhilt man bei durchlaufendem Rohr mit gleichem Stiitzabstand
= —tya?a’l[1 + jcosp — (n — g)sing], (942)
fiir Eigengewicht
M= —yphaall1+ }cosp — (7 — @)sing]. (94b)
Die Normalkrifte im geschlossenen Ring finden sich

a) aus #4CoS @
E12

N = no—Z—coqu +J‘nocoszpsin(1p — @Qlady = n(,%cosqn——no%(n—(p) sin g,
r
b) aus fysin ¢

N=ti, (%a +%?—>cos<p +Jltosin1pcos {p—o) adw=to(%a +?a—7>cosqo+ tu%(n—cp)sintp,
L
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¢) aus d, sin @
a
‘ N=—dy—cosg.
Der Gesamtausdruck fiir die Normalkraft lautet mit diesen Werten
N=— 2 (d,— aty) cos p— (ty — #¢) — [} cos p — (= — ) sin ¢]. (96)

_ Die zur Beurteilung der Spantnachgiebigkeit charakteristische GroBe 4 ej muB zum
Insetzen in die Schalengleichungen in eine Fouriersche Reihe entwickelt werden. Sowohl
bel M wie N steht die Funktion

@) =}cosp—(m— g)sing.
Die Koeffizienten der Reihe findet man zu

2x
m==[@)dp=—1,
[

25
a1=—;—f}'(<p)cos<pdtp=o,
0

2z

o= [f(gcoszpdp =4, b=l=t,=o,
0

25

as==[f(g)cos3pdp =1,
0

25
as=—[F(p)cosapap =&, usw.
0

Man erkennt das Bildungsgesetz der weiteren Beiwerte

1 1 2
n = I w1 m—1’

Setzt man in N und M und weiterhin in 4 &y ein, dann ergibt sich

n a,__n_1>
N M A (i”
Edei =% <%=—?ﬁ“(d0““tﬂ);ﬁcos¢_zz E—nF s e, (97)

Worin 4 gen Tragheitsradius des Spants bedeutet, dem auch der zwischen den Anschlug-
8t8Btkreisen liegende Teil der Schale hinzuzurechnen ist. Der auf den Versteifungsring
UNmittelbar entfallende Belastungsanteil ist in 4 schon enthalten. Der Einflu8 der Spant-
Ver Iiegung tritt nur im Summenglied auf. Er iberwiegt stark gegen den der Normalkrifte,

a
G Tn stets grof3 gegen I ist. Die ersten Glieder der Summe sind daher auch noch groSer,
As die beiden ersten nur von der Normalkraft abhéngigen Ausdriicke. Selbst bei stark
Sedrungenem Querschnitt wird im allgemeinen Zz_” > 10, so daB fiir ¢ =0 das erste

.Ghed der Gleichung (97) dann nur von der GréBenordnung des Summenglieds fiir n =5

1St Die Spantnachgiebigkeit wirkt bei achsenunsymmetrischer Belastung der Zylinderschale
ungﬁnsﬁg auf die Randspannungen, wenn der Versteifungsring innerhalb, giinstig, wenn er

' auB*_?rhalb des Rohres liegt (5 negativ). Die Randdehnung 4 ¢, hingt mit Ausnahme des
Weiten Gliedes nur von der auBeren Belastung ab. Dadurch wird der Rechnungsgang

Wesentlich vereinfacht. Die Randspannungen fiir die Fille » = 0 und # > 1 lassen sich

1€ weiteres angeben, da sie nur von dem entsprechenden (4 €y )n abhiangen, also die

5
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Kenntnis der endgiiltigen Spannungen nicht voraussetzen. d, und #, sind vermoge der
Gleichungen (21) und der partikuldre Anteil fiir #, aus Gleichung (4;) bekannt. Die so
gewonnenen GréBen sind in ihrer Wirkung auf das Spant negativ anzusetzen. Beim Ein-
setzen der FormidnderungsgréBen in die Gleichungen (z1) konnen die Randbedingungen
gleich berticksichtigt werden. Der Zustand # = 1 nimmt also bei Beriicksichtigung der
Spantnachgiebigkeit, wie auch sonst immer, eine Sonderstellung ein. Die Unbekannte
Cpoy tritt hier auch in dem Verbesserungsglied (4 &5 ),.; auf. Mit ihrer Auffindung ist
der endgiiltige Spannungszustand beschrieben.

Wie schon frither erwidhnt, beschreiben die Durchbiegungen des Spantes —Z— und —i—’j—

eine dehnungslose Deformation der Schale, deren Spannungsmomente durch die Gleichun-
gen (12,p;, und (83) gegeben sind. Das Moment b, am Rande ist unmittelbar durch

% des Spantes bestimmt. AuBerdem kénnen die Grofen —Z— und —% bei Berechnung

#uBerer statisch Unbestimmter vorteilhaft verwendet werden. Sie seien deshalb nach-
stehend wiedergegeben. o
Die Unbekannten finden sich in iiblicher Weise durch Ausfithren der Integrationen

v I ’ ! I )
E]7=7IMM,,a dy, E]%:-a—fMMwa dy,
0 0

worin M, und M, die Momente bedeuten, welche von symmetrisch gelegenen und in Rich-
tung von + —Z— und 4 —Zj—wirkenden Kriiften gleich 1t verursacht sind. Nach Ausfithrung

der umfangreichen Rechnung, von deren Wiedergabe abgesehen wird, erhilt man

EjL=22[a—g)r—cosg) — L2z — g)sing], (08)
Ej% =2 (a—cosg) = Lsing+L 2z — g)cos ). (99)
Die Entwicklung in Fouriersche Reihen fiihrt zu
E]-Z— = f:: (— 0,270sin ¢ + 0,IIIsin2 ¢ 4 0,0104sin3¢ + -+ ), {xoo)
E]% = f;;: ( 0,270 cos@ — 0,222 COs 2 q) —0,0312c083¢® + - -},  (r0%1)

Man erkennt hieraus unmittelbar, daB3 die Durchbiegungen des Versteifungsringes die Be-

dingung einer spannungslosen Deformation der Schale, ndmlich i:— = — n% , erfiillen.

Dies ist zugleich ein Beweis fiir die Fehlerlosigkeit der ausgefiihrten Rechnung. Zu beachten
ist, daB infolge der fritheren Festlegung der positiven Richtung von A die Verschiebungen
im umgekehrten Sinne positiv zdhlen, wie bei der Schale.

E. Rechnungsbeispiele.
1. Zylinder eines Hebeschiifs.

Als erstes Rechnungsbeispiel wird der Zylinder eines Hebeschiffs nach dem eingangs
erwihnten Patent gewihlt, da er in seinen AusmaBen bedeutend iiber gebriduchliche
GroéBen hinausgeht. Mit den bisherigen Bezeichnungen sind folgende Abmessungen ge-
geben

= — == 0,003465 , k = 910000, == 240 cm .

Die Beanspruchungen des Zylinders bei 5 at innerem Uberdruck und aus Wasserlast sind
nachzuweisen.
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Man iberzeugt sich nach Gleichung (73), daB trotz des verhiltnisméBig sehr kurzen
Spantabstandes die Néaherung zulissig ist; denn es ist
l 240

9
— o e = = 0,202 .
a 750 0,320 > 41/ % »20

Aus gleichméBigem Druck ergibt sich in Zylindermitte

o, =2 gﬂ = 1440 kg/cm? .

L4 2.

Die zur Berechnung der Randkrifte notwendige Dehnung ist bei starrem Spant
Eeg} = 1440 kg/cm? .

]Wiihrend die Konstante 9 = o ist (Einspannung), erhilt man fiir C die Gleichung nach
abelle 3

. I
§in —
Ee,=EC 41/_4 =-—1440 und EC =—62%00.
V&
Die groBten Spannungen treten am Rande auf und sind
. .2,6
b,=EC f,,l—lcos 2= — 62700 TeRD - 2940 kgem/cm,
DR 4 2g500-} z
0, =+ 29:2; ° — =+ 2600 kg/cm?,
ECh 62700-% _ 2
Sy =0, My =— e = = 65,84, Togug = 03-8 kg/cm?.

Fir Wasserlast erhiilt man bei Benutzung von Tabelle 2 und 3

Uy = 21,80, My = 21,82,
ECoy=—Eej=—(0,— v0,),

Wenn hierunter die Spannungen der biegungsfreien Schale verstanden sind, also mit
°rtlassen von cos @ ‘
a? _ 7502 _ 2
G, = = Toee 28 = 216 kg/cm?,
g, = —.y—h‘f i:;l; 5—2 —_ v] =— 216[0,00852 — 0,3] = 63 kg/cm?.

D.ie Sﬁantabsténde sind so klein, daB bei g, der EinfluBl der Querdehnung iiber die Haupt-
egungSSparbmungen iiberwiegt.

____ (216 —0,3-63)-954
EC=—" 21,80

— 8610 kg/cm? .

amit erhilt man an der ungiinstigsten Stelle (p = 0, & = 0)

b, ah v 750-2,6:2180 () ©3) _
: +EC—k—u1(1+v—_k>=——86xo—~9mooo (1+22) =— 403 kgem/em,

%: = 4 357 kg/em?,

q, = 63 + 8610 21,80

— 2
oiooce — 032 kg/em?,
T §610.Yg10000 — 4
@ = 127" = 2
e 910000 9 kg/em
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Die Zusammensetzung der Spannungen ergibt in Mitte Zylinder
O e ™= 1440 + 216 = 1656 kgfcm?,
am Rande O, = 2600 + 357 4 63,2 = 3020 kg/cm?.

Es ist St. 48 verwandt, so daf3 die Spannungen noch zulissig sind. Schon fiir

7T
x¥ = -—a = 25,8 cmn
4p
vom Rande werden die Spannungen zum ersten Male Null. _
Es soll noch gezeigt werden, wie stark der EinfluB der Spantnachgiebigkeit fiir gleich-
miBigen Druck ist. Nachgiebigkeit fiir Wasserlast kann vernachlissigt werden, da es sich
- beim Hebeschiff um sehr biegungssteife Spante handelt. Die Biegungsspannung wird
im Verhiltnis zu C kleiner und damit nach Gleichung (79) mit dem Ausdruck

bh '19,5+2,6
I — — —
F 330
= = = = 0,55,
I+2V2ah . 2¥2.750-2,6
FV_I; 330- 30,82

wenn b = 19,5 cm die Breite und F = 330 cm? der Querschnitt eines durchgerechneten
Spantes sind. Es tritt eine Entlastung von 45% ein. Nunmehr ist die Schale auch noch
imstande, die von den Deckelbéden herrithrende Langsspannung %—%‘ = 4720 kgfcm?
aufzunehmen. Die Gesamtspannung ergibt sich zu

Or,, = 0,55+ 2600 + 357 + 63 + 720 = 2570 kg/em? < 3120 kg/em?.

Auf Nietverschwichung ist hier keine Riicksicht genommen. Ein Nietabzug kommt im
allgemeinen jedoch nur fiir die Langsbeanspruchung in Frage.

2. Druckkorper eines U-Bootes.

An diesem Beispiel soll hauptsichlich der EinfluB der Spantnachgiebigkeit gezeigt
werden. Der Druckkérper des U-Bootes hat 5 m Durchmesser; der Spantabstand sei go cm,
die Blechstirke 18 mm, die verlangte Tauchtiefe 8om. Der Betrachtung wird ein Maschinen-
spant zugrunde gelegt, bei dem die Last des Motors im Kiel punktférmig angreifend ge-
dacht ist. Das Moment im Gesamtkdrper infolge verschiedener Verteilung von Last und
Auftrieb sei an der betrachteten Stelle gleich Null. :

Zunichst erhdlt man die Momente im Spant aus Gleichung (94a)
@=0:M =—1-25-2,405-0,9- L5 = + I0,15tm,

7T

¢=":M=6,77 —0,57 = — 3,84 tm,

¢=ma:M = 6,77 + 0,50 = + 3,38 tm.

Ein [C-24 ist ausreichend, wenn die Kielstrecke entsprechend verstirkt wird. Fiir die Beur-
teilung der Spantnachgiebigkeit geniigen F und J des [ -24 einschlieBlich zugehérigen
Schalenstreifen, der hier gleich der Breite des Flansches angenommen wird.

F=3576cm? [=97475cm% #un=9,5cm, &'=2405m, i=1II,4cm, b=_85cm.



LB s . . . . i s
and 1929.  Miesel: Festigkeit von Kreiszylinderschalen mit nicht-achsensymmetr. Belastung. 69

Damit erhiilt man nach Gleichung (97) unter Beriicksichtigung, daBB 4 negativ ist,
4= 51'2:52'75'0:92 - 15,8'5:

Efe*_ 35800 250 n 15800 (2——————4‘;'15;2’5 —1
g —= "7 — —— ’
¥ 23576 (4o — aty) 240,557,6 ° +2 @ —1w57,6 oo ?
: 2
n
I450
= 43,7 — 0,018 (dy — a ;) cos ¢ + E nfi - Cosn @ .
2

Als ungiinstigste Stelle fir die Randspannungen der Schale erkennt man den tiefsten

di‘:‘g'_f, weshalb der Spannungsnachweis hierauf beschrinkt sei. Im folgenden werden
an tlegung_§spannungen nach fortschreitendem # berechnet, wobei nur von # = 1 aus be-

all 1 en Grur}den zunichst abgesehen wird. @ ist, wie man sich leicht iiberzeugt, fiir
¢ Falle gleich o, somit p=o0.

N=o: EAdet= 43,7, k=232000, u=15,50,
% __ 8.250 8-259:§£ 2:250-1,8
Eep = 18 + 57,6 E 481.57,6 °

[Vgl. Gleichung (79), die zu # =0 selbst gehorige Verbesserung 4 &) ist unmittelbar hinzu-
8erechnet], ‘

EC
Eey= Fraa + 11710 — 206 — 0,0325 EC + 43,7, [EC = + 13250 kg/cm?,
ba= 13250 125;01% = + qookgem/em, oy, = o 740 kg/cm?.

M=z Eds="=84kglom?, ¥=232072, p=1535, M= 1560,

o, . 6
Ee,=ECgo,= + 484, 0y= 15,35 [2:2;030 +28 :7’23—} = 0,0322,

E C = 15000 kg/cm?,

b, = 15000 22(;0:: - 15,35+ 1,0025 = 446 kgem/cm , oy, = -4 826 kg/cm?.
N=3: Edel = ° = 181 kgjem?,

es . .
findet sich ebenso wie vorher

oy, = + 308 kg/cm?,

tnd Weiter
N=y4: o3, = = 157 kg/cm?,
M=s: op,= £ 94kg/em?,
h=¢6: op,= + 62kglcm?,
N=7: op,= 1 43kglem?.

d;‘: das Beispiel geniigt es hier abzubrechen. Fiir den Spannungszustand 7 =1 wird

on AHS_druck (dy — a #y) benétigt, der mit Riicksicht auf die Randbedingungen nach
G1e1chungen (21,) und (214) lautet

_{t=wD

zae'n_—(36+ ].:)ECPON'_zn(I—#v) E &g, -

N do —a to =
“ach Tabelle 3 jst

alsg filr 5 — 1 Eep=—EC (20, — 1301 ,

E &= ——EC?’—3-V%-_—4= — 0,00478 EC.
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Es fehlt noch der pafti’kulére Teil nach Gleichung (4 a,)

250%.go
1000

laty) = +yatl= + = + 5620kg.,
EAef = + 101.1 — 0,018 -2—5—;)—';’3 - 0,00478 EC = 101, — 0,01483 EC,

— E(ef —Ade}) = 250% . 0,3[ 250% <_I_ <2>2__‘ o,3>] + 1011 — 0,01485 EC

1,8- 1000 1,8.1000 \12 \250

= 34,7 — 0,3[— 10} + 101, — 0,01485 EC,

o
Eeyy= ECoy=138,7 — 001485 EC. EC= T — 2950 kgfom?,

= -+ 164 kg/cm2,

6:2950+250- 15,42+ 1,0006
232000-1,8

Op,= -+

Die Langsspannung o, fiir # = I ist in dem Klammerausdruck bei &, schon berechnet:
6, = — 10 Kgfcm? o
Die Biegungsspannungen aus dehnungsloser Forménderung ergeben sich zu

D w

bp=—Duy=+=(m—1)=, by=1rb.

Setzt man % aus Gleichung (ro1) ein und nimmt man gleiche Férméinderungen der
Nachbarspante an, dann gilt fiir die Schale in den betrachteten Feldern?!
' | Aa?h

n
Opp= ;mﬁg(M— I)a,cost @,

und fiir ¢ = o: _
. 15800.240,5%-1,8
Ooe= & 5ot 7475 0,01
= % 74,2 (0,666 + 0,250 + - - +) ~ + 70kg/cm?,
Op,= —+ vOpe= -+ 21 kg/cm?,

Die gréBten Spannungen in den beiden Hauptrichtungen sind demnach

[3-:0,222 4 8.0,0332 4+ + -]

8,0- 250 2502 _ 2
% Prmax = 1,8 1000 » 1,8 70 = — 1223 kgjem?.

Zu 0., am Rande tritt noch die Langsspannung aus dem Wasserdruck auf die Enden
des Druckkérpers
8,25 « 250

Oy 2.1,8

ey = — (740 + 164 + 826 + 308 -+ 157 + 95 + 62 + 43 + 2I) — 10—
= — 2416 — 10 — 574 = — 3000 kgfcm?.
Der erste Ausdruck stellt den Anteil der Biegungsmomente dar. Die Zusatzrandspannungen
o, sind wegen ihrer Kleinheit und, da sie entlastend wirken, vernachlissigt worden. Wegen
der Héhe der Beanspruchungen gilt das in Abschnitt B, II, 5 Gesagte.
Man erkennt, daB der EinfluB der Spantnachgiebigkeit von ausschlaggebender

Bedeutung ist. Bei Druckrohren liegen dhnlich ungiinstige Verhiltnisse vor, so da man
eine schmale Auflagerung in den Rohrsitteln auf jeden Fall vermeiden wird.

F. Zusammeniassung.

Mit vorliegender Abhandlung kann das Problem der 'Kreiszylinderschale mit belie-
biger kontinuierlicher Belastung, abgesehen von Knickbetrachtungen, als vollstindig ge-
16st gelten. Neben der genauen Lésung geben die in Tabelle 3 zusammengestellten Formeln

! Der Anteil fiir symmetrische Deformation (# == o) ist hier als klein vernachlissigt.
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i1 Verein mit den Gleichungen fiir die Schale ohne Biegungswiderstand ein Mittel an
die Hand, schnell und fiir die Praxis fast stets genau genug den Spannungszustand zu er-
mi_tteln- Lingere Untersuchungen zeigen, dafl die Nachgiebigkeit der Versteifungsringe
'?el achsensymmetrischer Belastung ginstig, bei nicht achsensymmetrischer Belastung
Jedoch in ‘mehr oder weniger hohem Grade ungiinstig wirkt, je nachdem sich die Spant-
Schwerlinie innerhalb oder auBerhalb der Mittelfliche des Zylinders befindet. Es ist rat-
Sam, Rohre und Kessel auf nicht zn schmaler Basis zu lagern. Bei Zylinderschalen groBen
Urchmessers wird man, wo es sich konstruktiv vertreten 148t, die Versteifungsringe auBer-
halb des umschlossenen Raumes anordnen.
Zur vollstindigen Beurteilung der durch Spante versteiften Zylinderschale ist noch die
enntnis jhrer Knicksicherheit erforderlich. Die Lésung hat v. Mises gegeben®. In einer
floch unvergffentlichten ‘Arbeit ist auch der Einflul des Druckes auf die Zylinderbsden
Untersucht. Ebendort beurteilt derselbe Verfasser die Knicksicherheit bei Beriicksichtigung
Clner nicht-achsensymmetrischen Belastung. Forschungen iiber den kritischen Druck in
®lnem hegrenzten Schalenteil sind m. W. noch nicht verdffentlicht. J. Geckeler hat je-
d.OCh auf der Tagung der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik an-
If‘:BliCh der Werkstoffschau in Berlin 1927 Mitteilung von theoretischen Untersuchungen

uber die Knicksicherheit beliebiger Schalen gemacht, die durch Versuche bestétigt sind.
\\“‘

' Rov. Mises, ZSV.d. L. 58 (1014) S. 75011

(Eingegangen am 1. September 1929.)



