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Automorphismen von polyedrischen Graphen 
P. MANI* 

1. Einleitung 

Vor einem halben Jahrhundert hat Steinitz als erster den Fundamental- 
satz ftir konvexe Typen bewiesen, welcher sagt, dab sich jede Zerlegung der 
zweidimensionalen Sph~ire durch den Randkomplex eines konvexen Polyeders 
realisieren l~iBt. Dieser Fundamentalsatz, dessen wtirtliche ~bertragung 
~ibrigens f'tir die h6heren Dimensionen nicht stimmt, ist erst vor einigen Jahren 
wiederentdeckt und in seiner zentralen Bedeutung f'tir die dreidimensionale 
kombinatorische Geometrie erkannt worden. Das Buch [2] von Griinbaum 
enth~ilt ihn als eine Aussage fiber planare Graphen: Jeder dreifach zusammen- 
h~ingende planare Graph ist isomorph zum Ecken-Kanten Geriist eines im 
gewiShnlichen Raum passend gew~ihlten konvexen Polyeders. Ich will solche 
Graphen kurz als polyedrisch bezeichnen. 

Steinitz hat in [1] drei Beweise des Fundamentalsatzes gegeben. Der erste 
stiitzt sich auf den lokalen Umkehrsatz f'tir implizite Funktionen, die beiden 
andern sind rein kombinatorisch. Wir verdanken Griinbaum eine elegante 
und durchsichtige Neufassung des dritten Beweises. Von ihm E3] stammt auch 
die folgende Vermutung. 

Satz. Zu jedem polyedrischen Graphen ~ existiert ein dreidimensionales 
konvexes Polyeder P mit den Eigenschaften: 

(a) ~ ist isomorph zum Ecken-Kanten Geriist ~l  yon P. 
(b) Jeder Automorphismus yon ~1 wird dutch eine Deckbewegun 0 des 

Polyeders P induziert. 

Fiir den Fall, dab die Automorphismengruppe yon ~ (und von ~1) zur 
zyklischen Gruppe Z 2 isomorph ist, hat Barnette [4] einen Beweis gefunden. 
Das Ziel dieser Note ist eine vollst~indige BegriJndung der genannten Ver- 
mutung yon Griinbaum. Dabei ist mir Steinitz's erster ,,analytischer" Beweis 
ein Vorbild gewesen. Er besteht aus einem kombinatorischen und einem 
analytischen Teil. Im kombinatorischen Teil wird gezeigt: Wenn £~ ein 
polyedrischer Graph mit mehr als vier Ecken ist, so gibt es einen polyedrischen 
Graphen £)', der durch das Weglassen einer Kante aus ~ hervorgeht. Im 
zweiten Teil wird hierauf dargelegt: Wenn sich ~ '  dutch ein Polyeder reali- 
sieren l~iBt, so auch ~.  W~ihrend sich der zweite, analytische Teil dieses Be- 
weisgangs leicht auf den Fall iibertragen l~iBt, wo die Automorphismengruppe 
yon ~ '  mitberiicksichtigt wird, treten beim kombinatorsichen Satz Schwierig- 

* Diese Arbeit ist durch ein Stipendiura des Schweizerisehen Nationalfonds unterstiitzt 
worden. 
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keiten auf. G sei beispielsweise die Deckgruppe eines Einheitswiirfels und £~ 
der Ecken-Kanten Graph eines Kuboktaeders. Obwohl die Kantenzahl von 
in der Klasse aller polyedrischen Graphen mit Automorphismengruppe G 
nicht minimal ist, l~il3t sich ~ durch das LiSschen einer G-,~quivalenzklasse 
yon Kanten nicht weiter reduzieren; denn G wirkt transitiv auf den Kanten 
von £~. Ich habe daher einige zus/itzliche Reduktionen eingef'tihrt, die den 
yon Steinitz in seinem dritten Beweis verwendeten Operationen entsprechen. 
Sie sind im Paragraphen 3 beschrieben. Paragraph 4 erl~iutert die Hindernisse, 
die sich dem Weglassen einer Klasse von Kanten entgegenstellen k~Snnen, und 
Paragraph 5, der Hauptteil dieser Arbeit, bringt einen Reduktionssatz. In den 
anschlieBenden Paragraphen sind die analytischen Oberlegungen unterge- 
bracht. Verschiedene Verfeinerungen des Fundamentalsatzes habe ich nicht 
auf den ,,/iquivarianten" Fall iibertragen k~nnen. Insbesondere ist die folgende 
Frage often. G sei eine Untergruppe der isometrischen Gruppe O~. Ein konvexes 
Polyeder mit Deckgruppe G bezeichnen wir als ein G-Polyeder. Das G-Polyeder 
P heil3t minimal, wenn es zu jedem nicht mit P kombinatorisch ~iquivalenten 
G-Polyeder P' eine Umgebung U (im Sinne der Hausdorff-Metrik) gibt, in 
welcher kein zu P kombinatorisch ~iquivalentes G-Polyeder liegt. Fiir G = {1} 
hat Steinitz gezeigt, dab die Tetraeder die einzigen minimalen {t}-Polyeder 
sind. Die Frage ist: Welche G-Polyeder sind bei beliebiger Wahl von G C 03 
minimal? Fiir die Deckgruppe eines Wiirfels gibt es mindestens vier Klassen 
yon minimalen Polyedern, n/imlich Wiirfel, Kuboktaeder und die zu diesen 
dualen KiSrper. Ich weil3 nicht, ob damit die Liste schon vollst~indig ist. 

Schliel31ich miSchte ich auf eine Freiheit hinweisen, die ich mir erlaubt habe. 
Unter einem Punkt verstehe ich meist ein Element x eines topologischen 
Raumes, aber gelegentlich auch die Menge {x}. 

2. F-Komplexe 

S sei eine zweidimensionale topologische Sph~ire. Ein Fl~ichenstiJck F auf S 
soil eine zu einer abgeschlossenen Kreisscheibe homOomorphe Teilmenge sein. 
Wir bezeichnen den Rand yon F mit F. Die Menge F - P ist das Innere yon F. 
Wenn k C S ein Jordanbogen ist, verstehen wir unter dem Rand k yon k die 
aus seinen zwei Endpunkten bestehende Menge, unter seinem Inneren die 
Menge k -  k. ~ sei eine endliche Menge yon Punkten in S, R eine endliche 
Menge yon JordanbOgen und ~ eine endliche Menge yon Fliichenstiicken 
auf der Sphiire S. FOr jede Teilmenge 92q yon ~ : = ~ u R u ~  schreiben wir 
]~]: = u~01. ~ ist ein Komplex, wenn die folgenden Bedingungen (1) und (2) 
erftillt sind. 

(1) Zu jedem X ~ Rui~  gibt es eine Teilmenge 1I C ~ mit 2~ = t111. 
Wir bezeichnen die Vereinigung all dieser Teilmengen 1I C ~ mit OX. FiJr 

X ~ ~ setzen wir zudem OX: = 0. Mit Hilfe des Operators 0 l~il3t sich die zweite 
Bedingung ftir den Komplex ~ leicht formulieren. 

(2) Fiir alle X, Y~ ~ ist X c~ Y entweder leer oder ein Element yon 
({X} wOX) c~({ Y} uO Y). 
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Wir wollen 09]/auch fiir beliebige Mengen 9]l C ~ definieren, deren Tr~iger 
!~1 ein Fl~ichenstiick ist. dgJ/soil alsdann aus allen in 19~1 liegenden Elementen 
yon ~ bestehen. Offenbar ist 09]/ein Graph, und zwar ein einfacher Zyklus. 
Wenn ~ = ~ w R u ~  ein Komplex ist, schreiben wir A ° ~ : = ~ , A I ~ : = R ,  
A2~: = ~, und bezeichnen die Elemente von ~ als Ecken, die yon R als Kanten, 
die yon ~ als Fl~ichen in ~.  Die Menge ~ 1 : =  ~ u R  ist ein (planarer) Graph. 
Wir werden die Grundbegriffe und einige elementare S~itze der Graphentheorie 
ohne weitere Erkl/irungen brauchen. Zwei Elemente X 4: Y von ~ heiBen 
inzident, wenn X C Y oder Y C X gilt. Ffir X e A2~ besteht beispielsweise 0X 
aus allen mit X inzidenten Ecken und Kanten von ~. Zu jedem 
X~ ~ geh6rt sein Stern und seine Schlinge (link) in ~. Wir setzen 
st(X, ~): = w {{ Y} w 0 Y :X e { Y} w ~ Y} und link(X, ~): = {Z e st(X, ~) :Z  ist 
nicht mit X inzident}. Ffir 9J/C ~ legen wir st(X, gJl): =st(X, ?~)ngJl und 
tink(X, gJl):=link(X,~3)ng]l fest. Wenn keine Gefahr der Verwechslung 
besteht, schreiben wir bloB stX und linkX. Eine bijektive Abbildung ~ : ~  ~ '  
zwischen zwei Komplexen (die nicht beide auf der gleichen Sph/ire liegen 
miissen) ist ein Isomorphismus, falls sie die Dimensionen und Inzidenzen 
erh~ilt, falls, mit anderen Worten ~(A~)=Ai~  ' und ~OX=c~X ffir alle i, 
0 < i < 2 und alle X e ~ gilt. Unter einem Automorphismus von ~ verstehen 
wir einen Isomorphismus ~: ~3 ~ ~3. Ein F-Komplex ist ein Tripel (G, ~, ~3), wo 
G eine endliche Gruppe, ~ einen Komplex und 0~: GX~3-* ~ eine effektive 
Wirkung bedeutet, also eine Abbildung mit den Eigenschaften 

(3) a(gl,ot(g2, X))=a(glg2, X ) (gieG, X e ~  beliebig). 
(4) Fiir alle g ~ G ist die durch 7X: = u(g, X) festgelegte Abbildung 7 ein 

Automorphismus von ~3, und zwar fiir g ¢ 1 stets vonder  identischen Ab- 
bildung verschieden. 

Wo wir keine Verwechslung zu befiirchten brauchen, verwenden wir ftir 
die multiplikative Schreibweise, setzen also gX: =a(9, X). ~ sei eine Teil- 

menge von ~3. Wir legen die ,,Deckgruppe" von ~ durch G~: = {g e G:gX e 
ftir alle X e ~} fest. Im Falle ~ = {X} schreiben wir Gx statt G{x..t. Die Klasse 
der mit X ~iquivalenten Elemente yon ~ bezeichnen wir mit X. Es ist also 
X:={gX:9~G}. Ein Ansatzpunkt ftir die folgenden Konstruktionen ist 
durch die Existenz von zul~issigen Paaren gegeben. 

Definition. Ein Paar (K, D) e A ~ ?~XA2~ heiBt zul~issig, wenn ODc~K = {K} 
gilt und wenn auBerdem kein dreiwertiger Eckpunkt X e A°~ mit zwei Kan- 
ten der Klasse g inzident ist. 

Analog nennen wir (K, D)e A~3XA°~3 im F-Komplex (G, ~, ~)  zul~issig, 
wenn {K' e K:D e OK'} = {K} ist und fiirjede Fl/iche X e A2~ mit cardA°0X = 3 
die Beziehung card{K' e g~:K' e OX} =< 1 gilt. Zwei F-Komplexe (G, ~, ~)  und 
(G, ~t', ~') sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus ~:~  ~ ~ '  und einen 
Gruppenisomorphismusv: G ~ G' so gibt, daB ¢. ~ = ~'(V×4) gilt. Ein sph~irischer 
F-Komplex ist ein F-Komplex (G, ~t, ~), dessen Tr~iger I~1 eine Sph~ire ist. 
Beispiele ftir solche Komplexe werden durch die R~inder von dreidimensionalen 
Polytopen geliefert. O a sei die orthogonale Gruppe des euklidischen Raumes 
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E a. Jedes 0 e 03 ist also eine isometrische Abbildung o : E 3 ~  E 3, welche den 
Ursprung fest l~il3t. Fiir M C E 3 schreiben wir wie gewohnt oM: = {ox : x e M}. 
P C E a sei ein konvexes Polyeder des E 3 und ~ der aus all seinen Ecken, 
Kanten und Seitenfl~tchen bestehende sph~irische Komplex. Wenn die Gruppe 
GCOa in der Deckgruppe von P enthalten ist, wird durch fl(g,X):=gX, 
g e G, X e ~,  eine natiidiche Wirkung fl von G auf ~ definiert. Jedes solche 
Tripel (G, fl, ~)  und jeden zu einem solchen Tripel isomorphen F-Komplex 
nennen wir solid. Unser Ziel ist ein Beweis der folgenden Tatsache. 

Satz 1. Jeder sphlirische F-Komplex ist solid. 

Wenn wir nur die Komplexe (G, ~, ~)  mit trivialer Gruppe G betrachten, 
geht Satz 1 in den Fundamentalsatz f'tir konvexe Typen von Steinitz fiber. 
Bevor wir an einen Beweis von Satz 1 herangehen, wollen wir andeuten, wie 
sich die Xquivalenz von Satz 1 mit dem in der Einleitung beschriebenen 
Satz zeigen l~il3t. Der Graph ~1 eines sph/irischen Komplexes ~ ist, wie man 
leicht einsieht, dreifach zusammenh~ingend. Umgekehrt sei ein dreifach 
zusammenh/ingender Graph ~ = A ° ~ w A l ~  auf einer Sph~ire S gegeben. 
Jeder einfache Zyklus Ig C ~ bestimmt genau zwei Fl~ichenstiicke F1 und F 2 
auf S mit Ft = I~I (i--1, 2). Wir sagen, Fi sei ein in bezug auf ~ minimales 
Fl~ichenstiick auf S, wenn kein innerer Punkt von F~ zu 121 gehfrt. Die Menge 
dieser minimalen F1/ichenstiicke heil3e M(~). Dutch Ai(~): = A~(~), i = 0, 1, und 
A2(~): = M ( ~ )  ist ein sph/irischer Komplex ~ mit ~ 1 =  ~ definiert. Wenn 
~ : ~  ein Automorphismus des Graphen ~ ist, gibt es genau eine Fort- 
setzung von ~ auf ~,  und umgekehrt induziert jeder Automorphismus von 
einen solchen auf dem Graphen ~I. Daraus geht die ,~quivalenz der beiden 
in Frage stehenden S~itze unmittelbar hervor. 

3. Primitive Komplexe, Reduktionen 

Im Raum E 3 w~ihlen wir eine durch den Ursprung 0 laufende Ebene E 
und einen auf E senkrecht stehenden Vektor e. P C E sei ein regul~ires n-eck 
mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Q C E dasjenige n-eck, das aus P 
durch eine Drehung um 0 mit dem Drehwinkel gin hervorgeht. Die konvexe 
Hiille T, yon Pu(Q + e) (und jedes zu T~ kombinatorisch isomorphe Polytop) 
bezeichnen wir als eine Trommel der Ordnung n. Die folgenden Polytope 
nennen wir primitiv: Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder, n-seitige Pyramiden, 
n-seitige Prismen, Trommeln T, (n ~ 3), sowie alle zu den schon genannten 
dualen Polytope. Ein sph~irischer Komplex heiBt primitiv, wenn er zum 
Randkomplex eines primitiven Polyeders isomorph ist. Wir erlauben uns 
inskiinftig, den Namen eines Polyeders auch t'fir jeden zu seinem Rand iso- 
morphen Komplex zu verwenden. Ein F-Komplex (G, ~t, ~) soil primitiv 
heiBen, falls ~ es ist. Offenbar ist jeder primitive F-Komplex (bei beliebiger 
Wahl von G und or) solid. Fiir die iibrigen Komplexe studieren wir drei Klassen 
von Modifikationen, mit deren Hilfe wir sie auf primitive zuriickzufiihren 
gedenken. 
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A. Die Dualitiit. (G, or, ~)  sei ein sph~irischer F-Komplex. Im Innem jedes 
Elements x e A I ~  u A2~ w~ihlen wir einen Punkt sx. Danach bestimmen wir 
zu jedem inzidenten Paar (F, k), F ~ A2~,  k e d 1 ~ einen Jordanbogen p(F, k), 
der sF mit sk verbindet und aul3er sk keinen Punkt yon P enth~ilt. Zudem soil 
ftir alle kl, k2 ~ dF, kl 4= k2, der Durchschnitt fl(F, kl)c~fl(F, k2) aus sF allein 
bestehen. Jede Fl~iche F e A2~ wird durch die in ihr verlaufenden BiSgen in 
Fl~ichenstiicke zerlegt, von denen jedes genau einen Eckpunkt x yon aF ent- 
halt; dasselbe bezeichnen wir mit Fx. Fiir x e A 0 ~ setzen wir Y¢: = u {Fx: x ~ dF}, 
f'tir x ~ A t ~ sei ~2: = u {fl(F, x): x ~ aF} und f'tir eine Fl~iche x ~ d 2 ~ legen wir 

durch ~: = sx fest. Durch &(g, ~2): = ~ ist eine Wirkung & yon G auf den 
sph~irischen Komplex ~ :  = {~2:x ~ ~} bestimmt. (G,&, ~) ist der zu (G, 0~, ~) 
duale Komplex, wobei sich die Verwendung des bestimmten Artikels dadurch 
rechtfertigt, dab (G, &, ~)  bis auf Isomorphie bestimmt ist. In diesem Sinn 
k/Snnen wir auch sag•n, es gelte (G, ~, ~)  = (G, ~, ~). 

B. Das Weglassen einer Kante. Es liege ein sphiirischer F-Komplex (G, 0~, ~)  
vor, und (k, D) • A ~ ~XA 2 ~3 sei ein zul~issiges Paar. Wenn E die andere mit k 
inzidente Fl[iche ist, setzen wir Eo :=  E u U {gD :g • Gs} sowie, t~tir beliebiges 
g' ~ G, g' Eo : = g' E w U { g' g D : g ~ G ~} und E 0: = { g Eo : g • G }. Sodann definieren 
wir eine Menge ~0: = A ° ~ o u A l ~ o u A 2 ~ o d u r c h A 2 ~ 3 0 :  = E o u d 2 ~  - (DUE), 

A ~ ~0: = {x~ nx2 : xi e A 2 ~0, xl ~: x~, card(x~ ~x2) > 2}, 

~0 ~ 0 : =  {x~ c~x~ : x~ • A ~ ~0, x~ ~= x~, xt c~x~ ~ ~}. 

Wegen der Zul~issigkeit von (k, D) ist jedes x ~ A ~ ~0 eine Vereinigung von 
Punkten und Jordanb6gen. Jetzt nehmen wir an, ~0 sei ein (sph~irischer) 
Komplex mit den Elementen von A2~o, A ~ ~0 und A°~o als Fl~ichen, Kanten 
und Ecken. Durch ao(g, x): = ~t(g, x) ftir g • G, x ~ A ~ o  - Eo und ~to(g, g'Eo): 
= (gg')Eo f'tir g'Eo ~ Eo ist eine Wirkung ao von G auf A2~o festgelegt. Fiir 
x e ~  gibt e s e i n e  Teilmenge N von A2~o mit x = ~ N ;  wir setzen 
ao(g,x):= ~{~to(g,n):neN}.  Die Wirkung ot 0 l~il~t sich noch in anderer 
Weise beschreiben. Zu jedem x • A ~ o  gibt es einen Teilkomplex ~C ~ mit 
x---13~l. Dann ist Oto(g,x)=~{a(g,y):y•~i .  }. Wir sagen, der F-Komplex 
(G, Oto, ~0) entstehe aus (G, or, ~)  durch das Weglassen der Kante k, und 
(G, a, ~)  gehe aus (G, ao, ~0) durch das Einf'tihren yon k hervor. Von der 
Kante k sagen wir auch, sie k6nne aus (G, 0~, ~) weggelassen werden. Wir 
wollen das Verh~iltnis zwischen (G, 0~, ~)  und (G, o~ o, ~0) etwas genauer be- 
schreiben. Wenn ~ •in Komplex und x ein Punkt yon Ig~l ist, legen wir den 
Trager von x in ~ durch tr(x, ~): = ~ {y • ~ : x  ~ y} fest. Jede Kante (Fl~iche) 
yon $0 ist eine Vereinigung von Kanten (Flachen) aus ~. al und a: seien die 
Endpunkte der Kante k in ~3. a~ braucht in ~0 nicht ein Eckpunkt zu sein, 
doch geh6ren at und a2 nicht derselben Kante von ~0 an, weil sonst kein 
Eckpunkt von A ° ~ D -  ~k zu d°~o  geh~Srte. Da nur solche Punkte von A°~ 
nicht auch in A°~o liegen, die mit h/Schstens zwei nicht in ~ liegenden Kanten 
yon ~ inzident sind, folgt daraus, dab D ein Dreieck oder ein Viereck ist, und 
wegen der ,~quivalenz aller Elemente der Klasse D mtiBte ~ ein Simplex, ein 
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Zylinder oder eine Trommel sein. ~o w~ire in diesem Fall kein Komplex. Wir 
haben gefunden: 

(a) Es gibt eine F1/iche F e A ~ ~o mit {al, a2} C/7, aber keine Kante l E A 1 ~o 
mit {al, a2} C I. 

6(/) sei ftir l ~ A 1 ~3 o die Menge der in l liegenden Ecken und Kanten von P. 
6 : =  U { 6( / ) : /e  A t ~o} ist ein Graph, und verm6ge s ist eine Wirkung von G 
auf 6 C ~x festgelegt, die wir wieder mit s bezeichnen. Zwischen s und so 
besteht die Beziehung 

(b) s(g, tr(x, 6)) C so(g, tr(x, ~o)), ftir alle x ~ 161 (= [~gl). 
SchlieBlich haben wir 

(c) Es gibt kein Paar gl ,g2~G so, dab die Mengen (glal,glaz} und 
{g2ax,g2aa} (giaj: =s(gi, aj)) einander auf dem Rand einer Fl~iche von ~0 
trennen. Andernfalls miiBten n/imlich die Kanten g~ k und g2 k yon ~B innere 
Punkte gemeinsam haben. 

Umgekehrt liege ein F-Komplex (G, So, ~0) vor. Es seien zwei Punkte a~ 
und a 2 mit tr(a i, ~0) ~ ~g gegeben sowie fiir jedes g ~ G zwei weitere Punkte 
gax und ga2. Zu jeder Kante l e A 1 ~0 wird durch die auf ihr liegenden Punkte 
yon {ga 1 : g ~ G} u {ga s :g ~ G} ein einfacher Weg 6(1) definiert. Wenn I keines 
der ga~ im Innern enth/ilt, ist dabei 6(1) der aus l u n d  seinen Endpunkten 
bestehende Weg. Es gebe eine Wirkung s von G als Gruppe yon Automor- 
phismen auf den Graphen 6 :  = U {6(1):/e A1Po}. FiJr jedes g e G soll o~(g, ai) 
der oben definierte Punkt ga~ sein. Wenn zudem t'fir a 1 , a z, 6 und s: G X 6 ~  
die Bedingungen (a), (b) und (c) sinngem~iB erftillt sind, so gibt es einen, bis 
auf Isomorphie bestimmten, F-Komplex (G, s, ~), der aus (G, So, ~0) durch 
das Einf'tihren einer Kante k mit k = {a~, a2} hervorgeht. 

Dual zum Weglassen einer Kante ist das Zusammenziehen einer solchen. 
keAl~3 gehBre zum F-Komplex (G,s,~),  und wir nehmen an, die Kante 
fce A ~  lasse sich aus (G, ~, ~)  weglassen. Die Operationen, die sich aus dem 
Obergang yon (G, s, ~)  zu (G, ~, ~), danach dem Weglassen yon k und schlieB- 
lich dem nochmaligen Obergang zum dualen Komplex ergibt, bezeichnen wir 
als das ,,Zusammenziehen yon k". DaB sie dem entspricht, was wir uns dar- 
unter etwa vorstellen mOgen, geht aus passenden Beispielen hervor. 

C. Die to- und rl-Operationen yon Steinitz. Wir nehmen an, der sph~irische 
F-Komplex (G, ~, ~)  sei nicht primitiv. Wenn x eine dreivalente Ecke yon 
ist, bezeichnen wir ihre Naehbarecken jeweils mit a 1, a2, a3. Die Ordnung o(x) 
yon x sei die Anzahl der Dreiecke (Fl~ichen F ~  mit cardA°OF=3) in 
st(x, ~). H e A z ~  sei eine Fl~iche und p, q zwei Eekpunkte von OH. Das Paar 
{p, q} heiBt frei, wenn es kein g e Gn so gibt, dab {p, q} und {gp, 9q} einander 
auf OH trennen. 

C I. In ~ gibt es eine (dreiwertige) Ecke x der Ordnung 3. Well ~ nicht 
primitiv ist, besteht [stxIo[st(ox)[ for alle 0 e G - G ~  aus h6chstens einem 
Element yon ~ .  Daher ist die Menge ~',  die aus ~ entsteht, wenn wir alle 
Ecken yon 2 saint den mit ihnen inzidenten Kanten aus ~ weglassen und die 
Fl~ichen in st(ox)jeweils zu einer einzigen vereinigen, wiederum ein Komplex. 
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~': G X ~ ' ~  ~ '  definieren wir in der naheliegenden Weise mit Hilfe von ~t. Wir 
sagen, der F-Komplex (G, ct', ~ ' )  gehe durch die Operation (os(x) aus (G, ct, ~ )  
hervor. 

C 2. Weder f'tir ~ noch fiir ~ trifft C 1 zu, aber in ~ gibt es eine Ecke x 
der Ordnung 2. a 1 und a 2 seien die beiden nicht durch eine Kante von ~1 
verbundenen Nachbarn von x. Wenn (al, a2} frei ist, gibt es einen, bis auf 
Isomorphie bestimmten, F-Komplex (G, ~t o, ~o), der aus (G, ~, ~)  durch das 
Einfiihren einer Kante k mit k = {a~, a2} entsteht. Den F-Komplex, den wir 
durch Anwendung yon ~o3(x ) auf (G, ~t 0, ~o) erhalten, bezeichnen wir als das 
to2(x)-Bild von (G, ct, ~). Wenn {al, a2} nicht frei ist, gibt es ein Element g e G 
so, dab entweder gal  = x oder ga2 = x gilt; wir nehmen den ersten Fall an. 
Da g auf OH fiir jedes H ~ A2~ mit g H  = H einen Isomorphismus induziert, 
ist g x  e {al ,  a2}. Im Fall gx = a2 gibt es, wenn F e s t x  die Fl~iche mit cardA°F > 3 
ist, zu jeder Kante k e OF eine natiirliche Zahl i mit gt{a~, x}  = ~ k .  Daraus 
folgt unmittelbar, dab ~ eine Pyramide, also, im Widerspruch zu unserer An- 
nahme, primitivist. Daher haben wir ga~ = x und g x  = a t ; g i s t  eine ,,Spiege- 
lung". Wir setzen a~ :=  ga2. a~ ist die von x verschiedene Nachbarecke des 
Punktes a I auf dF. Wegen cardA°dF > 4 gilt a~ 4: a2, und wenn {a2, a~} nicht 
frei ist, muB ~ wiederum eine Pyramide sein. Andernfalls l~ilSt sich die Kante 
[al, x] zusammenziehen; den dabei entstehenden Komplex bezeichnen wir als 
das ~2(x, al)-Bild von (G, ~, ~). 

C 3. Weder t'fir ~ noch fiir ~3 trifft eine der in C 1 und in C 2 beschriebenen 
Situationen zu, aber in ~ gibt es eine dreivalente Ecke x der Ordnung 1. 
a I und a 2 seien die durch eine Kante von ~ verbundenen Nachbarecken von x. 
Wenn in G ein Element g mit g x  = a 3 und ga 3 = x existiert, so l~iBt sich die 
Kante [x, a3] (~[x, as] = {x, as} ) in (G, ~t, ~)  zusammenziehen, und den dabei 
entstehenden Komplex nennen wir das ~l(x)-Bild von (G, o~, ~ ) .  Andernfalls 
gibt es offensichtlich einen (bis auf Isomorpie bestimmten) F-Komplex 
(G, ~0., ~o), der dadurch aus (G, a, ~)  hervorgeht, dab wir zuerst eine Kante k 
mit k =  {a~, as} und, falls a 2 und a s im neuen Komplex nicht durch eine 
Kante verbunden sind, noch eine Kante l mit [=  {a2, as} einfiihren. Den 
Komplex, den wir durch Anwendung yon tos(x ) aus (G, So, ~o) gewinnen, 
bezeichnen wir als das ah (x)-Bild yon (G, ct, ~). 

C 4. Wenn jede dreivalente Ecke von P die Ordnung 0 hat, wenden wir 
die Operation des ,,Eckenabschneidens" nur in einem Ausnahmefall an. x und y 
seien zwei verschiedene dreivalente Ecken mit den Nachbarn ai und bt (1 < i ~ 3). 
Dazu gelte etwa a~ = b~ und a 2 = b2. Es kann nicht auch a s = b s sein, da x 
und y sonst nicht die Ordnung 0 h~itten. Nun setzen wir zus~itzlich voraus, 
keiner der Punkte a t, bt liege in der Klasse ~ oder in der Klasse y, und fiihren 
solange neue Kanten k mit k = {at, aj} oder mit k = {b~, b~}, 1 < i , j  ~ 3 ein, bis 
jedes der Paare {a~, a j} und {b t, bj} durch eine Kante verbunden ist. Dies ist 
wegen der Voraussetzung {a~, bt} n ( ~ y - ) =  O, fiir alle i mit 1 _<i< 3, m6glich. 
Das Besondere dieser Operation liegt darin, dab wegen a~ = bl und a 2 = b 2 

h6chstens fiinfmal eine neue Klasse yon Kanten eingefiihrt werden muB. 
20 Math. Ann. 192 
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Schliel31ieh wenden wir o~3(x ) und, wenn y4= 2 ist, auch ~3(Y) an. So erhalten 
wir einen sph~irischen F-Komplex, den wir als das ~o(X, y)-Bild von (G, ~, ~) 
bezeichnen. 

C 5. Dual zum ,,Eckenabschneiden" sind die Operationen, bei denen eine 
Fl~iehe auf einen Punkt zusammengezogen wird. x ~ A 2 ~3 sei ein Dreieck mit 
den Eigenschaften: 

(a) Kein Eckpunkt von x ist dreiwertig. 
(b) Fiir alle Paare Xl, x2 in der Klasse 2 gilt xlc~x2=0. Im Innern jeder 

Fl~iche x' ~ 2 w~thlen wit einen Punkt s(x'), sowie drei Jordanb6gen, die s(x') 
mit den Ecken yon x' verbinden und paarweise nur s(x') als Durchschnitt 
haben. In dem so durch Unterteilung aus (G, ~, ~3) entstehenden Komplex, in 
dem die Wirkung von Gauf  die naheliegende Weise festgelegt sei, 16schen wir 
alle Kanten, die zum Rand der ursprtinglichen Fl~iche x geh6ren. Das Resultat 
bezeiehnen wir als das qo(X)-Bild von (G, ~, ~). 

Den f~bergang zum dualen Komplex, das Weglassen einer Kante, die 
Operationen qo, ~o, ~01, ~1, ~02, ~2, co3 bezeichnen wir als Reduktionen. 
(G, ~t, ~)  heiBt reduzibel, wenn es einen F-Komptex (G, ~o, ~30) so gibt, dab 
• o weniger Kanten als ~ hat und (G, ~o, ~0) durch endlich viele aufeinander- 
folgende Reduktionen aus (G, ~, ~3) entsteht. Den fJberlegungen in den Ab- 
sehnitten C 1 bis C 4 entnehmen wit: 

Lemma 1. Fiir den sphiirischen F-Komplex (G, 0¢, ~ )  treffe eine der fol- 
9enden Bedingunoen zu : 

(a) Es 9ibt in ~ eine dreivalente Ecke, deren Ordnun9 nicht Null ist. 
(b) Es 9ibt in ~ zwei dreivalente Ecken x und y der Ordnun9 Null mit den 

Nachbarn a i und bi, 1 < i <  3, so, daft a 1 = b 1, a 2 = b2 und x ~= y zutrifft, und 
keiner der Punkte a~, b~ zu "Y oder zu y 9eh6rt. 

Dann ist (G, ~, ~ )  entweder primitiv oder reduzibel. 

4. Kr~inze 

Der folgende Tatbestand l~iBt sich ohne Mi~he aus dem Jordanschen 
Kurvensatz gewinnen. 

(5) ~3 sei ein sph~irischer Komplex und F ~ A z~  beliebig gew~ihlt. Die 
Elemente von A2~ tassen sich so zu einer mit F beginnenden Folge 
F = F1, F2 ..... F, anordnen, dab ftir jeden Index i zwischen 2 und r - 1  der 
Durchschnitt Fin U {Fj:j ~ i - 1} ein Jordanbogen ist. 

Daraus gewinnen wir die folgende Aussage. 

Lemma 2. (G, ct, ~3) sei ein sphfirischer F-Komplex und {F, k, x} F ~ Az~,  
k ~ A 1 ~3 c~ O F, x ~ A o ~3 r~ O k ein inzidentes Tripel. Wenn ffir zwei Automorphismen 
01,92 ~ G die Beziehun O 9 lP = gzP f~r alle Elemente p yon {F, k, x} zutrifft, so 
stimmen 01 und 02 auf 9anz ~ iiberein. 

Beweis. Die Automorphismen eines Zyklus (ira Sinne der Graphentheorie) 
lassen sich leicht aufz~ihlen. Wenn daher {H, l, y} irgendein inzidentes Tripel 
mit glq=g2q ftir alle q in {H, l, y} ist, erkennen wit mtihelos, dab 91 und 02 
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auf dH dieselbe Abbildung induzieren. Nun sei {F, k, x} das im Lemma er- 
w~ihnte Tripel. Wir w~ihlen eine Folge F~ mit F 1 = F gem~iB (5) und beweisen 
durch Induktion nach i mit Hilfe der obigen Bemerkung, dab gl und g2 auf 
{Fj :j < i} u U {0Fj :j < i} dieselbe Abbildung erzeugen, woraus fiir i = r unsere 
Behauptung folgt. 

Nach dem gleichen Schema beweisen wir: 

Lemma 3. (G, ~t, ~ )  sei ein sph~rischer F-Komplex und g ~ G ein Element 
der Ordnung > 3. Wenn es ein Fixelement x ~ ~3, mit gx  = x, gibt, so existieren 
deren genau zwei. 

Beweis. Es sei etwa F ~ A 2 ~ ein Fixelement von g. Eine leichte Abwandlung 
von (5) erlaubt uns, die Klassen/7:  = {gill: 1 < i< oo} (H ~A2~)  so zu einer 
Folge F =//1,  H2 . . . . .  ~ , ,  anzuordnen, dab f'tir 2 < i < n stets gilt: entweder ist 
IU{Hj:I<=j<=i}[ ein Fl~ichenstiick D i oder es gibt ein Element Yi von ¢~, 
dessen Stern st(y i, ~3) alle Fl~ichen H aus den Klassen /~, i>=j>__ n enth~ilt. 
i0 sei der letzte Index, f'tir den die erstgenannte MSglichkeit eintritt; sicher 
ist i o < n. FiJr i = i o bedeute ~i C ~1 den Zyklus mit [~i[ =/)i .  # induziert auf 
jedem ~i  einen Automorphismus 0i der Ordnung _>_ 3, und da jeder Auto- 
morphismus eines Zyklus, der ein Fixelement zul~iBt, eine Ordnung _< 2 hat, 
ist jedes 9i ohne Fixelemente. Daraus folgt, dal3 9 auf dem durch U {/7i: 1-=<j_< io} 
in ~ erzeugten Komplex einen Automorphismus induziert, dessen einziges 
Fixelement F ist. F u n d  Y~o+ ~ sind die beiden Fixelemente yon 9 in ~.  

Aus (5) ergibt sich ferner, dab die Eulersche Charakteristik jedes sph~irischen 
Komplexes den Wert 2 hat. Daraus folgt in bekannter Weise: 

(6) e 3 + P3 = 8 + ~ (k - 4) (e k -4- Pk) ~ 8, WO ej die Zahl der j-wertigen 
k ~ 5  

Ecken in ~1 und p~ die Zahl der j-ecke (F1/ichen F mit cardA°OF =j )  von 
bedeutet. 

Bevor wir uns dem Hauptthema dieses Paragraphen zuwenden, wollen wir 
eine zur Durchschnittsbildung duale Operation beschreiben. ~ sei ein Komplex 
und A C ~ eine beliebige Teilmenge. Wenn es kein Element x ~ ¢~ mit ~ A C x 
gibt, setzen wir V A : = [ ~ [ ,  andernfalls definieren wir V A durch 

Definition. (G, 0t, ~3) sei ein sph~irischer F-Komplex, (k, D) mit k ~ A ~  und 
D 6 d2~ ein zul~issiges Paar. Es gelte k = D c~ E, mit E ~ A2~. Eine Teilmenge 
L ~ A 2 ~ ist ein (k, D)-Kranz, wenn eine der nachfolgenden Bedingungen A 1, A 2 
erfiillt ist. 

A1. L =  {E',D'~,D'2} mit E' eff~, D ~ D ,  D'~nE' ~ fiir alle i~{1 ,2} ;  
! ¢ ! 

DieD2 ~ 0, D~ c~D'2nE' =fJ. 
A 2. Keine Teilmenge von L erf'tillt A 1. Es gibt zwei disjunkte Teilmengen 

S~, $2, deren Vereinigung L i s t .  Dabei gilt ftir alle i entweder $ i=  {x} mit 
x~A2~3, oder Si={E ' ,D '  } mit E '~E ,  D ' e D ,  D ' n E ' e  ~ oder Si={D'~,E',D'2} 
mit E' ~ E, D~ e/~, D~ :I: D~ ~ D, Dj n E' e k fiir alle j ~ { 1, 2}. Ffir genau zwei 
Elemente X~, /~{1,2}, von ~ gibt es Elemente YI~eS~ und Y21~S 2 mit 
20* 
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Yltn Y2z = Xz. Ferner ist X1 c~X2 = ~, und schliel31ich geniigt keine echte Teil- 
menge von L den bisher unter A 2 genannten Bedingungen. 

Wenn wir in der obigen Definition iiberall A ~ dutch A :-i,  c~ durch V, 
0 durch l~1, c durch D und das Wort ,,Kranz" durch ,,Gegenkranz" ersetzen, 
erhalten wir den Begriff des (k, D)-Gegenkranzes. L heil3t ein Kranz erster Art, 
wenn die Beschreibung A 1 auf ihn zutrifft, andernfalls ein Kranz zweiter Art. 
Wenn L = {D~, E', D~} ein Kranz erster Art ist, bezeichnen wir das Element 
D~ c~D~ als den ~iuBeren Kontakt von L. Falls L v o n  zweiter Art ist, heil3en 
die unter A 2 beschriebenen Elemente X1, X2 die tiul3eren Kontakte von L. Da 
wir of mehrere Kr/inze gleichzeitig betrachten werden, bezeichnen wir die 
genannten Kontakte yon L mit XxL und X2L; ebenso schreiben wir S~L: = S~ 
fiir i e {1, 2}. Wenn L ein Kranz erster Art ist, setzen wir X I L = X 2 L :  =X, 
und S~ L = $2 L: = L. Die L~inge dL eines Kranzes ist die Zahl seiner Elemente 
Aus dem Jordanschen Kurvensatz folgt: Die F1/ichen von ~ -  L zerfallen in 
zwei Klassen M 1, M s so, dab tMll und IM21 Fl~ichenstiicke sind und jeder 
Jordanbogen, der einen Punkt yon IMxl mit einem Punkt ~on IM2t verbindet, 
die Menge ILl trifft. Mit tgiL oder lg i bezeichnen wir den yon Mt in ~ erzeugten 
Komplex. Wir sagen, E~ und E2 seien die Komponenten von ~3-  L. L ist ein 
freier Kranz, wenn es einen Index i so gibt, dab kein #x mit # e G und x ~ L 
zum Innern E~L-dE~L geh~Srt; die Komponente E~L nennen wir alsdann 
selbst frei. 

Das ntichste Lemma zeigt, dab wir einen (k, D)-Kranz (-Gegenkranz) als 
ein Hindernis auffassen k6nnen, welches sich dem Entfernen (Zusammen- 
ziehen) der Kante k entgegenstellt. 

Lemma 4. (G, or, ~3) sei ein sphi~rischer F-Komplex und (k, D) in Al ~3XA2~3 
ein zuliissiges Paar. Wenn (G, ct, ~3) weder primitiv noch reduzibel ist, gibt es in 
A 2~3 einen (k, D)-Kranz. 

Beweis. Unter den Voraussetzungen unseres Lemmas kann insbesondere k 
nicht aus (G, ~t, ~)  weggelassen werden. E sei die mit k inzidente yon D ver- 
schiedene Fl~iche. Wir ordnen die Elemente von d E n ~  im Sinne einer der 
beiden Orientierungen von dE zu einer Folge k~ .. . . .  k, und bezeichnen mit 
D ~ ( l < i < n )  das von E verschiedene mit k t inzidente Element der 
Aquivalenzklasse D. Wir nehmen an, es gebe einen Index io so, dab 
Tio: = D~o n ( E u  ~ {D j : )<  io}) kein Jordanbogen ist. Wir w/ihlen io mit dieser 
Eigenschaft so klein als mBglich. Im Falle Tio=/)io gilt offenbar io =n, 
A2~ = {E, D1 ... . .  D~}, und ~ ist eine n-seitige Pyramide. Wenn Tio eine echte 
Teilmenge von D~o ist, h/ingt es nicht zusammen. Es gibt dann eine Fl~iche 
D~(i<io) so, dab Dt~Dio~fJ, aber Di~Dio~kio=~J ist. {Di, Dio, E} ist ein 
(k, D)-Kranz erster Art. Also k~Snnen wir annehmen, jedes T~ (1 ~ i < n) sei ein 
Jordanbogen, woraus folgt, dab E': = E w D ~  ... wD, ein Flachenstiick ist. 
Wir setzen gE': =#Ew#D~ ~ ... gD,, (O e G.). Weil (k, D) zul/issig ist, gilt ftir 
#x, #~ mit #xE' ~_~E' stets gIE'~g:zE' C ~x E't '~g2E'. Es sei d2~ ' :  = {gE':~ e G} 
~ A ~ - ( D w E ) ,  d~J ' := '{xc~y:x4 ,  y, x, y e A 2 ~  ', card(xc~y)>__2}, 
d°~3':={xc~y:x4:y,x, yeA~3',xc~y~-O}. Eine Wirkung ~t' von G auf ~'  
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definieren wir in naheliegender Weise (vergleiche Abschnitt B in Paragraph 3). 
Wenn ~' :  = A ° ~ ' w A ~ Y ~ A 2 ~ Y  ein (sph~irischer)Komplex ist, so entsteht 
(G, ~', ~') durch das Weglassen von k aus (G, ~t, ~), im Widerspruch zu den 
Voraussetzungen unseres Lemmas. Wenn nicht alle Elemente von A ~  ' 
JordanbiSgen sind, so verfahren wir wie beim Studium des Durchschnitts T~o. 
Entweder ist ~ primitiv, oder in ~ gibt es einen (k, D)-Kranz. Als letzte M6g- 
lichkeit bleibt iJbrig, dab zwar alle Elemente von A ~  ' Jordanbtigen, aber 
nicht alle Elemente yon A°~ ' Punkte sind. Das ist nur f'fir cardA2~'=3,  
und daher cardA2~ ~ 9  m6glich. Eine einfache Hilfsbetrachtung zeigt auch 
hier, dal3 ~ primitiv oder reduzibel ist. 

5. Der kombinatorische Hilfssatz 

Satz 2. Jeder sph~rische F-Komplex ist entweder primitiv oder reduzibel. 

Beweis. Wir gehen indirekt vor und betrachten ein Gegenbeispiel (G, ~, ~). 
Es gilt also 

(7) (G, ~, ~) ist weder primitiv noch reduzibel. 
Als eine Dreierinzidenz bezeichnen wir ein Paar (x, y) in A°~XA2~, wo x 

eine dreivalente Ecke, y ein Dreieck ist und x e dy gilt. Im Hinblick auf Lemma 1 
sehen wir 

(8) In ~ gibt es keine Dreierinzidenz. 
Nach Formel (6) kommen in A2~ oder in A2~ Dreiecke vor. Unser 

Beweis gliedert sich nach zunehmender Beweglichkeit solcher Dreiecke. 
A. Es gibt in A2~ (oder in A2~) ein Dreieck D und eine Kante k e a D  so, 

dab (k, D) ein zulassiges Paar ist. Wir w~ihlen (k, D) im ~ oder in ~ minimal: 
die andere mit k inzidente Fl~iche E in A2~ (in d2~) soU m6glichst wenige 
Ecken haben und, bei minimaler Eckenzahl, m6glichst wenige Kanten der 
Klasse ~ auf ihrem Rand enthalten. Dabei k6nnen wit D e A2~ annehmen. 
Weil sich k gem~iB (7) nicht entfernen l~iBt, ist nach Lemma 4 die Menge 2 
der (k, D)-Kr~inze nicht leer. Wir verwenden die Begriffe und Bezeichnungen 
des vorangehenden Paragraphen. Nun w~ihlen wir einen minimalen (k, D)- 
Kranz L o in 2, der also die Eigenschaft hat, dab in Lo wtE1Lo (oder in Lo u{~2Lo) 
kein weiteres Element von 2 als Teilmenge enthalten ist. Wenn die Komponente 
~IL 0 nicht frei ist, gibt es g e G und x e Lo so, dab gx dem Innern von E1Lo 
angeh/Srt. Es sind verschiedene F~ille zu unterscheiden, wovon wir einen als 
Beispiel n~iher betrachten. Dabei wollen wir fortan das Argument Lo wenn- 
mt~glich fortlassen, also IEiL 0 = :f£~, X i L  0 = :Xi und S~Lo= :S i schreiben. Wir 
untersuchen etwa den Fall, wo S I = { D i , E ,  D2}, S2={D~,E',D'2} mit 
Di, D'i ~ D, E, E' ~ E und X i = DinD'  ~ gilt. Ferner liege oDI ftir passendes O ~ G 
in fi~l. 9Lo C~1 widerspricht der Minimalit~it von Lo. Wir nehmen etwa 
gD[ ~ ~1 an. Aus gD~ e E2 folgt mit qx c~E2 = {Xx, X2} die Bedingung 
gX1 ~ {X1,X2}. Aber auch im Falle #D~ eL0 muB #X1 in {X1,X2} liegen, 
dies wegen der Zul~issigkeit des Paares (k, D). Wir nehmen #XI = X1 an und 
studieren das g-Bild der Kante kl : = D1 hE. Wenn #kl eine Randkante von Et 
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ist, liegt sie auf dE (oder auf dE'), und entweder ist {E, D1, gD1} ein der Mini- 
malit~it von L o widersprechender Kranz, oder D1 und der Punkt Ec~D~ n g D  1 
bilden, entgegen (8), eine Dreierinzidenz in ~. Ist gk~ eine innere Kante yon 
El, so haben wir g S l : = { g x : x ~ S l } C E l  und g X 2 = X  2 (oder g X 2 ~ A ° ~ l  
-A°d~Et). Aus gS~ und geeigneten Teilmengen von Lo lassen sich wieder 
Kr~inze bilden, welche der Minimalit~it von Lo widersprechen, auBer in dem 
einen Fall, wo gS1 = A 2 E~ ist. Ahnlich verfahren wir bei allen anderen Konfigura- 
tionen von g, S~ und $2. Als weiteres Beispiel sei nur noch die M6glichkeit 
erw~ihnt, dab A21~1 = {gD'}, f'tir Elemente g e G und D'e Loc~D eintritt. Weil 
in ~ keine Dreierinzidenzen vorkommen, gilt A ° d ( g D ' ) = { y t , y 2 ,  u}, wo 
u auBer mit D' noch nicht genau drei Fl~ichen D], D~ und E' inzident ist, wobei 
D~ e / )  (i= 1, 2), E ' e  E und (bei passender Wahl der Bezeichnung) 
S~ = {DI, E', D~} gilt. gD' hat mit zwei Elementen yon D (niimtich mit D] und 
D~) eine Kante zum Durchschnitt, und weil dasselbe fiir jede andere Fliiche in 
der Klasse D zutrifft, ist ~3, im Widerspruch zu (7), eine Trommel. Zusammen- 
fassend finden wir entweder 

(9) Der (k, D)-Kranz Lo ist frei, oder 
(10) Es gibt g e G mit A2~1 = g S  t . 

Zuerst nehmen wir an, (9) treffe zu. 1~ sei wie oben die fieie Komponente 
yon ~ -  Lo (wenn beide Komponenten frei sind, w~ihlen wir ~ unter ihnen 
beliebig). Den mit dem iiuBeren Kontakt X~ von L o inzidenten oder identischen 
Punkt des Randes dI$1 bezeichnen wir mit x i . x~  = x 2 ist nur f'tir dL  o = 3 
m6glich. Wenn L 0 ein Kranz zweiter Art, also x 1 4= x2, ist, gibt es wegen 
Lemma 2 zu jedem j ~ {0, 1, 2, 3} hiSchstens einen Automorphismus g~ ~ G~, 
welcher die entsprechende Forderung der nachstehenden Liste erf'tillt. 

#oX t = x i ,  goS t = SI . g~ x~ = x t ,  gi Si = S 2 . g2xt = x2, 

g 2 S l  = S t . gaxi = x2, gaSi = S 2 . 

G¢, enth~ilt h6chstens diese vier Abbildungen, und da E1 frei ist, gilt fiir alle 
g e G -  G¢~ mit gel :  = { g x : x  ~ El} die Beziehung gel  c~El C {xl, X2}. Wenn 
wir daher den Komplex ~ modifizieren wollen, mtissen wir den Mengen stx~ 
besondere Aufmerksamkeit schenken, weil dort eine Veriinderung in E1 und 
eine solche in gE 1 einander stSren k6nnten. Falls L o ein (k, D)-Kranz erster 
Art ist, also x I = x2 gilt, gibt es in G¢, h/Schstens ein yon der Identitiit ver- 
schiedenes Element, das wir gegebenenfalls mit g2 bezeichnen werden. Zt und 
Z2 seien die dutch x 1 und x2 auf dE1 bestimmten einfachen Wege (im Falle 
xl = x2 setzen wir ~ = Z2: = dEx). Wir nehmen an, Z1 enthalte eine Kante m, 
die weder mit x 1 noch mit x2 inzident ist, und bezeichnen die m enthaltenden 
Fliichen yon ~ mit F ~ L o und H ~ El. Die Wahl yon m zieht F ¢ D nach sich. 
Es ist A2E1 4: {H}, weil sonst jeder Endpunkt yon m an einer Dreierinzidenz 
beteiligt ware, im Widerspruch zu (8). Weiter haben wir 

(11) d H n O E t = { m } u d m .  
x sei andernfalls ein nicht mit m inzidenter Eckpunkt yon dHc~0~$~. Die 

Endpunkte von m bezeichnen wir mit Pl und P2- Wenn p~ mit einer Kante 
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gm#m,g~G, inzident ist, folgt mit (9) g~G¢,, also g=g~ ftir passendes j. 
Infolgedessen ist eines der Paare (m, p~) (i = 1, 2) zul~issig, und rn l~iBt sich in 
(G, ~, ~)  zusammenziehen. Zur Illustration betrachten wir den Fall, wo sowohl 
(m, Pl) als (m, P2) zul~issig ist und G¢, = { 1} gilt. Nach dem Dualen zu Lemma 4 
gibt es, wenn m sich nicht zusammenziehen 1/il3t, einen Punkt p~A°~l mit 
V {p, pt } ~ ~ ,  ~/{p, p2} ~ ~ ,  aber V {p, pl, p2} = 1~1. 

Aus den ersten beiden Bedingungen folgt jedoch p = x, und die dritte 
Forderung steht sodann mit {x} u 0 m  C OH im Widerspruch. Der Rest dieses 
Abschnittes A wird haupts~ichlich dem Versuch gewidmet sein, eine geeignete 
Kante auf dem Rand 0gl wegzulassen. Dabei dient uns der Begriff des 
schlichten Kranzes. (m, H) e A 1 ~1XA 21~ 1 sei ein zuNssiges Paar und L' C (~1 u L o 
ein (m, H)-Kranz mit der Eigenschaft, dab eine Komponente von ~ -  L' eine 
echte Teilmenge von (gl ist. Diese Komponente bezeichnen wir mit glL'. Der 
Kranz L' heiBt schlicht, wenn zusatzlich gilt: 

(a) ~1L' ist frei 
(b) dE < 4, card G¢1 L, < 2. 
(c) Die Menge der ~iuBeren Kontakte von L' ist yon {xl, x2}, verschieden. 
Den Annahmen (7) und (9) Ftigen wit zun~ichst noch die Voraussetzung bei: 
(12) Es existiert kein schlichter Kranz L' C ~1 uLo.  Hierauf gestiitzt zeigen 

wir 
(13) Fiir alle 9 e G mit He, OH ~ {0, H} besteht Hough aus einem einzigen 

Punkt von 0m. 

Wenn (13) falsch ist, wird es durch 91,92 oder g3 verletzt. Zuniichst sei 
Hng~H = 0 f'tir j ~e 2, und g2 verletze (13). Im Falle g2mt~m = 0 ist {F, H, g2 H} 
ein schlichter Kranz. Im Falle 92m~m +0 ist Hng2H eine Kante l mit 
gzl = l und 91c~l = 0 ftir alle g ¢ {1, g2}- l l~il3t sich wegen (12) weglassen. Nun 
sei HnojH+-O fiir j e { 1 , 3 }  (Lo ist also sicher yon der zweiten Art). Wenn 
Hc~giH eine Kante ist, l~iBt sie sich in (G, ~, ~)  zusammenziehen; also gelte 
jetzt Hc~gjHeA°~3. Mit Om={pl,p2 } kSnnen wir annehmen, (m, pO sei 
zuliissig. Im Falte Hng~H4=O setzen wir q~:= 9~Pl, andernfalls kommt 91 
in G¢~ nicht vor, und wit legen ql dutch ql: = g3P2 fest. Nach dem Dualen zu 
Lemma 4 gibt es, da sich rn gem~iB Gegenannahme nicht zusammenziehen 
l~iBt, eine FNche F 1 e fi;1 mit {Pl, ql} C OF1. Wenn es eine Kante o e OF1 gibt, 
die weder zu 0C1 noeh zu U {OH':H'e if/} geh6rt, bezeichnen wit die von F1 
verschiedene o enthaltende Fl~che mit K. Wenn (o, K) nicht zuliissig ist, geh6rt 
91 zu G¢1, und Kc~91K ist eine Kante, die im Hinblick auf (12) aus (G, ~, ~ )  
entfernt werden kann. So sei jetzt (o, K) zul~issig. Da o sich nicht entfernen 
t~igt, ist entweder {F~, K, 0~ K} ein schlichter Kranz oder es gibt, im Falle 
Kr~g~ =0 ,  in E~ einen schlichten (o,K)-Kranz zweiter Art. Also muB 
OFa C 0C1 u U {OH':H' e H} sein; F1 enth~ilt genau einen der Punkte {xl, x2}, 
etwa xl. Entsprechend finden wir eine Flgche F2 e E1 mit OF2 C 0C1 w U {OH': 
H' e ~} und xz ~ OF2. Im Falle, wo G¢~ nicht alle Automorphismen 0~ entNilt 
oder wo 02m=m gilt, haben wir AzE1 ={F1,F2,H,o~H}, und k~Snnen auf 
(G, ~, ~3) die Operation ~o(/4, 9~/t) anwenden. Andernfalls sei I e OF~ eine yon xl 
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ausgehende Kante; l ist mit einem Dreieck D ' e  L o inzident, und D' enth~ilt 
auBer l eine Kante von ~ sowie eine weitere Kante th. Wenn rh¢ 7" gilt, ist 
(rh, D') ein zuliissiges Paar, und rh l~iBt sich aus ( ~  a, ~ )  entfernen, also gehiSre 
jetzt rh zu i:. xl e 0C1 ist viervalent, und in (G, ~, ~)  kSnnen wir die Operation 
~o(D', #1 D') durchfiihren. Damit ist (13) gezeigt, und wegen (11) und (13) l~iBt 
sich m nur dann nicht aus (G, a, ~ )  entfernen, wenn in ffl wLo ein schlichter 
(m, H)-Kranz liegt, im Widerspruch zu (12). Zusammenfassend finden wir 

(14) Jede Kante von 0~1 ist entweder mit xl oder mit x2 inzident. Das 
bedeutet insbesondere, dab L o yon zweiter Art ist. Zus:itzlich nehmen wir 
vorerst an 

(15) Lo ist ein Kranz zweiter Art mit cardA2~£1 ~ 2. 
Ferner setzen wir hier die Existenz einer Fl~iche H G ~ und einer Kante 

m e OH mit folgenden Eigenschaften voraus: 
(d) n c~lOff.d = m.  
(e) Es gibt keine Fl~iche K GII~ mit K n H 4 : 0 ,  Kc~m=O, und 

tJ =k ({xl, x2} - 0m) C OK. 
Wenn (m, H) nicht zul~issig ist, muB Hc~g2H eine Kante l e II1 sein, deren 

Durchschnitt mit 10~11 ein dreivalenter Eckpunkt p von ~ ist. p geh6rt zum 
Rand einer Fl~iche X e Lo, und ein Bestandteil des Kranzes Lo, etwa S:Lo, 
besteht aus X allein. Die Kante l lal3t sich in (G, ~, ~)  zusammenziehen. Also 
ist (m, H) zul:issig, und wenn m sich nicht entfernen laBt, tritt in IIt u Lo ein 
schlichter Kranz auf, im Widerspruch zu (12). In ~1 gibt es daher kein Paar 
(m, H), welches den Bedingungen (d) und (e) geniigt. Wenn x 1 mit x 2 durch 
eine Kante von Ot£~ verbunden ist, erhalten wir aus unseren jetzigen Vor- 
aussetzungen einen Widerspruch zu card A 2 ~  ~ 2. ul und u2 seien die Punkte 
von A°OlI1 - {x 1, x2}; die Paare {xi, 3¢2} und {u t, I,/2} trennen einander auf 0~1. 
(m, H) mit m e A101£~ und H G A 2 ~ ,  m e all ,  sei ein Paar, welches (d) verletzt; 
es gelte etwa OHc'~A°Off.: = {xl, x 2, ul} 0 e OH sei eine innere Kante von ~1, 
welche x~ unter ihren Endpunkten enth~ilt. Wir bezeichnen die von H ver- 
schiedene mit 0 inzidente Fl~iche von ~ mit K. Wenn (m, K) nicht zul~issig ist, 
muB Kc~g2K eine Kante sein, die sich in (G, ~, ~)  zusammenziehen l~iBt. Ist 
(m, K) zul~issig, so k6nnen wir m im Hinblick auf (12) entfernen. Nun nehmen 
wir f'tir das Paar (m,H) an, es erfiille ~Hc~d°O~t ={x~,u:,u~}. 0 sei eine 
Kante yon 01E 1 mit x2 ~ 00 und K die mit 0 inzidente Fl~iche in El. (0, K) 
erfiillt (d) und (e) auBer in dem einen Fall, wo d2tt:~ = {H, K} gilt. Weil ~1 frei 
ist, sind die Paare (H c~ K, H) und (H c~ K, K) zul~issig, und da sonst ein Wider- 
spruch zur Minimalit~it von (k, D) entstiinde, ist die eingangs erw:ihnte Fl~iche E 
ein Dreieck mit Ec~?=  {k}. Wegen (8) sind ul und u~ beide viervalent, und 
die Kante K c~H l~iBt sich nur dann nicht zusammenziehen, wenn ~ ein 
Oktaeder, also primitivist. So finden wir, dab jedes Paar (m, H) m i t m  e 0if1 
und H eA:t l l ,  m e  OH die Bedingung (d) erfiillt. (ml,//1) mit xt e ~ml und 
(m2,//2) mit x~ e 0m~ und mt rim2 ~: IJ seien zwei solche Paare, und wir ktinnen 
annehmen, beide verletzten (e). K~ und K :  bedeuten zwei der unter (e) be- 
schriebenen Flachen, so dab etwa ml n K~ = ~,//1 c~Ki :~ 0, x~ e 0K~ gilt. 
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Hlt"sK 2 (und H 2 n K  0 ist eine Kante, die sich aus (G,e,~)  entfernen l~iBt. 
(15) kann also nicht zutreffen. 

Wenn endlich (g~Lo eine einzige F1/iche F von ~ enth/ilt, w~ihlen wir 
u eA°Of£1- {xl, x2} beliebig. Da es in ~ keine Dreierinzidenzen gibt, ist u 
auBer mit F noch mit genau drei F1/ichen E' e E, D~ e D und D~ e D inzident, 
und weil E1 frei ist und wir das urspriingliche Paar (k, D) minimal gewiihtt 
haben, l~iBt sich in (G, 6, ~)  die Operation No(D1, D2) durchftihren. 

Die Bedingungen (7), (9) und (12) sind demnach unvertriiglich. Wir heben 
(12) auf und definieren auf der (nichtleeren) Menge/~ der schlichten Kr~inze 
durch L N L' :¢~'gl L C (gt L' eine Teilordnung./-,1 sei ein beziiglich < minimales 
Element. Wenn es in ffqL 1 -OffqL~ eine Kante m so gibt, dab keine drei- 
valente Ecke von ~ mit zwei Elementen der Klasse N inzident ist, bezeichnen 
wir mit/ /1 und H2 die beiden Fl~ichen in ~;IL1, deren Durchschnitt m ist. 
Wegen der Bedingung (b) f'tir schlichte Kdinze ist, bei geeigneter Wahl der 
Indexe, (m,//1) zul~issig, und wenn m nicht entfernt werden kann, gibt es einen 
(m, H1)-Kranz L. Wenn L v o n  der ersten Art ist, gilt L C E~Lt, und L wider- 
spricht der Minimalit~it von Lt. Daher kSnnen wir jetzt, wenn # ~ G¢IL~ -- {1} 
mit gH 2 = 1-12, gm +- m, existiert, annehmen, es gelte oH 1 nH~ = 0. Der Kranz L 
ist also yon der zweiten Art, und wenn er in (~1L1 uLx liegt, erhalten wir einen 
Widerspruch zur Minimalit~it von La in der Menge/~. Als einzige MiSglichkeit 
bleibt, bei passender Bezeichnung, S~ L C ~x LI, $2 L C ~z LI mit IS1 LI c~ IS 2 L[ 
= {u~, Uz}, wo die Punkte ut und u2 die ~iuBeren Kontakte von L~ sind. Wenn 
es X ~Lx mit {u~, u2} C OX gibt, widerspricht S~Lu{X}  der Minimalit~it von 
L~, auBer im Falle mc~X4:O. Wenn dazu noch card(0H~n~)=2 gilt, l~il~t 
sich, mit Riicksicht auf die Minimalit~it von L1, die Kante//1 c~X entfernen. 
Nun sei OH z n ~ = {m}. Wenn SzL C ff,~L1 aus einer einzigen Fl~iche Y besteht, 
ist Yc~X eine Kante mit den Endpunkten ux, u2, und das Paar (mnX,  X) ist 
eine Dreierinzidenz; andernfalls gilt, ftir passendes g e G¢~, S~L=oS~L. Im 
Falle o X # : X  ist (mnX,  X) wieder eine Dreierinzidenz, im Falle 9 X = X  
l~13t sich die Operation ~o(mc~X,g(mnX)) durchftihren. Wenn Ul mit uz 
nicht durch eine Fl~iche von L~ verbunden ist, kann kein Kranz L der be- 
schriebenen Art existieren. Andernfalls zeigt eine einfache Betrachtung des 
durch IOff, zL~l und IS'2LI berandeten Teilkomplexes yon ~ L o ,  dab es einen 
sph~irischen Komplex ~ C ~ L o  geben miil~te, was nicht sein kann. Es bleibt 
der Fall, dab A2fg~L~ = {F} gilt, wobei F wegen (b) ein Dreieck oder ein Vier- 
eck ist. Wenn es eine Kante 0 e OF mit 0 = V{u~, u2} gibt, l~iBt sich 0 entfernen, 
aul~er in dem einen Fall, wo 0 e OH i'fir eine Fl~iche H eLo, und zudem 
Fc~ItE~Lol 4=0 gilt. Falls dabei ein Endpunkt yon 0 zur Menge der ~iul3eren 
Kontakte von Lo geh~irt, gibt es in Low{F} einen der Minimalit~it yon Lo 
in 2 widersprechenden (k, D)-Kranz, andernfalls steht H i m  Gegensatz zu (11). 
Schliel31ich sei F = {u~, u~, v~, v~}, wobei die Paare {ul, u2} und {v~, v2} ein- 
ander auf OF trennen. L~ sei ein (m, H)-Kranz, f'fir ein Paar (m, H) e d 1 ~ × d  z~. 
Wegen der Bedingung (b) f'tir sehliehte Kdinze ist v~ eine dreiwertige, mit 
genau einem Element von ~ inzidente Ecke von ~ .  Weil G¢~ hiSchstens die 



294 P. Mani: 

Elemente Oj (0 ~ j  < 3) enth~ilt, ist es leicht zu sehen, daB sich auf (G, 0q ~)  die 
Operation ~o(vl, v2) anwenden l~iBt. 

Die Forderungen (7) und (9) sind also selbst schon unvertr~iglich. Wir 
ersetzen (9) durch (10) und haben A2ff, I=O(S1Lo) (:={9x:x~S1Lo}, ftir 
passendes O ~ G. Wenn dabei $1Lo = {X}, ftir X ~ Az~3, gilt, so muB, wegen (8), 
S~L={D'~,E,D'2} mit D'~4D'2 und D'~c~D'2c~EnoX:~O gelten. Nun folgt 
leicht, dab X ein Dreieck und (XeroX, X) ein zul~issiges Paar ist, welches der 
Minimalit~it von (k, D) widerspricht. Wenn SILo aus mehr als einem Element 
besteht, folgt zun~ichst mit (8) 9{xl, x2} = {Xl, x2}. Eine Kante m ~ 0El, die 
weder mit Xl noch mit x2 inzident ist, l~il3t sich zusammenziehen. Wenn keine 
solche Kante vorkommt, besteht AZEl aus zwei Dreiecken. Wegen (8) ist 
alsdann ~ eine Doppelpyramide, also primitiv, und der Fall A der Gegen- 
annahme ist widerlegt 

B. Weder in (G, ~, ~)  noch in (G, ~, ~)  gibt es ein zul~ssiges Paar (m, H) 
mit c a r d A ° 0 H = 3 .  Aus (6) lesen wit ab, dab es in A2P (oder in A2~3) ein 
Dreieck D gibt. k ~ 0D sei eine Kante seines Randes. Weil andernfalls (k, D) 
oder (l,D), mit l: =AlOD-~, zul~issig, oder (8) verletzt ware, gilt sicher 
card(ODn~)= 3. Zu je zwei Kanten kl,k2 in 8D existiert also immer ein 
gEG mit gk 1 = k  2. Wenn dabei gD+-D ist, folgt zun~ichst A 2 ~ = D ,  und 
wegen card(aDc~k')= 3 sind alle Ecken yon ~3 zueinander ~iquivalent. ~ ist 
alsdann ein regul~ires Dreieckspolyeder. Daher bewirkt die Gegenannahme (7): 

(16) G~ ist ftir alle dreivalenten Elemente x e ~ auf der Menge der (drei) 
mit x inzidenten Kanten transitiv. 

Insbesondere gilt im Hinblick auf Lemma 2 
(17) Fiir alle dreivalenten Elemente x ~ ~3 enth~lt G~ einen Automorphis- 

mus der Ordnung 3. 
Wenn es in ~ (oder in ~ )  zwei Dreiecke gibt, deren Durchschnitt eine 

Kante ist, so ist ~ wiederum regul~ir. Falls der Durchschnitt zweier Dreiecke 
D 1 # D 2 von ~ nicht leer ist, gilt daher D 1 n D 2 = : x e A° ~.  D1 ' D2, ... ' D, (n > 2) 
seien die mit x inzidenten Dreiecke, und ~1 der Graph ~ : = ~ { O O ' :  
D'~ ~{D~:I  <i<n}}. Die Ecken yon ~ sind alle unter der Wirkung ~ zu- 
einander ~iquivalent. Wegen DioDe= {x} ftir i@j ware im Falle n >  3 jeder 
Eckpunkt von ~1 mindestens 6-valent, was sich mit der Tatsache, daB 1~11 
auf einer Sph~ire liegt, nicht vertr~igt. Fiir n = 2 sei F eines der durch den 
viervalenten Graphen ~ auf der Sph~ire S: = l ~ l  bestimmten minimalen 
Fl~ichenstiicke. Das heiBt, dab es einen Zyklus I£ E ~1 mit I~£1 = F gibt, und 
daB kein innerer Punkt von F zu 1~1[ geh/Srt. Wegen (16) wird S durch die 
Dreiecke D' e D1 wD:  und durch die Fl~ichenstiicke oF, 9 ~ G, iJberdeckt, oF ist 
dabei dasjenige durch den Zyklus {9x : x ~ ~3, x E ~+} berandete Fl~ichenstiick 
aufS, welches keinen Punkt von l~x[ im Innern enthalt. Ohne Miihe best~itigen 
wir, dab ~ dreifach zusammenh~ingt, also einen sph~irischen Komplex ~ mit 
A~=DlWD~{oF:g~G} bestimmt, und zwar ist ~ ein abgestumpftes 
regul~ires Dreikantspotyeder, was sich beispielsweise leicht aus (6), angewendet 
a u f ~ ,  ergibt. Die Wirkung 0~ yon G a u f ~  ~ setzt sich eindeutig zu einer Wirkung 
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f l : G X ~  fort. f i ;v (~  sei der Komplex mit 
~ :  = A ~ r ~  A°ff. r dreifach zusammenh~ingend 
sph~irischen F-Komplex (G¢~., 7, ~3). Dabei gelte 

1~1 =F .  Wenn der Graph 
ist, definieren wir einen 

z ' : =  = - 

ferner setzen wir ftir x ~ (~v und g ~ G¢~ 7(g, x): = 0t(g, x). F o ~ ~ sei die Fl~iche 
U ( A a ~ - A 2 ~ r ) .  Wir setzen y(9, Fo):=Fo, ffir alle 9~G¢~. Wegen (6) 
gibt es in ~ wenigstens 8 dreivalente Elemente. Wenn Fo nicht ein Dreieck 
ist, bedeute x ein dreivalentes Element in ~ v -  O~FC ~. In (G, ct, ~)  haben 
wir die Beziehung G~C G¢~, welche zu (17) im Widerspruch steht, da G¢,. 
kein Element der Ordnung 3 enth~ilt. Wenn Fo ein Dreieck ist, w~ihlen wir 
drei verschiedene dreivalente Elemente xl, x2, x3 in ~F - 0~v, deren Existenz 
wieder dutch (6) garantiert ist. Wegen Lemma 2 enth~ilt G~F h6chstens zwei 
Automorphismen der Ordnung 3. Wir bezeichnen mit 0i eine der nach (17) 
in G~, existierenden Abbildungen der Ordnung 3. Wegen der vorangehenden 
Bemerkung muB etwa gl = g2 gelten. Foist ein Fixelement von ga(= Oz). gl hat 
nach Lemma 3 h6chstens noch ein weiteres Fixelement, und aus 0x xa = x~ und 
gtxz =g2xz = Xz folgt daher x 1 = x2, im Widerspruch zur Wahl der x~. Wenn 
der Graph ~ nicht dreifach zusammenh~ingend ist, gilt entweder, im Wider- 
spruch zu (7), ~ = ~,  oder Fis t  in ~ ein Viereck. In diesem letzten Fall gibt es 
wiederum in ~ F - 0 ~  ein dreivalentes Element, und wir fahren wie oben 
weiter, oder Az~r besteht aus zwei Dreiecken, die eine Kante gemeinsam 
haben. Ats Ergebnis finden wir somit 

(18) Zwei verschiedene Dreiecke in ~ sind stets disjunkt. 
Wir w~ihlen ein Dreieck D ~ A2~, eine Kante k e 0D, und bezeichnen die 

andere mit k inzidente Fl~iche mit E. Wenn (k, E) nicht zul~ssig ist, gilt wegen (8) 
card(OEn~)>2. Wir wenden auf (G, ~, ~) zuerst qo(D) an, was wegen (18) 
und (8) erlaubt ist, und gehen sodann zum dualen Komplex fiber. Der ent- 
standene F-Komplex widerspricht (18). Nach Lemma 4 finden wir also, wenn k 
sich nicht entfernen l~il3t, einen (k, E)-Kranz Lo. Wir w~ihlen Lo so, dab in 
L o w e l L  o kein weiterer (k, E)-Kranz enthalten ist. Mit x~ und x2 bezeichnen 
wir die mit den ~iul3eren Kontakten von Lo inzidenten oder identischen Punkte 
des Randes 0 ~  Lo. ul und (wenn vorhanden) Uz seien die Punkte von A°Offq Lo, 
welche in Dreiecken der Menge Dc~Lo liegen. Wenn ~lLo einen inneren 
Eckpunkt p ¢ Off.~Lo enth~ilt, finden wir wie beim Nachweis von (18) ein drei- 
valentes Element z ~A°ffqLowAZff,~L o, das von den Punkten x~ und ui ver- 
schieden ist. Weil ~ L o frei ist, gilt G~ C G¢~Lo. Jedes Element von G ~ o  bildet die 
Menge {x~, Xz} in sich ab und hat daher eine Ordnung < 2. Zusammen mit 
G~ ~ G¢~1.owidersprichtdiesder Feststellung(17).WennzwarA O~Lo_  0fi;~Lo = t~ 
ist, aber A ~ L o  ein Dreieck enth~ilt, geraten wir mit (18) in Konflikt. Schliet~- 
lich bestehe A~ffqLo aus einem einzigen Viereck F; die Eckpunkte u~ ~ OF sind 
viervalent. Indem wir auf (G, ~t, ~)  die Operation qo(D) anwenden, gehen D' 
und u~ (wenn die Bezeichnungen so sind, dab D'~ D1Lo und u~ ~ OD' gilt) in 
zwei durch eine Kante verbundene dreivalente Ecken iiber, was, wenn der ent- 
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stehende Komplex wieder unter die in Abschnitt B beschriebene Kategorie 
fiillt, zu (18) einen Widerspruch bildet. 

Damit ist die Gegenannahme (7) in allen Fallen widerlegt, und der Satz 2 
bewiesen. 

6. Einbettungen 

E a sei der dreidimensionale euklidische Raum u n d o  sein Ursprung. Wir 
setzen Ea+ : = E 3 - {o} und bezeichnen mit M+ die Menge aller den Ursprung 
meidenden Ebenen in E a. e sei ein auf dem zu H ~ M+ parallelen Unterraum 
von E 3 senkrechter Vektor yon Ea+, (e, H )  der gemeinsame Wert der Skalar- 
produkte (e, x),  x e H. Wir setzen rH: = (1/(e, H))e, wobei die rechte Seite 
offenbar nicht vonde r  Wahl des Vektors e abh~ingt. Fiir p ~ E3+ bedeute rp 
den Punkt p selbst. Wenn ein sph~irischer F-Komplex (G, ~, ~)  vorliegt, fiihren 
wir die AbkiJrzungen X(G, ~, ~): = A o ~3 u A 2 ~ und W(G, a, ~): = {(x, y): x e dy 
und (x,y)~d°~[~Xd2~} ein. Zu jedem w=(x,y)  mit x ~ d ° ~  und y ~ A 2 ~  
geh6rt die Klasse ~: = {(gx, gy):g ~ G} (w braucht nicht in der Menge W(G, ~t, ~3) 
der Inzidenzen zu liegen). Wir setzen 3~(G, ~, ~3): = {~:x e X(G, ~, ~)} und 
I~(G, ~t, ~)  = I~: = {~:w ~ W(G, ~, ~)}. Wenn keine Verwechslung zu be- 
fiirchten ist, lassen wir das Argument (G, ~, ~)  bei X, 3~, W und 1~ fortan weg_. 
Offensichtlich existieren Auswahlfunktionen fl :X-o X so, dal~ fiir alle ~ e X 
das Element fl~ in ~ liegt sowie bei gegebenem fl, Abbildungen 

y:{ (x ,y ) :xeA°~,yeA2~3}-oG mit ((y~(flx-),fly--)~, 

f'tir alle ~ = (x, y). 
Insbesondere sei G eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe 0 3. Die 

gewohnte Wirkung ~': GXE 3 ~ E  3 schreiben wir meist verm6ge g x: = ct'(g, x) 
multiplikativ. Unter einer Einbettung ~o:X--, Es+ uM+ verstehen wir eine Ab- 
bildung ~o, welche den folgenden Bedingungen geniigt. 

(19) ~oA°~ C Ea+, ~oA2~ C M+. 
(20) tpgx = g~ox, fiir aUe x e X und g ~ G. 
Wir bezeichnen mit Eg die Menge der Fixelemente x e E a bei der Isometrie 

g ~ G, also Eg: = {x ~ E a :gx = x}, w~ihrend fiir x e X die zugeh6rige Fixpunkt- 
menge durch Ex: = ~{Eg:g  e G~,} festgelegt ist. Der Punkt fx :  = r~ox liegt 
wegen (20) flit alle x ~ X in Ex. Zu jeder Anordnung der Elemente yon X 
in einer Folge 71 . . . . .  ~n geh6rt der Produktraum E: =E(fl~I)X ... ×E(fl~n). 
Mit ~(G, 0~,~;fl, y, tp), oder kurz mit ~, bezeichnen wir den Punkt 
~:=(f(f l~l)  . . . . .  f(fl~n)) in E. ni:E~E(fl~i) und li:E(fl~)-oE bedeuten ftir 
1 _< i <  n die kanonische Projektion und die kanonische Injektion. Wenn 
~ = ( ' x ' ~  mit xe~ic~A°~  und yE~jt~d2~ gegeben ist (~ braucht nicht in 
if" zu liegen), definieren wir eine reelle Funktion h~,:E~R durch 

(21) h®(x): = ((y~,)lr~(x), n~,(x)) - 1. 
Wir sagen, ~o geniige der Legendreschen Bedingung, wenn die Menge der 

Ableitungen { h ~ l D : ~ l ~ }  linear unabh~ingig ist. f i s t  dabei der vorhin 
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definierte Punkt ~(G, ~, ~ ;  fl, y, ~0). ~o bezeichnen wir als eine Realisierung von 
(G, ~, ~)  wenn auBer (19) und (20) zus~itzlich gilt: 

(22) (x, y) ~ Wc:,~ox E ¢py. 
(23) Alle Punkte ~ox, x~A°~3 liegen im gleichen durch q~y,y~A2~,  be- 

grenzten abgeschlossenen Halbraum Hy yon E 3. Die yon Steinitz in [1, p. 243f.] 
erl~iuterten Argumente zeigen, da6 alsdann N { H y : y e A 2 ~ }  ein konvexes 
Polyeder P' ist, dessen Randkomplex wir mit ~ '  bezeichnen. Wir sagen, P' 
entspreche der Realisierung ~o, oder auch, es sei durch ~o bestimmt. Wegen 
(20) sind die sph~trischen F-Komplexe (G, ~, ~3) und (G, ~', ~ ' )  isomorph. ~' be- 
zeichnet dabei wieder die gewohnte Wirkung yon G als Gruppe yon Kon- 
gruenzen des Raumes. So finden wir: 

Lemma 5. Wenn es zum sphi~rischen F-Komplex (G, ~, ~3) eine Realisierung 
~0:X(G, ~, ~)-~ E3+ wM+ gibt, so ist (G, o~, ~3) solid. 

In Anlehnung an das entsprechende Resultat von Steinitz ftir den Fall wo 
die Gruppe trivial ist, zeigen wir, dab die Legendresche Bedingung ftir jede 
Realisierung eines sph~irischen F-Komplexes erftillt ist. 

Lemma 6. (G, ~, ~)  sei ein sphiirischer F-K omplex und qg : X--, Ea+ w M+ eine 
Realisierung. tp geniigt der Legendreschen Bedingung. 

Beweis. Die Legendresche Bedingung f'tir eine Realisierung ~o l~iBt sich erst 
formulieren, nachdem die Abbildungen fl und y, sowie eine Anordnung von ~', 
gew~ihlt worden sind. Dabei h~ingt aber die Antwort auf die Frage, ob tp tier 
Legendreschen Bedingung geniJge, nicht v o n d e r  speziellen Anordnung der 
Menge .~" ab. Nun sei 7 eine beliebige Teilmenge yon .~: = X(G, 0t, ~). Wit 
setzen Y: = U Y. Nach [1, p. 255, Zeile 21ff.] gibt es ein Element Yo e Y E X, 
das mit hiSchstens drei weiteren Elementen von Y inzident ist. Wir wollen 
zeigen: Die Anzahl der Klassen (Yo, x) e I~: = ff'(G, ct, ~)  (oder (x, Yo) ~ 1~) mit 
x e Y ist f'fir Yo e d ° ~  (oder Yo e /12~)  nicht grtiBer als die Dimension des 
Raumes E(yo)C E a. Sicher ist das fiir d imE(yo)= 3 richtig. Nun sei etwa Yo 
eine Fl~iche yon ~ ,  und dim E(yo) = 2. Es gibt also g e G mit gYo = Yo so, da6 
g auf dYo einen Automorphismus mit genau zwei Fixelementen induziert, und 
es ist Gy o = {1, g}. Nun gebe es entgegen unserer Behauptung drei Ecken 
xl, x 2, x 3 auf 8Yo so, dab die Klassen (x i, Yo), 1 < i < 3, paarweise verschieden 
sind. Fiir i ~ej ist also x i ~ {xj, gxj}. Weil zudem mindestens einer der Punkte 
xi e ~Yo kein g-Fixelement ist, enth~ilt dYo, im Widerspruch zur Wahl von Yo, 
wenigstens vier zu Y geh6rende Punkte. Analog verfahren wit in den iibrigen 
Fallen und finden: 

(24) Die Klassen yon X lassen sich so zu einer Folge ~ . . . . .  ~ anordnen, 
dab kein i, 1 < i < n, die Anzahl der Inzidenzklassen ~ = ( ~  (beziehungs- 
weise ~ = (  ~ ,  x) mit x ~ U{~I:j  < i} und ~ e I~ die Dimension des Raumes 
E(fl~) tibersteigt. 

Dabei ist fl:X(G,~, ~ )~X(G,0 t ,  ~ )  eine beliebige Auswahlfunktion. Wit 
wahlen eine Abbildung y: {(x, y): x e A o ~ ,  y e A 2 ~} ~ G gem~ifl Paragraph 6, 
und definieren im Raum E: = E(fl~)X ... XE(fl~) mit Hilfe von fl, y, und tp 
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in der gewohnten Weise den Punkt f: = f(G, ~, P;  fl, °~,, q~), sowie die Abbildungen 
h ~ : E ~  R. Nun gelte fiir geeignete Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, 

(25) ~h~-(f) = o e E* (E* ist der Dualraum von E). 

F/Jr ~ = ( x , y )  mit ~ e l ~  und x ~ t ,  y e ~  i setzen wir r~:=max{ i , j } .  
ff'l C I~ bedeute die Menge der Inzidenzklasse ~ ~ if" mit r ~ =  I. k sei der 
gr~SBte der Indexe i < n, f'tir welche es eine Klasse 7~ mit r~  = i und ~ ~0  
gibt. ~k bestehe etwa aus Eckpunkten von ~.  ~ sei ein Punkt im Unterraum 
E(fl~k) von E 3, und x das Bild von ~ bei der kanonischen Injektion yon E(fl~k) 
in E. Fiir ~ ~ ff'k verschwindet das Produkt ~hw([)(x), w~ihrend wir ffir eine 
Klasse W=(fl-Xk, y) aus ff'k die Beziehung h'([)(x)=((?~)(Yc),~(fly-]) 
= (~, (V~)-~([fly-)) finden. So ergibt sich f'tir jeden Punkt x~g(fl'Xk) aus (25) 

(26) (~, Z' ~(~,~)-~(~fly-)) = 0, 
wobei Z' tiber alle ~ = (fl'Xk, Y) in 1~ k zu erstrecken ist und nicht alle Koeffizienten 
~ verschwinden. P' C E a sei das durch die Realisierung ~0 bestimmte Polytop. 
Wir k6nnen annehmen, der Ursprung o liege im Inneren intP'  von P'. Zu 
jedem ~ = ( f l ~ k ,  Y) aus Wk bezeichnen wir mit L~ die dutch r(L~) = (y~) -~( f f l~  
festgelegte Ebene. L w ist die Tragerebene einer Seitenflgche von P' und ent- 
h~ilt den Eckpunkt qgfl2 k des Polyeders P'. Zusammen mit (24) folgt daraus 
die lineare Unabh~ingigkeit der Punkte (?~)-l(ffly-), ~ = (fl2k, Y)~ fig. Wegen 
o e intP'  steht die Linearkombination E' ~,(y~)- ~ (ffly-) e E 3 nicht senkrecht 
zu E(fl2k), und da 2 in E(fl2k) beliebig gew~ihlt werden daft, erhalten wir einen 
Widerspruch zu (26). FiJr 2k ( d 2 ~ schlieBen wir in vfllig analoger Weise und 
best~itigen so die Richtigkeit unseres Lemmas. 

7. Der analytische Hilfssatz 

Satz 3. Der spl~rische F-Komptex (G, ~o, ~o) entstehe aus (G, ~, ~)  dutch 
das Wegtassen einer Kante. Wenn es eine Realisierum3 tp o yon (G, ~o, ~o) gibt, 
so existiert auch eine Realisierung yon (G, ~, ¢~). 

Beweis. Von dem durch die Realisierung ~0 o yon (G, ~o, ~o) bestimmten 
Polytop P' C E a k6nnen wit ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit annehmen, 
es enthalte den Ursprung im Inneren, also o E intP', x o e A2~o sei eine in 
nicht vorkommende Flgche. Wir wghlen x o so, dab x o = flo~o gilt. Die gem~il3 
dem vorangehenden Paragraphen ftir (G, ~o, ~o) definierten Begriffe unter- 
scheiden wir von den entsprechenden Begriffen ffir (G, ~, ~)  durch das Anf'tigen 
des Indexes 0. So bedeutet etwa Xo die Restklassenmenge )7(G, ~o, ~o), 27 die 
Menge )7(G, ~, ~). 

A. Es sei d ° ~ o = d ° ~ .  Mit u und v 1 . . . . .  v n (n~  1) bezeichnen wit die 
FNchen von ~ ,  deren Vereinigung x o ist. Dabei haben wir angenommen 
(uc~v 1, vl)~ A I ~ X A 2 ~  sei das ffir das Weglassen von k: = uc~v 1 aus (G, ~, ~) 
erfordediche zulgssige Paar. Fiir jedes y ~ d 2~ bedeutet ty die Fl~iche von ~0, 
in welcher y liegt. Fiir y e d ° ~  setzen wir ty: = y  e d ° ~ o  . Durch ~oy: = ~Oo(tY) 
definieren wir eine Einbettung q~:X~Ea+ u M + .  Als n~ichstes legen wir ein¢ 
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Auswahlfunktion/~:3~ ~ X und eine Abbildung 7: {(x, y'): x ~ A o ~,  y e A 2 ~} ~ G 
fest, wobei wir annehmen, 3o und ?o_seien ftir (G, ~o, ~o) schon gemiiB Para- 
graph 6 definiert. Jede Klasse 2 e  X, 2¢  {~, ~}, geh6rt bereits zu 37 o, und 
wir setzen /~2: =3o(7X')=/~o2. Analog gelte ftir (x,y) mit x~A°~3 und 
yeA2~3-(-~u~l),  die Beziehung 7(x,y): =7o(x,y). Ferner sei /~fi:=u und, 
falls vl nicht zur Klasse ~ gehiSrt ~ : =  vl. Es gilt die Vertauschungsregel 
t(~x--) = ~o(7-~), ftir atle 2 e )7. Wenn ~ = (x, y) eine (nicht notwendigerweise in 
I~ liegende) Klasse mit x eA°$3 und y e {u, vl} ist, bedeute t~  die Klasse 
(x, x0). Es gibt ein Element g ~ Gxo so, dab gVo(t~)(3x-)= x zutrifft. 7~ legen 
wir nun durch 7~: = gTo(t~) fest. Gem~iB dem vorangehenden Paragraphen 
geh6rt verm6ge ~ zu jedem x e X der Fixpunktraum Ex. Wir nehmen an, die 
Elemente von )7o seien zu einer Folge Yl . . . .  , y,_~ angeordnet, wobei etwa 
Xo = y,-1 gelte. Die Elemente von X ordnen wir so zu einer Folge 2~ . . . . .  2, 
(f'tir~ 4= ~1) oderzueiner Folge21 . . . . .  2,_ 1 (ftir~ = fl) an,daB Fxi = ~(1 _< i<_n- 2), 
tu = tx,_ ~ = 2 o und, im Falle ~ 4= ~ ,  Ff~ = F~, = 2o gilt. Gem~iB Paragraph 6 
sind die R~iume E und E o sowie die Punkte ~ und [o festgelegt. Ftir ~ 4= ~ 
haben wir etwa ~ = (f(fl21) . . . . . .  f(fl2,)) e E, wo f wieder die Abbildung r~p 
bedeutet, c e d o~  sei ein Punkt, der mit v~, aber nicht mit u inzident ist, und 

bezeichne die Klasse (c, u)= {(gc, gu):geG}. Wir setzen l~l: = I~v{~}.  
Gem~iB (21) ist die Funktion h w : E ~ R  ftir jedes ~ ~ ff'~ definiert, und es gilt 
jeweils hw(~)=0, q~ unterscheidet sich dadurch yon einer Realisierung, dab 
auch fiir gewisse nichtinzidente Paare (x, y)eA°C~XA2~, beispielsweise ftir 
(c, u), das tp-Bild des Punktes x in der Ebene tpy liegt. Die Hauptarbeit zur 
Verbesserung dieses (Jbelstandes besteht ftir uns im Nachweis der linearen 
Unabh/ingigkeit yon {h~(~):~ ~ I~} im Dualraum E* yon E, Andernfalls gibt 
es Zahlen (r,, welche nicht alle verschwinden, und ftir die 

(27) ~ ¢~h~-ff)=o~E* 

zutrifft. Indem wir jedem Punkt a = (a~ . . . .  , a._ ~, a._ 1) yon 

E0 = E(/~oYl)X .--XE(/3oY.-1) das Element ~a: = (al . . . . .  a._ ~, a._ ~, a._ ~) yon E 
zuordnen, erhalten wir eine Einbettung yon Eo in E (im Falle ~ = v~ verdoppeln 
wir a._ 1 nicht). Bei dieser Einbettung geht ~o in f tiber, und aus der Beziehung 
(27) erhalten wir 

(28) ~ ~,h~(~o) = o e E~, 

wo far V~ = (x, y) wieder tN: = (tx, ty) gesetzt ist. Nach Lemma 6, angewendet 
auf q~o, folgt far jede Klasse ~o in 1~ o die Gleichung 

(29) X ° ¢~ = o 

wobei 1~ ° sich tiber alle N e I~  mit tw = Wo erstrecken soll. k sei die ,,aus A~P 
verschwundene" Kante mit den Eckpunkten ax, az~uc~v~. Dem Element 

---- (c'b-.~) yon ff'~ stellen wir N~: = (c, v~) e Wgegentiber, Mit N C Wbezeichnen 
wir die Menge der Klassen (x, y) e fix mit x e {a~, a~} und y e {u, vl}. Sicher ist 
Nc~ {~, N1} = 0. Nun seien ~ und W4: ~ zwei Klassen yon 1~, deren TNger 
t~ und tW tibereinstimmen. Das ist nur far {~, W} = {N, N~} oder {~, W} C N 
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mfglich. Aus (27) und (29) gewinnen wir die Gleichungen 

(30) ~ = 0 ,  f'tir alle ~ ¢ / ~ u { ~ , ~ l }  und 
(31) E 1 ¢~h~-(f) = o e E*, 

wobei E x inskiJnftig immer bedeuten soil, dab iiber alle We N u { ~ ,  ml} zu 
summieren sei. ~ = (x, y) mit x = xi und y =  ~ (1 < i , j  < n) sei eine Klasse in 
/~u{~,~x}.  Mit n i : E ~ E ( f l ~ i )  und nj bezeichnen wir die entsprechenden 
Projektionen. Durch pX(~): = nip und p2(~): = r9 p ordnen wir jedem p e E 
zwei Punkte des Raumes E a zu; insbesondere gilt fx (~) = ~(flx-) und f2(~) = f(fly-). 
Mit diesen Bezeichnungen ermitteln wir die Ableitung der Funktion h~, fiir 
~ = (x,'~ :h~-(f)(p)= ((7~,)(rflx-),p2(w)) + ((r~)(p t ~),~(fly-')). Fiir (x ,y)eNu {~,~x} 
haben wit stets t y =  2o und daher f ( f ly-)= foXo. (31) erh~ilt die Gestalt 

(32) Z x ¢~((rw) (fflx-), p2~) + E1 i~((rw) (pX ~), foXo ) =0,  

f'tir alle p e E. Weil f'tir ~, ~ ' e / Y u { ~ ,  ~1} mit t ~ =  t~ '  die Punkte (7~)pX(~) 
und (7~')pX(~ ') stets durch eine Deckbewegung # e Gxo C Oa auseinander her- 
vorgehen, haben sie mit foXo dasselbe Skalarprodukt, und daraus folgt mit 
(29) dab der zweite Anteil in (32) f'tir alle p ~ E verschwindet. Es sei ~ = xi und 
vx 4= u, vx = x~. Wir w~ihlen p e E so, dab nip = o e E(fl-a) ist, w~ihrend wir iJber 
~: = nip e E(fl~x) spater verfiigen wollen. Fiir solche Punkte p verschwinden 
in (32) alle Skalarprodukte ((7~) ( f f l~ ) ,  p2~), bei denen ~ die Form (x, u) hat. 
Wir setzen ~ :  = i ~ :  = ix und, falls (a2, vx) 4: (ax, vx) ist, ¢t~--7~~: = ~ .  
Im Falle (a2, v~)= ~ sei I 2 : = 0 .  Nun ist ( (7~) ( f l c - ) , f l~x )e~  ~. Wegen 
f l~ = v~ gibt es g e G~, so, dab O'ml)(t ic-)=gc gilt. Aus/5 e Efl~ x = Ev~ folgt 
daher (f(r~)~c-), ~)= (fc, ~), und das Entsprechende gilt fiir (ax, v~) und 
(a2, vx). Die Bedingung (32) nimmt f'tir die jetzt betrachteten Punkte/3 die Form 

(33) ( ~ o f  c + ix f a x  + ¢ 2 f  az, /3) = 0 

an. Wenn (a2, vx) ~ ~ gilt, haben wir E(fl~x) = Ev  1 = E 3, und da (33) f/Jr alle 
/3 e E v ~ gelten mug, folgt io f C + i t f a ~ + ~ ~ f a2 = o e E v x . c, a x und a 2 sind Eck- 
punkte des konvexen Polytops P', das der Realisierung tpo entspricht und den 
Ursprung o e E a im Inneren enth~ilt. Da sie zudem alle in der Ebene tp o Xo e M÷ 
liegen, gilt Io = I1 = Ca = 0. Zusammen mit (29) ergibt sich daraus die lineare 
Unabh~ingigkeit von {h ' (~ ) :~e l~} .  Im Falle (a~,v~)=(ax , '~)  ist ~2=0. 
G~ ~ G~ enth~ilt als einziges nichttriviales Element eine Spiegelung, deren 
Fixpunktmenge Ev  x die zur Geraden aft{fax, f a 2 }  C E3+ senkrechte Ebene 
durch den Ursprung ist. Weil/3 e Evx beliebig gew~ihlt werden darf, folgt mit 
~ = 0  aus (33) wieder i o f c  + ix f a ~  = o, und daraus ergibt sich die lineare 
Unabh~ingigkeit yon {h~-(~): ~ e if'x} wie oben. ,~hnlich verfahren wir schlieB- 
lieh, wenn ~ = ~ gilt. 

B. Es gelte d ° ~ o  = d ° ~ - ( a x  u ~ ) ,  wo a~ e uc'~v x die Endpunkte der weg- 
gelassenen Kante k sind. Xo, Xo, I4Io, I~o, flo, Yo, ~0o, Eo und ~o soUen f'tir den 
F-Komplex (G, ~t o, ~o) die gleiche Bedeutung wie unter Abschnitt A haben. 
a~ liege im Innern der Kante l~ von AX~o . Wegen der in Abschnitt B yon 
Paragraph 3 genannten Bedingungen ist eine Wirkung yon G auf die Ktassen 
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al und a2 definiert. Insbesondere ist gat, g E G, erkl~irt, und wir k6nnen 
G~,: = {g ~ G :ga i =ai} setzen. Ferner definieren wir Ea i c E  3 durch 
E(ai): = {x~ E 3 : g x =  x, i2ir alle g e G J .  Wegen der Bedingung.(b) yon Ab- 
schnitt B in Paragraph 3 und wegen (20) f'tir tpo ist E(ai)n( l  ~ - l ' i )4: O, wo x o 
und xi die beiden mit I i inzidenten Fl~ichen yon ~o sind und l~ die in der Ge- 
raden q9 o x o c~ q~oXi liegende Kante des durch ¢Po bestimmten Polytops P' bedeutet. 
Wir w/ihlen einen Punkt a'i= :fai(=:(Pooa~) in diesem Durchschnitt. FiJr 
g ~ G setzen wir f (gai):  = ~t'(g, f ai) = g f(ai), wobei wir darauf achten, dab der 
Graph, der dadurch aus dem Ecken-Kanten-Geriist yon P' entsteht, dab wir 
die Punkte f(ga~) als neue Ecken einfiihren, zum Graphen A ° ~ w ( A ~ 3 -  ~) 
isomorph ist. DaB diese Forderung sich erftillen t/iBt, entnehmen wir aus (20) 
und den Bedingungen (a) bis (c) ffir das Weglassen yon Kanten (vergleiche 
Abschnitt B yon Paragraph 3). Wir setzen F/o: = {(at, X o ) , ~ ,  ~ , ~ ) } .  
In Wahrheit liegt die M/ichtigkeit yon Ho zwischen 1 und 4, da einige Klassen 
zusammenfallen k6nnen. FiJr a~:#a2 setzen wir X o o : = X o w a t ~ a 2 ,  ftir 
a t = a 2 X o o : = X o ~ - a ~ .  Ferner sei W o o : = W o w ~ H o  und l~oo:= l~owH o. 
/~o erweitern wir durch die Setzung floo(~): =a~ zu einer Auswahlfunktion 
floo:)~oo~Xoo * Yo setzen wir in beliebiger Weise fort, wobei wir nur darauf 
achten, dab die definierende Eigenschaft yon Yo auch ffir ganz ,%0 noch zutrifft. 
Eoo : = EoXEa~ XEa2 und '~oo : = ( f  (floX~ ) . . . . .  f (floX,), a'~ , a'~) seien der er- 
weiterte Koordinatenraum und der in ihm liegende ausgezeichnete Punkt. Im 
Falle ~ = ~2 lassen wir jeweils das letzte Glied fort. Verm6ge (21) ist f'fir alle 
V----- (X-~), X U d ° ~ o k d a l  kda2, y ~ A2~[~o, eine Funktion h~ erkl~irt. Wieder gilt 
h~([oo)=0 f'tir alle We l/Voo, aber auch die lineare Unabh~ingigkeit yon 

, ~  
{h~(~oo). w e l/Voo } bleibt erhalten. Andernfalls g~ibe es Zahten ¢~, die nicht alle 
verschwinden, fiir die aber 

(34) ~. ~ h ' ( ~ o o ) = o e E ~ o  
~ ~'oo 

g~ilte. Zuerst betrachten wir nur Punkte p ~ Eoo mit ~oP = o und n2p = o, wo 
n o : E ~ E o  und ni:E-~E(ai)  die iJbtichen Projektionen sind. (Die Bedingung 
mit n 2 stellen wit nur im Falle a2 :# al). Ftir aUe diese Punkte p mul3 mit 
~t: =(a-]-~,Xo) und, falls (al--~-~a)4:(a~ gilt, ~2: = (a l ,x t )  die aeziehung 
~,h~(~o o) (p)+ ~2h~2(~oo)(p)= 0 zutreffen. Weil die Ebenen ¢PoXo und tpoX 1 
yon M+ nicht parallel sind, folgt daraus, wenn wir wieder h~ in expliziter 
Form schreiben, ohne weiteres ~ = ~2  = 0. Analog verfahren wir (ira Falle 
a2 4: al) mit a 2 anstelle yon a 1. In (34) verschwinden also alte Koeffizienten 
~ ,  w ~ Ho. Die Menge {h'(fo):~ ~ IJ~o} ist nach Lemma 6 linear unabh~ingig, 
und damit ergibt sich ein Widerspruch zu (34). Wit w~ihlen jetzt einen Punkt 
c ~ AOvl _ AOu, wo u und v 1 . . . . .  v, wieder die in Xo enthaltenen Fl~ichen von 
sind. Wit setzen ~ : =  ( c ~  und fahren wie in Abschnitt A fort, nur mit Xoo 
anstelle von Xo. 

C. Die Voraussetzungen seien wie bei Abschnitt B, doch geh6re nut  eine 
der Klassen ai zu A°~3 - A°~o . Wir gehen wie unter Abschnitt B vor, wobei 
jedoch der Fall ~ = a2 nicht eintritt. In allen F~illen ist das Hauptergebnis die 
21 Math. Ann. 192 
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lineare Unabh~ingigkeit der Ableitungen {h~-(D:~ e I~'1}. Weil der Ursprung 0 
im Inneren des dutch die Realisierung ~o o bestimmten Polytops P' liegt, gilt 
f'tir aUe ~: = (x,--'~ mit x e d°~ ,  y e 32~,  (x,--~ ~ I~ o (bzw. (x, ty) ~ Woo) (wo ty 
wieder die Fl[iche yon ~o bezeichnet, in der y liegt), h~(f)< 0. U C E sei eine 
Umgebung des Ptmktes [, in der alle diese Funktionen h~ iiberall negativ sind. 
Wegen ~ ae 0 (1 = i __< n) k6nnen wir zudem U so klein w~ihlen, dab ftir be- 
liebige e e U, Indexe i,j, k e { 1, 2 . . . . .  n} und Elemente 01, if2 e G die Beziehungen 
zr~(e) 4:0 und (x~[, gl ~j[/kg2~r~[) ae 0=> (rqe, g~ 7~jeAg21gke ) ~ 0 richtig sind 
(A bedeutet das Vektorprodukt, in bezug auf eine fest gew~ihlte Orientierung 
yon Ea). Nach dem lokalen Umkehrsatz f'tir implizite Funktionen existiert ein 
Punkt b e U mit h~(b) = 0 fiir alle ~ e l~ und h~(b) < 0, wo ~ = (c--,u) die Aus- 
nahmeklasse yon 1~ ist. Zu jedem x e d 2 ~  w~ihlen wir g e G mit x =g(flx-). 
b~, sei das Bild yon b bei der Projektion yon E auf E(flx-). Es gibt genau eine 
Ebene H C Ea+ so, dab l)x = rH gilt. Wir setzen ~p(x):= gH. Analog definieren 
wir ~p(x) fiir x e d°~ .  Die Abbildung ~p:X~E~+ wM+ ist eine Realisierung von 
(G, ~t, ~). Wegen h~(b) < 0 liegt insbesondere kein ~p(x) mit x e d°~vl -- d°~u 
in der Ebene ~pu. Damit ist der Satz 3 bewiesen. 

8. Der Hauptsatz 

Satz 1. Jeder sphi~rische F-Komplex ist solid. 

Beweis. Wir leisten den Beweis ffir alle Gruppen G durch Induktion nach 
der Kantenzahl der Komplexe (G, ~t, ~). Da unsere Behauptung ffir primitive 
Komplexe trivial richtig ist, brauchen wit im Hinblick auf den Rextuktions- 
satz 2, den Realisierungssatz 3 und Lemma 5 nur noch zu zeigen: 

(G, ~, ~)  und (G, ct o, ~o) seien zwei F-Komplexe, und (G, ~o, ~o) gehe durch 
eine der folgenden Operationen aus (G, ct, ~)  hervor. Die Dualit~it, das Zu- 
sammenziehen einer Kante, oder eine der Modifikationen ~/o, ~o, ~o~, ~1, co2, 
~2, coa. Wenn zudem (G, ct o, ~o) solid ist, so auch (G, ~, ~). Beim Nachweis 
dieser Behauptung k6nnen wit annehmen, ~o sei der Randkomplex eines 
konvexen Polyeders Po C E a, ~:O3XE a ~ E  3 sei die iibliche Wirkung yon 03 
als Gruppe von Isometrien des Raumes, und at o sei die durch ~, auf~o induzierte 
Abbildung. Wir werden in allen Ftillen ein Polyeder Q mit dem Randkomplex 
konstruieren, in dessert Deckgruppe G enthalten ist. ~ induziert eine Wirkung 13 
yon G a u f  ~ ,  und (G, fl, ~)  ist jeweils der gesuchte zu (G, ~t, ~)  isomorphe 
Komplex, welcher zeigt, dab (G, ~, ~)  solid ist. Wit betrachten die verschie- 
denen F~ille der Reihe nach. 

A. Die Dualiti~t. Es sei Q: = {y e Ea:(x, y ) ~  1 f'tir alle Punkte x in Po}. 
B. Das Zusammenziehen einer Kante. Da diese Operation mit Hilfe der 

Dualit~t und des Weglassens einer Kante definiert ist, brauchen wir sie nicht 
mehr eigens zu studieren. Insbesondere sind damit auch die Operationen ~ 
und ~2 auf bekannte zuriickgefi~rt. 

C. Die Operationen ~o und ~ (1 __< i _~ 3) lassen sich leichter mit Hilfe der 
Dualit~it tiberblicken. (G, 0~ o, ~o) sei durch ~o(X, y) aus (G, ~, ~)  entstanden. 
Die Naehbam der Punkte x und y bezeichnen wir so, wie wi res  bei der 
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Definition von ~0 in Abschnitt C von Paragraph 3 getan haben. In ~0 gibt 
es also eine Kante k mit ~k={al,a2} (={bl,b2}), welche daselbst mit den 
Dreiecken D 1 und D2 (A°dD1 = {al,a2, as} A°OD2 = {bl, b2, ha}) inzident ist. 
~0 sei das gem~iB A konstruierte zu Po duale Polytop und Po wie iiblich dessen 
Randkomplex. Wir setzen dl : ~ D1 und d2: = Dz. Nun sei d ~ d°(Do) ein Punkt 
der Menge d I u d  2 und I e Al(~o) eine mit d inzidente Kante von Do. Wenn 
der von d verschiedene Endpunkt von l auch zu//'1 wg2 geh6rt, w~ihlen wir 
einen Punkt x(/) im Inneren der Kante l, wobei wir daftir sorgen, dab x(l) 
dem Unterraum E(/): = N{Eg:g~ G mit gl = l} von E s angeh6rt. Wenn der 
yon d verschiedene Endpunkt der Kante l nicht zur Menge dl ug2 gehtirt, 
bedeute x(/) denselben. H(d) bezeichne die durch die drei Punkte {xl: l ~ A 1 Do, 
d ~ dl} gehende Ebene und H ÷ (d) denjenigen durch H(d) begrenzten Halbraum 
in E 3, welcher den Eckpunkt d ~ Do nicht enth~ilt. Wir setzen 

Q: =/5oC~ N { H  + (d):d E d 1 ud2}.  

Das zu Q duale Polytop Q hat die gewiinschten Eigenschaften. Nach dem 
gleichen Schema verfahren wir, wenn (G, %, ~o) durch eine der Operationen 
~o i (1 ~ i _~ 3) aus (G, ~t, ~ )  hervorgegangen ist. 

D. Wenn (G, %, ~o) aus (G, ~, ~)  durch fro(X) entstanden ist, last sich das 
Polytop Q aus Po durch das Abschneiden aUer Ecken der Klasse ~, ohne 
Zuhilfenahme der Dualit~it, auf einfache Weise gewinnen. 

Damit ergibt sich schliel31ich die Richtigkeit unseres Hauptsatzes. 
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Die Abhandlung [3] enthalt eine ausffihrliche Obersicht neuerer Ergebnisse im Zusammen- 
hang mit Steinitz's Fundamentalsatz. 
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