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Automorphismen von polyedrischen Graphen
P. MANI*

1. Einleitung

Vor einem halben Jahrhundert hat Steinitz als erster den Fundamental-
satz fir konvexe Typen bewiesen, welcher sagt, daf} sich jede Zerlegung der
zweidimensionalen Sphiire durch den Randkomplex eines konvexen Polyeders
realisieren 1iBt. Dieser Fundamentalsatz, dessen wortliche Ubertragung
iibrigens fiir die h6heren Dimensionen nicht stimmt, ist erst vor einigen Jahren
wiederentdeckt und in seiner zentralen Bedeutung fiir die dreidimensionale
kombinatorische Geometrie erkannt worden. Das Buch [2] von Griinbaum
enthélt ihn als eine Aussage tiber planare Graphen: Jeder dreifach zusammen-
hingende planare Graph ist isomorph zum Ecken-Kanten Geriist eines im
gewdhnlichen Raum passend gewidhlten konvexen Polyeders. Ich will soiche
Graphen kurz als polyedrisch bezeichnen.

Steinitz hat in [1] drei Beweise des Fundamentalsatzes gegeben. Der erste
stiitzt sich auf den lokalen Umkehrsatz fiir implizite Funktionen, die beiden
andern sind rein kombinatorisch. Wir verdanken Griinbaum eine elegante
und durchsichtige Neufassung des dritten Beweises. Von ihm [3] stammt auch
die folgende Vermutung,

Satz. Zu jedem polyedrischen Graphen L) existiert ein dreidimensionales
konvexes Polyeder P mit den Eigenschaften:

(a) Q ist isomorph zum Ecken-Kanten Geriist B! von P.

(b) Jeder Automorphismus von P! wird durch eine Deckbewegung des
Polyeders P induziert.

Fiir den Fall, daB die Automorphismengruppe von Q (und von P!) zur
zyklischen Gruppe Z, isomorph ist, hat Barnette [4] einen Beweis gefunden.
Das Ziel dieser Note ist eine vollstindige Begriindung der genannten Ver-
mutung von Griinbaum. Dabei ist mir Steinitz’s erster ,,analytischer” Beweis
ein Vorbild gewesen. Er besteht aus einem kombinatorischen und einem
analytischen Teil. Im kombinatorischen Teil wird gezeigt: Wenn Q ein
polyedrischer Graph mit mehr als vier Ecken ist, so gibt es einen polyedrischen
Graphen R, der durch das Weglassen einer Kante aus Q hervorgeht. Im
zweiten Teil wird hierauf dargelegt: Wenn sich &' durch ein Polyeder reali-
sieren 148t, so auch L. Wihrend sich der zweite, analytische Teil dieses Be-
weisgangs leicht auf den Fall iibertragen ld8t, wo die Automorphismengruppe
von Q' mitberiicksichtigt wird, treten beim kombinatorsichen Satz Schwierig-
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keiten auf. G sei beispielsweise die Deckgruppe eines Einheitswiirfels und Q
der Ecken-Kanten Graph eines Kuboktaeders. Obwohl die Kantenzahl von Q
in der Klasse aller polyedrischen Graphen mit Automorphismengruppe G
nicht minimal ist, 1&Bt sich Q durch das Loschen einer G-Aquivalenzklasse
von Kanten nicht weiter reduzieren; denn G wirkt transitiv auf den Kanten
von Q. Ich habe daher einige zusétzliche Reduktionen eingefiihrt, die den
von Steinitz in seinem dritten Beweis verwendeten Operationen entsprechen.
Sie sind im Paragraphen 3 beschrieben. Paragraph 4 erldutert die Hindernisse,
die sich dem Weglassen einer Klasse von Kanten entgegenstellen kdnnen, und
Paragraph 5, der Hauptteil dieser Arbeit, bringt einen Reduktionssatz. In den
anschlieBenden Paragraphen sind die analytischen Uberlegungen unterge-
bracht. Verschiedene Verfeinerungen des Fundamentalsatzes habe ich nicht
auf den ,dquivarianten” Fall iibertragen kOnnen. Insbesondere ist die folgende
Frage offen. G sei eine Untergruppe der isometrischen Gruppe O,. Ein konvexes
Polyeder mit Deckgruppe G bezeichnen wir als ein G-Polyeder. Das G-Polyeder
P heiBt minimal, wenn es zu jedem nicht mit P kombinatorisch dquivalenten
G-Polyeder P’ eine Umgebung U (im Sinne der Hausdorff-Metrik) gibt, in
welcher kein zu P kombinatorisch dquivalentes G-Polyeder liegt. Fiir G = {1}
hat Steinitz gezeigt, daB3 die Tetraeder die einzigen minimalen {1}-Polyeder
sind. Die Frage ist: Welche G-Polyeder sind bei beliebiger Wahl von G C O,
minimal? Fiir die Deckgruppe eines Wiirfels gibt es mindestens vier Klassen
von minimalen Polyedern, ndmlich Wiirfel, Kuboktaeder und die zu diesen
dualen Korper. Ich weil nicht, ob damit die Liste schon vollstindig ist.

SchlieBlich mdchte ich auf eine Freiheit hinweisen, die ich mir erlaubt habe.
Unter einem Punkt verstehe ich meist ein Element x eines topologischen
Raumes, aber gelegentlich auch die Menge {x}.

2. I'"Komplexe

S sei eine zweidimensionale topologische Sphiire. Ein Flichenstiick F auf §
soll eine zu einer abgeschlossenen Kreisscheibe homSomorphe Teilmenge sein.
Wir bezeichnen den Rand von F mit F. Die Menge F — F ist das Innere von F.
Wenn kC S ein Jordanbogen ist, verstehen wir unter dem Rand k von k die
aus seinen zwei Endpunkten bestechende Menge, unter seinem Inneren die
Menge k —k. € sei eine endliche Menge von Punkten in S, & eine endliche
Menge von Jordanbigen und § eine endliche Menge von Flidchenstiicken
auf der Sphire S. Fiir jede Teilmenge M von P: =CURKUF schreiben wir
[908): = VIR, P ist ein Komplex, wenn die folgenden Bedingungen (1) und (2)
erfiillt sind.

(1) Zu jedem X € RUF gibt es eine Teilmenge U C P mit X =|U|.

Wir bezeichnen die Vereinigung all dieser Teilmengen Y C R mit 6X. Fiir
X € € setzen wir zudem 0X : = . Mit Hilfe des Operators & 148t sich die zweite
Bedingung fiir den Komplex 9 leicht formulieren.

(2) Fiir alle X,YeP ist XY entweder leer oder ein Element von
{X}yudX)n({Y}uay).



Polyedrische Graphen 281

Wir wollen 69 auch fiir beliebige Mengen 91 C B definieren, deren Tréger
|90 ein Flichenstiick ist. 89 soll alsdann aus allen in |97 liegenden Elementen
von P bestehen. Offenbar ist M ein Graph, und zwar ein einfacher Zyklus.
Wenn P=CUKRUF ein Komplex ist, schreiben wir A°P:=E, 41 P: =K,
4*P: = §F, und bezeichnen die Elemente von € als Ecken, die von & als Kanten,
die von § als Flichen in . Die Menge PB*: = EUR ist ein (planarer) Graph.
Wir werden die Grundbegriffe und einige elementare Sétze der Graphentheorie
ohne weitere Erkldrungen brauchen. Zwei Elemente X # Y von P heillen
inzident, wenn X C Y oder Y C X gilt. Fiir X € 42 besteht beispielsweise 0X
aus allen mit X inzidenten Ecken und Kanten von P. Zu jedem
XeP gehOrt sein Stern und seine Schlinge (link) in P. Wir setzen
st(X, B): = {{Y}udY: X e {Y}UdY} und link(X, P): ={Z e st(X, P): Z ist
nicht mit X inzident}. Fiir M CP legen wir st(X, M): = st(X, P)n MM und
link(X, 9R): = link(X, P)nIM fest. Wenn keine Gefahr der Verwechslung
besteht, schreiben wir bloB st X und link X. Eine bijektive Abbildung &: R P’
zwischen zwei Komplexen (die nicht beide auf der gleichen Sphire liegen
miissen) ist ein Isomorphismus, falls sie die Dimensionen und Inzidenzen
erhilt, falls, mit anderen Worten E(4'P)=A'P’ und 60X =0£X fiir alle i,
0<i<2 und alle X € P gilt. Unter einem Automorphismus von P verstehen
wir einen Isomorphismus £: B — B. Ein I'-Komplex ist ein Tripel (G, o, B), wo
G eine endliche Gruppe, P einen Komplex und o:GXB— P ecine effektive
Wirkung bedeutet, also eine Abbildung mit den Eigenschaften

() algy, 2(gy, X))=0ulg;9,, X) (g:€G, X € P beliebig).

(4) Fiir alle g € G ist die durch yX : = a{g, X) festgelegte Abbildung y ein
Automorphismus von B, und zwar fiir g+ 1 stets von der identischen Ab-
bildung verschieden.

Wo wir keine Verwechslung zu befiirchten brauchen, verwenden wir fiir
o die multiplikative Schreibweise, setzen also gX: =a(g, X). & sei eine Teil-
menge von P. Wir legen die ,,Deckgruppe” von S durch Gg: ={geG:gXe S
fiir alle X € &} fest. Im Falle & = {X} schreiben wir G statt Gy Die Klasse
d_er mit X Hquivalenten Elemente von 9P bezeichnen wir mit X. Es ist also
X:={gX:geG}. Ein Ansatzpunkt fiir die folgenden Konstruktionen ist
durch die Existenz von zulissigen Paaren gegeben.

Definition. Ein Paar (K, D)€ A BX 4> heiBt zuldssig, wenn 6D K = {K}
gilt und wenn auBerdem kein dreiwertiger Eckpunkt X € 4°P mit zwei Kan-
ten der Klasse K inzident ist.

Analog nennen wir (K, D) e A'PXA°P im I'-Komplex (G, a, PB) zuliissig,
wenn{K’' e K:D € dK'} = {K}istundfiirjede Fliche X € A*Bmitcard4°0X =3
die Beziehung card{K' e K:K' € 0X} < 1 gilt. Zwei I'-Komplexe (G, a, ) und
(G, o, B') sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus &:B— %' und einen
Gruppenisomorphismusy: G— G'sogibt,daB £ - « = o' (yX &) gilt. Ein sphérischer
I'-Komplex ist ein I'-Komplex (G, o, B), dessen Triger |B| eine Sphire ist.
Beispiele fiir solche Komplexe werden durch die Rinder von dreidimensionalen
Polytopen geliefert. O, sei die orthogonale Gruppe des euklidischen Raumes



282 P. Mani:

E?. Jedes o€ 0, ist also eine isometrische Abbildung o: E*— E*, welche den
Ursprung fest 148t. Fiir M C E® schreiben wir wie gewohnt oM := {ox : x € M},
P CE? sei ein konvexes Polyeder des E® und B der aus all seinen Ecken,
Kanten und Seitenflichen bestehende sphirische Komplex. Wenn die Gruppe
G CO, in der Deckgruppe von P enthalten ist, wird durch f(g, X): =gX,
g€ G, X € P, eine natiirliche Wirkung 8 von G auf P definiert. Jedes solche
Tripel (G, B, B) und jeden zu einem solchen Tripel isomorphen I'-Komplex
nennen wir solid. Unser Ziel ist ein Beweis der folgenden Tatsache.

Satz 1. Jeder sphirische I'- Komplex ist solid.

Wenn wir nur die Komplexe {G, o, ) mit trivialer Gruppe G betrachten,
geht Satz 1 in den Fundamentalsatz fiir konvexe Typen von Steinitz iiber.
Bevor wir an einen Beweis von Satz 1 herangehen, wollen wir andeuten, wie
sich die Aquivalenz von Satz1 mit dem in der Einleitung beschriebenen
Satz zeigen IdBt. Der Graph P! eines sphirischen Komplexes 9P ist, wie man
leicht einsieht, dreifach zusammenhingend. Umgekehrt sei ein dreifach
zusammenhingender Graph Q=A4°QuA4'Q auf einer Sphire S gegeben.
Jeder einfache Zyklus € C Q bestimmt genau zwei Fldchenstiicke F; und F,
auf § mit F,=|q] (i=1,2). Wir sagen, F; sei ein in bezug auf Q minimales
Fldchenstiick auf S, wenn kein innerer Punkt von F; zu |Q] gehdrt. Die Menge
dieser minimalen Flichenstiicke heiBe M(Q). Durch 4(): = 4(Q), i =0, 1,und
A%2(P): = M(RQ) ist ein sphirischer Komplex P mit P! = Q definiert. Wenn
o:Q— Q ein Automorphismus des Graphen L ist, gibt es genau eine Fort-
setzung von o auf P, und umgekehrt induziert jeder Automorphismus von P
einen solchen auf dem Graphen B!. Daraus geht die Aquivalenz der beiden
in Frage stehenden Sitze unmittelbar hervor.

3. Primitive Komplexe, Reduktionen

Im Raum E® wihlen wir eine durch den Ursprung o laufende Ebene E
und einen auf E senkrecht stehenden Vektor e. P CE sei ein reguldres n-eck
mit dem Ursprung als Mittelpunkt und Q¢ E dasjenige n-eck, das aus P
durch eine Drehung um o mit dem Drehwinkel z/n hervorgeht. Die konvexe
Hiille T, von Pu(Q + €) (und jedes zu T, kombinatorisch isomorphe Polytop)
bezeichnen wir als eine Trommel der Ordnung n. Die folgenden Polytope
nennen wir primitiv: Tetraeder, Oktaeder, lkosaeder, n-seitige Pyramiden,
n-seitige Prismen, Trommeln T, (n = 3), sowie alle zu den schon genannten
dualen Polytope. Ein sphirischer Komplex heiit primitiv, wenn er zum
Randkomplex eines primitiven Polyeders isomorph ist. Wir erlauben uns
inskiinftig, den Namen eines Polyeders auch fiir jeden zu seinem Rand iso-
morphen Komplex zu verwenden. Ein I'-Komplex (G, a, ) soll primitiv
heiBlen, falls P es ist. Offenbar ist jeder primitive I'-Komplex (bei beliebiger
Wahl von G und o) solid. Fiir die iibrigen Komplexe studieren wir drei Klassen
von Modifikationen, mit deren Hilfe wir sie auf primitive zuriickzufithren
gedenken.
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A. Die Dualitit. (G, o, B) sei ein sphérischer I'-Komplex. Im Innern jedes
Elements x € 4* Bu4*P wihlen wir einen Punkt sx. Danach bestimmen wir
zu jedem inzidenten Paar (F, k), F € 4?P, k € A' B einen Jordanbogen B(F, k),
der sF mit sk verbindet und auBer sk keinen Punkt von F enthilt. Zudem soll
fir alle ki, k, € OF, k, +k,, der Durchschnitt §(F, k,)nB(F, k,) aus sF allein
bestehen. Jede Fliche F € 4> wird durch die in ihr verlaufenden Bogen in
Flichenstiicke zerlegt, von denen jedes genau einen Eckpunkt x von &F ent-
hilt; dasselbe bezeichnen wir mit F,. Fiir x € 4°9 setzen wir %: = U{F,:x€dF},
fiir xe 4" P sei 2: = U{P(F, x):x € dF} und fiir eine Fliche x € 42 legen wir
X durch %: = sx fest. Durch a(g, X): = &'@ ist eine Wirkung & von G auf den
sphérischen Komplex P: = {%:x € P} bestimmt. (G, &, P) ist der zu (G, o, P)
duale Komplex, wobei sich die Verwendung des bestimmten Artikels dadurch
rechtfertigt, daB (G, &, R) bis auf Isomorphle bestimmt ist. In diesem Sinn
konnen wir auch sagen, es gelte (G, &, %) (G, o, P).

B. Das Weglassen einer Kante. Es liege ein sphérischer I'-Komplex (G, o, B)
vor, und (k, D) € A* PX A% P sei ein zuldssiges Paar. Wenn E die andere mit k
inzidente Fliche ist, setzen wir Eo: = Eu| J{gD:g € G} sowie, fir beliebiges
9€G,g'Ey:=g'Eul J{g'gD:ge Gglund Ey: = {gE,:g € G}.Sodann definieren
wireine Menge Po: = A°Pyud By ud?Bodurch 42PBy: = Eu4?P — (DUE),

AV PBo:= {x;0x, 1 x;€ 47 PBo, Xy % %, card(x; Nx;) 22},
A°Poi={x, 0%, :x,€ A By, x1 x5, %, 0%, 0} .

Wegen der Zulédssigkeit von (k, D) ist jedes x € 4' B, eine Vereinigung von
Punkten und Jordanbigen. Jetzt nehmen wir an, B, sei ein (sphérischer)
Komplex mit den Elementen von 4%%,, 4' P, und A"‘BO als Flidchen, Kanten
und Ecken. Durch ay(g, x): =a(g, x) firge G, xe A*B,— E, und ay(g, g'Eo):
=(gg)E, fir g Eero ist eine Wirkung a, von G auf 429, festgelegt Fiir
xe Py gibt es eine Teilmenge N von 42P, mit x=()N; wir setzen
%o(g, x): = ({oro(g, n):n e N}. Die Wirkung o, IiBt sich noch in anderer
Weise beschreiben. Zu jedem x € 4'P,, gibt es einen Teilkomplex X C P mit

=|X|. Dann ist ao(g, x)=1{J{alg,y):y€X}. Wir sagen, der I'-Komplex
(G, a9, PBy) entstehe aus (G,a, P) durch das Weglassen der Kante k, und
(G, o, P) gehe aus (G, gy, Bo) durch das Einfilhren von k hervor. Von der
Kante k sagen wir auch, sie kdnne aus (G, «, P) weggelassen werden. Wir
wollen das Verhiltnis zwischen (G, o, B) und (G, a5, PBo) etwas genauver be-
schreiben. Wenn Q ein Komplex und x ein Punkt von |Q] ist, legen wir den
Triger von x in Q durch tr(x, Q): = {y € Q:x € y} fest. Jede Kante (Fliche)
von B, ist eine Vereinigung von Kanten (Flichen) aus . a, und a, seien die
Endpunkte der Kante k in . a; braucht in B, nicht ein Eckpunkt zu sein,
doch gehéren a; und a, nicht derselben Kante von P, an, weil sonst kein
Eckpunkt von A°9D — 8k zu A°P, gehdrte. Da nur solche Punkte von A°P
nicht auch in 4°%P,, liegen, die mit hochstens zwei nicht in k liegenden Kanten
von P inzident sind, folgt daraus, daBl D ein Dreieck oder ein Viereck ist, und
wegen der Aquivalenz aller Elemente der Klasse D miiite B ein Simplex, ein
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Zylinder oder eine Trommel sein. ‘B, wire in diesem Fall kein Komplex. Wir
haben gefunden:

(a) Es gibt eine Fliiche F € 4P, mit {a,, a,} C F, aber keine Kante I € 4* B,
mit {a,,a,} Cl.

&(J) sei fiir I € A* B, die Menge der in [ liegenden Ecken und Kanten von P.
G:=J{S(D:1€ 4" B} ist ein Graph, und vermdge « ist eine Wirkung von G
auf SCP* festgelegt, die wir wieder mit « bezeichnen. Zwischen « und «,
besteht die Bezichung

(b) afg, tr(x, ©)) Caolg, tr(x, Bo)), fiir alle x € || (= |Bgl).

SchlieBlich haben wir

{c) Es gibt kein Paar g,,¢g,€G so, daBl die Mengen (g,4,,9,4,} und
{9201, 9,0,} (g;a;: =0(g;, aj)) einander auf dem Rand einer Fliche von P,
trennen. Andernfalls miiBten ndmlich die Kanten g,k und g,k von B innere
Punkte gemeinsam haben.

Umgekehrt liege ein I'-Komplex (G, a4, B,) vor. Es seien zwei Punkte a,
und a, mit tr(a;, B,) € P, gegeben sowie fiir jedes g € G zwei weitere Punkte
ga, und ga,. Zu jeder Kante [ € 4' B, wird durch die auf ihr liegenden Punkte
von {ga,:g € G} u{ga,:g € G} ein einfacher Weg S(/) definiert. Wenn ! keines
der ga; im Innern enthilt, ist dabei S(J) der aus ! und seinen Endpunkten
bestehende Weg. Es gebe eine Wirkung o von G als Gruppe von Automor-
phismen auf den Graphen &: = J{S(]): € 4' P,}. Fiir jedes g € G soll a(g, &;)
der oben definierte Punkt ga, sein. Wenn zudem fiir ¢;,a,, S und 0:GXE - &
die Bedingungen {a), (b) und (c) sinngemil erfiillt sind, so gibt es einen, bis
auf Isomorphie bestimmten, I'-Komplex (G, a, B), der aus (G, ¢y, PB,) durch
das Einfiihren einer Kante k mit k= {a,, a,} hervorgeht.

Dual zum Weglassen einer Kante ist das Zusammenziehen einer solchen.
ffedl gehdre zum I'-Komplex (G, «, B), und wir nehmen an, die Kante
k € A'$B lasse sich aus (G, & B) weglassen. Die Operationen, die sich aus dem
Ubergang von (G, a, P) zu (G, &, ‘.B) danach dem Weglassen von k und schlieB-
lich dem nochmaligen Ubergang zum dualen Komplex ergibt, bezeichnen wir
als das ,,Zusammenziehen von k“. DaB sie dem entspricht, was wir uns dar-
unter etwa vorstellen mdgen, geht aus passenden Beispielen hervor.

C. Die w- und n-Operationen von Steinitz. Wir nehmen an, der sphirische
I'-Komplex (G, a, ) sei nicht primitiv. Wenn x eine dreivalente Ecke von
ist, bezeichnen wir ihre Nachbarecken jeweils mit a,, a,, a;. Die Ordnung o(x)
von x sei die Anzahl der Dreiecke (Flichen Fe P mit card4°0F =3) in
st(x, B). H € A2P sei eine Fliche und p, g zwei Eckpunkte von dH. Das Paar
{p, q} heiBt frei, wenn es kein g € Gy so gibt, daB {p, g} und {gp, gg} einander
auf 0H trennen.

C 1. In B gibt es cine (dreiwertige) Ecke x der Ordnung 3. Weil B nicht
primitiv ist, besteht |stx|n|st(gx)| fiir alle g€ G— G, aus hochstens einem
Element von P*. Daher ist die Menge 9P’, die aus P entsteht, wenn wir alle
Ecken von X samt den mit ihnen inzidenten Kanten aus P* weglassen und die
Fldchen in st(gx) jeweils zu einer einzigen vereinigen, wiederum ein Komplex.
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4" :GXP' — P’ definieren wir in der naheliegenden Weise mit Hilfe von a. Wir
sagen, der I'-Komplex (G, o', B') gehe durch die Operation w,;(x) aus (G, o, B)
hervor.

C 2. Weder fiir °B noch fiir ‘JAS trifft C 1 zu, aber in P gibt es eine Ecke x
der Ordnung 2. g, und a, seien die beiden nicht durch eine Kante von P!
verbundenen Nachbarn von x. Wenn (a,,a,} frei ist, gibt es einen, bis auf
Isomorphie bestimmten, I'-Komplex (G, oy, B,), der aus (G, «, PB) durch das
Einfithren einer Kante k mit k= {a,, a,} entsteht. Den I'-Komplex, den wir
durch Anwendung von w,(x) auf (G, oy, P,) erhalten, bezeichnen wir als das
w,(x)-Bild von (G, a, ). Wenn {a,, a,} nicht frei ist, gibt es ein Element g€ G
so, daB} entweder ga, = x oder ga, =x gilt; wir nehmen den ersten Fall an.
Da g auf 0H fiir jedes H € AP mit gH = H einen Isomorphismus induziert,
istgx € {a,, a,}.ImFallgx = a, gibt es, wenn F ¢ stx die Fliiche mit card4°F >3
ist, zu jeder Kante k € 0F eine natiirliche Zahl i mit g'{a,, x} = 0k. Daraus
folgt unmittelbar, daBl 5B eine Pyramide, also, im Widerspruch zu unserer An-
nahme, primitiv ist. Daher haben wir ga, = x und gx=aq, ; ¢ ist eine ,,Spiege-
lung". Wir setzen a}:=ga,. d, ist die von x verschiedene Nachbarecke des
Punktes a, auf 0F. Wegen card4°0F = 4 gilt @, % a,, und wenn {a,, a,} nicht
frei ist, muB P wiederum eine Pyramide sein. Andernfalls 148t sich die Kante
[a,, x] zusammenziehen; den dabei entstehenden Komplex bezeichnen wir als
das @,(x, a,)-Bild von (G, o, B).

C 3. Weder fiir B noch fiir 9B trifft eine der in C 1 und in C 2 beschriebenen
Situationen zu, aber in P gibt es eine dreivalente Ecke x der Ordnung 1.
a; und a, seien die durch eine Kante von P verbundenen Nachbarecken von x.
Wenn in G ein Element g mit gx=a, und ga,; = x existiert, so l4Bt sich die
Kante [x, a;] (@[x, as] = {x, a;}) in (G, o, B) zusammenziehen, und den dabei
entstechenden Komplex nennen wir das @,(x)-Bild von (G, a, B). Andernfalls
gibt es offensichtlich einen (bis auf Isomorpie bestimmten) I'-Komplex
(G, &g, Bo), der dadurch aus (G, &, PB) hervorgeht, daB wir zuerst eine Kante k
mit k={a,,a;} und, falls a, und a; im neuen Komplex nicht durch eine
Kante verbunden sind, noch eine Kante ! mit [={a,,a,} einfiihren. Den
Komplex, den wir durch Anwendung von w,(x) aus (G, ag, Bo) gewinnen,
bezeichnen wir als das w, (x)-Bild von (G, a, B).

C 4. Wenn jede dreivalente Ecke von P die Ordnung 0 hat, wenden wir
die Operation des ,,Eckenabschneidens® nur in einem Ausnahmefall an. x und y
seien zwei verschiedene dreivalente Ecken mit den Nachbarn g, und b, (1<i<3).
Dazu gelte etwa a, =b, und a, =b,. Es kann nicht auch a; =b; sein, da x
und y sonst nicht die Ordnung 0 hitten. Nun setzen wir zusitzlich voraus,
keiner der Punkte a;, b, liege in der Klasse X oder in der Klasse ¥, und fiihren
solange neue Kanten k mit k = {a,, a;} oder mit k={b, b}, 1£1,j <3 ein, bis
jedes der Paare {a;, a;} und {b, b;} durch eine Kante verbunden ist. Dies ist
wegen der Voraussetzung {a;, b;} n(XW7) =8, fiir alle i mit 1 <i <3, moglich.
Das Besondere dieser Operation liegt darin, daB3 wegen a,=b, und a,=b,
héchstens fiinfmal eine neue Klasse von Kanten eingefilhrt werden muB.
20 Math. Ann. 192
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Schlieflich wenden wir w;(x) und, wenn y X ist, auch w,(y) an. So erhalten
wir einen sphérischen I'-Komplex, den wir als das wy(x, y)-Bild von (G, «, )
bezeichnen.

C 5. Dual zum ,,Eckenabschneiden” sind die Operationen, bei denen eine
Fldche auf einen Punkt zusammengezogen wird. x € 429 sei ein Dreieck mit
den Eigenschaften:

(a) Kein Eckpunkt von x ist dreiwertig.

(b) Fiir alle Paare x,, x, in der Klasse X gilt x, nx, =@. Im Innern jeder
Flache x’' € X wihlen wir einen Punkt s(x'), sowie drei Jordanbdgen, die s(x')
mit den Ecken von x’ verbinden und paarweise nur s(x) als Durchschnitt
haben. In dem so durch Unterteilung aus (G, a, ) entstehenden Komplex, in
dem die Wirkung von G auf die naheliegende Weise festgelegt sei, 16schen wir
alle Kanten, die zum Rand der urspriinglichen Flidche x gehtren. Das Resultat
bezeichnen wir als das n4(x)-Bild von (G, a, B).

Den Ubergang zum dualen Komplex, das Weglassen einer Kante, die
Operationen #g, @y, W, By, W,, B,, 03 bezeichnen wir als Reduktionen.
(G, o, B) heibt reduzibel, wenn es einen I'-Komplex (G, g, Bo) so gibt, dal
B, weniger Kanten als P hat und (G, a,, B,) durch endlich viele aufeinander-
folgende Reduktionen aus (G, «, P) entsteht. Den Uberlegungen in den Ab-
schnitten C 1 bis C 4 entnehmen wir:

Lemma 1. Fiir den sphirischen I'-Komplex (G, a,B) treffe eine der fol-
genden Bedingungen zu:

(a) Es gibt in P eine dreivalente Ecke, deren Ordnung nicht Null ist.

(b) Es gibt in B zwei dreivalente Ecken x und y der Ordnung Null mit den
Nachbarn a; und b, 1<i%3, so, da} a, =b,,a,=b, und x+y zutrifft, und
keiner der Punkte a;, b, zu X oder zu y gehort.

Dann ist (G, o, SR) entweder primitiv oder reduzibel.

4. Kriinze

Der folgende Tatbestand 148t sich ohne Miihe aus dem Jordanschen
Kurvensatz gewinnen.

(5) P sei ein sphirischer Komplex und F € 42P beliebig gewihlt. Die
Elemente von 429 lassen sich so zu einer mit F beginnenden Folge
F=F,,F,,...,F, anordnen, daB fiir jeden Index i zwischen 2 und r—1 der
Durchschnitt F;n| J{F;:j<i— 1} ein Jordanbogen ist.

Daraus gewinnen wir die folgende Aussage.

Lemma 2. (G, o, B) sei ein sphirischer I'-Komplex und {F,k, x} F e 4*%,
ke A'PBnOF, x e A° POk eininzidentes Tripel. Wenn fiir zwei Automorphismen
g1, 9, € G die Beziehung g,p=g,p fiir alle Elemente p von {F,k, x} zutrifft, so
stimmen g, und g, auf ganz B iiberein.

Beweis. Die Automorphismen eines Zyklus (im Sinne der Graphentheorie)
lassen sich leicht aufziihlen. Wenn daher {H, I, y} irgendein inzidentes Tripel
mit g,q=g,q fur alle g in {H, ], y} ist, erkennen wir miihelos, daB g, und g,



Polyedrische Graphen 287

auf 0H dieselbe Abbildung induzieren. Nun sei {F, k, x} das im Lemma er-
wihnte Tripel. Wir wiihlen eine Folge F, mit F, = F gemiB (5) und beweisen
durch Induktion nach i mit Hilfe der obigen Bemerkung, daB g, und g, auf
{F:jsitv U {0F;:j =i} dieselbe Abbildung erzeugen, woraus fiir i = r unsere
Behauptung folgt.

Nach dem gleichen Schema beweisen wir:

Lemma 3. (G, a, *B) sei ein sphdrischer I'-Komplex und g€ G ein Element
der Ordnung = 3. Wenn es ein Fixelement x € B, mit gx = x, gibt, so existieren
deren genau zwei.

Beweis. Es sei etwa F € A2 ein Fixelement von g. Eine leichte Abwandlung
von (5) erlaubt uns, die Klassen H: = {g'H:1<i< 0} (H e A*P) so zu einer
Folge F=H,, H,, ..., H,, anzuordnen, daB fiir 2 <i<n stets gilt: entweder ist
I\ J{H;:1<j<i}| ein Flichenstiick D; oder es gibt ein Element y; von B,
dessen Stern st(y;, 'B) alle Flichen H aus den Klassen ﬁj,ig j=n enthilt.
ip sel der letzte Index, fiir den die erstgenannte Moglichkeit eintritt; sicher
ist iy <n. Fiir i<i, bedeute ,C B'den Zyklus mit || =D,. g induziert auf
jedem &; einen Automorphismus g; der Ordnung = 3, und da jeder Auto-
morphismus eines Zyklus, der ein Fixelement zuldBt, eine Ordnugg < 2 hat,
ist jedes g; ohne Fixelemente. Daraus folgt, daB g aufdem durch | J{H;:1<j<i,}
in P erzeugten Komplex einen Automorphismus induziert, dessen einziges
Fixelement F ist. F und y, ,, sind die beiden Fixelemente von g in *B.

Aus (5) ergibt sich ferner, daB die Eulersche Charakteristik jedes sphérischen
Komplexes den Wert 2 hat. Daraus folgt in bekannter Weise:

(6) e3+ps=8+ Y (k—4)(e,+p)=8, wo e; die Zahl der j-wertigen

kzs
Ecken in P! und p; die Zahl der j-ecke (Flichen F mit card 4°0F =j) von P
bedeutet.

Bevor wir uns dem Hauptthema dieses Paragraphen zuwenden, wollen wir
eine zur Durchschnittsbildung duale Operation beschreiben. 9 sei ein Komplex
und A C P eine beliebige Teilmenge. Wenn es kein Element x € B mit { JACx
gibt, setzen wir \/A: =|P|, andernfalls definieren wir \/A4 durch
VAa:=N{xeB:(Jacx}.

Definition. (G, a, B) sei ein sphirischer I'-Komplex, (k, D) mit k € 4* B und
D € AP ein zuliissiges Paar. Es gelte k = D n E, mit E € 4°9. Eine Teilmenge
L C A ist ein (k, D)-Kranz, wenn eine der nachfolgenden Bedingungen 41, 42
erfullt ist.

Al L={E,D,, D,} mit EeE, DieD, D,nE ek fir alle ie{l,2};
DiADy+#, D|nD,NE =§.

A 2. Keine Teilmenge von L erfiillt 4 7. Es gibt zwei disjunkte Teilmengen
S1,§,, deren Vereinigung L ist. Dabei gilt fiir alle i entweder S;= {x} mit
x€ 42, oder S;={E, D’} mit E'c E, D' e D, D'nE ek oder S,={D}, E', D}
mit E'e E, D} e D, Dy +D,e D, DjnE ek fiir alle je{l,2}. Fir genau zwei
Elemente X,, le{1,2}, von P gibt es Elemente Y;,;€S; und Y,,€S, mit
20*



288 P. Mani:

Y,;nY;;=X,. Ferner ist X; n X, =0, und schlieBlich geniigt keine echte Teil-
menge von L den bisher unter 42 genannten Bedingungen.

Wenn wir in der obigen Definition iiberall A' durch 427, n durch \/,
¢ durch [P}, C durch > und das Wort ,,Kranz“ durch ,,Gegenkranz" ersetzen,
erhalten wir den Begriff des (k, D)-Gegenkranzes. L heifit ein Kranz erster Art,
wenn die Beschreibung A 1 auf ihn zutrifft, andernfalls ein Kranz zweiter Art.
Wenn L= {D}, E, D}} ein Kranz erster Art ist, bezeichnen wir das Element

D) als den duBeren Kontakt von L. Falls L von zweiter Art ist, heiBen
die unter A 2 beschriebenen Elemente X, X, die dufleren Kontakte von L. Da
wir of mehrere Krinze gleichzeitig betrachten werden, bezeichnen wir die
genannten Kontakte von L mit X, L und X, L; ebenso schreiben wir §;L: = §;
fiir ie {1,2}. Wenn L ein Kranz erster Art ist, setzen wir X, L=X,L:=X,
und S, L =S,L: = L. Die Linge dL eines Kranzes ist die Zahl seiner Elemente
Aus dem Jordanschen Kurvensatz folgt: Die Flichen von P — L zerfallen in
zwei Klassen M;, M, so, daB |M,;| und |M,| Flichenstiicke sind und jeder
Jordanbogen, der einen Punkt von |[M,| mit einem Punkt von |M,] verbindet,
die Menge |L| trifft. Mit €,L oder €, bezeichnen wir den von M, in B erzeugten
Komplex. Wir sagen, €; und €, seien die Komponenten von P — L. L ist ein
freier Kranz, wenn es einen Index i so gibt, daB kein gx mit ge G und x€L
zom Innern G,L — 0€;L gehort; die Komponente €L nennen wir alsdann
selbst frei.

Das nichste Lemma zeigt, daB wir einen (k, D)-Kranz (-Gegenkranz) als
ein Hindernis auffassen kénnen, welches sich dem Entfernen (Zusammen-
ziehen) der Kante k entgegenstellt.

Lemma 4. (G, o, B) sei ein spharischer I'-Komplex und (k, D) in A' BXA*P
ein zuldssiges Paar. Wenn (G, a, B) weder primitiv noch reduzibel ist, gibt es in
A*P einen (k, D)-Kranz.

Beweis. Unter den Voraussetzungen unseres Lemmas kann insbesondere k
nicht aus (G, «, PB) weggelassen werden. E sei die mit k inzidente von D ver-
schiedene Fliche. Wir ordnen die Elemente von dEnk im Sinne einer der
beiden Orientierungen von 9E zu einer Folge k,, ..., k, und bezeichnen mit
D,(1<ign) das von E verschiedene mit k; mmdente Element der
Aqulvalenzklasse D. Wir nehmen an, es gebe einen Index i, so, daf

=D, n(Eul| J{D;:j <i,}) kein Jordanbogen ist. Wir wihlen i, mit dieser
Elgenschaft so klein als moghch Im Falle T on gilt offenbar iy=n,

A*P={E, D,, ..., D,}, und P ist eine n-seitige Pyramide. Wenn T  eine echte
Teilmenge von Dio ist, hiingt es nicht zusammen. Es gibt dann eme Fliche
D;(i<iy) so, daB D,nD, +8, aber D;nD; Nk, =@ ist. {D;, D;,, E} ist ein
(k, D)-Kranz erster Art. AIso konnen wir annehmen, jedes T; (1 £i<n) seiein
Jordanbogen, woraus folgt, daB E': =EuD,u --- UD, ein Fliichenstﬁck ist.
Wir setzen gE':=gEugD,u --- gD, (g€ G). Weil (k, D) zuldssig ist, gilt fiir
g1s gz mit g, E'+ g, E'stets g, E'ng,E'C g1E'ng,E . Essei A>P':={gE:g G}
ud*P—(DUE), AP —{xny x%y, x,yed*P, card(xny)z2},
AP ={xny:x+y,x,ye AP, xny+0}. Eine Wirkung «’ von G auf P’
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definieren wir in naheliegender Weise (vergleiche Abschnitt B in Paragraph 3).
Wenn P:=4"Pud' P UA>P’ ein (sphirischer) Komplex ist, so entsteht
(G, o, B') durch das Weglassen von k aus (G, &, B), im Widerspruch zu den
Voraussetzungen unseres Lemmas. Wenn nicht alle Elemente von A’
Jordanbdgen sind, so verfahren wir wie beim Studium des Durchschnitts T}, .
Entweder ist 9 primitiv, oder in P gibt es einen (k, D}-Kranz. Als letzte Mog-
lichkeit bleibt iibrig, daB zwar alle Elemente von 4’ Jordanbdgen, aber
nicht alle Elemente von 4°%P’ Punkte sind. Das ist nur fiir card 429’ =3,
und daher card 4*$B <9 moglich. Eine einfache Hilfsbetrachtung zeigt auch
hier, daB B primitiv oder reduzibel ist.

5. Der kombinatorische Hilfssatz
Satz 2. Jeder sphirische I'-Komplex ist entweder primitiv oder reduzibel.

Beweis. Wir gehen indirekt vor und betrachten ein Gegenbeispiel (G, a, B).
Es gilt also

(7 (G, o, B) ist weder primitiv noch reduzibel.

Als eine Dreierinzidenz bezeichnen wir ein Paar (x, y) in A°BXA2P, wo x
eine dreivalente Ecke, y ein Dreieck ist und x € dy gilt. Im Hinblick auf Lemma 1
sehen wir

(8) In P gibt es keine Dreierinzidenz. .

Nach Formel (6) kommen in A% oder in 4% Dreiecke vor. Unser
Beweis gliedert sich nach zunehmender Beweglichkeit solcher Dreiecke.

A. Es gibt in 42 (oder in 42P) ein Dreieck D und eine Kante k€ 8D so,
daB (k, D) ein zuldssiges Paar ist. Wir wihlen (k, D) im B oder in ® minimal:
die andere mit k inzidente Fliche E in 42 (in 4>P) soll moglichst wenige
Ecken haben und, bei minimaler Eckenzahl, moglichst wenige Kanten der
Klasse k auf ihrem Rand enthalten. Dabei konnen wir D € 4> annchmen.
Weil sich k gemadB (7) nicht entfernen ldBt, ist nach Lemma 4 die Menge A
der (k, D)-Kriinze nicht leer. Wir verwenden die Begriffe und Bezeichnungen
des vorangehenden Paragraphen. Nun wihlen wir einen minimalen (k, D)-
Kranz L, in 4, der also die Eigenschaft hat, daB in L, U€, L, (oderin LU, Ly)
kein weiteres Element von 4 als Teilmenge enthalten ist. Wenn die Komponente
€, L, nicht frei ist, gibt es g& G und x € L, so, daB gx dem Innern von €, L,
angehort. Es sind verschiedene Fille zu unterscheiden, wovon wir einen als
Beispiel niher betrachten. Dabei wollen wir fortan das Argument L, wenn-
moglich fortlassen, also €;L,=:€,, X;Ly,=:X, und S;L, =8, schreiben. Wir
untersuchen etwa den Fall, wo §,={D,E,D,}, S,={D}, E,D,} mit
D, D;eD,E, E' € E und X, = D,n D, gilt. Ferner liege gD, fiir passendes g€ G
in €. gL,CG, widerspricht der Minimalitit von L,. Wir nehmen etwa
gD ¢€, an. Aus gD;e€, folgt mit € NE,={X,,X,} die Bedingung
9X,€{X,,X,}. Aber auch im Falle gD} € L, muB gX, in {X,, X,} liegen,
dies wegen der Zuldssigkeit des Paares (k, D). Wir nehmen gX, = X, an und
studieren das g-Bild der Kante k, : = D, nE. Wenn gk, eine Randkante von €,
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ist, liegt sie auf GE (oder auf 0E’), und entweder ist {E, D,, gD} ein der Mini-
malitdt von L, widersprechender Kranz, oder D; und der Punkt EnD; ngD,
bilden, entgegen (8), eine Dreierinzidenz in . Ist gk, eine innere Kante von
€,, so haben wir gS,:={gx:xe8,} CCE, und gX, =X, (oder gX, e 4°¢,
—A4°9Q,). Aus gS; und geeigneten Teilmengen von L, lassen sich wieder
Krinze bilden, welche der Minimalitit von L, widersprechen, auler in dem
einen Fall, wog$, = 42, ist. Ahnlich verfahren wir beiallen anderen K onfigura-
tionen von g, S; und S,. Als weiteres Beispiel sei nur noch die Mdglichkeit
erwihnt, daB A4%G, = {gD'}, fiir Elemente g € G und D’ € Ly~ D eintritt. Weil
in P keine Dreierinzidenzen vorkommen, gilt 4°8(gD")={y,, y,,u}, wo
u aufler mit D’ noch nicht genau drei Flichen Dj, D} und E’ inzident ist, wobei
DieD (i=1,2), Ee¢E und (bei passender Wahl der Bezeichnung)
S, ={D}, E', D}} gilt. gD’ hat mit zwei Elementen von D (nimlich mit D} und
D}) eine Kante zum Durchschnitt, und weil dasselbe fiir jede andere Flache in
der Klasse D zutrifft, ist B, im Widerspruch zu (7), eine Trommel. Zusammen-
fassend finden wir entweder
(9) Der (k, D)-Kranz L, ist frei, oder

(10) Es gibt g € G mit 4%€, =gS8;.

Zuerst nehmen wir an, (9) treffe zu. €, sei wie oben die freie Komponente
von P~ L, (wenn beide Komponenten frei sind, wihlen wir €, unter ihnen
beliebig). Den mit dem duBeren Kontakt X, von L, inzidenten oder identischen
Punkt des Randes 0@, bezeichnen wir mit x;-x, =x, ist nur fiir dLy,=3
moglich. Wenn L, ein Kranz zweiter Art, also x, = x,, ist, gibt es wegen
Lemma 2 zu jedem j€ {0, 1,2, 3} hochstens einen Automorphismus g;€ Gg,,
welcher die entsprechende Forderung der nachstehenden Liste erfiilit.

GoXy =X1,9081 =81 . 91X =X1,9:51 =8, . g% =Xy,

9281 =81 .93%1 =%,,938,=5,.

G, enthilt hochstens diese vier Abbildungen, und da €, frei ist, gilt fiir alle
g€ G —Gg, mit g€ : = {gx:xe €} die Beziechung g€, nE, C{x,, x,}. Wenn
wir daher den Komplex P modifizieren wollen, miissen wir den Mengen stx;
besondere Aufmerksamkeit schenken, weil dort eine Verdnderung in €, und
eine solche in g€, einander storen kdnnten. Falls L, ein (k, D)-Kranz erster
Art ist, also x; = x, gilt, gibt es in Gg, hochstens ein von der Identitdt ver-
schiedenes Element, das wir gegebenenfalls mit g, bezeichnen werden. I, und
I, seien die durch x, und x, auf d€, bestimmten einfachen Wege (im Falle
x, =x, setzen wir I, =T, = 0Q,). Wir nehmen an, T, enthalte eine Kante m,
die weder mit x, noch mit x, inzident ist, und bezeichnen die m enthaltenden
Flichen von P mit F e L, und H € €,. Die Wahl von m zieht F ¢ D nach sich.
Es ist A2, + {H}, weil sonst jeder Endpunkt von m an einer Dreierinzidenz
beteiligt wire, im Widerspruch zu (8). Weiter haben wir

(11) 0HnoE, ={m}uim.

x sei andernfalls ein nicht mit m inzidenter Eckpunkt von 0H n8€,. Die
Endpunkte von m bezeichnen wir mit p, und p,. Wenn p, mit einer Kante
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gm+m,g€G, inzident ist, folgt mit (9) g€ Gg,, also g=g; fiir passendes j.
Infolgedessen ist eines der Paare (m, p,) (i=1, 2) zuldssig, und m 148t sich in
(G, o, P) zusammenzichen. Zur [lustration betrachten wir den Fall, wo sowohl
(m, py) als (m, p,) zuldssig ist und Gg, = {1} gilt. Nach dem Dualen zu Lemma 4
gibt es, wenn m sich nicht zusammenziehen 148t einen Punkt pe A°C, mit
V{p.pi} € B,V {p.p,} € B, aber \/ {p, p;, po} =1PI.

Aus den ersten beiden Bedingungen folgt jedoch p=x, und die dritte
Forderung steht sodann mit {x}wdm CdH im Widerspruch. Der Rest dieses
Abschnittes A wird hauptsdchlich dem Versuch gewidmet sein, eine geeignete
Kante auf dem Rand 0€, wegzulassen. Dabei dient uns der Begriff des
schlichten Kranzes. (m, H) € A'€, X42€, sei ein zuléissiges Paarund L C €, UL,
ein (m, H)-Kranz mit der Eigenschaft, dal eine Komponente von B — L eine
echte Teilmenge von €, ist. Diese Komponente bezeichnen wir mit €, L. Der
Kranz L heiBit schiicht, wenn zusitzlich gilt:

(@) €, L ist frei

(b) dL £4, card G, £ 2.

(c) Die Menge der duBeren Kontakte von L ist von {x,, x,}, verschieden.

Den Annahmen (7) und (9) fiigen wir zun#ichst noch die Voraussetzung bei:

(12) Es existiert kein schlichter Kranz L' ¢ €, U L,. Hierauf gestiitzt zeigen
wir

(13) Fiir alle ge G mit HngH ¢ {@, H} besteht HngH aus einem einzigen
Punkt von dm.

Wenn (13) falsch ist, wird es durch g,, g, oder g, verletzt. Zunichst sei
Hng;H =@ fir j+2, und g, verletze (13). Im Falle g,mnm=gist {F, H,g,H}
ein schlichter Kranz. Im Falle g, mnm 0 ist Hng,H eine Kante [ mit
gyl=1und glnl=0 fiir alle g ¢ {1, g,}. ] 1aBt sich wegen (12) weglassen. Nun
sei HrngH =@ fiir je{1,3} (L, ist also sicher von der zweiten Art). Wenn
Hng;H eine Kante ist, 14Bt sie sich in (G, o, P) zusammenzichen; also gelte
jetzt Hng;H e A°PB. Mit dm={p,,p,} kdnnen wir annechmen, (m,p,) sei
zuldssig. Im Falle Hng,H=*# setzen wir q,:=g,p,, andernfalls kommt g,
in Gg, nicht vor, und wir legen g, durch g, : = g,p, fest. Nach dem Dualen zu
Lemma 4 gibt es, da sich m gemdB Gegenannahme nicht zusammenzichen
1dBt, eine Fliche F, € €, mit {p,,q,} COF,. Wenn es eine Kante o € JF, gibt,
die weder zu 0C, noch zu | J{6H':H' € H} gehort, bezeichnen wir die von F,
verschiedene o enthaltende Flidche mit K. Wenn (o, K) nicht zuldssig ist, gehort
9; Zu Gg,, und Kng, K ist eine Kante, die im Hinblick auf (12) aus (G, o, B)
entfernt werden kann. So sei jetzt (o, K) zuldssig. Da o sich nicht entfernen
ldBt, ist entweder {F,,K,g,K} ein schlichter Kranz oder es gibt, im Falle
Kng, =0, in€, einen schlichten (o, K)}-Kranz zweiter Art. Also muB
0F, CaC u(J{0H :H € H} sein; Fy enthilt genau einen der Punkte {x,, x,},
etwa x,. Entsprechend finden wir eine Fliche F, € €, mit 0F, CaC,u (J{oH"
H'e H} und x, € F,. Im Falle, wo Go:; nicht alle Automorphismen g; enthilt
oder wo g,m=m gilt, haben wir 4°€, = {F,,F,, H, ng} und koénnen auf
(G, &, B) die Operation @ (4, g ,H )anwenden. Andernfalls seil € 0F| eine von x;
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ausgehende Kante; | ist mit einem Dreieck D' € L, inzident, und D’ enthilt
auBer | eine Kante von k sowie eine weitere Kante 1. Wenn ¢ [ gilt, ist
(m, D') ein zulédssiges Paar, und i 1dBt sich aus (G, «, 9B) entfernen, also gehore
jetzt i zu l x, € 0C, ist viervalent, und in (G, &, B) konnen wir die Operation
@D, ng') durchfiihren. Damit ist (13) gezeigt, und wegen (11) und (13) LBt
sich m nur dann nicht aus (G, o, B) entfernen, wenn in §, UL, ein schlichter
(m, H)-Kranz liegt, im Widerspruch zu (12). Zusammenfassend finden wir

(14) Jede Kante von 0€, ist entweder mit x, oder mit x, inzident. Das
bedeutet insbesondere, daBl L, von zweiter Art ist. Zusétzlich nehmen wir
vorerst an

(15) L, ist ein Kranz zweiter Art mit card 4°€¢, = 2.

Ferner setzen wir hier die Existenz einer Fliche H € €, und einer Kante
m e ¢ H mit folgenden Eigenschaften voraus:

(d) Hn[o€j=m

(e) Es gibt keine Fliche Ke €, mit KnH+0 Knm=46¢, und
B ({x,,x,} —0m)CEK.

Wenn (m, H) nicht zuldssig ist, mul H~g,H ecine Kante [ e €, sein, deren
Durchschnitt mit |9€,| ein dreivalenter Eckpunkt p von P ist. p gehort zum
Rand ejner Fliche X € L,, und ein Bestandteil des Kranzes L,, etwa Sy Ly,
besteht aus X allein. Die Kante [ 4Bt sich in (G, «, B) zusammenziehen. Also
ist {m, H) zuldssig, und wenn m sich nicht entfernen 14Bt, tritt in €, UL, ein
schlichter Kranz auf, im Widerspruch zu (12). In €, gibt es daher kein Paar
(m, H), welches den Bedingungen (d) und (e) geniigt. Wenn x; mit x, durch
eine Kante von 8¢, verbunden ist, erhalten wir aus unseren jetzigen Vor-
aussetzungen einen Widerspruch zu card 42€, 2 2. u; und u, seien die Punkte
von 4°0€, — {x,, x,};die Paare {x,, x,} und {u,, u,} trennen einander auf 0¢, .
(m, Hymit me 4*9€, und H € 4°€,, me 0H, sei ein Paar, welches (d) verletzt;
es gelte etwa 0HNA°3€, = {x,, X,,u,} 0€ OH sei eine innere Kante von §,,
welche x, unter ihren Endpunkten enthilt. Wir bezeichnen die von H ver-
schiedene mit o inzidente Flidche von B mit K. Wenn (m, K) nicht zulissig ist,
muB Kng,K eine Kante sein, die sich in (G, &, B) zusammenziehen 140t. Ist
(m, K) zulissig, so kénnen wir m im Hinblick auf (12) entfernen. Nun nehmen
wir fiir das Paar (m, H) an, es erfiille 0HNA4°0€, = {x,,u;,u,}. o sei eine
Kante von €, mit x, € 0o und K die mit o inzidente Fliche in €,. (o, K)
erfiillt (d) und (e) auBer in dem einen Fall, wo 4%€C, = {H, K} gilt. Weil €, frei
ist, sind die Paare (HN K, H) und (H n K, K) zuliissig, und da sonst ein Wider-
spruch zur Minimalitit von (k, D) entstiinde, ist die eingangs erwihnte Fliche E
ein Dreieck mit Enk = {k}. Wegen (8) sind u, und u, beide viervalent, und
die Kante KnH 148t sich nur dann nicht zusammenziehen, wenn P ein
Oktaeder, also primitiv ist. So finden wir, daB jedes Paar (m, H) mit m € 0,
und He 4*C,,me 0H die Bedingung (d) erfiillt. (m, H,) mit x, € dm; und
(m,, H,) mit x, € dm, und m; "m, % @ seien zwei solche Paare, und wir kénnen
annehmen, beide verletzten (e). K, und K, bedeuten zwei der unter (e) be-
schriebenen Flichen, so daB etwa m nK,=8 H,nK; +0,x,€0K, gilt
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H nK, (und H,nK,) ist eine Kante, die sich aus (G, «, P} entfernen 14Bt.
(15) kann also nicht zutreffen.

Wenn endlich €, L, eine einzige Fldche F von P enthilt, wihlen wir
ue A°0€, — {x,, x,} beliebig. Da es in P keine Dreierinzidenzen gibt, ist u
auBer mit F noch mit genau drei Flichen E'e E, D € D und D), € D inzident,
und weil €, frei ist und wir das urspriingliche Paar (k, D) minimal gewéhlt
haben, 148t sich in (G, &, B) die Operation @,(D,, D,) durchfiihren.

Die Bedingungen (7), (9) und (12) sind demnach unvertriglich. Wir heben
(12) auf und definieren auf der (nichtleeren) Menge u der schlichten Krinze
durch L L:<>C€, L CC, L eine Teilordnung. L, sei ein beziiglich < minimales
Element. Wenn es in €, L, — €, L, eine Kante m so gibt, daB keine drei-
valente Ecke von B mit zwei Elementen der Klasse m inzident ist, bezeichnen
wir mit H, und H, die beiden Flichen in §,L,, deren Durchschnitt m ist.
Wegen der Bedingung (b) fiir schlichte Kridnze ist, bei geeigneter Wahl der
Indexe, (m, H,) zuldssig, und wenn m nicht entfernt werden kann, gibt es einen
{m, H;}-Kranz L. Wenn L von der ersten Art ist, gilt LC&, L, und L wider-
spricht der Minimalitét von L,. Daher konnen wir jetzt, wenn g € Gg,,, — {1}
mit gH, = H,, gm + m, existiert, annehmen, es gelte gH; N H, = @. Der Kranz L
ist also von der zweiten Art, und wenn er in €, L, U L, licgt, erhalten wir einen
Widerspruch zur Minimalitidt von L, in der Menge u. Als einzige Moglichkeit
bleibt, bei passender Bezeichnung, S, LCC&, L, S, LC&, L, mit |S, L|n|S, L]
={u,,u,}, wo die Punkte 4, und u, die duBeren Kontakte von L, sind. Wenn
es X e L, mit {u,,u,} C2X gibt, widerspricht S; Lu{X} der Minimalitit von
Ly, auler im Falle mn X +0. Wenn dazu noch card(@H,nm)=2 gilt, 1aBt
sich, mit Riicksicht auf die Minimalitidt von L,, die Kante H, n X entfernen.
Nun sei 0H, nm = {m}. Wenn S,L C§,L, aus einer einzigen Fliche Y besteht,
ist Y X eine Kante mit den Endpunkten u,, u,, und das Paar (mn X, X) ist
eine Dreierinzidenz; andernfalls gilt, fiir passendes g€ Gg,,S,L=¢S,L. Im
Falle gX + X ist (mnnX, X) wieder eine Dreierinzidenz, im Falle gX =X
1aBt sich die Operation @o(mn X, g(mn X)) durchfiihren. Wenn u, mit u,
nicht durch eine Fliche von L, verbunden ist, kann kein Kranz L der be-
schriebenen Art existieren. Andernfalls zeigt eine einfache Betrachtung des
durch |0€,L,| und |S;L| berandeten Teilkomplexes von €, L,, daB es einen
sphirischen Komplex & C €, L, geben miilte, was nicht sein kann. Es bleibt
der Fall, daB 42@, L, = {F} gilt, wobei F wegen (b) ein Dreieck oder ein Vier-
eck ist. Wenn es eine Kante o € 0F mit o = \/{u,, u,} gibt, laBt sich o entfernen,
auBler in dem einen Fall, wo o€ dH fiir eine Fliche He L,, und zudem
Fn|€, Lyl # o gilt. Falls dabei ein Endpunkt von o zur Menge der duBleren
Kontakte von L, gehort, gibt es in Lo U{F} einen der Minimalitit von L,
in A widersprechenden (k, D)-Kranz, andernfalls steht H im Gegensatz zu (11).
SchlieBlich sei F = {u,,u,,v,,v,}, wobei die Paare {u;,u,} und {v,,v,} ein-
ander auf 8F trennen. L, sei ein (m, H)-Kranz, fiir ein Paar (m, H) € 41 PX4>P.
Wegen der Bedingung (b) fiir schlichte Krinze ist v; eine dreiwertige, mit
genau einem Element von m inzidente Ecke von €,. Weil Gg, hochstens die
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Elemente g; (0 <j = 3) enthilt, ist es leicht zu sehen, daf} sich auf (G, «, ‘ﬁ) die
Operation @y(v,, v,) anwenden 48t

Die Forderungen (7) und (9) sind also selbst schon unvertriglich. Wir
ersetzen (9) durch (10) und haben A2%€,=g(S,L,) (:={gx:x€ S, Lo}, fiir
passendes g € G. Wenn dabei S, L, = { X}, fiir X € 429, gilt, so muB, wegen (8),
S, L={D}{,E,D,} mit D{#D) und DinD,nEngX <@ gelten. Nun folgt
leicht, daBl X ein Dreieck und (X ng X, X) ein zuldssiges Paar ist, welches der
Minimalitdt von (k, D) widerspricht. Wenn S, L, aus mehr als ¢inem Element
besteht, folgt zundchst mit (8) g{x,, x,} = {x,, x,}. Eine Kante me 0€,, die
weder mit x, noch mit x, inzident ist, 148t sich zusammenziehen. Wenn keine
solche Kante vorkommt, besteht A2€,; aus zwei Dreiecken. Wegen (8) ist
alsdann B eine Doppelpyramide, also primitiv, und der Fall A der Gegen-
annahme ist widerlegt

B. Weder in (G, o, ) noch in (G, & B) gibt es ein zulissiges Paar (m, H)
mit card 4°0H = 3. Aus (6) lesen wir ab, daB es in 42P (oder in 42) ein
Dreieck D gibt. k€ 8D sei eine Kante seines Randes. Weil andernfalls (k, D)
oder (I, D), mit I:=A4'0D —k, zuldssig, oder (8) verletzt wire, gilt sicher
card(0Dnk)=3. Zu je zwei Kanten k ,k, in 8D existiert also immer ein
g€ G mit gk, =k,. Wenn dabei gD+ D ist, folgt zunichst 42% =D, und
wegen card(0Dnk)=3 sind alle Ecken von P zueinander dquivalent. P ist
alsdann ein regulidres Dreieckspolyeder. Daher bewirkt die Gegenannahme (7):

(16) G, ist fiir alle dreivalenten Elemente x € B auf der Menge der (drei)
mit x inzidenten Kanten transitiv.

Insbesondere gilt im Hinblick auf Lemma 2

(17) Fiir alle dreivalenten Elemente x € B enthélt G, einen Automorphis-
mus der Ordnung 3. )

Wenn es in P {oder in P) zwei Dreiecke gibt, deren Durchschnitt eine
Kante ist, so ist P wiederum reguldr. Falls der Durchschnitt zweier Dreiecke
D, + D, von Pnicht leer ist, gilt daher D, "D, = :x€ A°P.D,, D,,....D,(n=2)
seien die mit x inzidenten Dreiecke, und Q' der Graph Q':={J{oD"
D'e|J{D;:1<i<n}}. Die Ecken von Q' sind alle unter der Wirkung o zu-
einander dquivalent. Wegen D;nD;={x} fiir i+ j wére im Falle n23 jeder
Eckpunkt von Q! mindestens 6-valent, was sich mit der Tatsache, daB |
auf einer Sphire liegt, nicht vertrigt. Fiir n=2 sei F eines der durch den
viervalenten Graphen Q' auf der Sphire S:=|P| bestimmten minimalen
Flichenstiicke. Das heiBt, daB es einen Zyklus € C Q! mit €| = F gibt, und
daB kein innerer Punkt von F zu |Q!| gehort. Wegen (16) wird S durch die
Dreiecke D’ € D, u D, und durch die Flidchenstiicke gF, g € G, liberdeckt. g F ist
dabei dasjenige durch den Zyklus {gx:x e, x C F'} berandete Flichenstiick
auf S, welches keinen Punkt von |Q*} im Innern enthiilt. Ohne Miihe bestitigen
wir, daBl Q! dreifach zusammenhiingt, also einen sphirischen Komplex Q mit
A42Q=D,uD,U{gF:ge G} bestimmt, und zwar ist Q ein abgestumpftes
reguliires Dreikantspolyeder, was sich beispielsweise leicht aus (6), angewendet
auf Q, ergibt. Die Wirkung « von G auf Q' setzt sich eindeutig zu einer Wirkung
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B:GXQ—-Q fort. €, CP sei der Komplex mit |Gz =F. Wenn der Graph
GL:=4'€,uA4°C; dreifach zusammenhidngend ist, definieren wir einen
sphirischen I'-Komplex (Gg,., 7, D). Dabei gelte

D' =6}, 47(D): = 426U (47 B - 42€)},

ferner setzen wir fiir x e € und g € G, ¥(g, x): = alg, x). F, € D sei die Fliche
U 4?P—4%C,). Wir setzen y(g, Fo):=F,, fir alle geGg.. Wegen (6)
gibt es in D wenigstens 8 dreivalente Elemente. Wenn F;, nicht ein Dreieck
ist, bedeute x ein dreivalentes Element in € — 0€,CB. In (G, o, P) haben
wir die Beziehung G, C Gg,, welche zu (17) im Widerspruch steht, da Gg,
kein Element der Ordnung 3 enthilt. Wenn F, ein Dreieck ist, wihien wir
drei verschiedene dreivalente Elemente x,, x,, x5 in €f — 0@, deren Existenz
wieder durch (6) garantiert ist. Wegen Lemma 2 enthiélt G, hochstens zwei
Automorphismen der Ordnung 3. Wir bezeichnen mit g; eine der nach (17)
in G,, existierenden Abbildungen der Ordnung 3. Wegen der vorangehenden
Bemerkung muB etwa g, = ¢, gelten. F,, ist ein Fixelement von g,(=g,). g, hat
nach Lemma 3 hichstens noch ein weiteres Fixelement, und aus g, x, = x, und
g1 X, = g,%, = X, folgt daher x, = x,, im Widerspruch zur Wahi der x;. Wenn
der Graph €} nicht dreifach zusammenhéngend ist, gilt entweder, im Wider-
spruch zu (7), P =RQ, oder F ist in Q ein Viereck. In diesem letzten Fall gibt es
wiederum in €~ €y ein dreivalentes Element, und wir fahren wie oben
weiter, oder A2€; besteht aus zwei Dreiecken, die eine Kante gemeinsam
haben. Als Ergebnis finden wir somit

{18) Zwei verschiedene Dreiecke in % sind stets disjunkt.

Wir wihlen ein Dreieck D e 429, eine Kante k € 8D, und bezeichnen die
andere mit k inzidente Fltiche mit E, Wenn (k, E) nicht zuldssig ist, gilt wegen (8)
card(0Enk)=2. Wir wenden auf (G, «, B) zuerst no(D) an, was wegen (18)
und (8) erlaubt ist, und gehen sodann zum dualen Komplex iiber. Der ent-
standene I'-K omplex widerspricht (18). Nach .emma 4 finden wir also, wenn k
sich nicht entfernen IiBt, ecinen (k, E)-Kranz L,. Wir wihlen L, so, daB in
LyU€, L, kein weiterer (k, E}-Kranz enthalten ist. Mit x; und x, bezeichnen
wir die mit den duBeren Kontakten von L, inzidenten oder identischen Punkte
des Randes 3G, L. u, und (wenn vorhanden) u, seien die Punkte von 4°6€, L,
welche in Dreiecken der Menge DL, liegen. Wenn €, L, einen inneren
Eckpunkt p ¢ €, L, enthdlt, finden wir wie beim Nachweis von (18) ein drei-
valentes Element z € 4°C, L,u4€, L,, das von den Punkten x; und u; ver-
schieden ist. Weil €, L, freiist, gilt G, C Gg, 1. Jedes Element von Gg, 1, bildet die
Menge {x,, x,} in sich ab und hat daher eine Ordnung <2. Zusammen mit
G,C Gg, , widersprichtdiesder Feststellung(17). Wennzwar 4 %G, Ly~ 0C,L,=8
ist, aber 4%€, L, ein Dreieck enthilt, geraten wir mit (18) in Konflikt. SchlieB-
lich bestehe 4@, L, aus einem einzigen Viereck F; die Eckpunkte u; € 0F sind
viervalent. Indem wir auf (G, «, P) die Operation 74(D) anwenden, gehen D’
und u, (wenn die Bezeichnungen so sind, daB D' e D, L, und u, € 8D’ gilt) in
zwei durch eine Kante verbundene dreivalente Ecken iiber, was, wenn der ent-
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stehende Komplex wieder unter die in Abschnitt B beschriebene Kategorie
fillt, zu (18) einen Widerspruch bildet.

Damit ist die Gegenannahme (7) in allen Fallen widerlegt, und der Satz2
bewiesen.

6. Einbettungen

E? sei der dreidimensionale euklidische Raum und o sein Ursprung. Wir
setzen E3 : = E® — {0} und bezeichnen mit M, die Menge aller den Ursprung
meidenden Ebenen in E>. e sei ein auf dem zu H € M, parallelen Unterraum
von E3 senkrechter Vektor von E3, (e, H) der gemeinsame Wert der Skalar-
produkte {e, x>, x€ H. Wir setzen rH:=(1/{e, H))e, wobei die rechte Seite
offenbar nicht von der Wahl des Vektors e abhingt. Fiir pe E3 bedeute rp
den Punkt p selbst. Wenn ein sphérischer I'-Komplex (G, a, ) vorliegt, fiihren
wir die Abkiirzungen X (G, a, P): = A°BuA2P und W(G, o, B): = {(x,y): x€dy
und (x, y)€ A°PX4>P} ein. Zu jedem w=(x,y) mit x€ 4°P und ye 4>
gehortdie Klasse w: = {(gx, g¥):g € G} (w braucht nichtin der Menge W(G, a, )
der Inzidenzen zu liegen). Wir setzen X(G,a, B): = {X:x € X(G,«, P)} und
W(G,a, B)=W:={W:we W(G,a, P)}. Wenn keine Verwechslung zu be-
fiirchten ist, lassen wir das Argument (G, o, B) bei X, X, W und W fortan weg.
Offensichtlich existieren Auswahlfunktionen B:X— X so, daB fiir alle Xe X
das Element X in X liegt sowie bei gegebenem f, Abbildungen

7:{(x,7):xe 4°B,ye A’B} > G mit ((y9) (BX), By) e,

fiir alle 5=(x, y).

Insbesondere sei G eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe 0;. Die
gewohnte Wirkung o’: GXE?— E? schreiben wir meist vermdge gx: =o'(g, X)
multiplikativ. Unter einer Einbettung ¢:X — E3 UM, verstehen wir eine Ab-
bildung ¢, welche den folgenden Bedingungen gentigt.

(19) @A°PCE>, A’ PCM,.

(20) pgx=gox,firallexeXundgeG.

Wir bezeichnen mit Eg die Menge der Fixelemente x € E* bei der Isometrie
g€ G, also Eg: = {x € E3:gx = x}, wihrend fiir x € X die zugehdrige Fixpunkt-
menge durch Ex:={){Eg:g€G,} festgelegt ist. Der Punkt fx:=rex liegt
wegen (20) fir alle xe X in Ex. Zu jeder Anordnung der Elemente von X
in einer Folge X, ..., X, gehort der Produktraum E:=E(fX;)X ... XE(fX,)
Mit §(G,a, B; B.7,¢), oder kurz mit §, bezeichnen wir den Punkt
f:=(f(B%,), ..., f(BX,)) in E. n:E— E(fX;) und 1;: E(fX;)—E bedeuten fiir
1£ign die kanonische Projektion und die kanonische Injektion. Wenn
w=(x,y) mit xe%;n4°P und yeX;n4>P gegeben ist (¥ braucht nicht in
W zu liegen), definieren wir eine reelle Funktion h;:E— R durch

(21) hg(x): = (ywm(x), my(x)) — 1.

Wir sagen, ¢ geniige der Legendreschen Bedingung, wenn die Menge der
Ableitungen {h5(f):Wwe W} linear unabhiingig ist. { ist dabei der vorhin
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definierte Punkt (G, a, B; £, 7, @). ¢ bezeichnen wir als eine Realisierung von
(G, o, B) wenn aubBer (19) und (20) zusitzlich gilt:

(22) (x,y)e Wpxepy.

{23) Alle Punkte ¢x, x € A°9P liegen im gleichen durch ¢y, y € 4B, be-
grenzten abgeschlossenen Halbraum H, von E3. Die von Steinitz in [1, p. 243(]
erliuterten Argumente zeigen, daB alsdann (\{H,:y € A*P} ein konvexes
Polyeder P’ ist, dessen Randkomplex wir mit P’ bezeichnen. Wir sagen, P’
entspreche der Realisierung ¢, oder auch, es sei durch ¢ bestimmt. Wegen
{20) sind die sphirischen I'-Komplexe (G, «, B) und (G, o', B') isomorph. «’ be-
zeichnet dabei wieder die gewohnte Wirkung von G als Gruppe von Kon-
gruenzen des Raumes. So finden wir:

Lemma 5. Wenn es zum sphdrischen I'-Komplex (G, o, B) eine Realisierung
0:X(G,a, P)— E3 UM, gibt, so ist (G, a, P) solid.

In Anlehnung an das entsprechende Resultat von Steinitz fiir den Fall wo
die Gruppe trivial ist, zeigen wir, daB die Legendresche Bedingung fiir jede
Realisierung eines sphérischen I'-Komplexes erfiillt ist.

Lemma 6. (G, o, P) sei ein sphirischer I'-Komplex und ¢:X —E% M, eine
Realisierung. @ geniigt der Legendreschen Bedingung.

Beweis. Die Legendresche Bedingung fiir eine Realisierung ¢ 148t sich erst
formulieren, nachdem die Abbildungen B und y, sowie eine Anordnung von X,
gewdhlt worden sind. Dabei hingt aber die Antwort auf die Frage, ob ¢ der
Legendreschen Bedingung geniige, nicht von der speziellen Anordnung der
Menge X ab. Nun sei Y eine belicbige Teilmenge von X:=X(G,a P). Wir
setzen Y: =Y. Nach [1, p. 255, Zeile 211f.] gibt es ein Element y,€ Y CX,
das mit hichstens drei weiteren Elementen von Y inzident ist. Wir wollen
zeigen: Die Anzahl der Klassen (y,, x) € W : = W(G, a, B) (oder (x, yo) € W) mit
x€Y ist fiir yoe A°P (oder y, € A4?P) nicht groBer als die Dimension des
Raumes E(y,) C E3. Sicher ist das fiir dim E(y,)=3 richtig. Nun sei etwa y,
eine Fliche von B, und dim E(y,) = 2. Es gibt also g € G mit gy, = y, so, dal
g auf 0y, einen Automorphismus mit genau zwei Fixelementen induziert, und
es ist G,,={1,g}. Nun gebe es entgegen unserer Behauptung drei Ecken
X1, Xy, X5 auf 0y, so, daB die Klassen (x;, y,), 1 £i<3, paarweise verschieden
sind. Fiir i #j ist also x; ¢ {x;, gx;}. Weil zudem mindestens einer der Punkte
x; € 0y, kein g-Fixelement ist, enthilt dy,, im Widerspruch zur Wahl von y,,
wenigstens vier zu Y gehorende Punkte. Analog verfahren wir in den iibrigen
Fillen und finden:

(24) Die Klassen von X lassen sich so zu einer Folge X, ..., X, anordnen,
daB kein i, 1 <i<n, die Anzahl der Inzidenzklassen W = {x, pX;) (bezichungs-
weise = (BX;, x) mit xe | J{X;:j<i} und We W die Dimension des Raumes
E(Bx)) iibersteigt.

Dabei ist f:X(G, o, P)— X(G, a, P) eine beliebige Auswahlfunktion. Wir
wihlen eine Abbildung y:{{x, y):x € 4°B, y e 42PB} -G gemiB Paragraph 6,
und definjeren im Raum E: = E(fX,)X -.- XE(fX,) mit Hilfe von f,y, und ¢
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in der gewohnten Weise den Punkt §: = {(G, o, P; B, y, ), sowie die Abbildungen
hg:E— R. Nun gelte fiir geeignete Koeffizienten, die nicht alle verschwinden,
(25) Z Eoh(F) =o€ E* (E* ist der Dualraum von E).
weW

Fir w (x,y) mit we W und X€X;, y€EX; setzen wir rw:=max{i,j}.
W,C W bedeute die Menge der Inndenzkiasse weW mit rw=1 k sei der
gréBte der Indexe i<n, fiir welche es eine Klasse W mit riw=1i und £;+0
gibt. X, bestehe etwa aus Eckpunkten von B. X sei ein Punkt im Unterraum
E(Bxk von E3, und x das Bild von % bei der kanonischen Injektion von E(ﬁfk)
in E. Fiir w¢ Wk verschwindet das Produkt é;h5(f)(x), widhrend wir fiir eine
Klasse #w=(fX,,y) aus W, die Bezichung &, (f)(x)=<{GW)X), {(B7)
=<{%,(yW)" (§B7)) finden. So ergibt sich fiir jeden Punkt X € E(8X,) aus (25)

(26) <X, X' E5yw) (B> =0,
wobei X' liber alle W = (8%, y) in W, zu erstrecken ist und nicht alle Koeffizienten
&5 verschwinden. P’ C E® sei das durch die Realisierung ¢ bestimmte Polytop.
Wir kénnen annehmen, der Ursprung o liege im Inneren intP’ von P'. Zu
jedem W = (BX,, y) aus W, bezeichnen wir mit L die durch r(L;) = (yW) ' (f B
festgelegte Ebene. L ist die Trigerebene einer Seitenfldche von P’ und ent-
hilt den Eckpunkt ¢f%, des Polyeders P'. Zusammen mit (24) folgt daraus
die lineare Unabhiingigkeit der Punkte (y%) ™ 1(f B7), w = (B%;, y) € W,. Wegen
oeint P’ steht die Linearkombination X’ (W) *(f B¥) € E3 nicht senkrecht
zu E(B%,), und da X in E(fX,) beliebig gewihlt werden darf, erhalten wir einen
Widerspruch zu (26). Fiir X, C 429 schlieBen wir in vollig analoger Weise und
bestitigen so die Richtigkeit unseres Lemmas.

7. Der analytische Hilfssatz

Satz 3. Der sphiirische I'-Komplex (G, oy, Bp) entstehe aus (G, a, B) durch
das Weglassen einer Kante. Wenn es eine Realisierung ¢, von (G, 24, o) gibt,
s0 existiert auch eine Realisierung von (G, o, B).

Beweis. Von dem durch die Realisierung ¢, von (G, aq, B,) bestimmten
Polytop P’ C E® kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
es enthalte den Ursprung im Inneren, also o €intP’. x, € A>P,, sei eine in P
nicht vorkommende Fliche. Wir wihlen x, so, daB x, = X, gilt. Die gemiB
dem vorangehenden Paragraphen fiir (G, a4, B,) definierten Begriffe unter-
scheiden wir von den entsprechenden Begriffen fiir (G, a, B) durch das Anfiigen
des Indexes 0. So bedeutet etwa X, die Restklassenmenge X(G, g, By), X die
Menge X(G, «, P).

A. Es sei A°P,=4°P. Mit u und v,,...,v, (1= 1) bezeichnen wir die
Flichen von P, deren Vereinigung x, ist. Dabei haben wir angenommen
(unvy,v) € AL PXAZP sei das fiir das Weglassen von k: =unwv, aus (G, o, P)
erforderliche zulissige Paar. Fiir jedes y € 42 bedeutet ty die Fliache von P,
in welcher y liegt. Fiir y € A°9P setzen wir ty: =y € A°P,. Durch @y: = @,(ty)
definieren wir eine Einbettung ¢:X —E3 UM, . Als nichstes legen wir eine
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Auswahlfunktion f:X — X und eine Abbildung y: {(x, y):x € 4°P, ye 4*P} > G
fest, wobei wir annehmen, B, und y, seien fiir (G, a9, P,) schon gemdB Para-
graph6 definiert. Jede Klasse Xe X, X ¢ {1, 7,}, gehdrt bereits zu X,, und
wir setzen PX:=f,{tx)=B,X. Analog gelte fiir (x,y) mit xe4°P und
yeA*P—@ui,), die Beziehung y(x, y): =y,(x, y). Ferner sei fai:=u und,
falls v; nicht zur Klasse u gehort f5,: =v,. Es gilt die Vertauschungsregel
1(BX) = Bo(tx), fiir alle e X. Wenn W = (x, y) eine (nicht notwendigerweise in
W liegende) Klasse mit xe€ 4°P und ye {u,v,} ist, bedeute ¢t die Klasse
(x, Xo). Es gibt ein Element g € G, so, daB gy,(tWw)(fX) = x zutrifft. yW legen
wir nun durch yw: =gy,(tw) fest. GemiB dem vorangehenden Paragraphen
gehdrt vermége ¢ zu jedem x € X der Fixpunktraum Ex. Wir nehmen an, die
Elemente von X, seien zu einer Folge ¥,,...,7,_, angeordnet, wobei etwa
Xo=7,-, gelte. Die Elemente von X ordnen wir so zu einer Folge X,, ..., X,
{fiir¥% & 7,)oderzueiner FolgeX,, ..., X, (fiiri =7, )an,daBix; = 7,(1 isn-2),
fu=fx,_,=X, und, im Falle a7, i, =ix,=X, gilt. Gemil Paragraph 6
sind die Rdume E und E, sowie die Punkte | und {, festgelegt. Fiir =0,
haben wir etwa {=(f(fX,), ..., f(fX,) €E, wo f wieder die Abbildungi¢
bedeutet. c € A°9P sei ein Punkt, der mit v,, aber nicht mit u inzident ist, und
i bezeichne die Klasse (c,u)={(gc, gu):g € G}. Wir setzen W,:=Wu{m}.
GemiB (21) ist die Funktion hy: E— R fiir jedes W e W, definiert, und es gilt
jeweils hg(f) =0. ¢ unterscheidet sich dadurch von einer Realisierung, dal
auch fiir gewisse nichtinzidente Paare (x, y)e A°PXA*P, beispielsweise fiir
{c,u), das @-Bild des Punktes x in der Ebene ¢y liegt. Die Hauptarbeit zur
Verbesserung dieses Ubelstandes besteht fiir uns im Nachweis der linearen
Unabhingigkeit von {k,():% e W,} im Dualraum E* von E. Andernfalls gibt
es Zahlen &, welche nicht alle verschwinden, und fiir die
@) ¥ Eahi)=ocE*
weWl
zutrifft. Indem wir jedem Punkta={(a,, ..., q,_,,a,_,) von

Ey=E(B,y)X.. XE(/30y,l ) das Element 1a: ={(a,, ..., d,_ 2,01, dy—1) VON E
zuordnen, erhalten wir eine Einbettung von E, in E (un Falle i = #, verdoppeln
wir a,_, nicht). Bei dieser Einbettung geht f, in f iiber, und aus der Bezichung
{27) erhalten wir

(28) Z Exhim(fo) =0 € ES,

WE 1
wo fiir w=(x, y) wieder tw: = (tx, ty) gesetzt ist. Nach Lemma 6, angewendet
auf @, folgt fiir jede Klasse W, in W, die Gleichung
(29) Z°¢5=0

wobei Z° sich iiber alle % € W, mit t% = W, erstrecken soll. k sei die ,,aus 4'P
verschwundene” Kante mit den Eckpunkten a;,a,€unv,. Dem Element
i = (c, u) von W, stellen wir iy ;= (c v,) € W gegeniiber. Mit N C W bezeichnen
wir die Menge der Klassen (x, y) € W mit x € {a,, a,} und y € {u, v,}. Sicher ist
N, i, } = @. Nun seien w und W' + % zwei Klassen von W,, deren Tréger
t% und ¢W iibereinstimmen. Das ist nur fiir {#, W'} = {in, i, } oder {W, W} CN
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moglich. Aus (27) und (29) gewinnen wir die Gleichungen

(30) &5 =0, fiir alle w ¢ Nu{m, m,} und

(31) = &ghi(f) =o€ E*,
wobei X! inskiinftig immer bedeuten soll, daB iiber alle we Nu{m,m,} zu
summieren sei. w=(x, y) mit X=X, und y= X (1=i ]<n) sei eine Klasse in
Nu{m,m,}. Mit n,.E —>E(ﬂx) und n; bezelchnen wir die entsprechenden
Projektionen. Durch p'(#): =n;p und p*(#): =m;p ordnen wir jedem peE
zwei Punkte des Raumes E? zu ; insbesondere gilt (W) = f(8%) und {2(w) = §(87).
Mit diesen Bezeichnungen ermltteln wir die Ableitung der Funktion hg, fir

w=(x,y):ha(P)(p) = LyW)(FBZ),p*(W)) + {(y) (0" W), f(BF)). Fir (x, y)e N {7, m, }
haben wir stets ty =X, und daher f(B7)= f,x,. (31) erhilt die Gestalt

(32) ' &ad(yw) (f B), P*W) + Z! &y W) (0! ), foxo) =0,

fiur alle pe E. Weil fiir w, # € NU{#, m,} mit tw=1tw die Punkte (yW)p'(W)
und (yw")p* (W) stets durch eine Deckbewegung g € G, C O, auseinander her-
vorgehen, haben sie mit f,x, dasselbe Skalarprodukt, und daraus folgt mit
(29) daB der zweite Anteil in (32) fiir alle p € E verschwindet. Es sei # = X; und
0, 4, 0, =X;. Wir wihlen p € E so, daB n;p = 0 € E(Bu) ist, wihrend wir iiber
p:=mn;pe E(Bv,) spiter verfiigen wollen. Fiir solche Punkte p verschwinden
in (32) alle Skalarprodukte {(yw) (f BX), p>w), bei denen w die Form m hat.
Wir setzen &g 0 =&, Earvpt =&, und, falls (a;, v)) #(ay, v,) ist, 5(,;2 0. =&,
Im Falle {(a,,v,)=(a,,v;) sei &,:=0. Nun ist ((ym,)(Bc), B7,) e m,. Wegen
B, =v, gibt es g€ G,, so, daB (ym,)(B)=gc gilt. Aus pe EB5, = Ev, folgt
daher { f(ym,) (B%), p> =< f ¢, p>, und das Entsprechende gilt fiir (a,, v,) und
(a;, v,). Die Bedingung (32) nimmt fiir die jetzt betrachteten Punkte p die Form

(33) ofe+éifa+&,fa,p>=0

an. Wenn (a,, v,) ¢ (a,, v,) gilt, haben wir E(87,) = Ev, = E, und da (33) fiir alle
p e Ev, gelten muB, folgt &, fc+ &, fa, + &, fa, =o€ Ev,.c,a, und a, sind Eck-
punkte des konvexen Polytops P’, das der Realisierung ¢, entspricht und den
Ursprung o € E? im Inneren enthilt. Da sie zudem alle in der Ebene ¢4 x, € M,
liegen, gilt £, =¢, =&, =0. Zusammen mit (29) ergibt sich daraus die lineare
Unabhingigkeit von {h;(f):we W,}. Im Falle (a,,0,)=(a;,v,) ist & =0.
G,, C G, enthdlt als einziges nichttriviales Element eine Spiegelung, deren
Fixpunktmenge Ev; die zur Geraden aff{fq,, fa,} CE> senkrechte Ebene
durch den Ursprung ist. Weil je Ev, beliebig gewihlt werden darf, folgt mit
&, =0 aus (33) wieder {;, fc+¢, fa, =0, und daraus ergibt sich die lineare
Unabhiingigkeit von {hj(f):w € W,} wie oben. Ahnlich verfahren wir schlieB-
lich, wenn u =1, gilt.

B. Es gelte A°B, = 4°P — (@, UT,), wo a; € unv, die Endpunkte der weg-
gelassenen Kante k sind. X, X,, Wo, W, Bo, Yo Pos E, und f, sollen fiir den
I'“Komplex (G, oy, o) die gleiche Bedeutung wie unter Abschnitt A haben.
a; liege im Innern der Kante /, von 4'P,. Wegen der in Abschnitt B von
Paragraph 3 genannten Bedingungen ist eine Wirkung von G auf die Klassen




Polyedrische Graphen 301

a1 und a, definiert. Insbesondere ist ga,,g € G, erkldrt, und wir konnen
:={g€eG:ga;=a;} setzen. Ferner definieren wir Eq;CE* durch
E(a) ={xe E>:gx=x, fiir alle g€G,}. Wegen der Bedmgung (b) von Ab-
schnitt B in Paragraph 3 und wegen (20) fiir g ist E(a)n({l;—)+8, wo x,
und x; die beiden mit I; inzidenten Fldchen von B, sind und [} die in der Ge-
raden o Xo M@y X; liegende Kante desdurch ¢ bestimmten Polytops P’ bedeutet.
Wir wihlen einen Punkt a;=:fa,(=:@yoa;) in diesem Durchschnitt. Fiir
g € G setzen wir f(ga,): =0o'(g, fa,)=g f(a,), wobei wir darauf achten, daB der
Graph, der dadurch aus dem Ecken-Kanten-Geriist von P’ entsteht, daB wir
die Punkte f(ga;) als neue Ecken einfithren, zum Graphen A°Pu(4'P —k)
isomorph ist. DaB diese Forderung sich erfiillen 148t, entnechmen wir aus (20)
und den Bedingungen (a) bis (c) fiir das Weglassen von Kanten (vergleiche
Abschnitt B von Paragraph 3). Wirsetzen Hy: = {(a;, x,), (a3, Xo), (@1, %;),(az, X,)}.
In Wahrheit liegt die Miéchtigkeit von H, zwischen 1 und 4, da einige Klassen
zusammenfallen konnen. Fiir a1 +a, setzen wir_Xoo:=X,0a;Ua,, fiir
=0, Xoo:= Xoud,. Ferner sei Wop:=W,ou UH, und Weo: = W,UH,.
B, erweitern wir durch die Setzung B,,(G,): =q; zu einer Auswahlfunktion
Boo: X oo Xoo- Yo Setzen wir in beliebiger Weise fort, wobei wir nur darauf
achten, daB die definierende Eigenschaft von y, auch fiir ganz v,, noch zutrifft.
Ego:=E¢XEa;XEa, und foo:=(f(Boxy), ..., f(Box,), ai,d>) seien der er-
weiterte Koordinatenraum und der in ihm liegende ausgezeichnete Punkt. Im
Falle @, =a, lassen wir jeweils das letzte Glied fort. Vermoge (21) ist fiir alle
7=(x,y), xc 4° Poua, va,, y€ A*P,, eine Funktion h; erklirt. Wieder gilt
hs(foo) =0 fiir alle We Wy, aber auch die lineare Unabhanglgkelt von
{h5(fo0): W € Wy} bleibt erhalten. Andernfalls gébe es Zahlen &, die nicht alle
verschwinden, fiir die aber

B4 > Eahi(lon)=0€ES,

WeWoo

gilte. Zuerst betrachten wir nur Punkte p e Ey, mit nyp =0 und n,p =0, wo
15:E— E, und 7;: E— E(a,) die iiblichen Projektionen sind. (Die Bedingung
mit 7, stellen wir nur im Falle @, +a,). Fiir alle diese Punkte p muB3 mit
Wi:=(ay, xo) und, falls (a,, x;)#+(a;, xo) gilt, W,:=(a,,x,) die Bezichung
8.5, (o) (P) + €, h55, (Too) (p) = O zutreffen. Weil die Ebenen ¢ox, und @gx,
von M, nicht parallel sind, folgt daraus, wenn wir wieder h,, in expliziter
Form schreiben, ohne weiteres ¢, =&, =0. Analog verfahren wir (im Falle
az#al) mit a, anstelle von ¢,. In G4 verschwmden also alle Koeffizienten
&, we Hy. Die Menge {hj(f,):% € W,} ist nach Lemma 6 linear unabhanglg,
und damit ergibt sich ein Widerspruch zu (34). Wir wihlen jetzt einen Punkt
ce A%, ~ A%, wo uund v,, ..., v, wieder die in x, enthaltenen Flichen von P
sind. Wir setzen i: =(c, u) und fahren wie in Abschnitt A fort, nur mit X,
anstelle von X,.

C. Die Voraussetzungen seien wie bei Abschnitt B, doch gehére nur eine
der Klassen @; zu 4°P — 4°B,. Wir gehen wie unter Abschnitt B vor, wobei
jedoch der Fall @, = @, nicht eintritt. In allen Fillen ist das Hauptergebnis die
21 Math. Ann. 192
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lineare Unabhiingigkeit der Ableitungen {h(f):w € W,}. Weil der Ursprung o
im Inneren des durch die Realisierung ¢, bestimmten Polytops P’ liegt, gilt
fiir alle 7i: = (x, y) mit x € 4°P, y € 4B, (x, ty) ¢ W, (bzw. (x, ty) ¢ Wy,) (Wo ty
wieder die Flidche von P, bezeichnet, in der y liegt), h;(f) <0. U CE sei eine
Umgebung des Punktes {, in der alle diese Funktionen h; iiberall negativ sind.
Wegen =n,f+0 (1 £i<n) konnen wir zudem U so klein wihlen, daB fiir be-
licbigee € U, Indexei, j, ke {1, 2, ..., n} und Elementey,, g, € G die Bezichungen
m(@)+0 und {mf,g,7m,f A\g,m > +0=>(me, gyme \g,mee) 0 richtig sind
(/\ bedeutet das Vektorprodukt, in bezug auf eine fest gewihlte Orientierung
von E®). Nach dem lokalen Umkehrsatz fiir implizite Funktionen existiert ein
Punkt d € U mit hg(d) =0 fiir alle w € W und h;(d) <0, wo i =(c, ) die Aus-
nahmeklasse von W, ist. Zu jedem x € A% wihlen wir g € G mit x = g(B%).
b, sei das Bild von b bei der Projektion von E auf E(fX). Es gibt genau eine
Ebene H CE3 so, daB b, =rH gilt. Wir setzen y(x):=gH. Analog definieren
wir y(x) fiir x € 4°9P. Die Abbildung y: X — E3 UM, ist eine Realisierung von
(G, o, P). Wegen hz(d) <0 liegt insbesondere kein y(x) mit x € 4°9v, — A%0u
in der Ebene pu. Damit ist der Satz 3 bewiesen.

8. Der Hauptsatz
Satz 1. Jeder sphirische I'-Komplex ist solid.

Beweis. Wir leisten den Beweis fiir alle Gruppen G durch Induktion nach
der Kantenzahl der Komplexe (G, 2, B). Da unsere Behauptung fiir primitive
Komplexe trivial richtig ist, brauchen wir im Hinblick auf den Reduktions-
satz 2, den Realisierungssatz 3 und Lemma 5 nur noch zu zeigen:

(G, 2, B) und (G, ay, Po) seien zwei I'-Komplexe, und (G, ay, Bo) gebe durch
eine der folgenden Operationen aus (G, o, B) hervor. Die Dualitit, das Zu-
sammenziehen einer Kante, oder eine der Modifikationen #,, @q, @, @y, ;.
@,, ;. Wenn zudem (G, oy, B,) solid ist, so auch (G, a, P). Beim Nachweis
dieser Behauptung kénnen wir annehmen, B, sei der Randkomplex eines
konvexen Polyeders P, C E3,y:0,XE?— E? sei die iibliche Wirkung von O,
als Gruppe von Isometrien des Raumes, und a,, sei die durch y auf B, induzierte
Abbildung. Wir werden in allen Fillen ein Polyeder @ mit dem Randkomplex Q
konstruieren, in dessen Deckgruppe G enthalten ist. y induziert eine Wirkung f
von G auf Q, und (G, B, Q) ist jeweils der gesuchte zu (G, a, B) isomorphe
Komplex, welcher zeigt, daB (G, a, B) solid ist. Wir betrachten die verschie-
denen Fille der Reihe nach.

A. Die Dualitit. Es sei Q: ={ye E?:{(x,y> <1 fiir alle Punkte x in P,}.

B. Das Zusammenziehen einer Kante. Da diese Operation mit Hilfe der
Dualitiit und des Weglassens einer Kante definiert ist, brauchen wir sie nicht
mehr eigens zu studieren. Insbesondere sind damit auch die Operationen @,
und @, auf bekannte zuriickgefiihrt.

C. Die Operationen @, und w; (1 £i < 3) lassen sich leichter mit Hilfe der
Dualitit iiberblicken. (G, ag, B,) sei durch @q(x, y) aus (G, a, B) entstanden.
Die Nachbarn der Punkte x und y bezeichnen wir so, wie wir es bei der
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Definition von @, in Abschnitt C von Paragraph 3 getan haben. In B, gibt
es also eine Kante k mit dk = {a,,a,} (= {b,,bz}), welche daselbst mit den
Dreiecken D, und D, (4°0D, = {a,, a5, a3} 4°0D, = {bl,bz,b3}) inzident ist.
P, sei das gemiB A konstruierte zu P, duale Polytop und P, wie liblich dessen
Randkomplex. Wir setzen d, : D,l und d,: =D,. Nun sei d € 4°(B,) ein Punkt
der Menge 4, ud, und e 4'(P,) eine mit d inzidente Kante von PB,. Wenn
der von d verschiedene Endpunkt von [ auch zu d, ud, gehort, wihlen wir
einen Punkt x(]) im Inneren der Kante /, wobei wir dafiir sorgen, daB x(i)
dem Unterraum E()): =(\{Eg:ge G mit gl=1} von E* angeh6rt. Wenn der
von d verschiedene Endpunkt der Kante [ nicht zur Menge d, ud, gehort
bedeute x(I) denselben. H(d) bezeichne die durch die drei Punkte {x!/:[ e A' ‘BO,
d e 01} gehende Ebene und H™ (d) denjenigen durch H(d) begrenzten Halbraum
in E3, welcher den Eckpunkt d € B, nicht enthilt. Wir setzen

0:=Byn{H*(d):ded,udy} .

Das zu O duale Polytop Q hat die gewiinschten Eigenschaften. Nach dem
gleichen Schema verfahren wir, wenn (G, a,, B,) durch eine der Operationen
w; (1 £i<3)aus (G, a, P) hervorgegangen ist.

D. Wenn (G, g, Bo) aus (G, a, P) durch ny(x) entstanden ist, 1481 sich das
Polytop Q aus P, durch das Abschneiden aller Ecken der Klasse X, ohne
Zuhilfenahme der Dualitét, auf einfache Weise gewinnen.

Damit ergibt sich schlieBlich die Richtigkeit unseres Hauptsatzes.
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! Die Abhandlung [3] enthiilt eine ausfiihrliche Ubersicht neuerer Ergebnisse im Zusammen-
hang mit Steinitz’s Fundamentalsatz.
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