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Le calcul de flutter en r6gime supersonique 
Par WERNER RUPPEL, Madrid, et ROBERT WEBER, La Haye 

I n t r o d u c t i o n  

L'6tablissement de l'6quation du flutter, pour le calcul de ]a vitesse critique 
de flutter d'une surface portante d 'un avion, n6cessite la d&ermination de 
trois genres de coefficients: les coefficients massiques, les coefficients 61astiques 
et ]es coefficients a~rodynamiques. La d&ermination num6rique de ces coeffi- 
cients est assez longue et d61icate, ~t part  celle des coefficients 61astiques qui, en 
g6n4ral, peuvent se d6duire directernent des coefficients massiques. Le calcul 
des coefficients massiques ayant  d6j~ 6t6 trait6 ailleurs [111), la pr6sente 6tude 
se limitera ~t la seule d&ermination num6rique des coefficients a6rodynamiques. 

Les param~tres a6rodynamiques ,apparaissant dans les formules pour les 
coefficients a6rodynamiques sont des fonctions transcendentes de plusieurs 
variables et complexes. G6n6ralement le calcul de ces coefficients se fait ~ l'aide 
de tables num6riques pour les param6tres a6rodynamiques E2], et le volume 
de ces calculs est assez grand. Pour pouvoir cependant les effectuer dans un 
temps raisonnable, on a souvent recours ~ des m6thodes m6canographiques. 
Mais, eomme l'usage des tables num6riques pr6sente certains inconv6nients pour 
la d&ermination m6canographique des coefficients a6rodynamiques, il est n6ces- 
saire de developper une m6thode de calcul 6vitant l'emploi de ces tables. 

Le pr6sent rapport a pour but de donner une telle m6thode de calcul m6cano- 
grapbique des coefficients a6rodynamiques. La m6thode est expos6e pour le cas 
g4n6ral d 'une aile en fl&he munie d'un aileron ind6formable en lui-m~me. 

On notera cependant que la m6thode n'est exacte que pour le cas d'une aile 
plane et pour certains cas Iimites de I'aile tridimensionnelle qui, darts le super- 
sonique, peuvent 4tre trait6s rigoureusement all moyen des param6tres pour 
l'aile plane (par exemple l'aile en delta). Pour le cas g6n6ral d'une aile tridimen- 
sionnelle, les param6tres a6rodynamiques ne sont en effet pas connus, et on est 
alors oblig6 de recourir ~ la m~me m6thode d'approximation que dans le sub- 
sonique: k l'int6gration par tranches planes successives, en n6gligeant ainsi 
l'effet du bord ext6rieur libre de la surface po'rtante. Cette approximation semble 
donner, comme darts le subsonique, des r6sultats assez satisfaisants. 

La m6thode qui va &re expos& et qui est ind6pendante de tout syst6me d e  
notations, pr6sente l 'avantage que la fr6quence r6duite, apparaissant darts les 
formules pour les param~tres a6rodynamiques comme variable auxiliaire, peut 
&re compl6tement 61imin6e. I1 ne reste plus, de ce fait, darts l '6quation du flutter 

1) Les chiffres entre crochets renvoient  ~t la Bibliographie, page 144. 
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que les seules inconnues intfressantes pour le probl~me : la fr6quence de flutter et 
le nombre de Mach critique correspondant ~ la vitesse critique de flutter cherch6e. 
De plus, comme on peut 6viter l'emploi de tables numgriques, on 6vitera dgale- 
merit les erreurs num6riques d'interpolation qui se pr6sentent toujours lorsqu'on 
utilise de telles tables. Enfin, la m6thode est applicable £ route surface 61astique 
expos6e £ un 6coulement supersonique (par exemple une pale). 

Remarquons encore que la m&hode pourra ~tre ~tendue au r6gime sub- 
sonique lorsqu'on connaitra un dfveloppement des param&res afirodynamiques 
dans ce r6gime; il sera toutefois n&essaire alors d'isoler la singularit6 ~ l'origine. 

1. D ~ n o m i n a t i o n s  
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2. Equation du flutter 

2. 1. D~/ormation 

Considdrons une section d'aile parall~le k la direction des nervures (voir 
figure 1). Nous supposerons les nervures inddformables en eUes-m~mes lorsque 
l'aile eifectue un mouvement vibratoire. L'amplitude Y d'un point P(z, x) 
quelconque de cette section sera alors donn6e par l'dquation [3]: 

h 
Y(z,  x) = yo (z + h) + ~ ~ (z + h) . O) 

En ddveloppant Yo (z + h) et/~ (z + h) en une sdrie de TAYLOR autour du point 
h = 0, et en remplaqant h par sa valeur: 

cos 6o sin 

qui s'obtient A partir du triangle P Q R  de la figure 1, l 'dquation (1) pour 
Y(z,  x) devient: 

Y(z, ~) = ~ Z n(~) z, = ~ Z r,(~) 2,[~(~) - ,o(~)]~. (2) 
f f 

Cette dquation reprdsente la ddformation d'une section d'aile parall~le A l'axe 
des x. 

Les coefficients ~,(z) sont sans dimension et s'expriment ~t l'aide des donn&s 
initiales. On a: 

yo(z) 
7 # )  = z / 2 '  

~(~) = [~(~} + y;{,)sin~(z}] ~O~o(~) 
~o~ [ 6-~/~ - -6(~)] ' 

COS2 ~O(,g) s i n  ~(g) 
~ ) - ~ .  

)'8(Z) = [ +  fl"(g)+ y~'(Z) sin~(z_____~) ] ~)c°sa6°(g)sinab(z): c5~ ' etc. 

ELVeC 

yo(Z) = dY°(Z) . etc. 
dz ' "" ' 

fl'(z) = d~(z) . etc. 
d r  ~ " ° P 

et, d'une fa~on gdndrale, 

[__1 dr-'3(z) dryo(z) sinai  cosr ~o(z) sinr-'~(z) 
~,(z)  = .(~ 1)! a ~ - i  + a ~  ~! ~ : ~ - ~  . (r > 1) 



Vol. IV, 1953 I.e calcul de f lut ter  en r6gime supersonique 131 

Le cas particulier de l'aile droite s 'obtient en posant 6o = 0 et celui des 
nervures parall@les k l 'axe des x en posant 6 = 0. 

Dans ce qui surf, nous nous limiterons ~ un nombre fini de termes de la 
s6rie (2) et consid6rerons de plus une aile comprenant un aileron effectuant un 
mouvement de rotation d 'ampli tude 7R autour de sa charni@re. Nous suppose- 
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rons l 'aileron ind6formable. La d6formation d'une section d'aile parall61e 
l 'axe des x s'6crira alors (voir figure 2): 

Y ( z ,  x)  = - #  ~ , # )  2" ( x  - xo) r + 2 ~ ( x  - Xo - 1 + ~: - e) y R  (3) 
E 

0 p o u r  0 ~ x ~ l - - ~ ,  

a v e c ~ =  l p o u r I - - ~ - ' < x ~ l .  

Dans le cas oh l 'aileron reste toujours horizontal, on posera: 

?R = --71 - ¢ (1 - T + e) ?3. 

2.2. Les coe[]icients de l'dquation du [lutter 

On salt que la vitesse critique de flutter s 'obtient  par la r6solution d'une 
6quation donn6e sous la forme d 'un  d6terminant complexe: 

7~- ~0t~ - # tk  + A i ~  = 0 .  (4) 

Les coefficients de cette 6quation sont g6n6ralement d6finis par les formules 
suivantes: 
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Coefficient massique 

] f f l(z)Y,(x,z)/~(x,z)Y~(x,z)dxdz p o u r i = k ,  
t t i k  = 

0 pour i =# k; 

Coefficient dlastique 

= [ v ~ / ~  pour i = k, 
k [ 0 pour i 4: k; 

Coefficient a6rodynamique 

Aik = ~-  f f l(z) Ydx, z).lIk(x, z) dx dz 

Yi(x, z) et Yk(x, z) repr6sentant les formes propres calcul6es de la surface por- 
*ante ou encore les formes de r4sonance obtenues dans un essai au sol. Les int6- 
grales dans ces formules s '4tendent ~ toute la surface pot*ante. 

On voit que pour calculer le coefficient A; k il est  n6cessaire de eonnaitre Ia 
press ion/ /~  excrete en un point de l'aile par suite de la d6formation Yk de 
l'aile. Or cette pression Hk n'est  connue explicitement que pour le cas d'une 
aile (~plane~, c'est-g-dire nne aile g bords parall~les et d 'envergure infinie. Pour 
un cas pratique de calcul de la vitesse critique de flutter d'une aile d'envergure 
finie, on est alors oblig6 de recourir ~ une m6thode d 'approximation qui con- 
siste ~ diviser l'aile en un certain nombre de tranches par des sections parall~les 

la direction du vent. On supposeque ces *ranches d'ailes ont leurs bords paral- 
l~les et que la d6formation est constante darts chaque tranche. Cette m6thode 
conduit ~L la d6finition suivante du coefficient A~ ~: 

iz.(..) (5) 
n 0 

ln(z,~) d6signant la profondeur moyenne de la tranche n, Y,(x, 2,~) d6signant la 
d6formation ~(moyenne,~ de cette tranche et //k(x, z,) d6signant la pression 
exerc6e en un point x de cette tranche par  suite de la d~formation Y~(x, z,,). 

Dans ce qui suit, nous nous occuperons uniquement du calcul du coefficient 
A~ ,  le calcul des # ~  et 9 ~  pouvant  se faire de la mani~re habituelle, c'est-~- 
dire en divisant l'aile en tranches parall+les aux nervures. 

2.3. Calcul du coefficient adrodynamique Ai 

D'apr~s l '6quation (3), on voit que la d6formation Y~ peut s'6crire sous la 
forme d'une combinaison lin6aire des termes y ~  qui s 'obtiennent ~t part ir  des 
donn6es initiales du probl~me. On montre que la pression//~(x,  z~) peut  6gale- 
men* s'6crire comme combinaison lin6aire des termes y~, correspondant ~ la 
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dfformation Yk (voir Annexe, page 137) : 
R 

l-Idx, z.) = ~ ya=(z.) p=(x) . (6) 
s=O 

I n  introduisant les 6quations (3) et (6) dans l'6quation (5), on obtient pour Al k: 

} 
l-r s=O 

et, en transformant 16E~rement cette 6quation: 

/ L a,~=-;~Z XX~,.7~.z. 2,(X-Xo),p.dx 
, - o  , -o  o (7) 

~iRy~=ln 2(x--x o - l + ~ - e )  p=dx Az~,. 
+ 2 s=o 1-* 

Les int6grales apparaissant dans l'6quation (7) peuvent ~tre ramenfes au 
cas particulier de l'aile droite (d~ = 0), c'est-/~-dire d'une a te  ayant ses bords 
perpendiculaires ~t la direction du vent, par la relation : 

En introduisant encore les abr6viations suivantes: 
1 

z= f 2~ (x - xo), (p=)~=-o a x  = oo v= 4 l n o I / M ~ _ I  . - f r o , = ,  ( O - - < r - - < R - 1 )  (8a) 

1 

l = f 2  (= - Xo - 1 + ,  - =) (6.1==_o d= = eo v =  4 in ~/MG--=I " T ran=, (8b) 
1_-¢ 

off les param6tres m,= sont des param~tres afrodynamiques qui peuvent 8tre 
explicitement calcul6s (voir Annexe, page 141), l'6quation (7) pour A,k devient : 

4 R R 

~ , , - (5 ) '  ~o ~o=~. = ~ i  g (~)' ,,-0(x ._oX ,,, =,. ,.. / =,, 
ou bien, en notation matricielle: 

(y) l~,,II=,.II~,~l ~=o A,,-15)'~°==~- V = ~  g (9) 
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Darts cette ~quation : 
[m~,] est une matrice carrie, repr4sentant les param~tres a6rodynamiques de 

l'aile pour la tranche n; 
[Yi~] est un vecteur contrevariant (ligne) repr~sentant la i-i6me d6formation 

de l'aile pour la tranche n; 
[y,~] est un vecteur eovariant (colonne) repr6sentant la k-i~me d6formation 

de l'aile pour la tranehe n. 
Lorsque l'aile ~ 6tudier a des nervures parall~les ~ l 'axe des x (~ = 0), 

l'ordre de chacune des trois matrices ci-dessus diminue d'une unit6. 
Les param~tres a6rodynamiques m~, sont repr6sent~s par des fonctions con- 

tinues de la fr6quence r6duite co~ (du moins pour des valeurs finies de o#). On 
peut donc d6velopper ces fonctions en des s6ries convergentes autour du point 
~o~ = 0. Ces d6veloppements sont connus sous la forme g6n6rale suivante (voir 
Annexe, page 143): 

o o  

o '=0  

~" ~tant l'unit6 imaginaire. 
Les coefficients rn . . . .  sont des fonctions du nombre de Mach et, pour les 

param&tres de l'aileron, de certaines grandeurs g4om6triques de l'aileron. 
Le nombre de termes n~cessaires de cette s6rie d@end d'une part de la 

pr6cision d4sirfie et d 'autre part de M et de mr. Pour les probl~mes stationnaires 
(divergence, inversion, stabilitd, etc. [4]) earact6ris4s par des valeurs de mr extr~- 
mement faibles, ainsi que pour les probl~mes de flutter £ trgs haute vitesse, 
on pourra se lim.iter aux deux premiers termes de la s6rie. Pour les calculs de 
flutter usuels (1 ~ M < 2) il faudra en g~nfiral prendre les huit premiers 
termes de la s6rie (0 ~ a N 7). 

En introduisant la s4rie (10) dans l '$quation (9) on obtient:  

ou bien : 

Ai~ = (v )~  Q, cosdm 4 
g ~ - ~  ~ (n) 

. ~ o  (Y)  L~"J [m'"' °] [;'~ ~] z]z~ ' 

En inversant la suite des sommations dans eette 6quation et en remarquant que, 
le rapport 2 o)r/l,, = v / V  ne d4pend pas de la tranche n consid6r4e, on a finale- 
ment pour At ~: 

4 / V \ o - 2  
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avec  

et 
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(~3a) 

(13b) 

Enfin, en remplagant dans les ~quations (12) et (14) V par M c, on obtient: 

4 
A,~ = Qo ~' cos 0~ V ~  o_o ~ ( - i )°  "°-~ A-o (15) 

~t 

- -  { m,..,,~, ] [ r , ~ ]  (16b) B,,. = [y,,.] t ~ - r j  
ou bien 

,,o_~] [( z. ~o+~ ~o.} [~z.] (17) A~k = 00c4cos~m V~-~-  2- [(--/)~ L \ - ~ /  

On volt qu'en employant pour les coefficients A ~  les expressions (15) ou 
(17), l'6quation du flutter ne contient plus que les deux inconnues v et M. 

A ~  = q0 cos6,, 

°-'] 

et B=n 

' p <  

6tant une matrice A une ligne; 

6tant une matrice rectangulaire; 

6tant une matrice ~t une colonne, 

6ta'nt d6fini par l'6quation (13b). 

(14) 

B.. = [r,~] Ira.,, ~] ~ k] 
ou, en s6parant en parties r6elle et imaginaire : 

I • t l  A~k --- A ~  + ~ A ~  

avec 
A ~  = qo cosa,, ~ (-1) ° A~,, 

A,~ = oocosa,, 1 /~ - -~  oooZ (-1) °+1. A~+~. 

Les indices n e t  a de l'expression (13b) pour B, .  indiquent qu'il faut cal- 
CUler B~, pour chaque ae t  chaque tranche. D'apr~s l'6quation (13 a), la somme 
de toutes les tranches donne l'expression A~ qui ne d6pend donc plus que de a. 
L'6quation (12) donne ensuite le coefficient Aik en fonction du rapport v/V. 

Remarquons que l'6quation (10) peut 6galement s'6crire dans la forme 
matricielle suivante : 
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3. R6solution de l'~quation du flutter 

Les coefficients/~i k, ~i ~ et A i ,  une fois calcul6s, il ne reste plus qu'h r6soudre 
l '6quation du flutter (4). Deux m6thodes sont possibles, selon que l 'on choisit 
cornme 6quation de d6finition de Ai k une des 6quations (12) ou (14) contenant 
v, V et M comme inconnues, ou bien une des 6quations (15) ou (17) ne conte- 
nant  que v et M comme inconnues. Par  suite du caract~re compliqu6 des coef- 

A~ca/ 

~68oa/q~o 

~z U 

Fig .  3 

ficients A, k, on sera, dans les deux cas, oblig6 de recourir ~ un proc6d6 de rfso- 
lution semi-graphique de l '6quation (4). 

Dans le premier cas [6quation de d6finition (12) ou (14) pour Ai~], on con- 
sid6rera M comme param~tre et v e t  v/V comme inconnues. On se donnera 
difffrentes valeurs de M e t  on dfterminera,  pour chacune de ces valeurs, les 
inconnues v e t  V de telle fagon que l'fiquation (4) soit satisfaite, la solution du 
probl~me 6tant celle pour laquelle la valeur calcul6e de V correspond ~ celle de 
M introduite comme param~tre. On par t  donc d'une vitesse critique suppos6e 
Vs~ et on dfitermine d 'abord le nombre de Mach effectif M correspondant, par 
la relation: 

M = E ~  cos ~,~ 
t; J 

Vs~ devant  ~tre choisi tel que M soit sup6rieur ~ 1. 
Les deux ~quations r6sultant de l '6quation complexe (4) ne contiennent alors 

plus que v et v/V comme inconnues. Pour Ia r6solution de ce syst&me d'6qua- 
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tions, on proc6dera comme dans l 'incompressible, c'est-~-dire on calculera les 
coefficients des 6quations pour un certain nombre de valeurs v/V, et on d6ter- 
minera v graphiquement de telle sorte que les deux 6quations soient satisfaites. 
On obtiendra ainsi les solutions v et v/V de l '6quation (4) correspondant ~ la 
valeur de M introduite dans le calcul. Du couple de valeurs calcul4es v e t  v/V, 
on d6duira V que Yon appellera vitesse critique calcul4e V,~. On effectuera 
ainsi plusieurs calculs, chaque fois en par tan t  d 'une autre valeur pour V,,,~, de 
fa~on ~ pouvoir tracer la courbe V ~  en fonction de V ~ .  L'intersection de la 
droite Vc~ ~ ~ Vsu~ avec cette courbe donnera la vitesse critique de flutter 
cherch6e (voir figure 3). Si la courbe poss~de plusieurs points d'intersection 
avec la  droite, l ' intersection correspondant A ta vitesse la plus faible donnera 
la vitesse critique cherch4e. 

Dans le deuxi&me cas [6quation de d4finition (t5) ou (17) pour Aik], on cher- 
chera pour diff6rentes valeurs de M la ou les valeurs r6elles vx annulant la 
pattie r4elle de l '4quation (4) et la ou les valeurs r6elles ~ annulant  la part ie 
imaginaire de l '6quation (4). On tracera ensuite les courbes v, et v~ en fonction 
de M. L'intersection des deux courbes donnera la fr4quence critique V,r~* et 
le hombre de Mach critique M,r;, correspondant ~ la vitesse critique de flutter 
cherch6e; la vitesse critique elle-m6me s 'obt iendra par la fonuule 

c 
~-¢r,'t = Merit  COS ~m " 

ANNEXE 

D&termination des param~tres a6rodynamiques 

On salt qu'en r~gime supersonique les effets ne se r~percutent clue dans le sens 
de l'6coulement. Ii s'en suit que la pression a4rodynamique //(x) exerc6e en un 
point x d'une aile plane A, ayant une profondeur 4gale ~ • let effectuant un 
rnouvement d'amplitude Y, est ~gale ~ la pression exerc4e en un point (x + I -- T) 
de l'aileron d'une aile plane B dont la partie situ6e en avant de l'aileron n'effectue 
p~ts de mouvement, l'aileron en question ayant une proiondeur 6gale ~ T let 
effectuant le m6me mouvement d'amplitude Y que l'aile A. Ii suffira done de 
Calculer les param~tres mr8 pour une aile plane de profondeur v l, tousles para- 
ra~tres mr s pour une aile plane de profondeur totale Iet munie d'un aileron de 
profondeur T l pouvant %tre d4duits directement des param~tres mrs' 

De plus, comme les param6tres a6rodynamiques pour une aile plane dont les 
bords font l'angle dm avec la direction du vent se d6duisent de ceux d'une aile 
droite (~,. = O) pal" simple multiplication par cos 3 m, on peut se limiter, pour la 
d~termination des param~tres mrs, au cas particulier ~m = 0 ; on pourra par cons6- 
quent 6galement supposer x 0 = 0. 

Nous consid6rerons done une aile plane droite ayant  une profondeur totale 
4gale ~ z I e t  effectuant un mouvement vibratoire, harmonique en fonction du 
temps, d'amplitude: 

R 
- -  l 2r  X~ e0.vt 

r~O 
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c e t t e  aile d t a n t  exposde  ~ u n  d c o u l e m e n t  parMl~le  a n i m d  d ' u n e  v i t esse  super -  
s o n i q u e  V. 

P o u r  les beso ins  du  ca lcu l  de  f l u t t e r  d ' u n e  aile il s e ra  s u f f i s a n t  de pous se r  la  
s6rie (1) j u s q u ' a u  t ro i s i~me  t e r m e  (R = 2). 

D ' a p r ~ s  la  d6 f in i t i on  des p a r a m & r e s  mrs et  d ' a p r ~ s  ce qui  a 6td d i t  e i -dessus,  
il nous  f a u d r a  ea lcu le r  des i n tdg ra l e s  de la  fo rme  gdndra le  s u i v a n t e :  

M & ,  ~) = 1 j / 2 ~ ( x  - ~)~ n ( x )  d x ,  (0 _<_ r ~ 2) (2) 
0 

& a n t  u n  p o i n t  de rdfdrence  q u e l c o n q u e .  

1 .  C a l c u l  de M 0 ( ~ )  

L a  p ress ion  17(¢) exercde'  au  p o i n t  T de la  t r a n c h e  d ' a i l e  es t  d o n n d e  p a r  la  
f o rmu le  [5] : 

1 
H(~) = 2 eo V~ / 

t (3a) 
' ] ~ s :  1 ¢0,. ('r - -  x )  d x  

o 

= 0o lm 2 [7oPoo(~) + 7 ,  p-~(z) + ~'8 ~ ( z ) ]  (3b)  

a v e e  

e t  
K(v, u) = v e - '~  [A(v u) + i v A(v u)] 

1 d - -  1 d Y  v y---., 
w(x) = -V ' ~ f  Y = T "  d-~ - +  i V  

J0 e t  J~ s o n t  les f o n c t i o n s  de BESSEL d ' o r d r e  0 e t  1. E n  p o s a n t  l a  s~,rie (1) darts  
w(x ) ,  et  s a c h a n t  que  

v 2 co r 

V 1 ' 
on  o b t i e n t  : 

w(x) = 7o i o.,,. + ~1 ( t  + 2 i o ~ x )  + ~'2 * (x  + i ~ r x  ~) . (4) 

On  sa i t  que  r o n  a p o u r  Mo(z) : 

M # }  = l J  U{x) ax (5~1 
0 

I 
= 2 go V2 

VM~ - 1 

2 M s 2 M ~ 

0 

= Oo V s  4 l 
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a V e c  

x 

Wl(X)= w ( ~ ) d ~ = 9 , o i , O r X + y l ( X + i t o r x Z ) +  9,,4 . - - ~ - + i , O r ~ - -  . (6) 
d 
o 

Le param~tre  ~0o(~) est co n n u  et  a d m e t  un  d6ve loppemen t  en une  s6rie conver-  
genre au tou r  de mr = 0 (E27). On a:  

oo oo 

~oo(~) =.~,"  %,~,(M) (-i  o,~)~ = . ~  ~.o,,, ( - i  o,~)~, (7) 
a-O ~ = 0  

ho, o =  O. h°'l 6 (M 2 -  1) a ( 4 M  2 +  1 ) ,  

M 4 
ho,x= - - 1 ,  ho,5= 12 (M2 1) 4 ( 4 M 2 +  3) , 

1 M 4 
h'°'~= - M " - - - 1  ' h°'6 6 0 ( M  s -  i) 6 ( S M  4 + 1 2 M  ~ + 1 ) ,  

M ~ M c 
h°'3 (M 2 -  1) ~ ' h°'7 = 180 (M ~ -  1) e ( S M  4 + 1 2 M  2 +  5) , 

M 6 

a.vec 

h°,s = 5040 (M z -- 1) 7 (64 M 6 + 240 M 4 + 60 312 + 5) 

ou bien, d ' u n e  fagon g6n6rMe: 

Ma_z  (el2)-i (2 M )  a-~-~m 
h° ,*(M)= ( a _ l ) ( M 2 _ l ) a - z  Z t c r - - 2 - - 2 m ) ! m t ( m + l ) !  pour  a ~ 2 .  

m ~ O  

l~emarquons  ici que cette s6rie est 6ga lement  va lable  pour  des valeurs  complexes 
de cot. 

E n  c o m p a r a n t  les 6qua t ions  (3a), (3b) et  (4) avec les ~quat ions  (5b), (5c) et  
(6), on vol t  que l 'on  a :  

p-~(~) = . 1 p ~ ( , ) +  2moo(~) (8) 
et ? a~r 

p---~{nr) = 4 mol(~ ) . C9) 

g n  in t~gran t  l ' 4qua t ion  (8) de 0 & z on ob t i en t :  
T 

~ol(v) = 1 ~o.{r  ) + 2 /moot*) d¢ 
I mr 

et, en i n t r o d u i s a n t  pour  N0o(z ) la s6rie (7) : 
~0 O0 ~{7-b 1 

mol('r) = - - . ~aho , ,~ (M  ) (--iOJr) a-~ + 2 Z ~ l h o ,  a(M ) (--fair)". (i0) 
a = O  a=O o" + 

Sachant  que ho,o(M ) = O, l ' 6qua t ion  (I0) peu t  s '4crire:  

oo [ 2 ho,.(a~r ) _ ho, .+t(M) ] ~o1(") = ~ K ' *  ~+~ (- i"~)" ~ 
G--O 
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Nous posons encore: 
2 

hl'°(M) a + 1 h°'°(M) -- h°'~+l(M) 

et  m01(z ) sera ~gal ~: 

toOl(V) = Z ~°+~ h~,,~(M) (--j  o)r)a = Z m o x ,  o ( - - i  °)r) a" 
a = O  a ~ O  

E n  in tCgrant  l ' 6qua t ion  (9) de 0 k % on ob t i en t  : 

T 

0 

et, en i n t r o d u i s a n t  pour  N01(~ ) la s6rie (12) : 

oo oo 

mo~("t') = Z 4  -¢,~+2 
a = O  a - O  

(n) 

(12) 

(13) 

2 .  C a l c u l  d e  M I ( v ,  ~) 

On a pour  Ml(v,  ¢) : 
r 

= l f 2  (x - ¢) 
0 

et, eoa e f fec tuant  une  in t eg ra t ion  part iel le,  

0 

= Oo V2 1 .  4 ] / M r ~ - i  [~° ~10(~, ~) + ~1 ~ . ( ~ ,  ¢) + ~ ~I~(T, 8]  • 

I1 s 'en suit:  
T 

mls(r, ~) = 2 (3 - ¢) ~o.(r) - 2 f ~os(x) dx .  
0 

On a u r a  done,  en i n t r o d u i s a n t  dans  cet te  4qua t ion  tour  ~ t ou r  les s~ries (7), (12) 
et  (13): 

co  oo 

~ - o  --  ~ +-'---f h o , . ( M  ) ( - / e%)"  = Zmx°'*.-o (--]" *°r)" ' 

oo o~ 

,,-o ,, -T 2 h~,~(M) ( - j  .,~)" = ' ~ ' ~ o - o  (-~' o,,.)". 

c o  oo 

o_o ,~ ~ a 4V-Z~h~,"(M)  (-/~o~1" =~"~1,,Oo_o ( - i o , $ o .  
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3.  Calcul  de M~(~, g) 

On a pour M,(,:, ~): 
7 

MalT, ~) = i f 4  (x -- ~)~ _rl(x) dx  
0 

et, en effeetuant deux integrations partielles successives: 

I // 1 M,(r. ~) = 4  (~ - T) ~ Mo(z) + 2 (~ - ~1.) Mo(x ) dx  + 2 Mo(~) dC dx  
0 0 0 

= 0o V ~ / "  4 [?0 N,.(T, 6:} + 71 m2~(*, 6:) + ?, ~ff2,(z. 6:)] • 

I1 S'en suit: 

[ / // ] ~'2s(T,~)=4 (~--T)tai-nos("t)+2(~--~'). igo.dx) dx  + 2 go,(¢) dC dx  . 
o o o 

On aura donc, en introduisant dans cette 6quation successivement les s~ries (7), 
(12) et (13): 

m2o(Z',~) ~ 1 4  (-r--~) ~ -  ( - ~ - - ~ : ) ~ +  ( a +  2) (cr+ 1) Ttrh°'a(M) (--]'wr)a 
a ~ 0  

CO 

o - - 0  

" [ 2T 2T2 ]~+1 
m,l('c,,~) = 1 4  (~ -- ,f) 2 -- ('r -- ~) a--~-~-+ ( a + 3 ) ( a + 2 )  h"° (M)( - -J° ) r ) °  

a - 0  

120 

N2*(T'~) = 1 4  (T--~)2- -  (T--~)~r-~-g- + ( a + 4 )  ( a + 3 )  
a = 0  

4 ~a+~ 
× ~ hx, o(M) (--i  %.)'~ 

co 

¢;--0 

4.  Calcul  des  p a r a m ~ t r e s  m r s  

Nous pouvons maintenant  calculer sans peine les param~tres tara et mR8 
d6finis par les 6quations (7a) et (Tb) du paragraphe 2 du pr6sent rapport.  

Les param~tres mr8 concernant l'aile (0 ~ r, s ~ 2) se d6duisent des para- 
m~tres mrs en posant T = 1 et ~,= 0 [puisque le point de r6f6rence est, d'apr~s 
l '6quation de d6finition (Sa) du paragraphe 2, le bord d 'at taque].  On a doric: 

n , ~  = ~ ( 1 ,  o ) .  (o __< r, s <__' 2) 
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Les pa ram~t res  m r s  conce rnan t  l ' a i le  (0 ~ s _< 2) et  a y a n t  c o m m e  po in t  de 
r6f~rence l ' axe  de r o t a t i o n  de l ' a i le ron  s ' o b t i e n n e n t  ~ pa r t i r  des pa ram~t res  ~ s  
en d6eomposan t  l ' in t*gra le  de d6f ini t ion (8 b) du pa r ag raphe  2 de la  faqon sui- 
v a n t e  (avec x 0 = 0): 

t 

l f 2 (,~ - 1 + .~ - e) p~ a x  = 1 

1--'¢ 

On a done  pour  m r s :  

L l - r  1 - r  

r n R ,  = ~ 1 , ( i ,  i - ~) - ~ ( i  - ~ ,  i - ~)  - 2 e [ ~ 0 ~ ! i )  - ~ o ~ ( i  - ~ ) ] .  (0  ~ s --< 2) 

P o u r  ca lculer  les pa ram~t res  rnrR conce rnan t  l ' a i le ron  (0 ~ r <C 2 e t  r = R), 
nous  devons  e i fec tuer  une t r a n s f o r m a t i o n  des paramAtres  du fa i t  que  la r o t a t i on  
de l ' a i le ron ne s ' e f fec tue  pas a u t o u r  de son bord  d ' a t t a q u e ,  mais  a u t o u r  de sa 
charniAre. En  dds ignant  par  mrR le pa ram~t re  de l ' a i leron,  pris pa r  r a p p o r t  au 
po in t  de r6i6rence ~, lo rsque  l ' a i le ron  effectue une ro t a t i on  au tou r  de sa charniAre, 
on a d ' une  fa~on g6ndrale : 

~ r R ( ' ~ ,  ~) = ~ r l ( Z ,  ~) - -  2 E: ~ r 0 ( ' ¢ ,  ~) . ( 0  <~ r _< 2 et  r = R) 

P o u r  les t rois  p remiers  de  ces pa ram~t res  (0 ~ r ~ 2), le po in t  de r6f~rence est, 
d 'apr~s  leur  ~qua t ion  de d~fini t ion (8a) (paragraphe  2), le bo rd  d ' a t t a q u e  de 
l 'ai le,  c 'est-A-dire situ~ h une  d is tance  ~gale ~ I x -- 1 I du bord  d ' a t t a q u e  de l 'a i le-  
ron. On a done  ~ = • -- 1, e t  on ob t i en t  : 

m r R ~ r R ( T , T - -  1) =Yff r l (T ,x- -  1) -- 2 e ~ r 0 ( T , T - -  1) .  (0 <7 r _ ~  2) 

En f in  le qua t r i6me  pa ram~t re  rn~n, qui  cor respond  au m o m e n t  pa r  r a p p o r t  
l ' axe  de ro t a t ion  de 1'aileron, lorsque  l ' a i le ron  effectue  une  ro t a t i on  a u t o u r  de son 
axe  [d'apr~s l ' 6qua t ion  de d~fini t ion (8b) du pa r ag raphe  23, s ' o b t i e n t  de ~ lR(v ,  ~) 
en  y posan t  8 = e; on a :  

m R R = ~ l R ( ' r ,  e) = roll(T, e) -- 2 e m'lo(T, e) . 

5 .  C a s  d ' u n  a i l e r o n  a v e c  f e n t e  f e r r u l e  

Dans  ce qui  precede  nous n ' a v o n s  considSr$ q u ' u n  a i leron avec  fente  ouve r t e  
(d~finition K/~SSNER-SCHWARTZ [6]), c 'es t -h-di re  avec  une  compensa t i on  a~ro- 
d y n a m i q u e .  I1 nous  fau t  done encore  consid6rer  le cas d ' u n  a i leron avec  fen te  
ferm6e. On sal t  que  ce t te  ca rac t6 r i s t ique  n ' a  d ' in f luence  que  sur le pa ram~t re  
a 6 r o d y n a m i q u e  p r o v e n a n t  d ' u n e  t r ans l a t ion  de l ' a i le ron,  donc le pa ram~t re  m00. 
Soi t  ~00 le pa rambt r e  de l ' a i le ron  avec  fente  ferm6e lorsque  celui-ei  ef fec tue  une  
t rans la t ion .  ConsidSrons la f igure 4. Le profi l  d 'a i le  A t  est  r igide e t  ef fec tue  un 
m o u v e m e n t  v ib ra to i r e  de ro t a t i on  a u t o u r  du bord  d ' a t t a q u e  x =  0. Le prof i l  A ,  
se compose  d ' u n e  sui te  d ' a i l e rons  b, fente  ferrule  e t  disposes en eseal ier ;  chaque  
ai leron a la  m~me p ro fondeur  Ax;  les ai lerons e f fec tuen t  chacun  un m o u v e m e n t  
v ib ra to i r e  de t rans la t ion ,  tous  avec  la m~me f r6quence  et en phase,  de sor te  que  
lorsque  les ai lerons passen t  pa r  zero (axe des x) le prof i l  A ,  es t  une droi te .  E n  
d6s ignant  pa r  fl l ' ang le  de ro t a t i on  du profi l  A i, on v o l t  que  l ' a m p l i t u d e  de v ibra-  
t ion  d ' u n  ai leron par  r a p p o r t  ~ l ' a i l e ron  pr6c~dent  est  ~gale ~ I fl A x .  L a  force 
a 6 r o d y n a m i q u e  agissant  sur  le profi l  A 1 est ~gale (~ un fac teur  pros) k I fl m o J 2 ,  
t andis  que  celle agissant  sur le profi l  A ,  est  6gale ~ l 2~ f l / I x  ~ 0 .  A la l imi te  
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Ax-->-0,  les d e u x  forces a6ro-  
d y n a m i q u e s  s o n t  6gales:  

1 

mo~ = 2 / ~ o o  d x  . 

0 

P a r  le c h a n g e m e n t  de  v a r i a b l e  
x = 1 -- v, on  o b t i e n t :  

1 
t t  

mox = 2/~;~oo dr.  
o 

--~ Nous  d 4 v e l o p p o n s  ~00 en  une  
Fig. 4 s~rie s e m b l a b l e  b. la  s4rie (7) : 

O0 

~o0 = ~K'~ ° ~o,~(M) ( - i  o,~)' .  
a- -O 

E n  i n t r o d u i s a n t  p o u r  tool la  s4rie (12), avec  v = 1, on  o b t i e n t :  

1 

hi ,~(M)  = 2 h-o,.(M) z~ dz = a +-----1 -~°'a(M) ' 

0 

On v o l t  d o n e  que  p o u r  u n  a i l e ron  n o n  c o m p e n s *  a 6 r o d y n a m i q u e m e n t  ( fen te  
ferm6e) il su f f i t  de  r e m p l a c e r  ho, a (M)  p a r  

.~o;a(M ) ~ + 1 2 hl , . (M) 

darts les f o r m u l e s  p o u r  m,R (0 ~ r ~ 2 eL r = R).  

6 .  L e s  p a r a m ~ t r e s  m r ,  p o u r  r,  $ > 2 

D a n s  c e r t a i n s  cas  (pales ou a u t r e s  su r faces  de ce genre) ,  il s e ra  n6cessa i re  de  
cons id~rer  p lus  que  t ro i s  t e r m e s  d a n s  le d 6 v e l o p p e m e n t  en  ser ie  de  TAYLOR de Y. 
II  s e r a  a lo rs  6 g a l e m e n t  n6cessa i re  de  c o n n a l t r e  les p a r a m ~ t r e s  mrs  p o u r  .r, s > 2. 
P o u r  d 6 t e r m i n e r  ces p a r a m ~ t r e s ,  o n  posera ,  e n  g 6 n 6 r a l i s a n t  les f o r m u l e s  o b t e n u e s  
dans  les p a r a g r a p h e s  p r 6 c 4 d e n t s :  

OO 

m .  = ~ V ' m . , o  < - ]  ~ )  # . 
a = 0  

C o m m e  on p o u r r a  f a c i l e m e n t  s ' e n  r e n d r e  c o m p t e  e n  r a i s o n n a n t  p a r  r4cur rence ,  
les t e r m e s  mrs ,* s ' o b f i e n n e n t  p a r  la  f o r m u l e  g4n6ra le  s u i v a n t e :  

2 r (o" + s) (r, s * R)  mrs,a= a + r + s m°s '~  

~ V e c  

ho, a pour s=O, 

m 0 s , ~ =  2 ' - I s !  ( # + l ) !  hi ,# p o u r  s ~ l  
( , ;  + s ) !  - -  " 
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7 .  Conclusion 

Nous avons  ainsi ob tenu  un d d v e l o p p e m e n t  en sdrie a u t o u r  de m r ~ 0 pour  les 
seize param~t res  mrs e n t r a n t  en l igne de c o m p t e  pour  un calcul  de f lu t t e r  d ' une  
aile avec  ai leron.  C o m m e  on a pfl s 'en  rendre  compte ,  t o u s l e s  pa ram~t res  se dd- 
du i sen t  d ' u n  seul d ' e n t r e  eux,  en l ' occur rence  le pa ram~t re  moo. De plus, les coeffi- 
c ients  des sdries sont  des p rodu i t s  d ' une  ionc t ion  de co¢ seul e t  d ' u n e  fonc t ion  de 
M seul;  d 'a i l leurs  ce t te  fonc t ion  de M ne do i t  8tre calcuMe que  pour  un seul pa ra -  
m~tre ;  en effet,  il n ' a p p a r a i t  dans  les coeff ic ients  que  les fonc t ions  h0,~ et  hi, a et  
les deux  fonc t ions  son t  lides pa r  une re la t ion  tr~s s imple  [dquat ion  (11)]. D a n s  les 
cas p ra t iques ,  on dd te rmine ra  donc  u n i q u e m e n t  h0,a e t  on en dddui ra  hi, ~ par  la 
re la t ion  (11). 

Tous  ]es rdsul ta ts  ob tenus  dans  ce t t e  annexe  pour  les pa ram~t res  mrs sont  
rassembMs dans  le t ab l eau  c i -contre .  
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Zusammen[assung 

In  vo r l i egendem Ber ich t  wird  eine Methode  en twicke l t  zur numer i schen  
B e r e c h n u n g  der  im f Jberscha l lgeb ie t  ge l t enden  Luf tk r a f t koe f f i z i en t en  m i t  Hilfe  
yon  L o c h k a r t e n m a s c h i n e n  oder  p r o g r a m m g e s t e u e r t e n  Maschinen.  D a z u  werden  
die Ausdrf icke ftir diese Koef f i z i en ten  in Re ihen  en twicke l t ,  wobei  jedes  Re ihen-  
glied ein M a t r i z e n p r o d u k t  ist. D a d u r c h  wird es ebenfal ls  m6glich,  die reduz ie r te  
Frequenz ,  die bei F l a t t e r r e c h n u n g e n  i m m e r  als Hi l f sva f i ab le  au f t r i t t ,  zu e l imi-  
nieren.  Die F l a t t e rg l e i chung  en th~l t  dann  als U n b e k a n n t e  nu t  noch die wirk l ich  
in te ress ie renden  Gr6ssen:  die kr i t i sche  F r e q u e n z  (F la t t e r f requenz)  und  die kri-  
t i sche Machsche Zahl  (F la t t e rgeschwind igke i t ) .  

Da  die L u f t k r a f t b e i w e r t e  ffir den  a l lgemeinen  Fal l  e iner  s chwingenden  Trag-  
fl~iche noch  n ich t  b e k a n n t  sind, wird  diese s t re i fenweise eben a n g e n o m m e n .  Die 
Methode  wird darge leg t  an  H a n d  einer  schr~g zur  W i n d r i c h t u n g  anges te l l t en .  
Tragf l~che mi t  ebenfal ls  schriig zur  W i n d r i c h t u n g  angeb rach t en  Quer r ippen .  
Alle anderen  Fgl le  lassen sich ohne wei teres  aus d iesem a l lgemeinen  Fa l l  able i ten .  

I n  e inem A n h a n g  werden  die zur  B e r e c h n u n g  der  Lu f tk r a f t koe f f i z i en t en  be- 
n6 t ig ten  R e i h e n e n t w i c k l u n g e n  der  L u f t k r a f t b e i w e r t e  b e s t i m m t .  

(Re,u: le 20 novembre 1952.) 
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