MEHRFACHE GITTERFORMIGE KREISLAGERUNGEN
IN DER EBENE

Von
A. HEPPES (Budapest)
(Vorgelegt von G. Hajos)

Wir streuen in der euklidischen Ebene abzdhlbar unendlich viele kon-
gruente Kreisscheiben aus. Gehort ein jeder Punkt zum Inneren von hochstens
k Kreisen, so sprechen wir von einer k-fachen Kreislagerung. Gehort dage-
gen jeder Punkt zu wenigstens & Kreisen, so handelt es sich um eine k-fache
Kreistiberdeckung.

Wir bezeichnen mit d, und 4, die (obere bzw. untere) Dichte [1] einer
k-fachen Kreislagerung bzw. einer k-fachen Kreisiiberdeckung und betrachten
die obere und untere Grenze di=sup d, und D;=inf 4, der Zahlen J; bzw.
4., erstreckt tiber alle k-fachen Kreislagerungen bzw. Kreisiiberdeckungen, und
die obere und untere Grenze dx= sup J, und Dy, =inf 4, der Zahlen J, bzw.
4y, erstreckt iiber die gitterformigen Kreislagerungen bzw. Kreisiiberdeckun-
gen. (Wir nennen eine Kreislagerung bzw. Kreisiiberdeckung gitterformig,
wenn die Mittelpunkte der Kreise

ein Punktgitter bilden.) Bekanntlich . . .
gilt [1]
di—dj— . —=0,9069...
/12
und . PR S S— .
Di—Di—2% _1209.... A A A B
V27

Ferner haben wir

kdi=dv=di<k
und Fig. 1

kD= D, = D>k
Wir betrachten namlich das Punktgitter, das fiir k=1 die extremale Dichte
liefert, sowie eine Strecke, die zwei Gitterpunkte A und B verbindet, aber
keinen weiteren Gitterpunkt enthdlt (Fig. 1). Wir zerlegen die Strecke AB
durch die Punkte A, As,..., Ax.1 in & kongruente Teilstrecken. Wenden wir
auf die Punkte A= A,, Ay, ..., A1 die urspriinglichen Gittertranslationen an, so
entsteht ein neues Punktgitter, welches eine neue gitterformige Kreislagerung
bzw. Kreisiiberdeckung von der Dichte kd; bzw. kD, erzeugt. Die iibrigen
Ungleichungen sind trivial.
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W. J. BLUNDON hat unldngst bewiesen [2], dab

D2:D1'2,
p,—p,. (184197 V11 45)97 - D,-2841 ...,
48)/2
25
D4:Dl'm:Dl'3,608 see

Wir beweisen hier den folgenden

SATZ. Bedeutet d, die Dichte der dichtesten k-fachen gitterformigen Kreis-
lagerung, so gilt ‘

QN dv=kd, fiir k<5
und
an dy, > kd, fiir k=5.

In einer fritheren Arbeit [3] habe ich gezeigt, daB fiir £>1 di > kd,
ausfillt. Daraus folgt dann, daf die Losung des Problems der dichtesten
mehrfachen Kreislagerung fiir 1 < k£ <5 nicht gitterformig ist.

Im folgenden werden wir unter einer Kreislagerung stets eine gitterfor-
mige Lagerung von Einheitskreisen verstehen. Wir beziehen die Ortsvektoren
auf einen Gitterpunkt o, und bezeichnen einen Punkt und seinen Ortsvektor
mit demselben Symbol. a bedeute immer einen kiirzesten und b einen zu
a nicht parallelen kiirzesten Gittervektor, so daf o,a und b ein rechtwinkli-
ges oder spitzwinkliges Dreieck bestimmen.

Es ist leicht einzusehen, daf die Dichte einer Krieslagerung % ist, wo
P den Inhalt eines Grundparallelogrammes bedeutet.

BeEwels von (1). Eine Kreislagerung ist dann und nur dann k-fach, wenn
kein Einheitskreis der Ebene k-4 1 Gitterpunkte in seinem Inneren enthilt.
Daraus folgt die notwendige

Bedingung A. In einer beliebigen k-fachen Kreislagerung gilt
2
HiLFssATZ. Sind sowohl die Seiten wie der Umkreishalbmesser eines recht-

winkligen oder spitzwinkligen Dreiecks =s, so ist der Inhalt des Dreiecks

= V;sg. Gleichheit gilt nur fiir ein rechtwinkliges Dreieck von den Katheten

s und /3s.

BeEweis. Ein Dreieck, das den Bedingungen des Hilfssatzes Geniige
leistet, wollen wir zuldssig nennen. Wir werden einige Eigenschaften eines
zuldssigen Dreiecks D vom kleinstmoglichen Inhalt zeigen. Die Existenz eines
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solchen extremalen Dreiecks wird durch den bekannten Weierstrafischen Satz
gesichert.

D ist rechtwinklig. Wir betrachten ein zuldssiges, aber nicht rechtwink-
liges Dreieck von der kiirzesten Seitenldnge /. Das rechtwinklige Dreieck mit
gleichem Umkreishalbmesser r und mit einer Kathete [ hat einen kleineren
Inhalt, und dieses neue Dreieck ist auch zuldssig. Die andere Kathete ist
namlich mindestens r ='s, da ! hochstens }/3r ist (Fig. 2).

Die Ldnge der kleinsten Seite von D ist s. Wir betrachten ein zulds-
siges rechtwinkliges Dreieck, das einem vorgegebenen Kreis einbeschrieben
ist. Wir konnen uns die Gesamtheit solcher Dreiecke so vorstellen, dafi sie
an einer gemeinsamen Hypotenuse als Basis ruhen. Unter diesen Dreiecken

T -

AN

\
Fig. 2 Fig. 3

hat dasjenige Dreieck den kleinstmoglichen Inhalt, welches die kleinstmog-
liche Hohe, also kleinstmogliche kiirzeste Kathete hat. Folglich hat D eine
Kathete von der Lénge s.

Der Umbkreishalbmesser von D ist s. Unter den rechtwinkligen Dreiek-
ken von der Hypotenuse 2r und Kathete s besitzt dasjenige den kleinstmog-
lichen Inhalt, welches die kleinstmogliche Hypotenuse hat. Mit Riicksicht auf
r = s erreicht also der Flicheninhalt sein Minimum im Falle r=s (Fig. 3).

Damit ist unser Hilfssatz bewiesen, und wir kehren zum Beweis von
(D) zurtck.

Fall k=2. In Hinblick auf die Bedingung A ist |a| = 1; folglich sind
alle Seiten des Dreiecks 0,a,b = 1. Da ferner auch der Umkreisradius von
0,a,b =1 ausfillt, ist der Inhalt von o,a,b mit Riicksicht auf unseren

Hilfssatz = E. Gleichheit gilt nur im Falle [a|=1, |b|=3. Daraus folgt,
5 g
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daB die Dichte einer zweifachen Lagerung é% ist, und Gleichheit kann
nur im erwédhnten Falle bestehen (Fig. 4). Diese Lagerung ist tatsichlich

zweifach, und so ist dgv:£_=2dl.

V3

Fall k= 3. Mit Riicksicht auf die Bedingung A ist |a| = % Aufierdem

muf} bei einer dreifachen Lagerung die weitere notwendige Bedingung erfiillt

o ® [«] [ ] [+
L ] (o] b o [ )
© (o]
0 a
L ] ] [ ] [o] ®
Fig. 4 Fig. 5

sein, daff jede Schwerlinie des Dreiecks o, a, b mindestens 1 ist, denn sonst

ware z. B. der Punkt a+2—b viermal bedeckt (Fig. 5). Wir behaupten, dafi der
Inhalt von o, a; b in jedem Gitter, das diesen beiden Bedingungen Geniige
leistet, 5%3— ist.

Wir werden also beweisen, daf der Inhalt eines spitzwinkligen oder

rechtwinkligen Dreiecks, dessen Seiten = % und Schwerlinien =1 sind, min-
destens 1%3 betragt. Diese untere Schranke wird nur flir zwei verschiedene
Dreiecke erreicht. Die drei Schwerlinien zerlegen unser Dreieck in sechs
flachengleiche Dreiecke (Fig. 6). Unter diesen Teildreiecken gibt es immer
ein rechtwinkliges oder spitzwinkliges. Neben den urspriinglichen Seiten lie-
gen namlich hochstens drei und bei dem Schwerpunkt hochstens zwei stumpfe
Winkel. Da ferner o, a, b nicht stumpfwinklig ist, sind insgesamt hochstens

fiinf stumpfe Winkel vorhanden. Die Seiten des spitzwinkligen bzw. rechtwink-
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ligen Teildreiecks sind mindestens 1 Lbzw 2 Deshalb ist auch der Um-

33 "3
1

kreishalbmesser dieses Teildreiecks mindestens?. Folglich ist nach unserem

Hilfssatz der Inhalt dieses Teildreiecks
_ 13
= 18’
solches rechtwinkliges Dreieck in Kraft,

und Gleichheit tritt nur fiir ein

dessen Hypotenuse % und eine Kathete

%ist. Die Hypotenuse mufi immer an

einer Schwerlinie von der Linge 1 lie-
gen, die kiirzere Kathete kann dagegen entweder an einer Schwerlinie von der

Fig. 6

Linge 1 oder an einer Seite von der Lange % liegen. Deshalb kann das urspriing-
liche Dreieck von zwei verschiedenen Typen sein (Fig. 7). In beiden Fillen
ist der Inhalt des zugehorigen Grundparallelogrammes—zé—. Da sich aus bei-

"den Moglichkeiten tatsachlich dreifache Lagerungen ergeben, haben wir

3
dgz%:&z’l.

b o o [
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Fig. Ta Fig. Tb

Fall k —4. Nach der Bedingung A haben wir |a| = —; Wir heben noch

zwel weitere notwendige Bedingungen hervor:

10 Acta Mathematica X/1~2
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Es ist [b| = 1. Sonst wéren die Punkte o, a, —a, b, —b im Inneren
des um o geschlagenen Einheitskreises, der Punkt o wdére also fiinfmal
bedeckt.

Der Radius des durch die Punkte o, 2a und b gehenden Kreises ist
mindestens 1. Um dies einzusehen, zeigen wir zundchst, dafl dieser Kreis

e o [ . o [ o o
o b o
o o o [} o
0 2a
o o o a
L] o [+ [+ L o] o] o] L ] L J [+] [ ] Q [}
Fig. 8a Fig. 8b
[o] (o] L] o [o] (o) [ ]
] o o o . o o
o] (o] o o [e] L 2
. o o o
0 2a
o] [e] [ o] [¢] e} ®
D ] o o] . o o
Fig. 8¢

immer fiinf Gitterpunkte am Rand oder im Inneren enthdlt. Die Punkte
0, a, 2a und b gehoren natiirlich zum Kreis. Da aber nach der Definition
von b |a—b| = |b| ist, enthidlt der Kreis auch den Punkt a--b. Wire also
der Radius dieses Kreises <1, so wiirde der konzentrische Einheitskreis fiinf
Gitterpunkte in seinem Inneren enthalten.
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Aus unserem Hilfssatz folgt, dafi der Inhalt des Dreiecks o,2a, b EM;
ist, mit Gleichh_eit fiir und nur fiir ein rechtwinkliges Dreieck von den Ka-
theten 1 und }/3. Dieses Dreieck bestimmt drei verschiedene Gitter, je nach-
dem welche Seite die Linge |2a| besitzt (Fig. 8). Alle drei Gitter liefern tat-
sichlich vierfache Lagerungen. Da ferner der Inhalt des Grundparallelogram-
mes eines solchen Gitters mit dem Inhalt des Dreiecks o, 2a, b iiberein-
stimmt, haben wir d4=2—7_t =4d,.

Damit haben wir den ersten Teil unseres Satzes bewiesen.

Fig. 9

BewEis von (II). Um die Ungleichung dy > kd, fiir k>5 zu beweisen,
werden wir im folgenden fiir jeden Wert k>5 eine k-fache gitterformige
Kreislagerung angeben, deren Dichte grofier als kd, ist.

Es sei ABCD ein Rhombus von der Seitenldnge 2, dessen kiirzere
Diagonale BD < 2 ausfillt. Die Ldnge dieser Diagonale sei so gewahlt, daBl
der Durchmesser des Durchschnittes der um B und D geschlagenen Ein-

heitskreise 2x=~A—C— sei (Fig. 9). Dann ist AC ZZkVFSZ—I und die Kreise

k
vom Mittelpunkt A, B, C, D zerlegen die Diagonale AC in fiinf Teile von der
. ’f 3 . o 3
Linge 1, y—k k,tl.__1_x, 2x, y, 1. Wir haben y—x=_(k—2) V——~k2_1—1,

was flir k=5 positiv ausfdllt. Folglich ist y > x.
Wir betrachten das durch das Grundparallelogramm ABCD erzeugte

Kreisgitter G und die Gitter G;= G+—;€—A73 (i=1,..., k). Die Vereinigung

10%
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{G;} dieser Gitter liefert eine gitterformige Kreislagerung. Wird ein Punkt
der Ebene etwa durch G; zweifach iiberdeckt (Fig. 10), so wird dieser Punkt
mit Riicksicht auf y>x entweder durch G;.; oder durch G.; nicht iiber-
deckt (Gix= G;). Deshalb ist {G;} eine hochstens k-fache Kreislagerung. In
Hinblick auf BD < 2 ist der Inhalt von ABCD < 2)3, und demzufolge die
Dichte von {Gi} > kd,.

Zum Schluff spreche ich meinen Dank Herrn Prof. FEJEs TOTH aus,
der meine Aufmerksamkeit auf diese Probleme gerichtet hat.

(Eingegangen am 5. Februar 1959.)
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