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t~ber Seiteneinteilungen in affinen 
und euklidischen Ebenen. 

Von 
FRIEDRICH BACHMANN und WILHELM KLINGENBERG in Kiel. 

Dureh seine Theorie der Ordnungsfunktionen 1) hat E. SP~R~ER die Auf- 
merksamkeit auf die Anordnungseigenschaften einer affinen Ebene gelenkt, 
die sich aus der Annahme ergeben, dab jede Gerade die nieht auf ihr liegenden 
Punkte in zwei Klassen, die ,,Seiten" der Geraden, einteflt und dab die Ein- 
teilung zwei einfaehen geometrischen Bedingungen, der Parallelenbedingung 
und der Geradenrelation, genfigt. Eine /~quivalente Annahme ist, dab auf 
jeder Geraden jeder Punkt  die fibrigen Punkte in zwei Klassen, die ,,Seiten" 
des Punktes, einteilt und dab die Einteilung gegen Parallelprojektion in- 
variant ist. Diese Seiteneinteilungen lassen sieh durch Ordnungsfunktionen 
beschreiben, und es ergibt sich so ein Kalkfil, der einen bemerkenswerien Teil 
geometriseher Anordnungsbeziehungen liefert2). 

Durch die SPERNERschen Untersuchungen wird die Frage nahegelegt, 
welche affinen Ebenen eine (echte) Seiteneinteilung zulassen, und man kann 
allgemeiner versuchen, fiber die mSgliehen Seiteneinteilungen einer gegebenen 
affinen Ebene einen (~berbliek zu erhalten. Da die Seiteneinteilungen einer 
affinen Ebene den ,,Halbordnungen" der multiplikativen Gruppe der Strecken- 
verh~.ltnisse eineindeutig entsprechen, kann die Frage auf eine gruppen- 
theoretisehe zuriiekgefiihrt werden, welche sich allgemein beantworten 1/~Bt. 
Wir zeigen sodann, dab die euklidischen Ebenen, die wir als affine Ebenen mit 
einer Orthogonalit~t ohne selbst-orthogonale Geraden erkl/irena), stets echte, 
dureh die OrthogonalitEt ausgezeichnete, Seiteneinteilungen besitzen. 

Auf den Begriff der euklidischen Ebene in der hier vorausgesetzten Alt- 
gemeinhei~ ~4rd man dutch die Begritndung der metrischen Geometrie aus 
dem Spiegelungsbegriff gefiihrt, ~Je sie, Untersuchungen yon HESSE~BEm~ 
und HJELMS~V weiterffihrend, K. REIDEMEISTER, ARNOLD SCH~IDT und 
F. BACHMANN unternommen haben. Bei dieser Begrfindung wird ein Axiomen- 
system der ebenen absoluten Geometrie zugrunde gelegt, welches den Spiege- 
lungsbegrfff als Grundbegriff benutzt und keine Anordnungsaxiome und 

~) E. SP~R~.I~: [1] Die Ordnungsfunktionen einer Geometrie. Math. Ann. 121, 107 
(1949). [2] Beziehungen zwischen geometriseher und algebraischer Anordnung. Sitzgsber. 
Heidelberger Akad. Wiss., Math.-naturw. KI., 1949, 413. [3] Konvexitat bei Ordnungs- 
funktionen. Abh. Math. Sere. Univ. Hamburg 16, 140 (1950). - -  t~ber die ersten beiden 
Arbeiten erschienen Beriehte in Arch. Math. Oberwoffach 1, 9, 148 (1948). 

Die vorliegende Arbeit ist so abgefal~t, dal~ sie unabhangig yon den SPERNERschen 
Arbeitenlesbarist. § 1 ist eine Darsteliungderimweiteren VerlaufderArbeitverwendeten 
I)efinitionen und Ergebnisse yon SPERNER, allerdings in etwas abweichender Form. 

s) Beispiele solcher Anordnungssatze s. SPER~C~R [1] § 4. 
s) Zu dieser Definition vgL O, V ~ B ~  and J. W. YouI~G, Projective geometry, vol. II. 

Boston 1918. Ch. IV, und R. B~R, The fundamental theorems of elementary geometry. 
An axiomatic analysis. Trans. Amer. Math. Soc. ~6, 94 (1944). 
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-begriffe enth~lt ~); und da das Axiomensystem auch fiber endlichen K6rpern 
realisiert werden kann, gestatten die ihm genfigenden Geometrien gewil3 nieht 
stets eine volle Anordnung. Wir gelangen nun aber zu dem Ergebnis, dab 
die euklidischen Spiegelungsgeometrien stets durch die Orthogonalit~t aus- 
gezeichnete Seiteneinteilungen zulassen. 

Es ergibt sich so ein Zusammenhang zwischen der SF~R~ERschen Theorie 
der Ordnungsfunktionen und den Untersuchungen fiber die Begrfindung der 
Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Man erkennt, daI~ die Seiteneintei. 
lungen, deren affine Eigenschaften StERneR zun~chst untersucht hat, aueh 
zur Metrik in Beziehung gesetzt werden kSnnen, und gewinnt einen neuen 
Zugang zu der Frage, in welchem Umfang metrische Tatsaehen die Anorden- 
barkeit der Geometrie zur Folge haben. 

§ 1. Seiteneintei lungen und Halbordnungen.  

Wir sagen, dab in einer affinen Ebene 5) eine Halbgeraden.Einteilung ge- 
geben ist, wenn fiir die Punkttripel Po, P1, P2 (hiermit ist stets gemeint, da~ 
Po, P1, P2 in einer Geraden liegen und Po =~ P1, P2 ist) zwei Relationen 

P1 und P2 liegen auf derselben Seite yon Po, 
(1) P1 und Pg. liegen auf verschiedenen Seiten yon Po 

gegeben sind, die den folgenden Bedingungen geniigene) : 
1. Ffir jedes feste Punkttripel gilt genau eine der Relationen (1); 
2. Transitivitiitsregel: Sind Po, P1, P2, Pa Punkte einer Geraden und ist 

Po =~/)1, P~, Pa, so gilt: Liegen P1 und P2 auf der gleiehen Seite yon Po, P2 
und /)3 auf der gleichen bzw. auf versehiedenen Seiten yon Po, so ]iegen P1 
und Pa auf der gleiehen bzw. auf verschiedenen Seiten yon Po; liegen P1 
und P~ auf verschiedenen Seiten yon To, P2 und Pa auf der gleiehen bzw. 
auf verschiedenen Seiten yon Po, so tiegen/)1 und Pa auf versehiedenen bzw. 
auf der gleichen Seite yon Po; 

3. Invarianz gegen Paralletpro]e]ction: Sind Po, P1, P~ und P~), P~, P~ Punkt- 
tripel auf zwei verschiedenen Geraden und liegen P0, Po ; P1, P~ ; P~, P2 auf 
zueinander parallelen Geraden (der Fall, daft etwa P0 = Po ist, soll zugetassen 
sein), so gilt: Liegen P1 und P~ auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten 
yon Po, so liegen P~ und P~ auf der gleichen bzw. auf versehiedenen Seiten 
von P~. 

Liegen P1 und P2 auf verschiedenen Seiten yon Po, so sagen wir auch, 
dab Po zwischen P1 und P~ liegt. Es ist klar, dab man die Definition der Halb- 
geraden-Einteilung auch mit Hilfe der Zwischenbeziehung ausspreehen kann. 

Halbgeraden.Einteilungen besehreiben wit dutch Ordnungs/unktionen: I s t  
eine Halbgeraden-Einteilung gegeben, so ffihren wir eine Funktion der Punkt- 
tripel Pe, P1, P2, gesehrieben Po (P1, P~), ein und setzen Po (P1, P~) = 1 oder 
Po (P1, P~) = - 1, je nachdem P1 und P~ auf derselben oder auf versehiedenen 
Seiten yon Po liegen. Die I)efinitionseigensehaften der Halbgeraden-Ein- 
teilung drfieken sieh dann dadureh aus, daB fiir jedes feste Punkttripel 

4) ARNOLD SCHMLUT: Die Duatit~t yon Inzidenz und Senkrechtstehen in der abso- 
luten Geometrie. Math. Ann. 118, 609 (1943), und eine anschlieBende Note yon F. BACH- 
)~A~I~: Math. Ann. 128, (1951). 

s) Eine affine Ebene sei durch die Giiltigkeit der affinen Inzidenzsxiome und des 
Satzes yon I~SAm~UEs definiert. 

e) VgL SP~RNJZR [1] S. ll5ff. 
20* 
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(2) entweder Po (P1, P~) = 1 oder Po (P1, P2 )=  - 1 

ist, dab die Gleiehung 

(3) Po (P1, P~) Po (P~, Pa) = Po (/)1, Pa) 

fiir Punkte einer Geraden (Po # P1, P~, Pa) allgemein gilt, und daft unter 
den angegebenen geometrischen Voraussetzungen der Parallelprojektion 
Po (P1, P2) = Po (Pi, P~) ist. Umgekehrt beschreibt jede Funktion Po (P1, P~) 
der Punkttripel, die diesen drei Bedingungen geniigt, eine Halbgeraden-Ein- 
teilung. 

Als einfache Folgerungen yon (2) und (3) bemerken wir zuni~chst : 

(4) Po (P1,/)1) = 1, Po (P1, P2) = Po (P,, P1). 

(5) Aus Po (Px, P~) = Po (Pg., P~) folgt Po (P~, P2) = Po (P~, P~), 
fiir Punkttripel einer Geraden. Man erhi~lt die erste Gleichung (4), die die 
Reflexivitdt des Liegens auf der gleichen Seite ausdrtickt, indem man in (3) 
P ,  = P3 = P1 setzt, und dann die zweite Gleichung (4), die die Symmetrie 
der beiden Relationen (1) ausdriiekt, indem man in (3) Pa = P1 setzt. Um 
(5) als gtiltig zu erkennen, multipliziere man die gegebene Gleichung mit 
Po (P~, P2); man erh~lt Po (P1, P~) Po (P~, P,)= Po (P~, P2) Po (P~, P~) 
und durch Anwendung yon (3) die behauptete Gleiehung. 

In der affinen Ebene denken wir uns dutch die iiblichen geometrischen 
Definitionen 8treckenverhiiltnisse und das Reehnen mit ihnen eingefiihrtT). 
Wir wollen zeigen, da[~ eine Halbgeraden-Einteilung eine Halbordnung der 
multiplikativen Gruppe der Streckenverhi~ltnisse induziert. Dabei ist eine Halb- 
ordnung einer Gruppe erkli~rt als eine Einteilung ihrer Elemente in zwei 
fremde Klassen, die der ,,positiven" und die der ,,negativen" Elemente, mit der 
FAgenschaft, dab das Produkt yon zwei Elementen gleieher Klasse stets positiv, 
das Produkt  yon zwei Elementen verschiedener Klasse stets negat ivis t  s). 

Als funktionale Darstellung der Halbordnungen einer Gruppe verwenden 
wir die quadratischen Charaktere 9) der Gruppe,  indem wit bei gegebener Halb- 
ordnung Z (a) = 1 oder Z (a) = - 1 setzen, je naehdem a positiv oder negativ 
ist. Die Funktion Z (a) hat  dann die Eigensehaften, dab fiir jedes feste 
Gruppenelement a 
(6) entweder z ( a ) =  1 oder z ( a ) = -  1 

ist und dab fiir beliebige Gruppenelemente die Charakter-Regel 

(7) Z (a) Z (b) = )~ (ab) 
gilt, die die multiplikative Regel der Halbordnung ausdrfiekt; und jede Funk- 
tion mit diesen beiden Eigensehaften besehreibt eine Halbordnung. 

7) K. REIDEMmSTER: Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930. Kap. 6, 7. Vgl. auch 
die dort zitierte Arbeit yon O. H6LDER, Streekenrechnung und projektive Geometrie. 

h. Kgt. Silehs. Ges. Wiss., Math.-phys. K1. 8,8,, 65 (1911). 
VerB) Wir verwenden den Begrfff ,,H.albordnung im AnsehluB an SPER~ER [1] § 5, [2] §§ 1 
bis 3, [3] S. 142ff. (P. LORENZE~: Uber halbgeordnete Gruppen. Math. Z. 52, 483 (1950) 
verwendet den Begriff anders.) 

Eine nichttrivi_ale (s. S. 204) Halbordnung einer Gruppe ist offenbar niehts anderes 
als eine Zerlegung der Gruppe in eine UnVergruppe yore Index 2 und die zugeh6rige 
Nebenklasse, bei der die Elemente der Untergruppe positiv, die der Nebenklasse negativ 
genannt werden. (Vgl. Sv~.m-~a~ [1] S. 124, [21 S. 417.) 

o) Zur Theorie der Gruppen-Charaktere vgl. etwa H. l~ssr ,  Zahlentheorie. Berlin 
1949. § 5. 
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Ist nun eine HMbgeraden-Einteilung gegeben, so gilt fiir Punkttripel, da 
solche mit gleichem Streckenverhaltnis dutch eine Kette yon Parallelprojek. 
tionen auseinander hervorgehen: 

= P'~P' Pi, so ist Po (P1, P2) Po (P1, P2). (8) Ist Po P2/ Po P1 P; 2/ o = " 

Definieren wir daher 
(9) Z (Po P2/ Po PI) = Po (1='1, P2), 

so ist damit jedem Streckenverh~ltnis a ~  0 unabh~ngig yore repr/~sen- 
tierenden Punkttripel ein Funktionswert Z (a) zugeordnet, und aus (2) 
folgt (6). Sind ferner a, b zwei yon Null verschiedene Streekenverhgltnisse 
und werden auf einer Geraden Punkte P0, P1, P, ,  P~ so gew~hlt, dab 
Po P,/  Po PI = a, Po P3/ Po P~ =- b ist, so ergibt die Transitivit/~tsregel (3), 
a.uf Grund unserer Definition (9): 

(I0) Z (Po P~/Po P~) Z (Po P~/ Po 1:'2) = )G (Po P3/ Po P~), 

und d~ naeh der Definition des Produkts zweier Streckenverhi£1tnisse 
Po P3/ Po P~ = ab ist, gilt (7). 

Umgekehrt kann man aus jeder Halbordnung der multiplikativen Gruppe 
der Streckenverh/~ltnisse eine Halbgeraden-Einteilung gewinnen, indem man 
bei gegebener Halbordnung fiir ein Punkttripe} Po, P1, P ,  

(11) 1:'o (1:'1, P,) = Z (Po P,/  Po P1) 

setzt. Da der so definierte Wert P0 (PI, P~) nur yon dem Streekenverh~ltnis 
des Punkttripels abh/tngt, gilt die Invarianz gegen P~rallelprojektion. Ferner 
folgt (2) aus (6). Und sind P0, Px, P~, P3 Punkte einer Geraden, so folgt aus 
der multiplikativen Regel (7) die Gleichung (10), welche zeigt, dab bei der 
Festsetzung (11) die Transitivit~tsregel (3) erfiillt ist. 

Da der l~bergang von einer Halbgeraden-Einteilung zu der Halbordnung 
gemKg (9) und der l[*,bergang yon einer HMbordnung zu der Halbgeraden- 
Einteilung gem/~B / 11) zueinander inverse Prozesse sind, gilt: 

Satz 1. Die Halbgeraden-Einteilungen einer a]]inen Ebene und die Halb- 
ordnungen der multiplikativen Gruppe der Streckenverlff~Itnisse entsprechen sich 
umkehrbar eindeutig; liegen bei einer Halbgeraden.Einteilung P1 und P2 au[ 
der gleichen bzw. au/ verschiedenen Seiten yon Po, so ist das Streckenverhdiltnis 
Po P~/ Po P1 bei der zugeh6rigen Halbordnun 9 positiv bzw. negativ, und umgekehrt. 

Eine Halbgeraden-Einteilung ist, wie nun gezeigt werden soll, einer Halb- 
ebenen-Einteilung ~quivalent s). 

Wir sagen, dab in einer affinen Ebene eine Halbebenen-Einteilun 9 gegeben 
ist, wenn fiir die Tripel g, P1, P~ (hiermit ist stets gemeint, dag g eine Gerade 
ist und P1, P~ nicht auf ihr gelegene Punkte sind) zwei Relationen 

P1 und P~ liegen auf derselben Seite yon g, 

(12) P1 und P~ liegen auf versehiedenen Seiten von g 

gegeben sind, die den fotgenden Bedingungen geniigen 1°) : 
1. Fiir jedes feste Tripe} g, P1, P2 gilt genau eine der Relationen (I2); 

lo) Die Transitivit~tsregel ist zugleich des (existenzfrei formulierte) Axiom yon PASCH; 
s. SPER~ER [1] S. 109f. Die Parallelenbedingung ist der Arbeit SPERN~It [3] entnommen; 
vgl. dort Satz 4. Die Geradenrelation ist yon SPER~R in [1] S. 113, [2] S. 419, [3] S. 141 
eingefiihrt. 
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2. Transltivitdtsregel fiir jede Gerade g und beliebige, nicht auf g gelegene 
Punkte P1, P2, Ps, analog wie oben; 

3. Parallelenbedinqung: Sind P1 und P~ zwei verschiedene Punkte und ist 
ihre Verbindungsgerade zu der Geraden g parallel, aber yon ihr verschieden, 
so liegen/)1 und P~ auf der gleichen Seite yon g; 

4. Geradenrelation: Ist P0, P1, P2 ein Punkttripel einer Geraden l und sind 
g, g' Geraden dutch P0, die yon l versehieden sind, so gilt: Liegen P1 und P~ 
auf der gleichen bzw. auf verschiedenen Seiten yon g, so liegen /)1 und P~ 
auf der gleiehen bzw. auf verschiedenen Seiten yon g'. 

Halbebenen-Einteitungen besehreiben wir dureh Ordnungs/unktlonen 
g (P1, P~), indem wir bei gegebener Halbebenen-Einteilung wieder g (/)1, P2) = 1 
oder g (P1, P2) = - 1 setzen, ]e nachdem /)1 und P~ auf derselben oder auf 
versehiedenen Seiten yon g liegen11). Die Definitionseigenschaften der Halb- 
ebenen-Einteilung driicken sieh dann dadurch aus, dab fiir jedes feste Tripel 
q, P1, P~ 
(13) entweder g (PI , /2)  = 1 oder y (P~, P~) = - 1 

ist, dat] allgemein fiir nichtinzidierende Punkte und Geraden 

(14) g (P~, Pa) g (Pa, P3) = g (P~, Pa) 

gilt, und dab unter den angegebenen geometrischen Voraussetzungen der 
Parallelenbedingung bzw. der Geradenrelation stets g (/)1,/)2) = 1 bzw. stets 
g (P1, P~) = g' (/)1, Pa) gilt. Umgekehrt beschreibt jede Funktion g (P1, P2) 
der Tripel g, Px, P2, welche diesen Bedingungen genfigt, eine Halbebenen- 
Einteilung. 

Als einfaehe Folgerungen gelten die zu (4) und (5) analogen Regeln: 

(15) g (P~,/)1) = 1, g (P~, P,) := g (P,, P~). 

(16) Aus g (Px, Pl)  = g (P,, P~) folgt g (P~, P~) -: g (P~, P~). 

Um nun eine Halbgeraden-Einteilung zu einer Halbebenen-Einteilung zu 
erweitern, setzen wit ftir die Tripel g, P1, P~ lest: Ist l' eine Gerade, welche 
g schneider, und sind P~, P~, P~ die Schnittpunkte von l' mit g und den 
dureh Ps, P ,  gehenden Parallelen zu g, so sei 

(17) g (P1, Pz) ~- P~ (P1, P2); 

wegen der Invarianz der Halbgeraden.Einteilung gegen Parallelprojektion 
ist diese Definition yon der Wahl der Hilfsgeraden l' unabhgngig. Es gelten 
{13), (14) und die Parallelenbedingung, da auf l' (2), (3) und nach (4) 
P~ (P~, Pi) = 1 gilt. Die Giiltigkeit der Geradenrelation erkennt man, indem 
man l' = 1 w~hlt. 

Umgekehrt induziert jede Halbebenen-Einteilung eine Halbgeraden-Ein- 
teilung. Denn bei gegebener Halbebenen-Einteilung kann man ffir ein Punkt- 
tripel Po, P1, P2, wenn g eine yon der Geraden (Po/)I) verschiedene Gerade 
dutch Po ist, definieren: 
(lS) P0 (/)1, P~) = g (P~, P~); 

wegen der Geradenrelation ist diese Definition yon der spezieUen Wahl der 
Geradengunabh~ngig. Die Bedingungerr(2), (3) folgen aus den entspreehenden 

11) In der S~ER~zschen Terminologie ist dies eine ,,abgeleitete Ordnungsfunktion 
erster Stufe"; vgL SPER~BZ [1] S. 110, [2] S, 418. 



Ober Seiteneinteilungen. 293 

Bedingungen (13), (14). Es bleibt die Invarianz gegen Parallelprojektion zu 
best~tigen. Hierzu seien P0, P1, P~ und P~, P~, P~ Punkttripel auf zwei ver- 
sehiedenen Geraden und es m6gen P0, P0 ; P1, P1 ; P2, P~ auf zueinander par- 
allelen Geraden liegen. Ist  dann h o die Gerade des gegebenen Parallelen- 
biischels, die Po und P~ enth~lt, so ist nach der Parallelenbedingung oder 
der ersten Gleichung (15) h 0 (P1, P1) -- 1, h o (P2, P 2 ) =  1; hieraus folgt nach 
(16) h 0 (P1, P~) = h0 (P1, P~) und nach der Definition (18) Po (/)1, P2) = 
P~ (Pl, P~). 

Die geschilderten Prozesse zur Gewinnung einer Halbebenen-Einteilung 
aus einer Halbgeraden-Einteilung und einer Halbgeraden-Einteilung aus einer 
Halbebenen.Einteilung sind wieder zueinander invers. Es gilt also: 

Satz 2. In einer a/[inen Ebene induziert ~ede Halbgeraden-Einteilung eine 
Halbebenen.Einteilung, und umgelcehrt; die Halbgeraden- und Halbebenen-Ein- 
teilungen entsprechen sich umkehrbar eindeutig. 

Man kann daher allgemeiner yon einer Seiteneinteilung einer affinen Ebene 
sprechen und diese entweder als Halbgeraden-Einteilung oder als Halbebenen- 
Einteitung definiert denken. In dieser Arbeit soll jedoeh die erste Auffassufig 
bevorzugt werden. 

Ist  eine Seiteneinteilung gegeben, so t~flt sieh auch eine Trennbeziehung 
definieren: Das Geradenpaar g'I, g~ trennt das Punktepaar PI, P2, wenn P1 und 
Pu auf verschiedenen Seiten einer der beiden Geraden und auf derselben Seite 
der anderen Geraden liegen1~). Sind ferner g~, y~, (/1, g~ Geraden eines Bfisehels 
(g~ =~ gj), so sagen wir das Geradenpaar g~, g~ trennt das Geradenpaar gl, g2, 
wenn flit zwei Punkte P1, P~ yon gt, g~ gilt, dab das Geradenpaar g~, !?~ das 
Punktepaar Px, P~ trennt. Gilt dies ffir ein Punktepaar P1, P~ yon gl, ga, 
so giit fiir je zwei yore Biisehelzentrum verschiedene Punkte QI, Qa yon gl, g~, 
dab g], ~ das Punktepaar Qx, Qa t rennt- Denn es gelten die Gleiehungen 
gl (P1, Q1) = g~ (P1, Q1), gl (/)2, Q~) = g2 (P~, Qa); sie folgen aus der Geraden- 
relation, wenn das Biischelzentrum eigentlieh ist, und aus der Parallelen- 
bedingung, wenn da~ Bfischelzentrum uneigentlieh ist. Multipliziert man die 
vorausgesetzte Gleichung gl (P~, P2) = - g~ (PI, P~) mit diesen beiden Gtei- 
chungen, so ergib~ sich auf Grund der Regeln (14), (15) die behauptete Glei- 
chung gl (Q1, Q2) = - g~ (Q, Qa)- 

FaBt man die affine Lbene als ebene Koordinatengeometrie fiber dem 
Sehiefk6rper der Streckenverhiiltnisse auf und ordnet ]edem Punkt  P ~ (x, y) 
den Koordinatenvektor ~ = {x, y} und jeder Geraden g == [u, v, w] eine be- 
stimmte Linearform 
(19) L (~) = u x +  vy-~ w 
zu, so kann man jedem Tripel g, P1, Pa das Produkt der Linearformen-Werte 
L (~1) L (~) zuordnen. Andererseits k6nnen wit dem Tripel, falls P1 ~= Pa ist 
und die Gerade (P1 Pu) die Gerade g in einem Punkt  Po schneider, wenn 
also fiir die Koordinatenvektoren eine Beziehung 

( ~ )  ~ - ~o = ( h  - ~0)  a 

besteht, das Element a zuordnen, und diese Vorschrift noeh dadurch erg~nzen, 
daft wir a = 1 setzen, falls /'1, P~ auf einer Parallelen zu g liegen. Aus (20) 
folgt, wegen L (~0) = 0: L (~) = L (~) a, also 

(21) L (h) L (~a) = L" (h) a, 
~) SP~R~.R [1] S. 110, [2] S, 413. 
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und diese Gleichung gilt auch, wenn Pt, P2 auf einer Parallelen zu g liegen. 
Denken wir uns nun eine Seiteneinteilung und die zugehSrige Halbordnung 
gegeben. ~ach  Satz  1 und (17) liegen P1 und P~ auf der gleichen oder auf  
verschiedenen Seiten yon g, je nachdem a b e i  der Halbordnung positiv oder 
nega t iv i s t .  Da nun, wie (21) zeigt, L (~) L (;2) und a b e i  der Halbordnung 
gleiehzeitig positiv bzw. negativ sind, gilt: Bei einer Seiteneinteilung liegen 1)i 
und P2 auf der 91eichen oder au/ verschiedenen Seiten von g, ~e nachdem 
L (~1) L(~.~) bei der zugeh6rigen Halbordnung positiv oder negativ ist13). Diese 
Bedingung ist yon der Normierung der Linearform unabh/~ngig. 

§ 2. Die MSglichkeit yon Halbordnungen und Seiteneinteilungen. 

Man kann nun versuchen, fiber die m6glichen Seiteneinteilungen einer 
affinen Ebene oder fiber die mSglichen Halbordnungen einer Gruppe einen 
t~,berblick zu gewinnen. Unter  den Seiteneinteilungen einer affinen Ebene 
gibt es stets die triviale Seiteneinteilung, bei der ffir jedes Punkttr ipel  Po, P1,/>2 
gilt, dab P1 und />2 auf  derselben Seite yon P0 liegen, bei der also niemals 
ein Punk t  zwisehen zwei anderen liegt. Ihr  entspricht die triviale Halbordnung, 
bei der alle Gruppenelemente positiv sind. Es entsteht aber die Frage, welche 
affinen Ebenen eine echte Seiteneinteilung zulassen bzw. welche Gruppen 
nichttrivial halbordenbar sind. 

Es sei (~ eine beliebige Gruppe. In  6~ bilden die Elemente, die als Produkte 
yon (endlich vielen) Quadraten darstellbar sind, wegen der Identi t~t  

(22) c ( H  a~) c -1  = H (c a~ c-1) 2 
y Y 

eine invariante Untergruppe ~14) ; ist ~ abelsch, so ist ~ die U~ltergruppe der 
Quadrate. Bei jeder Halbordnung yon (~ sind die Elemente yon ~ positiv, 
und zwei Elemente yon ~ ,  die mod ~ gleich sind, gleichzeitig posit iv bzw. 
negativ. Wit  werden daher, um die Halbordnungen von (~ zu untersuchen, 
zu der Faktorgruppe 
(23) ~ = q~/~ 
fibergehen. ~ ist eine Gruppe yon involutorisehen Elementen, also abelsch. 
Jede Halbordnung von f9 bestimmt eindeuti9 eine Halbordnung von ~ und um- 
gekehrt. 

Ein l[,~berblick fiber die mSgliehen Halbordnungen yon (~ ergibt sieh nun 
mit  Hilfe der Tatsache, daf$ ~ als Gruppe yon involutorischen Elementen 
auch ftir unendliche 0rdnung eine Basis besitzt. 

I s t  ~ eine Gruppe yon involutorischen Elementen, so nennen wit eine 
Menge ~ yon Elementen aus ~), die vom Einselement E verschieden sind, 
eine Bas/s, wenn 1. jedes Element A # E aus ~0 als Produkt  yon endlich vielen 
verschiedenen Elementen aus f~ darstellbar ist, und 2. kein Produkt  yon 

la) Vgl. SI~ERNER [1] S. 125f., [2] S. 417fi, [3] S. 143. 
14) ~ enthMt a~e Produkte, in denen jeder Faktor alsc oder c- 1 insgesamt eine gerade 

Anza~l yon Malen auftritt Von dieser Art sind die Kommutatoren (a, b) = a b a- ~ b- ~; 
sie sind in der Form (a, b) = a ~ (a -1 b) ~ b ~ als Produkte yon Quadraten darstellbar. 
Ein beliebiges Prodt~t der genannten Art kann sehrittweisc in ein Produkt yon Qua- 
draten umgeformt werden: Greift man aus dem gegebenen Produkt das Sttick crc" heraus, 
welches mit dem ersten nicht quadratisch auftretenden Faktor c beginnt und mit dem 
n~chsten nieht quadratischcn Auftreten yon coder c -1 endet (c" bezeichne coder  c-~), 
so kann (lurch die Umformung crd ~ (c, r) rcc" die Anzahl der nicht quadratisch auf- 
tretenden Faktoren um 2 vermindert werden. 
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endlich vielen versehiedenen Elementen aus ~ gleich E, also die nach 1. 
mSgliche Darstellung eines Elementes A =V E als Produkt  von versehiedenen 
Elementen aus !~ eindeutig ist. Es gilt nun15): 

Jede Gruppe ~ yon involutorischen Elementen, die rdcht nut  aus dem Eins- 
element besteht, besitzt eine Basis. 

Zum Beweis denken wir uns fiir die Etemente A ~= E yon ~ eine ~Vohl- 
ordnung < eingeftihrt. Fiir jedes dieser Elemente definieren wir eine Menge 
~A Yon Gruppenelementen =~ E durch folgende rekursive Vorschrift: J e  
nachdem A als Produkt  von endlich vielen verschiedenen Elementen aus 
der Vereinigung aller Mengen !~ B mit  B < A darstellbar ist oder nicht, sei 
~A gleich der Vereinigung aller Mengen !~ B mit  B < A oder gleich der Ver- 
einigung der Mengen ~B mit  B < A und der Menge {A}. Definieren wir 
dann ~ als die Vereinigung aller Mengen ~A, So ist ~ eine Basis yon ~.  

Die Hatbordnungen yon (~ und ~) werden dureh die Charaktere von 
bestimmt16). Die Werte eines Charakters yon ~ sind festgelegt, wenn die 
Werte Ffir die Elemente einer Basis ~ gegeben sind. Und jede Zuordnung 
yon Werten l ,  - 1 zu den Elementen yon ~ definiert einen Charakter yon 
~) und damit  auch eine Halbordnung yon (~. I s t  U ein beliebiges Element  
yon ~ ,  so gibt es insbesondere einen Charakter, der fiir U den Wert  - 1 und 
fiir alle anderen Elemente yon i~ den Wert  1 hat. Und ist A =~ E ein beliebiges 
Element yon ~,  so ordnet jeder Charakter, der fiir genau eines der A dar- 
stellenden Basiselemente den Wert  - 1 und fiir alle anderen Elemente von 
den Wert  1 hat, dem Element A den Wert  - 1 zu. Daher gibt es, wenn a 
ein Element aus @ ist, welches nicht in ~ liegt, eine Halbordnung yon (~, 
bei der a negat iv is t .  Wir erhalten also den 

Satz 3. In  einer Gruppe sind die Produkte yon Quadraten und nut  sie bei 
jeder Halbordnung positiv. Eine Gruppe ist also dann und nut  dan~ (nicht- 
trivial) hatbordenbar, wenn in ihr nicht ~edes Element Produld yon Quadraten ist. 

Fiir abelsche Gruppen kann in diesem Satz , ,Produkt von Quadraten'" 
(lurch ,, Quadrat"  ersetzt werden. 

Die M~chtigkeit einer Basis ist eindeutig bestimmt,  da fiir jede Basis !~ 
die M~chtigkeit der endliehen Teilmengen gleieh der Ordnung von ~ sein muB. 

I s t  ~ yon endlieher Ordnung, etwa 2 ~, so ist auch die Anzahl der Halb.  
ordnungen von ~ bzw. @ gleich 2 n. I s t  insbesondere n = l, enthglt also 
nur ein Element  :~ E, so besitzt (~ genau eine nichttriviale Halbordnung; 
dies ist z. B. der Fall, wenn (~ die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen 
oder die eines endlichen KSrpers von einer Charakteristik =~ 2 ist. 

I s t  ~) von einer transfiniten Ordnung v, so ist aueh die M~ehtigkeit der 
Basis gleieh ,,, aber die M~ehtigkeit der Halbordnungen von ~ bzw. 6J gleieh 2". 
I s t  z. B. @ die multiplikative Gruppe der rationalen Zahlen, so ist die Menge 
der Quadratklassen (Elemente von ~) abz~hlbar unendlieh und die Menge 
der Halbordnungen yon der M~chtigkeit des Kontinuumsl~). 

is) Eine Gruppe yon involutorischen Elementen kann als ein Modul mit dem Prim- 
kSrper der Charakteristik 2 als 0peratorenbereieh aufgefal3t werden. Die Behauptung 
ist ein Spezialfall des Satzes tiber die Existenz einer Basis bei Moduln, die einen KSrper 
als Operatorenbereich besitzen; vg]. H. ZASSENHAUS, Lehrbuch der Gruppentheorie I. 
Leipzig-Berlin 1937, S. 64ff. 

16) Da ~ eine Gruppe yon involutorischen Elementen ist, ist ein Charakter yon 
notwendig ein quadratischer Charakter, 

17) Die Halbordnungen des rationalen Zahlk6rpers sind bereits yon SPE~aN~R [1 ] S. 127, 
[2] S. 423 f. angegeben worden. 
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Da die qua~lratischen Charaktere einer Gruppe ~ bei der Verkniipfungs- 
vorschrift der Charaktere 
(24) Za (a) = Z1 (a) Z:~ (a) fiir jedes a aus H 

eine Gruppe bilden, lassen sich entsprechend die Halbordnungen yon H zu 
einer Gruppe verknfipfen. Das Produkt zweier Halbordnungen 01 und 02 
ist diejenige Halbordnung Oa, bei der ein Element a dann und nur dann po- 
sitiv ist, wenn a entweder bei 01 und 02 positiv oder bei 01 und 02 negativ 
istlS). In der Gruppe der Halbordnungen von H ist die triviale Halbordnung 
yon @ das Einselement und jedes Gruppenelement involutorisch. 

Das eineindeutige Entsprechen zwischen den Halbordnungen yon H und 
den Halbordnungen yon ~ ist ein Isomorphismus der beiden Gruppen yon 
Halbordnungen. Ist ~ yon endlieher Ordnung, so ist iiberdies die Gruppe der 
Ha.lbordnungen yon H zu ~ selbst isomorph, da dann diese beiden Gruppen 
Gruppen yon involutorisehen Elementen mit gleieher Ordnung sind. Ist 
yon transfiniter Ordnung, so ist die Gruppe der Halbordnungen yon H yon 
hSherer Mi~chtigkeit als ~. 

Diese Tatsachen fiber Halbordnungen yon Gruppen geben, auf die 
multiplikative Gruppe der Streckenverhiiltnisse einer affinen Ebene ange- 
wendet (alas Streekenverhifltnis 0 wird ausgeschlossen), wegen Satz 1 eine 
Einsieht in die m6glichen Seiteneinteilungen. Wir beschri~nken uns jetzt der 
Einfaehheit halber auf die Betrachtung yon affinen Ebenen, in denen der 
Satz yon PASCAL gilt; fiir diese ergibt sich: 

Ftir ein Punkttripel Po, P1, P~ gilt dann und nur dann, dal] P1 und P2 
bei jeder Seiteneinteilung auf der gleichen Seite yon P0 liegen, wenn das 
Streekenverhi~ltnis PoP~/PoP 1 ein Quadrat ist. Hat eine affine Ebene die 
Eigensehaft, dab jedes Streekenverhi~Itnis ein Quadrat ist, so besitzt sie 
keine eehte Seiteneinteflung. 

Gilt bei einer Seiteneinteilung ffir ein bestimmtes Punk~tripel Po, P1, P2, 
dab Po zwisehen />1 und P2 liegt, so gilt das gleiehe fiir alle Punkttripet 
P~), Pi, P~, deren Streckenverhi~ltnis P~ P~/P5 Pi zur gleichen Quadratklasse 
wie das Streekenverhiiltnis Po P2/Po P1 gehSrt. Gibt es in einer affinen Ebene 
eine Quadratklasse A yon Streekenverh/iltnissen, welehe nieht die Einheits- 
klasse E der Quadrate ist, so gibt es wenigstens eine Halbordnung der 
multiplikativen Gruppe der Streekenverhi~ltnisse, bei der die Elemente der 
Klasse A negativ sind; es gibt dann also wenigstens eine Seiteneinteilung der 
affinen Ebene, bei der fiir alle Punkttripel P0,/'I, Pv  deren Streekenver- 
h/iltnis Po P~/Po t>1 der Quadratklasse A angeb6rt, gilt, dab P0 zwisehen 
P1 und P,  liegt. Die Oesamtheit der Halbordnungen, bei denen die Elemente 
der Kiasse A negativ sind, ist in der Gruppe der Halbordnungen der Strek. 
kenverhiiltnisse die Nebenklasse einer Untergruppe vom Index 2; die Unter- 
gruppe wird yon den Halbordnungen gebildet, bei denen die Elemente der 
Klasse A positiv sind. 

Die Bedingung, dai3 Po P2/Po P1 ein Quadrat ist, laBt sieh aueh so aus- 
spreehen: Es gibt auf der Oeraden (Po PI) einen Punkt Q und auf einer an- 
deren Geraden dutch P0 Punkte R,, R,, so dab PI RI I! Q Rs und R~ Q II Rs/>2 
ist (Fig. 1). Wit sagen hierffir: P~ und Ps sind durch einen ParaUelenzug (in 
bezuq au/ Po) verbindbar. In einem solehen Parallelenzug kann einer der 
beiden Punkte R1, R s auBerhalb der Geraden (P0/>1) beliebig vorgeschrieben 

¢ . 



~ e r  Sei~neinteflungen. 297 

werden. Die Relation ,,1>1 und P2 sind dureh 
einen Parallelenzug (in bezug auf Po) verbind- 
bar" ist reflexiv, symmetrisch und, wie man 
mit Hilfe des PASCALsehen Satzes erkennt, auch 
transitiv. Daf zwei Streekenverh£1tnisse a und 
a' zur gleichen Quadratklasse gehSren, ist mit 
folgender Bedingung ~quivalent: ~ h l t  man 
auf einer Geraden Punkte Po, P1, P2, P~ so, daft 
PoP2/PoP~=a, PoP~/PoPI=a '  ist, so sind 

Fig, 1. 

P~ und P~ dureh einen Parallelenzug (in bezug auf To) verbindbar. 

§ 3. Seiteneinteilungen in einer euklidisehen Ebene. 

Wir betrachten nun eine euklidische Ebene und verstehen darunter eine 
affine Ebene, in der die Diagonalen eines Parallelogramms nicht parallel sind 
(FAro-Axiom) und in der eine OrthogonalitdYzrelation fiir die Geraden gegeben 
ist, die den folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Zu jeder Geraden gibt es wenigstens eine orthogonale; 
2. Ist g±h ,  sois t  h ± 9 ;  
3. Ist g ± h, so ist g ± h' dann u~d nur dann, wenn h it h' ist; 
4. Ist g± h, so ist g # h; 
5. Die HShen eines Dreieeks gehen durch einen Punkt. 
In einer so erkl~rten euklidischen Ebene gilt der Satz von PASCAL19), und 

es sei erWKhnt, daf  in den Forderungen an die Orthogonalit~t der HShen- 
schnittpunktsatz durch verschiedene andere ,,Schnittpunkts~tze in Ortho- 
gonalit~t" ersetzt werden kann~°). 

Wit wollen nun zeigen, dal3 eine euklidische Ebene stets wenigstens eine 
echte, durch die Orthogonalit~t ausgezeiehnete Seiteneinteilmlg besitzt, ttier- 
zu betraehten wir die reehtwinkligen Dreieeke. Ist P1 P~ die Hypotenuse, 
Po der Hfhenfufpunkt, so bezeichnen wir Po P2/Po P1 als Streckenverh~Itnis 
der Hypotenusenabsehnitte und zeigen zun~chst: 

Die ~treckenverMiltnisse der Hypotenusenabschnitte aUer rechtwinkligen Drel. 
ecke einer euklidischen Ebene 9eh6ren zur gleichen Quadratkla~e. 

Wir betrachten zun/~ehst 
zwei rechtwinklige Dreiecke 
/)1 SP~, P~ S' P~ mit gleicher 
HShe 9 (HShen werden als 
Geraden aufgefaft) und ge- 
meinsamem HShenfufpunkt 
P0, deren Hypotenusen/)i P~, 
P~ P~ also auch derselben 
Geraden l angehSren (Fig. 2). 
Es werde dann S* auf g und 
P~ auf l so gew~hlt, da0 
P1S* tt PI S', 8* P~, II S' P~ 
ist. Dann gilt Po PI~/ Po P1 = 
Pe P~/Po P~, und hieraus 

0 
Fig. 2. 

folgt auf Grund des PASCALschen Satzes Po P~/Po P1 = Po P~/Po P1. Nun 

18) F. ScnvR: Grundlagen der Geometrie. Leipzig-Berlin 1909, Nr. 44. 
io) Vgl. BAEI~ a. a. O., S. 107 ff. 
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gehSren abet Po P~/ Po Pt und Po P~/ Po P1 zur gleichen Quadratktasse. 
W~thlt man ngmlich Q auf I so, dab P, S II QS* ist, so ist P~ SQS* P~ ein 
Paralle|enzug, der P ,  und P~ verbindet. Denn ist zun~chst Q 4= P1, so  ist 
P1 S* Q ein I)reieck, yon dem zwei tI6hen durch S gehen; und nach dem 
HShenschnittpunktsatz ist daher auch S Q ±  S* 1)1, also SQ iI S* P~. Und 
ist Q--/)I,  also /)2 SIt P1 S*, so ist bereits P~ SP~ S*P~ ein Parallelenzug. 

Da zwei rechtwinklige Dreiecke mit parallelen HShen stets durch eine 
Parallelversehiebung in die bisher vorausgesetzte spezielle Lage gebraeht 
werden kSnnen, gilt die Behauptung fiir alle rechtwinkligen Dreiecke mit 
parallelen HShen, und es geniigt nun zu zeigen: Sind g, g' nicht parallele 
Geraden, so gibt es wenigstens ein recht~inkliges Dreieck mit der HShe g 
und wenigstens ein rechtwinkliges Dreieck mit der H6he g', ftir die die Strecken- 
verh~ltnisse der H~q)otenusenabschnitte gleich sind. Ist g ± g', Po der Schnitt- 
punkt yon g, g' und P1 S P~ ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit der 
HShe g und dem HShenfuBpunkt P0, so witble man P~ = S, S' = P2, P'2= T, 
wobei T der Schnittpunkt von g mit der durch P2 parallel zu P~ S gezogenen 
Geraden ist. Sind g, if' weder parallel noch senkrecht und Po ihr Schnittpunkt, 
so betraehte man ein rechtwinkliges Dreieck /)i S P, mit der HShe g, ftir 
welches P0 der H6henschnittpunkt und /)1 S I] g' ist, und w~hle Pi = S, 
S ' =  Po, P~= P 2. 

Die Streckenverhgltnisse der Hypotenusenabschnitte aller reehtwinkligen 
Dreiecke geh6ren also einer [esten Quadratklasse A an, und es gilt auch umgekehrt : 
Geh6rt das StreckenverMiltnis Po P2/ Po Pl eines Punkttripels zur Quadratklasse A, 
so gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse 1)1 P2 und dem H6hen- 
/uflpunkt Po. Man erriehte hierzu in P0 das Lot g auf der Geraden l, auf der 
Po, P1, P~ liegen, und betrachte zungchst irgendein rechtwinkliges Dreieck 
P1 S* P~ mit S* auf g und P~ auf I. Das Streckenverh~ltnis Po P~/Po P1 
geh6rt dann zur Klasse A, und daher gibt es einen Parallelenzug P*2 S* Q S P  2 
mit Q auf I und S auf g, welcher P~ and P.. verbindet. Man schliel3t nun 
umgekehrt wie oben, dal~ P1 $3_ S P2 ist, und daher ist P1 S P, ein recht- 
winkliges Dreieck der gesuchten Art. 

Ferner ist die Quadratklasse A yon dzr Einheitsklasse E der Quadrate ver- 
schie~n. Denn in einem rechtwinkligen Dreieck Pl S Pe mit dem tt6henfu~- 
punkt Po sind P1 und P~ nichg dureh einen Parallelenzug (in bezug auf Po) 
verbindbar. Sonst g~be es auf (Pl P~) einen Punkt Q und auf der 
HShe einen Punkt R, so dab P 1 S ! I Q R  und S Q I t R P ~  w~re. Dutch Q 
wiirden dann zwei HShen des Dreiecks S R P2 gehen, und daher mill)re naeh 
dem HShensehnittpunktsatz auch S Q± R P2 sein. Es w~ren also SQ, RP~ 
sowohl parallel als senkrecht, was ausgesehlossen ist. 

Es gibt daher wenigstens eine Seiteneinteihmg der euklidischen Ebene, 
bei der jeweils Po zwisehen Px und P~ liegt, wenn das Streekenverhi~ltnis 
Po Pz/Po P~ der Quadratklasse A angeh6rt. Wir definieren nun: Unter einer 
dutch die Orthogonalitdt ausgezeichneten, kurz ausgezeichneten Seiteneinteilung 
einer euktidisehen Ebene verstehen wir eine Seiteneinteilung, bei tier stets der 
Punkt Po zwischen den Punkten P~ und P~ liegt, wenn Po HShenful~punkt 
eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse /)1 P~ ist. Es gilt dann 

Satz 4. Jede euklidische Ebene besitzt wenigstens eine dutch die Orthogo- 
nalit~t ausgezeichnete 8eiteneinteilung. 

Eine ausgezeichnete Seiteneinteilung ist jedenfalls eine echte Seitenein- 
teilung. Die ttalbordnungen, die zu den ausgezeichneten Seiteneinteilungen 
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gehSren, sind diejenigen, bei denen die Elemente der Quadratklasse A negativ 
sind. Hat  eine euklidische Ebene die Eigenschaft, da6 jedes Streckenverh~Itnis 
entweder der Einheitsklasse E oder der Klasse A angehSrt, so gibt es nur eine 
solche Halbordnung, also nur eine ausgezeichnete Seiteneinteilung, und bei 
dieser liegt ein Punkt  P0 aueh nut dann zwischen zwei Punkten /)1 und P~, 
wenn P0 H5henfuBpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse 
P1 P~ ist; ein Beispiel ist die gewShnliche stetige euklidische Ebene. Liegt 
dieser Fall nicht vor, so gibt es mehr als eine Halbordnung, bei der die Ele- 
mente der Klasse A negativ sind (s. S. 296), und bei einer solchen Halbordnung 
sind dann stets die Elemente mindestens einer weiteren Quadratklasse nega- 
tiv; es gibt dann mehr als eine ausgezeichnete Seiteneinteflung und bei einer 
solchen auBer den genannten stets weitere Punkttripel, fiir die die Zwisehen. 
beziehung gilt. Da es jedoeh keine yon A versehiedene Quadratklasse gibt, 
deren Elemente bei jeder Halbordnung negativ sind, bei der die Elemente 
yon A negativ sind, gilt in jeder euklidischen Ebene: Nut wenn Po H6hen/ufl. 
punkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse 1'1 P2 ist., tiegt Po 
bei jeder ausgezeichneten Seiteneinteilung zwischen P1 und P~. 

Als einen metrisehen Anordnungssatz, der bei den ausgezeiehneten Seiten- 
einteilungen eincr euklidischen Ebene gilt, erw~hnen wir: 

Bei den ausgezeichneten Seiteneinteitungen, und nur bei diesen, trennen 
sich die verschiedenen Paare orthogonater Geraden eines Biischels. 

Es seien g~, g~; g~, g~ zwei versehiedene Paare orthogonaler Geraden eines 
B/isehels mit dem Zentrum S. W~hlt man Punkte /)1, P~ auf gl, g~ so, dab 
ihre Verbindungsgerade zu g~ parallel ist, so ist P1 S P2 ein rechtwinkliges 
Dreieck mit der HShe g~, und daher liegen Pt und P2 bei den ausgezeichneten 
Seiteneinteilungen und nur bei diesen auf versehiedenen Seiten von g{. An- 
dererseits liegen PI und P2 nach der Parallelenbedingung bei jeder Seiten- 
einteilung auf derselben Seite yon g~, und daher trennen gl, g~ das Punktepaar 
/)1, P~ bei den ausgezeichneten Seiteneinteilungen und nur bei diesen. Hieraus 
folgt die Behauptung. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen euklidischen Ebenen, in denen 
ein Quadrat, d .h .  ein Rechteek mit orthogonalen Diagonalen, existiert. 
Gibt es ein Quadrat, so gibt es auch ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem 
der HShenfuBpunkt Mittelpunkt der Hypotenuse und also das Streeken- 
verh~ltnis der Hypotenusenabschnitte gleich -- 1 ist. Die Q~drat]~lasse A 
ist dann also die Quadratklasse der Elemente - c ~ (c 4 0). Fiir die euldidischen 
Ebenen, in denen ein Quadrat existiert, gilt daher: Bei den dutch die Ortho- 
gonalit~t ausgezeichneten 8eiteneinteilungen, und nut bei diesen, liegt der Mittel. 
pun~ einer Streclce zwischen den Endpunkten. Die ausgezeichneten Seiten- 
einteilungen sind dann die ,,harmonischen" ~). 

Es sei noch kurz darauf eingegangen, wie sich die ~berlegungen fiber die 
euklidischen Ebenen bei Einfiihrung yon Koordinaten darstellen. In einer 
euklidisehen Ebene seien l und g zwei orthogonale Geraden, Po ihr Schnitt- 
punkt, S =~ P0 ein Punkt  auf g und gl, g2; gl, g~ zwei Paare orthogonaler Ge. 
raden, durch S, die I in Punkten P1, P2; P~, P~ schneiden. Dann isV 
Po P~/Po P{ = Po P~/Po P~; denn wird T auf g so gew~hlt, dal~ P1SII.I~{ T 
ist, so erkennt man wieder mit Hilfe des HShenschnittpunktsatzes, angewandt 

sl) SPER~ER [1] S. 128£, [2] S. 441 ff. 
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auf das Dreieek P~ T Pu, daft beide Streckenverh~ltnisse dem Strecken. 
verh~ltnis Po S/Po T gleich sind (Fig. 3). Fiihrt man daher l und g als x- 

/ 

.q 
Fig. 8. 

und y-Achse eines Koordinaten- 
systems ein und w~hlt einen Ein. 
heitspunkt auf der x-Achse, so gilt 
fiir die Abszissen der Punkte PI, 
P2; PI,  PI  : 

(25) P o P I " P o P 2 =  P o P I ' P o P [ .  

Das Produkt der Abszissen, die 
zwei orthogonale (nicht achsen- 
parallele) Geraden dutch S auf der 
x-Achse ausschneiden, ist also eine 
KonstanH; wir bezeichnen sie mit 
- -k .  Daher ist auch das Produkt 
der Richtungskoeffizienten zweier 

orthogonaler Geraden durch S e i n e  Konstante; sie ist gleich - I x ,  wenn 

wit S als Einheitspunkt der y-Achse w~hlen. Es gilt dann allgemein, dab zwei 
Geraden [ul, vl, wl] , [u2, v2, wu] dann und nur dann orthogonal sind, wenn 

(26) k u l u ~  + v 1 v~ = 0 

ist. k bezeichnen wir als Orthogonalitdtskonstante~); es ist - k nicht Quadrat, 
da keine Gerade zu sich selbst orthogonal ist. Existiert in der euklidischen 
Ebene ein Quadrat (vgl. den vorangehenden Absatz), so kann man, indem 
man drei Eckpunkte eines Quadrates als Null- und Einheitspunkte des Ko- 
ordinatensysHms wi~hlt, erreichen, da f  k---- 1 wird. 

Ist  umgekehrt K ein KSrper der Charakteristik 4= 2, k ein K6rperelement, 
fiir welches - ]c in K nieht ein Quadrat ist, so ist die ebene affine Koordinaten- 
geometrie fiber K mit der durch (26) definierten Orthogonalit~t eine euklidi- 
sche Ebene. 

Wird jetzt wieder mit P0, P1, P~ ein beliebiges Punkttripel bezeichnct, 
so ist P0 dann und nur dann HShenfufpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit  der Hypotenuse /)1 Pz, wenn fiir die Koordinatenvektoren eine Gleichung 

1 
(27) t0 = E1 + (~2 -- ~) 1 + kc ~ mit c =~ 0 

be~eht,  die auch analog zu (20) in der Form 

(28) ~2 - to = (~1 - ~o) ( -  kc~) mit c 4= 0 

geschrieben werden kann. Die Quadratklasse A der Streckenverhaltnisse 
der HypoHnusenabschnitte der rechtwinkligen Dreieeke ist also die Quadrat- 
klasse der Elemente -- kc ~ (c 4 0). Die auageze~chneten Seltenelnteilungen sind 
also dadureh gekennzeichnet, daft bet den zugeh6rigen Halbordnungen - k negativ 
ist, wo ]~ die Orthogonalit~itskonstante ist. 

Um zu zeigen, wie das Reehnen mit IAnearformen bei den ausgezeichneHn 
Seiteneinteilungen verwendet werden kann, behandeln wir nochmals den 
Satz, da[3 die Paare orthogonaler Geraden sich trennen. Es seien gl, g~; g~, g~ 
versehiedene Paare orthogonaler Geraden eines Biischels mit  dem Zentrum 

Jl) Vgl. BA~a a.a.O., S. 109, wo allerdings- 1]k als Orthogonalit~skonstante bezeich- 
net  ist. 
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S ~ (x,, y,), und es sei jetzt  P~ ~ (xl, Yl) ein beliebiger Punkt  ~= S auf  gl, 
P~ ------- (x2, ye) ein beliebiger Punkt  ~= S auf g~. Die Linearformen von.g~, g~ 
kSnnen wegen der Orthogonalit~t dieser Geraden in der Form 

(29) L~ (~) = u' (x - xs) + v' (y - y,), L'2 (~) = v '  ( x  - -  x~) - Icu' ( y  - y,) 

angenommen werden. Da P1 und P~ auf orthogonalen Geraden durch S 
liegen, gilt 

(30) (x 1 -- x,) (x~ -- x,) ÷ /c (Yl -- Y,) (Y~ -- Y,) ---" 0. 

Auf Grund hiervon ergibt sich 

(31) L' = -- ' (~I) L~ (~) k LI (~1) L3 (~2). 
Von den beiden Ausdriicken L~ (~t)L~ (~.z) und L~ (~1)L~ (~) ist daher der 
eine positiv, der andere negativ genau bei den Halbordnungen, bei denen 
- ]c nega t iv i s t ,  g~, g~ trennen also P1, Pa genau bei den ausgezeiehneten 
Seiteneinteilungen. 

Das Interesse ffir die hier betraehteten euklidisehen Geometrien rfihr$, 
wie sehon in der Einleitung bemerkt wurde, aus Untersuehungen fiber die 
Begrfindung der ebenen metrisehen Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff 
her. Man gelangt zu den gleiehen Geometrien, wenn man zu dem Axiomen- 
system der ebenen absoluten Geometrie, welches bei der Begriindung der 
Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff vorausgesetzt wird, das Euklidisehe 
Parallelenaxiom (Zu jeder Geraden gibt es durch jeden nieht auf ihr liegenden 
Punkt  genau eine Nichtschneidende) hinzunimmtgS). Aus unseren ~ber-  
legungen folgt daher, dab jede euklidische Spiegelungsgeometrie wenigstens 
eine durch die Orthogonalit~t ausgezeichnete Seiteneinteilung besitzt. Exi- 
stiert in der Geometrie ein Quadrat, so haben die ausgezeiehneten Seiten- 
einteilungen die Eigenschaft, dab in bezug auf jede Gerade ein Punkt  und sein 
Spiegelpunkt auf verschiedenen Seiten liegen; die Spiegelung an einer Ge- 
ra~len vertauscht dann also die Seiten der Geraden. 

2~) Vgl. F. BACHMAN~: Geometrien mit eutdidJscher Metrik. Math. Z. 51, 752 (1949); 
Math. Nachr. Berlin 1, 258 (1948). 

(Einf fegan~en a m  13. Oktober 1950. )  


