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§ 1. Einleitende Erl~uterung des P r o b l e m s .  

In diesem Paragraphen soil die Fragestellung umrissen werden, ohne dab 
vorerst die zugrundeliegenden Definitionen und SehluBweisen pr/izisiert werden. 
Die genauen Definitionen werden in § 2 und § 3 folgen. Der elementaren Un. 
ausweichliehkeit des Problems entspreehend m6gen jeweils bloB einige ganz 
einfaehe beispielhafte Andeutungen zur ersten Verdeutliehung herangezogen 
werden. 

Bei der Kodif~ation des Begriffs-, Urteils- und Beweisbestandes eines 
exakten Wissensgebietes in der mathematischen Logik l~Bt sich sowohl im Be- 
griffsnetz wie im Vorrat der Axiome ein allgemein logischer Tell heraussch~len, 
der allen Wissensgebieten (der betreffenden logischen Stufe) gemein ist, und 
ein hinzukommender Teil, der dem betrachteten Wissensgebiet eigen ist und 
seine Besonderheit charakterisiert. Der erste Tell - - d e r  die Prinzipien des 
SchlieBens mitumfaBt - -  wird gewShnlich als der Prikiikater~kalkul (der be- 
treffenden Stufe) bezeichnet; das ganze sich ergebende Kodifikat der Theorie 
mit EinschluB des spezifischen Teiles sei demgegenfiber eine ,,Pr'adikatentheo~/e" 
genannt. (Ich bediene reich bier des Terminus ,,PrKdikat" in dem einmal in 
der mathematischen Logik eingebiirgerten Sinne; er soil naeh dem Vorgange 
HILSERTS auch die mehrstelligen ,,Relationen" mitumgreifen.) Die ,,Dinge", 
yon denen das Wissensgebiet handelt, indem es ihnen Eigenschaften und Be. 
ziehungen zuerkennt, werden in der zugeh~rigen Priidikatentheorie durch 
,,Term"-ausdriicke wiedergegeben; diese bestehen entweder in einzelnen 
Zeiehen (fiir Grunddinge), oder sie bauen sieh aus solchen mittels ,,Funktoren" 
auf (in der Geometrie etwa: die Punkte und Geraden dureh sic bezoiehnende 
Antiqualettern/~, q . . . .  bzw. g, h . . . . .  das Lot ~ auf h dutch ,,Lo~ (~, h)" usw.). 
In einer Pr~hka" tentheorie ~ es soll bier nur ~von Pr~dikatentheorien erster 
Stufe die Rede sein, so dab sich ein Eingehen s~f d e n  Begriff der logischen Stufe 
eriibrlgt ~ hat jeder echte Funktor und ebenso ~edes Priidikat (bzw. jede Re- 
lation) ArgumentsteUen, die dureh Termausdriicke auszuf~llen sind. [Ist z. B. 
etwa die geometrische Relation ,,p liegt auf h" in der Kodifikatlon dutch 

, ' " '  " em liche ,,Inz (p, h)" abgekiirzt, so ist Inz ( . . )  ein,,zweistelliges P r ~ a t  , em ~ "  
Auafflllung ist z. B, Inz (p, Lot (q, K)): p llegt auf dem yon q &uf/~ geigll~n 
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Lot. ] Der iibliche Pr~Mikatenkalkul erster Stufe verwendet einheitliche Zei- 
ehen, meist kleine Antiqualettern, fiir alle Termvariablen und gestattet dem- 
entspreehend, Formeln zu bilden, indem die Argumentstellen der Pr~dikate 
oder Funktoren durch beliebige Terme ausgefiillt werden. Demgegeniiber han- 
deln die meisten exakten Wissensgebiete yon Dingen, die sich in mehrere ver- 
schiedene Sorten einteilen, die Geometrie yon Punkten, Geraden und Ebenen, 
die Topologie yon Zahlen, Punkten, Strecken u. a., usw. Bei der Kodifikation 
eines solehen Wissensgebietes mit mehreren Grunddingsorten hat  man dann 
dem Begriffsnetz der PrRdikatentheorie ,,SortenprRdikate" beizugeben, die in 
bestimmter Weise in die Formeln einzuflechten sind. Um m6glichst kurz in 
die Fragestellung einzufiihren, will ich reich in der Veranschaulichung weiter- 
bin auf  elementarste Beispiele aus der euklidischen Geometrie beschrRnken. 
In der Kodifikation der Geometrie sei etwa die zweistellige Relation ,,h und k 
treffen sich" (die offenbar aus ,,Inz" logisch definierbar istX)) dutch 
,,Trifft (h, k)" abgekiirzt. Da der PrRdikatenkalkul nur yon einem Dingbereich 
ausgeht, sind weder die Argumentstellen der Pr~dikate noeh die Termvariablen 
selbst in Sorten unterteilt, und es ist daher in jeder Formel -- in Einklang 
mit dem gewShnliehen Sprachgebrauch ~ iiberall anzugeben, yon weleher 
Dingsorte jeweils die Rede ist. Das Parallelenaxiom z. B. wiirde nicht mit einer 
dem iibliehen Sprachgebraueh ebenbfirtigen Pr~gnanz wiedergegeben sein in der 
Formulierung: ,,Falls nicht Inz (10, q), so gibt es genau ein r, fiir das Inz (10, r), 
nicht aber Trifft (q, r) gilt". Hier w~ren aus der Aussage: ,,Falls der 'Punkt  10 
nicht auf der Geraden q liegt, so gibt es genau eine Gerade r, die . . . "  gerade 
die Sortenangaben entfallen. Man wird sieh vielmehr naturgemgB in der Ko. 
difikation zur Unterscheidung der versehiedenen Dingsorten der ,,Sorten- 
pr~dikate" -- wie • (10) (oder aueh 10 E ~) fiir ,,10 ist Punkt"  und (~ (q) (oder 
aueh q E ~) fiir ,,q ist Gerade" bedienen und das betreffende Axiom in ,,sorten- 
beschr~nkter" Weise formulieren: ,,Falls ~ (10) und {~ (q) und nicht Inz (10, q) 
ist, so gibt es genau ein r, fiir das (~ (r) und Inz (10, r), nicht abet Trifft (q, r) 
gilt". Auf die Einzelheiten dieser ,,Sortenbeschr~nkung" soU erst in § 2 ein- 
gegangen werden; es mSge hier nur kurz ihr Kern skizziert werden: in jedem 
Teile einer Aussage wird die Wendung ,,fiir aUe x gilt ~ (x)" ersetzt durch 
,,fiir alle x der richtigen Sorte ~ gilt ~ (x) und die Wendung ,,es gibt x mit  
9~ (x)" ersetzt durch ,,es gibt x der richtigen Sorte ~ mit ~ (x)". 

Diese ,,SortenbesehrRnkung" entsprieht offenbar einer Theorie, der ein 
Dingbereieh zugrundeliegt, welcher sich eben in die versehiedenen Sorten ~ 
unterteilt; in der Geometrie z. B. best~nde dieser Dingbereieh aus allen Punkten, 
Geraden und Ebenen.; und es ist jedesmal fixiert, yon welcher dieser Dingsorten 
die Rede ist .  Fiir die Interl~'etation ist dabei, wie wir sehen 'werden, im all- 
gemeinen' wiehtig, dal3 die Dingsorten zueinander fremd sind (wie weir diese 
Voraussetzung aueh  formal n6tig erscheint, wird noch zu diskutieren sein). 

Wiirde man den Formeln diese Beschr~nkung nicht auferlegen, so wiirde 
man ganz gewifl zur Deduktion unsinniger, m. a. W.: nieht interpretierbarer 
Aussagen gelangen. So wlirde man z. B. yon der in der euklidisehen Geometrie 
riehtigen Aussage ,,Wenn nicht Trifft (q, r), so ist Lot (10, q) = Lot (10, r) dutch 
die (wegen der Einsortigkeit des PrRdikatenkMkuls formal erlaubte) Ein. 
setzung yon q ftir die Variable p zu der sinnlosen Behauptung kommen: ,,Wenn 
nieht Tr/ff~ (q, r), so ~st Lot (q, q ) =  Lot (q, r). In ihr ist veto Lot eines 

I) N~mUeh dureh: Es gib~ ein | mit lnz (l, h)und Inz (l, Ic). 
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Elements auf sich selbst die Rede; das ist in der euklidischen Geometric kein 
sinnvoller B egriff. Die Sortenbesehr~nkung der gegebenen Aussage ,,Wenn $ (q) 
und $ (r) und nieht Tri]]t (q, r) und ~ (p), so ist Lot (p, q) ~ Lot (p, r)" ver- 
hindert zwar nicht die dureh formale Einsetzur~g~entstehende unsinnige Bil. 
dung Lot (q, q), aber sic hebt die Niehtinterlare~ie~barkeit explizite im Bau 
der entstehenden Formel dadureh hervor, dab die verbotene Bedingung ,,Wenn 

(q) . . .  und ~ (q)" in ihr erscheint. 
W~hrend offenbar eine sinnvolle Aussage einer mehrsortigen Theorie in 

eindeutiger Weise ,,sortenbeschr~nkt" formuliert werden kann, braueht im 
attgemeinen eine Aussage, in der neben den rein logischen Zeiehen lediglich 
Pr~dikate (Relationen) und Funktoren einer gegebenen mehrsortigen Theorie 
auftreten, keineswegs eine vernfinftige Sortenbesehr~nkung zu gestatten. 
AuBer dem oben dafiir angegebenen Beispiel sei etwa noeh die Aussagen 
,,Inz (a, b) und Inz (b, c)" angeffihrt, bei deren Sortenbeschr~nkung (im Sinne 
der geometrischen Interpretation) das b einmal als Punkt, das andere Mal 
als Gerade einsortiert werden miiBte. 

Es l~Bt sich nun eine strukturelle Bedingung fiir die eindeutige Sorten- 
beschr~nkbarkeit angeben; wir wollen eine Formel oder Formelnreihe, die dieser 
Bedingung geniigt, ,,sortenrecht" nennen. Alle Termzeichen einer gegeben~n 
Formel oder einer gegebenen Formelnreihe mSgen genau einer yon n Sorten 
zugeteilt sein. Die Formel bzw. Formelnreihe heiBt nun ,,sortenrecht", wenn 
in ihr zwei Termzeichen der gleichen Sorte zugeteilt sind, sobald sie 

1. gleich sind oder 
2. entsprechende Argumentstellen gleicher Pr~dikate (Relationen) oder 

Funktoren besetzen. 
Man k6nnte natiirlich die ArgumentsSellen der Pr~dikate und Funktoren 

sortieren und die sortenreehte Ausfiillung verlangen. Ein soleher expliziter 
Riiekgang auf die Sortierung der Argumentstellen ist jedoeh ffir die all- 
gemeine Fragestellung, die dieser Arbeit zu Grunde tiegt, unnStig. Wir 
dfirfen allgemein etwa sagen, daB die n-sortige Sortenreehtheit der struk- 
turetle Ausdruek einer n-sortigen Interpretierbarkeit ist. Von vorneherein ist 
plausibel: eine gegebene Formel (ohne freie Variablen; solche lassen sich ja 
stets dutch Allzeiehen binden) kann dann und nur dann einer verniinftigen 
n-sortigen Sortenbeschr~nkung unterworfen werden, wenn sic sortenrecht ist. 
In § 4 wird dies noeh genauer zu pr~zisieren sein. 

Ein Wissensgebiet mit mehreren Grunddingen pflegt man nun in soleher 
Weise zu kodifizieren, daB alle ,,Eigenaxiome" der betreffenden Pr~dikaten- 
theorie 8ortenbeschr~inkt sind. Man richter sein Augenmerk weiterhin auf den 
Beweis sortenbeschr~nkter Formeln und wiirdigt umgekehrt nut sortenbe- 
schr~nkte Formeln einer Rolle als Endformeln yon Beweisen und einer Inter- 
pretation. Dabei erlaubt man sich jedoeh im iibrigen, sich des gesamten ein. 
sortigen Apparates der iibliehen Pr~klikatentheorie zu bedienen; dieser aber 
l~Bt nicht nur die Bfldung beliebiger nieht sort~nbeschr~kter, j~ nieht einmal 
sortenreehter, d. h. nicht interpretierbarer Formeln zu und vermag sogar sotehe 
Forme]n zu beweisen, sondern er gestattet dariiber hinaus zum Beweise einet 
sorSenbeschr~nkten, interl~retietbaren Formel dutch bdieblg lange Reihen nicht. 
sottentechter und somi$ nicht imetpretietbater, d. h. inhal$1ich unsin~iger Formeln 
hindurchzugehen. 

Bei den groBen methodisehen Vorziigen der Einfachheit, Handliehkeit und 
Allgemeinheit des iibliehen einsortigen Pr~likatenkallrals wird man auch zur 

Mathematlsehe Annalen. 123. 13 
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Kodffikation der mehrsortigen Theorien an ihm festzuhalten streben, und man 
wird sich daher vergewissern miissen, ob bzw. unter we]chen Nebenbedingungen 
er dazu geeignet und zul~ssig sei, D.h. man wird sieh die unabweisbare Frage 
vorzulegen haben, ob eine sortsnbeschr~nkte, formal beweisbare Formel aueh 
stets dutch einen interpretierbaren Beweis, d. h. durch einen Beweis aus lauter 
sortenbesehr~nkbaren Formeln herleitbar sei. 

Diese Frage zerf~llt in zwei Teile, Nehme ich zun~ichst einmal an, es liege 
mir ein in allen Teilen interpretierbarer, d. h. sortsnrechter Beweis bereits vor. 
Dann ist es nut yon mehr oder weniger symboltechnischem Interesse, ob ieh 
die Sortenbeschr~nkung aller Formeln wirklich durehfiihre oder nieht. Von 
der Grundposition der Interpretierbarkeit aller benutzten Formeln aus hat 
sich bereits H~,RBRA~I) ~) (in einem spezielleren Zusammenhange) mit der Frage 
der Sortenbeschr~nkung befaBt und die/~quivalenz eines Kalkuls mit Sorten- 
besehr~nkung zu einem solehen ohne sie skizziert. Diese Aquivalenz ist nieht 
allzu ~ehwer zu erkennen; in § 3 werde ich hierauf noch zuriickkommen. Der 
eigentliche Kern des Problems steckt aber, wie aus dem Vorangegangenen 
hervorgegangen sein diirfte, nieht hier, sondern in dem Umstand, dab ja 
durchaus nieht jede im Beweis benutzte Formel im Sinne der versehiedenen 
Dingsorten sinnvoll interpretierbar zu sein braucht, formal gewendet: dab 
sie nieht im Sinne der gegebenen Dingsorten sortenrecht zu sein braueht. 

Die gestellte Frage geht also auf die folgende Frage zuriiek, in der nicht 
mehr vonder Sortenbeschr~nkung selbst, yon der wir ausgingen, die Rede ist: 
Is$ jede in einer einsortigen Prddikatentheorie ]ormal beweisbare, sortenrechSe 
Formel auch sortenrecht, d. h. dutch einen Beweis, der in einer 8ortenrechten 
Formelnreihe besteht, beweisbar? 

Mit der Bejahung dieser Frage steht und f~llt offenbar die Zul~ssigkeit 
des iiblichen Pr~dikatenkalkuls zur-Kodifikation der Wissensgebi~te mit 
mehreren Grunddingsorten. Denn wenn es sortenreehte, also interpretierbare 
Formeln g~be, die im einsortigen Kodifikat beweisbar sind, obwohl sie nieht 
sortenreeht und mithin nieht dureh inhaltliches SehlieBen hergeleitst werden 
kSnnen, so wiirde das Kodifikat offenbar unangemessen weir sein. Diese Frage 
wird nun in ihrer Allgemefiaheit dureh das iibliche Vorgehen der Sortenbeschr~n- 
kung der Axiome und der Endformeln yon Beweisen gar nicht angesehnitten. 
Die formale Sortenbesehr~nkung allein leistet eben, da sie ]a die Sortenreeht- 
heir zur stillsehweigenden Voraussetzung hat, zwar z. B. den (durch ein oben 
gegebenes Beispiet angedeuteten) Sehutz vor einer unerkarmten unsinnigen 
formalen Einsetzung in eine sortenreehte Formel, sie sehiitzt aber keineswegs 
altgemein vor der deduktiven Heranziehung beliebiger nieht ~ortsnrechter 
Formeln. 

§ 2. Das zu~undeliegende Kodi|ikat and der Haul)tsatz. 

Die Frage der Sortenbesehriinkung wurde yon mir im Ansehlufl an die 
H~It~ttal~Dsehen Unt~rsuchungen bereits in einer Arbeit ,,(~ber deduktive 
Theorien mit mehreren Soften yon Grunddingen ''s) behandelt; in § 3 wird 
hierauf noch ausffit~lieher eingegangen werden. Ieh lege hier dasselbe Kodi- 
fikat der Pritdikatenlogik zu Grunde wie dort, ebenso ist die Definition des 
So~enbeselL~nkungsoperators iibernommen. Zur Erleiehterung der Lektiire 

z) P,~vhemhes sur ]a thb~rie de ia d~monstration (Th~e Paris). Warschau 1930, Kap. 3, 
Abschnitt 3.4--3.42, er~wr Ab~tz. 

a) Math. Ann. t16, S. 485--506, im fotgenden zitiert als ,,Th. m. m. S.". 
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mSgen die wesentlichen Ziige der Kodifikation in diesem Paragraphen skizziert 
werden, so dab die vorliegende Arbeit unabhiingig yon jener gelesen werden 
kann. 

Skizze der Definition der n.sortigen Priidikatentheorie. 

I. Das BegriHsnetz. 
Die Zeichen einer n-sortigen Pr~dikatentheorie teilen sich wie folgt ein: 
Termzeichen: Termvariablen (a, b, c . . . .  ), Funktorzeichen (% y~,...), Quan. 

tablen (auch wohl ,,gebundene Variablen" genannt, x, y . . . .  ). 
Formelzeichen: Aussagevariablen; Pr~dikatszeichen. 
Verkniipfungszeichen: /~ (und), ~/ (oder), -~ {folgt), 7 (nieht), Quantoren, 

d. s. die Zeichen A (alle) und E {es gibt); runde Klammern und Kommata. 
Einem Quantor sind ein oder mehrere Indizes beigegeben (die mit Quantablen 
gestaltlich iibereinstimmen). 

Die Bildung von Termen und Formeln aus diesen Zeichen geschieht, wie 
es in der Pr~dikatenlogik (einschlieBlieh Funktorzeichen) fiblieh ist, jedoeh 
mit Einschr~nkung durch eine ,,Sortenbedingung". Der Formulierung dieser 
Bedingung sind noch einige Verabredungen voranzustellen. 

Verabredungen zur Mitteilung. Zeiehen, deren Gestalt freibleibt, werden 
durch gotische Lettern mitgeteilt (so Termzeiehen durch a, b, ¢ . . . . .  Term- 
variablen auch durch t~, to, Quantablen aueh durch ~, t)). Terme werden 
wie ihre Anfangszeiehen, aber in Fettdruck mitgeteilt. Ebenso werden ganze 
Formeln und Teflformeln fettgedruckt. 

Alle Zeichen, denen irgendwelche Argumentstellen beigegeben sind, und die 
iibrigen Funktorzeichen (falls man argumentstellenlose Funktorzeichen fiir 
spezielle Individuen heranziehen will) seien unter dem Namen ,,Charakter- 
zeiehen" zusammengefaBt; Charakterzeichen werden durch ~, ~, ~, ~ ,  ~ . . . .  
mitgeteilt. 

Jedes Termzeiehen wird nun genau einer yon n Sorten zugeteilt (wobei 
Termvariablen und Quantablen aller Sorten vorkommen sollen). 

Bei der Bildung von Formeln und Formelmengen ist nun die folgende 
Sortenbedingung zu beaehten: 

1. Gleiehe Zeiehen sind gleiehsortiert. 
2. Zwei Zeiehen, die gleiche Argumentstellen gleicher Charakterzeiehen aus. 

fiillen, sind gleichsortiert (man kSnnte hier offenbar auch yon einer Sortierung 
der Argumentstellen spreehen). 

Verabredungen zur Mitteilung. Ein Ausdruek, der aus einer solehen Formel, 
die die aussagenlogisehen Verkniipfungszeiehen A,  k/, 7 .  -~ nieht enthitlt, 
naeh Wegstreichung eventuell auftretender Quantoren entsteht, heiflt Prim- 
ausdruek, anders ausgedriickt: ein Ausdruek, der aus einem Pr~dikatszeiehen 
mit dutch Termen ausgefiillten Argumentstellen entsteht, indem eventuell 
einige Termvariablen dureh Quantablen ersetzt werden, heiBt Primausdruek 

Eine Formel ohne freie Termvariablen heiBt gesehlossen. 
II .  Das Beweisgeriist. 
A. Als , ,Wahrfom" wollen wir jede aus A,  k/, 7 ,  -~ und Aussagevariablen 

gebildete Form bezeichnen, die bei jeder Bewertung mit ,,wahr" und ,,falseh" 
naeh den Regeln der Aussagenlogik stets den Weft ,,wahr" erhiilt. 

13" 
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Es sei dann als Axiom jede Formel zugelassen, die aus einer Wahrform 
dutch eine Formeleinsetzung hervorgeht. Eine solche li~l~t sieh sehematiseh 
kurz so andenten: 

[~] 
[~J; 

bier bezeichnet ~ eine Aussagevariable, ~ irgend eine Formel. 
Es ist zu beachten, dab die Formeleinsetzung nicht als SchluBschema be- 

nutzt  wird, sondern ledigliQh zur Aufstellung der Axiome herangezogen wird. 
(Ilmerhalb eines Beweises -- s. unten -- spielen daher die Aussagevariablen 
keine andere Rolle als die Pr~dikatszeichen.) 

B. Schluflschematen. 
1. Das Schema der Termeinsetzung: 

~1 [a] 
Hier bezeichne~ D eine Termvariable, d einell so wie ~ sortierten Term. 

2. Allzeichenl~sung und Existe]2zzeichenl~sung: 

Hier bezeichnet 13 eine Termvariable, die so sortiert ist wie die Quantable ~. 
3. Allzeichenbindung und Existenzzeichenbindung: 

~ ~ [13] '3 [13] - ~  

-~ A~ ~ [~] E~ ~ [ : ]  -~ 

Hier bezeichnet ~ eine Quan~able, die so sor~iert ist wie die Termvariable 13. 
Die Teilformel ~1 sell die Termvariable 13 nieht enthalten. 

4. GrundsehluBschema: 

Verabredungen zur Mitteilun 9. Die in den SchluBschematen 1 und 3 mit. 
geteilten 13 heillen die Hauptvariablen, die in 2 mitgeteilten ~ heillen Haupt- 
quantablen, und die in der Termeinsetzung 1 mitgeteilten a heiBen die Ein- 
satzterme. 

Eine endliche Formelnfigur, deren Formeln aus Axiomen durch Anwen- 
dung der SchluBschematen hervorgehen, heil~t ein Beweis. 

Anmerkunff. Eigen~lich sind einer speziellen Pr'~likatentheorie noch ge- 
wisse sog. ,,Eigenaxiome" (ohne freie Variablen) beizugeben. Doeh las t  sich 
yon ihnen bei den meisten metamathematisehen Problemen -- so aueh bei der 
Sortierung --  in der ffblichen Weise absehen. Ist  namlieh ~ die Konjunktion 
der (als gesehlossen vorausgesetzten) Eigenaxiome, • eine aus ihnen beweis- 
bare Formel, so ist $~ -* • ohne die Eigenaxiome beweisbar. 

Sortenbeschrt~nkung. Zun&chs~ mfge das Begriffsnetz einer gegebenen 
n-sortigen Theorie voriibergehend erweitert werden dureh die Aufnahme yon 
,,Sortenprii~tikaten", d. h. yon speziellen einstelligen PradikaSszeichen ~ (.) 
[fiir i = 1, . . . ,  ~t]; in die Argumentstelle yon ~ (.) sell nut  ein Term der i-ten 
Sorte eingesetzt werden diirfen. 
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Danaeh l~i3t sieh einer beliebigen Formel ~ aus dem Begriffsnetz, die 
keine Sortenpr~dikate enthglt, eine ,,sortenbeschr~nkte" Formel P ~ zuord- 
nen, und zwar durch den folgenden, induktiv definierten Operator: 

P ~ = : C~ fiir einen Primausdruek Q 

P ( 7  ~1) = :  7 P~[  
p(9/i~) ::pg/ip~ 
P A; ~I [[] = : A; (@~ ([) -~ P 9/[[]) 

P E; 9/[g] : : E; (~i ([) A P 91 [[]). 

Hier sell ~i das Zeichen fiir diejenige Sorte mitteilen, der da~ ~ im Ausdruek 
9/[  ~.] zugeteilt ist. 
Beispieh Das (schwaehe) Parallelenaxiom sei in der Gestalt 

~ : = :  A,_u {7 J(x,u__)-+ Ey[J  (y,u_) A 7 Ev (J(x,_v) k J (y,_v))]} 

gegeben, wobei die Quantablen der 1. Sorte (Geraden) nioht unterstriehen, 
diejenigen der 2. Sorte (Punkte) unterstrichen sind. Nach Einfiihrung der 
beiden Sortenzeiehen (~ (.) [als ~ (9] und ~ (9 [als @= (.)] hat man die sorten- 
besehrgnkte Gestalt 

P~:  ---- : Ax. {(~ (x) -~ ~} (u) -+ 7 J (x, u) -~ Ey I(~ (y) A J (y, u) A 

A 7 E, (~ (v) A. J (x, v) A J (y, v))]}. 

Es sei nun e i n e -  noeh nicht durch Sortenprgdikate erweiter~e - -  n-sortige 
Priidikatentheorie T ,  vorgdegt. Ihr liit~t sieh eine ,,z~geh6rige" einsortige Prg. 
dik, atentheorie T~(n) wie folgt zuordnen: 

I. Man erweitert das Begriffsnetz tier gegebenen Theorie Tn dureh die 
Sortenprgdikate, 

2. man erweitert das Bewe~sgeriist durch die beiden folgenden Sorten- 
axiome: 

S 1. Fiir jede Sor te i  heiflt eine Formel der Gestalt E; ~i  (~) beweisbar. 
S 2. Fiir jedes Funktorzeiehen ~) m i t m  Argumentstellen heiBt eine 
Formel der Gestalt A; .... ;m (~ (~1) A " "  A ~ (~r~) -~ ~ (1) (~, . . . .  ~m))) 
(mit richtigem Sortenindex ffir jedes ~) beweisbar. [Fiir ein argument- 
stellenloses 1)reduziert sich dies au f~  (~).] 

3. man 1/~Bt die Sortenbedingung ffir die Besetzung aller Argumentstellen 
fallen. Es gilt dann der 

Hauptsatz: Fi~r die Beweisbarkeit einer geschlossenen Forme~ • aus dem 
B~ri[~snetz einer gegebenen mehr~ortigen Priidilcatentheorie T~, ist .notwendig 
und hinreiehend, daft in der zu T,~ geh6rigen einsortigen Pr'ddilcatentheorie T~(n) 
die FormeI P ~ beweisbar ist. 

§ 3. Historische Anmerkungen. 

Die Notwendiglceit (,,wenn ~ in T~ beweisbar ist, so ist P • in T~ ) beweis- 
bar") zeigt man, indem man in der einsortigen Theorie T~ ~) yon einer bewie- 
senen Formel ~ dureh Netzinduktion zu P • fibergeht. Dieser bereits bei 
Hm~B~A~D (a. in § 1 ang. O.) skizzierte [~bergang wurde in meiner Arbeit 
Th. m. m. S. a) § 4 fiir das hier betraehtete Kodifikat ausffihrlich bewiesen. Fiir 
das Hinreichen (,,wenn P ~ in T~  ) beweisbar ist, so ~ in T~") finder sich bei 
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HEmaltA~D a. a. O. der umgekehrte Beweisansatz, wobei aber, wie bereits in § 1 
bemerkt wurde, die Sortierung nieht beachtet ist; es handelt sich dort lediglieh 
um eine Elimination der Sortenzeichen innerhalb der gewShnliehen einsortigen 
Theorie T(1 a). Diese Liicke in der H]~RBRA~Dsehen Uberlegung wurde mehr- 
faeh festgestetlt. - -  Der jener ~berlegung entsprechende Beweisteil ist ffir 
das yon mir zugrunde gelegte Kodifikat in § 10 yon Th. m. m. S. durchgefiihrt. 
Dureh ihn reduziert sich dann das zum Beweis des Hauptsatzes noch verblei- 
bende Problem auf den Satz yon der Sortenrechtheit: 

Eine in der mehrsortigen Theorie T n sortenrechte Formel, die in der zuge- 
hSrigen einsortigen Theorie T(1 n) herleitbar ist, l~l~t sich stets auch dutch einen 
in Tn sortenreehten Beweis herleiten. 

Der yon mir in Th. m. m. S. hierfiir gegebene Beweis, der das Hinreichen 
des im Hauptsatz gegebenen Kriteriums erweist, stellt noch nicht den Begriff 
der S0rtenrechtheit explizite heraus. Der dort gegebene Beweis fiir das Hin- 
reichen (§§ 7--9) unterliegt au~erdem einer Einschr~nkung, auf die reich seiner- 
zeit Herr P. BEa~AVS freundlicherweise hinwies; es muB daselbst fiir die End- 
formel vorausgesetzt werden, dal~ in ungteichen Charakterzeichen mit gleich- 
groi3em Argumentbereich keine entsprechenden Argumentstellen durch gleiche 
Termzeichen besetzt seien. -- Im folgenden zeise ich4), dal] sich diese Ein- 
sehr~nkung beseitigen l~flt, wobei der Beweis sich auBerdem anstelle der beiden 
urspriinglieh in Th. m. m. S. benutzten metamathematischen Relationen w~, 
w~ nur noch einer derartigen Relation (×) bedient . -  Es sei hier bereits be- 
merkt, dab sich als die angemessenste Kodffikation fiir derartige metamathe- 
matisehe Probleme heute gewShnlieh eine au/schichtende Kodifikation erweist, 
wie sie, seit GENTZEN in diese Riehtung wies, yon verschiedenen Autoren an- 
gegeben wurde. Ein sehr kurzer Beweis des in R.ede stehenden Satzes in einem 
aufsehiehtenden Kodffikat soll folgen'; in der vorliegenden Arbeit liegt mir 
zun~ehst daran zu zeigen, dab such in dem gewShrlliehen pri~dikatentogischen 
Kodifikat der voUsti~ndige Beweis geradlinig gefiihrt werden kann. 

§ 4. Der Satz yon der Sortenrechtheit. 

Der am SehluB des § 2 angegebene Hauptsatz reduziert sich, wie im ersten 
Absatz des § 3 angedeutet wurde, dutch einigermaBen zwangsl~ufige pr~di- 
katenlogische Umformungen auf den ,,Satz yon der Sortenreehtheit"; dieser 
mSge bier zun~chst rein strukturell -- ohne Bezugnahme auf die Begriffs- 
bildung der ,,zu Tn gehSrigen Theorie T(1 m'' ~ formuliert werden. Hierzu seien 
einige Definitionen vorangesehiekt. 

,,Gteichgel~gen" u~d ,--~". Zunitchst ist klar, wann zwei in gestaltlich 
iibereinstimmenden Formeln bzw. Teilformeln auftretende Zeichen in diesen 
als ,,gleichgelegen" zu bezeichnen sind. Diese Relation l~Bt sich wie 
folgt verallgemeinem. ,Ober. und Unterformel eines Termeinsetzungs- oder 
Quant~rseh]usses heiBen benachbart, ebenso heiflen in einem tmplika. 

tionssehluB ~l ~[-~ ~ die beiden. ~ benachbart und die beiden ~ benachbart. 

Wenn man zun~ehst yon den Termeinsetzungen absieht, so ist klar, wann zwei 

4) Der in der vctrliegenden Arbeit verttffentlichte Beweis stammt aus dem Jahre 1939. 
Ich tru~ ihn im Dezember 1946 im Kolloquium der M~thematischen Gesellschaft der 
vnivv~it~t ~ttiagen vor. 
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in benachbarten Formeln auftretende Zeichen in diesem Formelnpaar ,,gleich. 
gelegen" heiBen sollen. Auch ffir einen Termeinsetzungssehlul~ ist diese Be- 
zeichnung evident, sofern das in dcr Unterformel herausgegriffene Zeichen ent- 
weder nieht einem Einsatzterm angehSrt oder abet das Anfangszeiehen eines 
Einsatztermes ist; nur ftir diese Falle soil die Bezeichnung ,,gleiehgelegen" 
verwendet werden. DaB bei zwei Charakterzeichen ~, ~ mit gleichvieten Ar- 
gumentsteUen die v-ten StelIen dutch Terme ausgeffillt sind, die mit den 
Zeichen a bzw. b beginnen, sei dutch ,,a = b hinter ~, ~ "  mitgeteilt. 

Die in einer gegebenen Formet bzw. Formelnreihe 9~ auftretenden Term- 
zeichen a) seien nun in n Sorten eingeteilt. Diese Einteilung (und somit auch 
die Formel bzw. Formelnreihe 9~) heil3t nun ,,sortenreeht", wenn die folgenden 
Bedingumyen der Sortenrechtheit erfiillt sind (wobei die Zuteilung zur gleichen 
Sor~  durch ~ mitgeteilt ist): 

2: 1. Jedes in der Formelnreihe ~ vorkommende Termzeichen a) ist in ein- 
deutiger Wcise sortiert. 

2: 2. Gleiche Zeichen a) sind gleichsortiert, d. h. mit a := b (E ~)  ist a ~ b. 
2: 3. Zeichen'~), die entsprechende Argumentstellen gleicher Charakter- 

zeichen 5) ausftillen, sind gleichsortiert, d. h. mit 

a ~ b  hinter ~ , ~  (E~) und ~ = ~ i s t  a ~ .  

Der Satz yon tier Sortenrechtheit, auf den sick tier (am Schlusse des § 2) ange- 
gebene Hauptsatz reduziert, las t  sieh nun (unter Benutzung der Bemerkung 
betreffs tier Eigenaxiome, S. 192, vorletzter Abs.) so aussprechen: 

Eine in der einsortigen Pr~idikatenlogik beweisbare Formel, die - -  im Sinne 
irgendeiner Sortierung - sortenrecht ist, l@t sich stets dutch einen Beweis her- 
leiten, der eine in diesem Sinne sortenrechte Formelnreihe darstelIt. 

Mit dem Beweis dieses Satzes ist nach dem Vorangegangenen der Haupt- 
satz bewiesen. 

Die iibliche Behandlung mehrsortiger Theorien mittels der einsortigen 
Pr~dikatenlogik unter Sortenbeschr~nkung der Axiome und der Ergebnisse 
ist dadurch als zuli~ssig und bereehtigt erwiesen. 

§ 5. Beweis  des Satzes yon der Sortenreehtheit.  

,,Verbunden" ( × ) u n d  ,,elementam, erbunden". Fiir einen Beweis mit der 
Endformel ~ gelten die folgenden induktiven Festsetzungen fiber seine Term- 
und Formelzeiehen. 

R 1. ~ × $ ,  wenn ~ gleiehgelegen zu @ in zwei gestaltlieh gleiehen 
Primbestandteilen eines Axioms istS). 

R 2. ~ x ~,  wenn ~ gleichgelegen zu (~ in einem benaehbarten Formeln- 
pa~r ist und die Zeiehen ~, (~ beide Charakterzeichen oder beide nieht Cha- 
rakterzeichen sind. (Dutch die letzte Bedingung wird ein Funktorzeiehen, 
das einen Einsatzterm in einer Termeinsetzung beherrseht, yon der elementaren 
Verbundenheit mit der gleichgelegenen Hauptvariablen ausgeschlossen.) 

5) Mit ,,Zeichen" ist hier ein an be~immtem Platz der gegebenen Formelnreihe ~ stehendes 
Zeichen gemeint. We man sonst wold yon ,,einem zweimal auftretenden" Zoichen sprechen 
wfirde, empfiehlt es sich hier, yon ,,zwel gesta]tlich gleichen" Zeichen zu reden; diese werden 
in der Mitteilung durch verschledene gotische MAtteilungszeichen zu tmterscheideu sein, 
obwohl es sieh rein gestaltlich gesehen um dasselbe Zeichen h~ndelt. Eine metamath¢. 
mati~he Mitteflung a = b ist in dieser Weise zu verstehen. 
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R 3. ~ × ~,  wenn ~ gleichgelegen zu $ in zwei Einsatztermen einer Term- 
einsetzung ist, die unter solehe Hauptvariablen p, q der Obefformel [mit 

= q 5)] eingesetzt s ing ftir die V × q gilt. 
R 4. ~ × (~, wenn ~ - ~  ~ in der Endformel ~. 
R 5. ~ × ~, wenn es im Beweise ein Zeiehen ~ mit ~ × ~, ~ X ~ gibt. 
R 6. ~ × ~, d. h. ,,~ verbunden mit ~ "  nut  gem~B R 1--5. 
Zwei Zeichen, die gem~B einer der Rechenregeln R 1 bis R 4 allein ver- 

bunden sind, heil~n ,,elementarverbunden". Wenn zur Feststellung der Ver- 
bundenheit zweier Zeiehen die Festsetzung R 4 nieht herangezogen zu werden 
braueht, so heiBen die beiden Zeichen aueh ,,engverbunden". 

Rang. Die Mindestanzahl elementarer Verbundenheiten, die herangezogen 
werden miissen, um eine Verbundenheit zu erschlieBen, heiBe der Rang dieser 
Beziehung. 

Bei Durchgehen der Elementarverbundenheiten erkennt man unmittelbar 
die G'iiltigkeit der folgenden S~tze: 

Satz 1. Mit ~ × $ ist (~ × ~. 
Satz 2. Mit ~ × ~ gilt, wenn ~ Charakterzeiehen ist, ~ : (~. 

Weiter gilt der 
Satz 3. Es sei a × b engverbunden, a sei Anfangszeichen eines Terms, 

der eine Argumentstelle des Charakterzeiehens ~ ausfiillt. Dann gibt es ein 
mit ~ engverbundenes Charakterzeichen ~ mit a ------- b hinter ~, ~. 
Nachweis dureh Induktion naeh dem Range der Verbundenheit. 

Fiir eine elementare Verbundenheit gem~B R 1 oder 1~ 2 ist die Behauptung 
evident. Der InduktionssehluB ist daher trivial, sobald die ,,letzte" benStigte 
elementare Verbundenheit gem~B R 1 oder R 2 besteht. --  Die letzte elemen- 
tare Verbundenheit sei nun eine solehe gem~B R 3, d. h. es gebe ein Zeichen c 
derart, daB 1. c gleiehgelegen zu ]5 "in Einsatztermen, die fiir zwei gleiehe 
Va~ablen p, q eingesetzt sind, welehe engverbunden 'von kteinerem Range 
sind, wobei 2. entweder c m i t  a iibereinstimmt oder ~ × c engverbunden 
von kleinerem Range ist. Es geniigt, im fotgenden den letzteren Fall anzu- 
nehmen; der Fall der Ubereinstimmung yon a u n d c  erledigt sieh dann often- 
bar an Hand  derselben ~berlegung, nur teilweise einfacher. -- Naeh Induk- 
tionsvoraussetzung gibt es ein Charakterzeiehen ~, so dal] a --= c hinter ~, 
und ~ × ~ engverbunden. Falls ~ zum Einsatzterm gehSrt, so gibt es in dem 
anderen Einsatzterm ein gleiehgelegenes und gleiehes Zeiehen ~ mit c ~-b 
hinter ~., ~ und ~ × ~ wegen p × q. Falls ~ nicht zum Einsatzterm geh6rt, 
so gibt es in der Oberformel des betreffenden Termeinsetzungsschlusses ein 
mit ~ elementar verbundenes Charakterzeichen 9~, zu dessen Argument- 
bereieh p gehSrt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann ein Charakter- 
zeichen ~,  so dab p ~ q hinter ~)~, ~ und ~ × ~ engverbunden. Zu ~ gibt 
es in der Unterformel ein elementarverbundenes Charakterzeichen ~. Man 
ha~ nun nieht nur ~ ~ ~ engverbunden, sondern auch ¢ = ~ hinter ~, ~. Zu- 
sammen mit der Induktionsvoraussetzung a --~ ¢ hinter ~, ~ ergibt sieh in 
jedem Falle: ¢~ ~ b hinter ~, ~ und ~ X ~ engverbunden. 

Zersl~ahung. Als Zerspaltung eines Beweises B m i t  der Endformel • sei die 
folgende Ersetzung bezeiehnet: 

In  B seien alle Termvariablen ~ dureh Termvariablen V* und alle Quan- 
tablen ~ durch Quanta~len ~* in der Weise ersetzt, dab 

1. ~* -~ t* dann und nur dann, wenn ~ ~ ~ und ~ × t, 
2. ~* = ~  ftir alle ~ 
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8. ~* ein nicht in B vorgekommenes Zeiehen ist, wenn kein zu ~ gleiehes 
Zeicheu in ~ auftritt. 

Diese Forderungen sind gemiCB R 4 offenbar miteinander vertrgglich. Ein 
Quantor A~ bzw. E~, in. dessen Bereieh die Quantablen durch ~ . . . . .  ~ er- 
setzt sind, werde sodann dureh A~* . . .  ~ bzw. E~* . . .  ~r~ ersetzt. Hierdurch 
geht jede Formel wieder in eine Formel fiber. 

Satz 4. Ein Beweis geht dureh Z e r s p a l t u n g -  nebst  geeigneter Erg~n- 
z u n g -  in einen Beweis ffir die ni~mtiehe Endformel fiber. 

2¢achweis. 1. Ein Axiom geht gemi~B R 1 in ein Axiom fiber. 
2. Es sei irgendein SehtuI~ betraehtet. Da gestaltlich verschiedene Zeiehen 

dureh gestaltlieh versehiedene Zeiehen ersetzt werden, lgBt sich die Betraeh- 
tung der ~nderung der Hauptvariablen und -quantablen yon der der iibrigen 
Zeichen abtrennen. 

Die Ersetzung eines Zeiehens, das weder Hauptvariable oder ,quantable 
ist noch dem Einsatzterm einer Termeinsetzung angeh6rt, stSrt gem~I~ R 2 
den Charakter des betraehteten Schlusses nicht. (Insbesondere geht also ein 
ImplikationssehluB in einen Implikationssehlul~ fiber.) 

3. Gemi~B R 2 sind in einem QuantorschluB zwei Zeiehen der Ober. b~w. 
Unterformel dann und nur dann verbunden, wenn aueh die gteichgelegenen 
Zeichen der Unter- bzw. Oberformet verbunden shad. Daher geht ein soleher 
Schlu{~ stets entweder direkt in einen gleiehartigen oder aber in ein Formeln- 
paar fiber, das sieh auf triviale Weise zu einer Ket te  gleichartiger Sehtiisse 
ergiCnzen l~Bt; es wird genfigen, dies am Beispiel der All-LSsung vorzuffihren: 

9.l -~ A ~  [~, ~, • ] 91 -~ A ; ,  p, • ~ [~*, U*, • ] 
werde in ge~ndert. 

~l ÷ ~ [~, ~ , .  ] ~l ~ ~ [~* ,  r 0 * , .  ] 

Hier ist mit ~*@ t)* aueh I~* =~ r0* (entsprechend in den durch ,,." mitge- 
teilten Stellen). 
Man erg~nzt zu 

~1 ~ A~ , , ,~B  [~*, t)*, • ] 
~ / -~  A , ,  ~ [~*, t~*, • ] 

-~ ~ [~* ,  t o * , -  ]. 

4. Es bleiben also nur die Termeinsetzungen hinsichtlich ihrer Haupt- 

~l [~, ~, • ] in variablen und Einsatzterme zu betraehten. Bei/~nderung yon ~ [a~ o, • ] 

~l [~*, ~*, • ] hat  man wieder eine Termeinsetzung, oder man kann in trivialer 
~1 [a*, b*, ] 
Weise zu einer Ket te  mehrerer Termeinsetzungen erg~nzen, so~ern nicht 
~* = t*,n * ~= b* (bzw. entsprechend in den dureh ,, . "  mitgeteilten Stellen) ist, 
Aber ~* ~- t* gilt nut  bei Verb madenheit der beiden angefiihrten ~. Dann sind 
nach R 3 je zwei in den beiden angeffihrten Einsatztermen gleichgelegene 
Zeichen miteinander verbunden, also a* ~ b*. 

5. Die Endformel bleibt offenbar erhalten. 
IZer~ngung. In einem Beweise B m5gen die Formelnzeiehen als Zeiehen 

erster Stufe und die Anfangszeiehen soleher Terme, die eine Argument- 
stelle eines Zeichens m.ter Stufe ausfiitlen, alsZeichen ~n q- 1.ter S~ufe bezeich- 
net werden, Die hSchste in B ~uftretende Stufe sei M. Als Verjfingung des 
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Be~eises B sei die folgende, aus hSehstens M Schritten bestehende Ersetzung 
bezeiehnet. 

m.ter Schritt der Verjfingun 8 ( m ~ M ) .  Alle Charakt~rzeichen m-ter 
Stufe, die mit keinem Zeiehen der Endformel verbunden sind, seien unter 
Fortfall ihrer Argumentenbereiehe dureh ein und dieselbe (8enauer: ffir 
den m-ten Sehritt ein- und dieselbe) nieht in der vorliegenden Beweisfigur 
aufgetretene Variable ersetzt, und zwar beim ersten Scbritt dureh eine For- 
melnvariable, bei allen anderen Schritten dureh Termvariablen. Quantoren, 
in deren Bereieh keine zugehSrige Quantable mehr auftritt,  m6gen jeweils 
samt ihrem Index gestrichen werden. Im Anschlug an diesen Schrit~ werde 
der Beweis zerspalten. 

Satz 5. Ein Beweis geht dureh Verjiingung in einen zerspaltenen Beweis 
fiir die niimliche Endformel fiber. 

Nachweis. 1. Wenn ein Zeichen ge/~ndert wird, so aueh jedes mit ihm ver- 
bundene Zeiehen, und zwar in ein gleichgestaltetes Zeichen. Wenn weiter bei 
einem Sehritt der Verjfingung ein Zeiehen ~ in Fortfall ger~t, so stand es im 
Argumentenbereieh eines zu i~ndernden oder fortfallenden Zeiehens ~). Jedes 
mit ~ engverbundene Zeiehen (~ steht nach Satz 3 im Bereiehe eines mit  
engverbundenen Zeiehens. $ ger/~t also ebenfalls in Fortfalh 

2. Daraus ersieht man zun/~ehst unmittelbar: Ein Axiom und ebenso ein 
Quantorschlu[] oder ein Implikationssehlufl geht dutch Verjfingung in ein 
Axiom bzw. in einen gleiehartigen SehluB oder - -  im Fal]e eines Quantor- 
sehlusses, dessen s/~mtliehe Hauptvariablen von der Verjfingung betroffen 
werden -- in ein Paar gleieher Formeln fiber; im letzteren Falle darf eine 
der beiden Formeln aus der Beweisfigur gestriehen werden. 

3. Ebenso ersieht man, dab man sieh bezfiglieh der ~nderung einer Term- 
einsetzung auf die Betraehtung der verbleibenden Hauptvariablen und Ein- 
satzterme besehr/~nken kann. Der (~bergang 

~/[~, ~, .] 
~ / [ a ,  a , . ]  

sei yon der Verjiingung nieht so betroffen, dab eine der beiden angeffihrten 
Hauptvariablen ~ in Fortfall geriete; dann ger/~t aueh yon den beiden a keines 
ganz in Fortfall (und umgekehrt). Ein Verjfingungssehritt, der eines der beiden 

ab~aadert, ist nieht der erste. Da also vor Ausffihrung eines solehen Ver- 
jiingungsschritts der Beweis gemiCfl der Verjfingungsvorsehrfft zerspalten 
~-arde, sind die beiden ~ miteinander verbunden -- mithin naeh R 3 ebenso 
je zwei 81eiehgelegene Zeiehen der beiden angeffihrten Einsatzterme a. Daher 
kann der l~bergang nu t  in eine Termeinsetzung der Art 

~/[~*, ~*, • ] 

~/[a*, a * ,  • ] 
ge~ndert sein. 

4. Die je~tesmalige Zerspaltung/¢ndert an der Verjiingtheit erster bis M-ter 
Stufe offenbar niehts, da sie keine Chaxakterzeichen berfihrt. 

8at~ 6. Zu ]edem Charakterzeiehen eines verjiingten Beweises gibt es ein 
mit ihm Verbundenes und ihm gleiehes Zeiehen in der Endformel. 

Diea folgt unmlttelbar aus der Verjfmgungsvorsehrift und Sa$z 5. 
7. In einem verjfingten Be~veis gilt mR ~ ~= $ aneh ~ X $.  
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Ffir Termvariablen und Quantablen ist dies eine Folge der begleitenden 
Zerspaltung. Zwei Charakterzeichen ~ = (~ sind nach Satz 6 mit  gleiehge- 
stalteten Zeichen der Endformel verbunden, die lhrerseits nach R 4 miteinander 
verbunden sind. 

Sortierung. 
In einer einsortigen Pr~dikatentheorie sei die (bei Zugrundelegung yon n 

gegebenen Soften) sortenrechte Formel 5 dutch einen verjiingten Beweis IT" 
ohnc Benutzung yon Sortenaxiomen hergeleitet. 

5 soil also die ,,Sortierungsbed!ngungen" 2~ 1--3 (yon S. 195)erfiillen, d. b. 
E 1. Jedes Termzeichen yon ~ ist in eindeutiger Weise sortiert. 
E 2 .  Mit a : = b ( ~ )  ist a ~ b .  
E 3. Mit a ~ b hinter gleichen Charakterzeichen (C 5) ist a ~ b. 
Dic Zeichen der Beweisfigur/1 m6gen nun so sor~iert (d. h. auf  die n 

gegebenen Sorten vert~i!t) werden: 
E 4. a~ t~ ,  wenn a--~b zu ~ , ~ ,  we ~ X ~ ,  
Satz 8. Die Bedingung 2~ ] ist fiir die gesamte Beweisfigur T' erfiillt, d. h. 

die Sortierung der Termzeichen y o n / '  ist vollsti~ndig und eindeutig, 
Nachweis der Vollstgndigkeit. Zu jedem Termzeichen a (~ / ' )  gibt es ein 

Charakterzeichen ~), hinter dem a eine Argumentstelle ausfiillt. Naeh Satz 6 
gibt es ein Charakterzeichen ~ ~ ~ mit  ~ × ~ und ~ --: ~. Es gibt dann aueh 
ein Zeichen b E 5 m i t a  ~ b zu ~), ~. Nach E I und E 4 ist nun a sortiert. 

Nachweis der Eindeutigkeit. a sei auf  solche Weise zweifaeh sortierbar. 
Es gibt dann b l, b,  E 5, so dab a ~ bl, a ~ b, gem~B E 4 unter anderem auf 
Grund yon a ~ b 1, a--:-b2 hinter verbundenen Zeichen. Wegen der Transi.  
t ivit~t der Beziehungen ,,=--" und ,, × "  ist I~ L =-- b2 hinter verbundenen Zeiehen, 
also nach E 3: bl ~ b2. 

Satz9.  Mit a × b ( E / ~ )  ist a ~ b .  
iVachweis durch Indukt ion nach dem Rang yon a X b. 
Es gibt das Zeichen c derart, dal3 c × b elementarverbunden gem~B einer 

der Vorschriften R 1 bis R 4 und entweder a mit  c iibereinstimmend (beim 
Range 1) oder a × c yon kleinerem Range (bei einem Range ~ 1), also a ~ c 
nach Induktionsvoraussetzung. Es bleibt zu zeigen: c ~ b. 

1. S¢i ¢ × b elementar gem~B R 1 oder R 2. Wenn c eine Argumentstetle 
yon ~, be ine  solche yon ~ ausfiillt, so ist dann ¢ := b hinter ~,  ~, und ~ × ~, 
also nach E 4 :  c ~ b .  

2. Sei c × b elementar gem~B R 3, d. h. c und b sind in solchen Einsatz- 
termen der Unterformel einer Termeinsetzung gleiehgelegen, welehe unter zwei 
Hauptvariablen p × q der Oberformel eingesetzt sind. Dabei ist p × q yon 
kleinerem Rang, also naeh Induktionsvoraussetzung p ~ q. 

Falls ¢, b nieht die Anfangszeichen der betreffenden Einsatzterme sind, so 
gibt es in diesen Einsatztermen die Zeiehen ~, ~ m i t c  --  b hinter ~, ~. Da mit 
p × q  nach I¢3 a u c h r × ~ i s t ,  gilt c ~ b  naeh E4 .  

Wenn aber c, b die Anfangszeiehen der Einsatzterme sind, so gibt es in der 
Oberformel die Charakterzeichen ~, ~ und in der Unterformel die Charakter- 
zeiehen ~ ,  ff~ derart,  dab erstens ~ × ~J~ und ~ X ~ e lementar  gem~B R 2 
und zweitens p ~ c hinter ~, ~ und q ~ b hinter ~, ~ .  Naeh E 4 ist also 
C ~ p  und q ~ D .  Diesf i ihr t  mit  p ~ q  a u f c ~ b ,  
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3. S e i c x b  gem/iB R4,  d.h. c = b  i n~ .  Dannist  c ~ b  gem/~B E2. 
Satz 10. Die Bedingung 27 2 ist fiir die gesamte Beweisfigur/' erfiillt, d. h. 

mit a = b ( E / ' )  ist a ~ b .  
Dies ist eine Folge der SEtze 7 und 9. 
Satz 11. Die Bedingung 2:3 ist fiir die gesamte Beweisfigur F erfiillt, d. h. 

m i t a  ~- b (~ F) hinter gleichen Charakterzeichen ~, R ist a ~ b. 
Nachweis. Es gibt, wie im Nachweis der Vollst~indigkeit gezeigt wurde, 

die Zeichen ~i, b, ~, R E g derart, dab ~ X ~ und ~ ~-~ ,  ~ × -~  
und R - ~ ,  weiter a ~ i i  hinter ~ , ~  und b ~ b  hinter R , ~ ;  also auch 

~l~hinter  ~0,~E~. M i t , ~ = ~ i s t  ~ = ~ .  GemgB E3  ist ~i~b;  gem~B 
E 4  ist ct ~ii ,  b~IS. 

(Eingegangen am 5. August 1950.) 


