
S u r  u n e  g d n d r a l i s a t i o n  d u  g r o u p e  o r t h o g o n a l  ~ q u a t r e  v a r i a b l e s  

Par J ~ N  DIXUDON~ g Nancy 

1. On sait que les groupes orthogonaux ~ quatre variables sur un corps com- 
mutatif quelconcue K ont une structure tout ~ fair distincte de celle des groupes 
orthogonaux ~ n variables, pour n > 9, et n 4= 4 ([2], p. 18--26). On peut rattacher 
ce ph~nomSne all fair que le groupe lin~aire ~ 4 variables qui, clans l'espace vec- 
toriel K 4, laisse invariant le c6ne d'~quation ~1 ~ , -  ~, ~a ~ 0, est quotient par un 
groupe ab~lien du produit de deux groupes lin~aires GL~(K) (loc. cir.), l~ous nous 
proposons de montrer clans ee qui suit que ce r~sultat est un cas particulier d'un 
th~orSme qui caract~rise toute une famille de ~oupes lin~aires, le groupe orthogonal 
pr~cit~ apparaissant en quelque sorte comme l'intersection de cette famille et de 
la famille des groupes orthogonaux ~ n variables. 

De fa~on precise, soit n > /1  un entier quelconque, et consid~rons, clans l'espace 
vectoriel K" ,  que nous identifierons ~ l'ensemble des matrices carries d'ordre n, 
X ~ (x,~), ~ ~l~ments dans K, le c6ne X. d'~quation det(X) -- 0; so i t / ' ,  le groupe 
de toutes les transformations lin~aires ~ n 2 variables [sous-groupe de GL.,(K)] 
qui laissent invariant Z.. Nous nous proposons de montrer que / ' .  est identique 
au groupe des transformations de la forme 

X - +  P X Q  (1) 
ou de ]a forme 

x P . ' X . Q  (2) 

off P e t  Q sont deux matrices inversibles quelconques d'0rdre n, et off tX d6signe 
la matrice transTos~e de X. 

2. Comme pour le eas classique n = 2, notre d6monstration reposera, dans le 
cas g6n6ral, sur l'6tude des sous-es~x~ces vectoriels de dimension maximale contenus 
darts le c6ne ~.. On aperr aussit6t dans X. des sous-espaces veetoriels de di- 
mension n~--n, savoir l'ensemble des matrices ayant une ligne (ou une colonne) 
nulle. Plus g6n6ralement, cbnsid6rons l'ensemble M. des matrices earr6es d'ordre n 
sur K comme l'anneau des endomorphismes de l'espaee vectoriel E = K ~. ll est 
bien connu que, dans 3I., un ideal maximal ~ gauche Iest  form6 des endomorphis- 
rues u de E qui s'annulent dans un sous-espace donn6 h 1 dimension de E, et un 
ideal maximal ~ droite ~ est form6 des endomorphismes u tels que u(E) soit contenu 
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dans  un hyperplan dodn6 de E (voir par exemple [1], p. 6,1 65); il est clair qu'fl 
existe une matrice carr6e inversible P telle que IP soit form6 des matrices ayant 
leur premi6re colonne nulle, et une matrice carr6e inversible Q telle que Q r soit 
form6 des matrices ayant leur premi6re ligne nulle. 

Th6or~me 1. ~ Tout s o u s - e s ~ e  vectoriel contenu dana ~ a une dimension au 

plus ~gale h n ~  n, et les seuls sous-esraces de dimension n 2 - - n  sont lee id~aux 
maxirnaux (~ gauche et h droite) de M , .  

Nous d~duirods le th. 1 d'un th6or~me plus precis: 

Th6or~me 2. - -  Toute vari~td Iin~aire contenuc dana S,, a une dimension au plus 
dgale ~ n ~ - - n  ; en outre, sau/ dana le ca~ o4 n = 2 et o4 K eat un corps ~ 2 dldments, 
lea seules varidt~s lindairee de dimension n 2 -  n contenuee dans S ,  aont lea id~aux 
max imaux  de M , .  

Soit X o + V ude vari6t6 lin~aire contenue dans S, ,  V ~tant le sous-espaee 
veetoriel parall~le ~ cette vari~t~ lin~aire. D6signons par E o. (1 ~ i ,  ]<~n)  la 
matriee dont l e  seul ~l~medt non nul est dans la i-dine ligne et la ~'-~me colodne 
e t e s t  ~gal s 1; les Eq forment la base canonique de l'espace M~ = K"' ;  soit n 2 - - m  

la dimension de V; d'apr~s le th~or~me d'~ehadge, il existe un ensemble J de m 
couples (i, ?') tels que les Eii correspondant ~ ees couples formedt la base d'un sous- 
espace W suppl~mentaire de V; on peut en out-re supposer prise dans V une base 
de n Z - - m  matrices Ahk correspondant aux couples (h, k) non dans J ,  et 
relies que Ahk se projette sur E~k parall~lement ~ W; en d'autres termes 
A ~  = g ~  + S ~ ,  o.Eq. Les matrices X appartenant ~ X o + V peuvent done ~tre 

g,J) ~ ] 
caract~ris~es de la fagon suivante: ce sont les matrices X = (xo.), o~t les x~ cor- 
respodda'nt aux couples (h, k) non dana J sont arbitraires dans K, et o5 les xr cor- 
respondant aux couples (i, ] ) ~ J  sont des fonctions lin6aires non homog~nes des 
z~, soit xi) = S ~ ,  i]x~ + rio" 

h,k 

a) Montrons d'abord, par r6currence sur n, que l'on de peut avoir m < n; la 
proposition est 6vidente pour n = 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que 
J air m < n 616merits; il existe alors une ligne de X ne contenadt aueun des 
x,.j [(i, i ) ~  J].  Par une permutation des lignes et des colonnes [qui reviedt 
effectuer sur les 61*ments de S ,  Ude transformation (1)], on peut supposer que 
c'est la premiere ligne de X et que darts la premiere colonne de X il y a all moins 
un x e d'iddices (i, ] ) ~ J .  Faisons alors x n = 1, x~ = 0 pour k > 1; il vient 
detX = detX',  off X '  est la matrice carrie d'ordre n - -  1 obtenue en supprimant la 
premiere ligne et la premiere colonne de X. Par hypoth~se, on aurait detX'  = 0 
quand on donne aux x~ d'indiees (h: k) non clans Y e t  > 1 des valeurs arbitraires; 
or ceci est contraire ~ l'hypoth~se de r~currence, puisqu'il y a au plus m -  1 des 
couples (i, ]) ~ J tels que i > 1 et ] > 1. 
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b) Pour ~tablir la seconde pattie du th. 2, supposons d'abord que K air au 
moins 3 ~l~ments. Pour n -~ 2,. les identit~s 

----=0 ----0 
--~- b' y + c' y zt' x --~ fl' y --~- ~' 

ne sont possibles que si 6 ~- c ~ a' ---- c' -~ 0 e t a  ~ b' dans la premiere identitY, 
et f l ~ , = a ' - - - - ~ ' = O ,  ~ f l ' ~ l ,  ou ~ , = f l ' - ~ ' - ~ O ,  a ' f l = l  clans la 
seconde (eomme on le voit en faisant successivement x = 0 et y----0); fl est im- 
m~diat de voir clue dans les deux cas, on d~finit de la sorte un ideal maximal de M~. 
Proe~dons alors par r~currenee sur n > / 3 ;  J ayant n ~l~ments, fl peut se faire d'abord 
qu'il y air exaetement un ~l~ment de J dans chaque ligne et dans ehaque colonne; 
pax une transformation (1) sur 2 , ,  on peut supposer que Jso i t  identique aux couples 
d'indices (/, i) de la diagonale prineipale. I1 peut alors se produire a priori plu- 
sieurs cas: 

1) fl existe un couple (h, k) off h ~ k et un indice i tels que a~k, ~. ~ 0; on peut 
alors exprimer x~  en fonetion lin~aire (non homog~ne) de x;~ et des autres ~l~- 
ments x h,~ (~' ~_ k'); les matrices de X o -[- F o n t  alors leurs ~l~ments arbitraires 
pour les couples d'indices distincts de ceux d'une partie J '  de n ~l~ments qui cette 
lois n'a pas d'~l~ment dans la ligne (ou la colonne) d'indice i; nous sommes alors 
ramen~s au cas qui sera examin~ plus loin; 

2) tous les  a~k,;, sont nuls; donnons alors aux Xhk des valeurs nulles, saul pour 
1 .Q<h . ~ n  - - 1 ,  k ~- h + 1, et h - -  n, k ---- 1; l'~quation de tX -~ 0 s'~crit 

x.~ x~  x ~ . .  x._~..  + (--1) "-~ r  �9 = 0 

qu i  visiblement ne peut ~tre une identitd par rapport aux x~ q u i y  figurent. 

Nous sommes ramen~s ainsi au cas off une ligne (ou une colonne) ne contient 
aucun ~l~ment de J ;  supposons par exemple que ce soit la premiere colonne; en 
outre, on peut toujours supposer que la premiere ligne eontient au moins un ~l~- 
ment de J .  Faisons alors x n = 1, x~ = 0 pour 2<~h<~n; l'~quation detX---- 0 
devient det Y~--~ 0, off Y est la matrice d'ordre n ~ ' l  obtenue en supprimant 
dans X la premiSre ligne et la premiere colonne, et Y~ la matrice obtenue en dormant 
dans Y aux x~ les valeurs pr~c~dentes. D'aprSs a), la matriee Y~ ne peut contenir 
plus de ( n - - l )  ~ - -  ( n - - l )  termes arbitraires, ee qui montre d'abord que la premiSre 
ligne de X contient exactement un seul ~l~ment de J (cela s'applique naturellement 

routes les lignes de X, par un raisonnement analogue fait ~ paxtir d'une ligne quel- 
conque, en remarquant que si une ligne n.e eontenait aucun ~l~ment de J ,  une autre 
ligne en contiendrait deux a u  moins). Appliquons maintenant l'hypothSse de 
r~currence ~ Y~, qui contient exactement (n - -1 )  * - -  (n - -1 )  termes arbitraires, 
dont les autres termes sont fonetions lin~aires: on volt alors qu'il existe une matrice 
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inversible P1 d'ordre n - -  1 telle que les matrices Y1PI soient les matrices ayant 
leur premiere colonne nulle, ou que les matrices PIY~ soient les matrices ayant 
leur premiere ligne nulle. Examinons d'abord la premiere hypoth~se, et soit P la 

matrice (~ o ) ;  fl est clair que les ~l~ments de YP1 se d~duisent chacun de l'~l~ment 

correspondant de YlP1 par addition d'une fonction lin~aire 'des xhl ( 1 Q h ~ n ) .  
Par suite, dans X" = X P  les ~]~ments x~l ( l ~ h . ~ < n )  et x'hk(2<~h<~n ~ 
3 ~ $ ~ n )  sont arbitraires; les x'h2(2<~h<~n) sont fonctions lin~aires des 
x~l ( l ~ h ~ n ) ;  enfin, parmi les n - -  1 ~l~ments x'l~ (2 Q/~ ~ n ) ,  n - -  2 sont arbi- 
traires, et le dernier, soit x~,, est fonction lin~aire de tousles  ~l~ments arbitraires 
de X', x~, ---- 1 ?kk X~,k + ~1,. Remarquons d'abord qu'on a n~cessairement ?hk - -  0 

h,k 

pour h >/ 2; sans quoi, dans X', les ~l~ments de la premiere ligne et les ~l~ments 
d'une colonne au moins seraient tous" arbitraires, ce qu'on a vu plus haut ~tre im- 
possible. En second lieu, montrons qu'on ne peut avoir r > 2; raisons en effet 
x'~ = 1, x~k ---- 0 dans X' pour /~ 4= 2 et/r ~= r, et soit 2 la valeur que prend alors 
x~; retranchant dans X' la 2 e colonne multipli~e par )l de la r-~me colonne, la 
relation detX'  ~-- 0 devient detZ ---- 0, off Z est une matrice d'ordre n - -  1 dont 
tousles ~l~ments sont arbitraires, ce clui est absurde. On a done r ---- 2; Si on avait 
y~ ~= 0 pour un s > 2 dans l'expression de %~, on en d~duirait que dans la premiere 
ligne de X' tous les ~l~ments ~ l'exception de x'~, sont arbitraires, ce qu'on vient 
de voir impossible. On a donc x~----7~ Xll + 0~.; d'autre part, toutes les lignes 
dans X' jouent alors le mSme r61e, donc, pour h >/ 2, on a x'~,~ =-?~ x'~x + ~,~. 
Ceci pos~, donnons aux x' off k >/ 3 la valeur 0 saul pour x~ 1 (3 ~< k ~ n)" .~k ~ , 
il vient la relation x'l~ (?~ x~ + 0~) - -  x~ (?n xi~ + 0~) ~-- 0 qui dolt ~tre u n e  

. ~ identit~ en Xl~ et x2~, faisant successivement xl~----0 et x2~ ~-0,  on volt que 
ce n'est possible que si ~ ---- ~ -~ 0 et 721 ---- 71~ (on observera que ce raisonne- 
ment est valable mSme si K a seulement deux ~l~ments). 

Le mSme raisonnement peut 8tre fait pour tout couple de lignes et prouve que 
tous les  ~2 sont nuls, tous les 7~1 ~gaux ~ un mSme ~l~ment # (ind~pendant des x~). 
Retranchant alors de la 2 ~ colonne la premiere multipli~e par tt [ce qui revient 
faire sur X' une transformation (1)], on obtient l'ensemble de routes les matrices 
ayant leur seconde colonne nulle. 

Si au eontraire les matrices P~' Y~ ~taient les matrices ayant leur premiSre ligne 
nulle, les matrices X' - -  P X auraient leur premiSre colonne arbitraire ainsi que 
leurs lignes d'indiee ~ 2, et nous avons vu plus haut que c'est impossible. 

Reste enfin s examiner le cas off K n'a que 2 ~l~ments; le c a sn  ---- 2 est alors 
exceptionnel, car on a identiquement en "x et y 

Yx y +10. - - 0 .  

Archly der Matheraaiik, Bd. I, Hef~ 4. 20 
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~Ials, si le th. 2 est vrai pour n = 3, fl l'est aussi pour n > 3, la r~currence pouvant 
proc~der comme ci-dessus, ainsi qu'on l 'a remarqu~. Tout revient done ~ traiter 
le cas n----3. On commence pa r  ~]~miner comme ci-dessus le cas off route ligne 
et toute colonne contiendrait exactement un ~l~ment de J ;  on peut done se ramener 
soit au cas oh J est form~ des indices de la premiere colonne (h, 1 ) ( 1 ~ < h ~ 3 ) ,  
soit au cas off il est form~ des indices (1, 2), (2, 1) et (3, 1): on volt en effet comme 
pr~c~demment qu'il n'est pus possible clue tous les  ~l~ments d'une ligne et d'une 
colonne de X soient arbitraires. Cette m~me remarque montre clue, duns le premier 
cas, la fonction lin~aire ~ laquelle est ~gale xkl est n~cessairement de la forme 
a ~ x h ~ + c % a x ~ a - l - f l ~ ( l ~ h ~ 3 ) ;  en retranchant de la premiere colonne des 
multiples des deux autres, on peut done supposer que x n ----/91 soit ind~pendant 
des x~k; mais alors, en faisant xl~ = x~z = 0, xaa ---- 1, la relation detX ---- 0 devient 

- -  = o 

ce qui ne peut ~tre une identit~ en xl~ et %~ que si ~1 ---- ~2 ----/33 = 0 eomme on 
le volt en faisant successivement x12 = 0 et x~ = l .  De la m~me mani~re, on 
prouve que tousles  ~h2, ~ z  et flh sont nuls, d'ofi la proposition duns ce cas. 

Si on est duns le second cas, la m~me remarque montre d'abord qu'on a n~- 
cessairement x~----~ xll + fl xla + ~ ,  et en retranchant de la-deuxi~me colonne 
un multiple convenable dela  troisi~me colonne , on peut toujours supposer qu.e ~ ---- 0; 
alors, si a ~= 0, on se ram~ne aussit6t au premier cas. Supposons done que xl~ ---- Z 
soit ind~pendant des x~;  toujours d'apr~s la m~me remarque, on doit avoir 
x ~ a = a x  ~ -{-bx~ -~cx~  ~-dxaa -~-e; si on fair xl~ = x~a= 0, x ~ = l ,  la re- 
lation detX = 0 devient xl~ x ~ - - r ( b  x~ + d  + e) :-- O, qui ne peut pas ~tre 
une identit~ en x n e t  x~; le second cas consid~r~ est done impossible, et la d~- 
monstration du th. 2 est achev~e. 

Pour d~montrer eompl~tement le th. 1, il reste ~ consid~rer le cas oh n----2 
et K a deux ~l~ments, o5 la v~rifieation est immediate. 

3. Nous allons d~duire le r~sultat annone~ au n ~ 1 du th~or~me plus g~n~ral 
suivant: 

Th~ori~mo ~. -- Toute trans/ormatio~ semi-lin~alr~ biunivoque de K"" en lui- 
m~me, qui laisse invariant Z., a n4cessairement l'~ane des/ormes 

X --> P X  ~ Q (3) 

(4) 
o4 Pe t  Q sont deux matrices inversibles d'ordre n, eta un automorphisme du corps K. 

En effet, soit ~ une application semiilindaire de K "  sur lui-m~me, laissant in- 
variant Z,.  D'apr~s le th. 2, ~ transforme un iddal maximal ~ gauche ou ~ droite 
de M, en un iddal maximal ~ gauche ou ~ droite; en outre, ~ transforme deux iddaux 
maximaux de m~me esp~ce en deux iddaux maximaux de m~me esp~ce, ear l'inter- 
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section de deux id~aux ~ gauche maximaux distincts est un sous-espace vectoriel 
de dimension n 2 -  2 n, tandis que rintersection d'un ideal ~ droite maximal et 
d'un ideal ~ gauche maximal est un sous-espace vectoriel de dimension ( n -  1) 2. 
En remplacant au besoin ~o(X) par t~o(X), on peut done supposer que ~o transforme 
les id~aux maximaux ~ gauche (resp. ~ droite) en id~aux maximaux ~ gauche (resp. 

droite). Or ([1], p. 65--66) les id~aux maximaux ~ gauche correspondent biuni- 
voquement aux sous-espaces ~ une dimension (droites) de E : K"; et si trois droites 
1), D', D" sont dans un m~me plan (sous-espace ~ 2 dimensions), les id~aux maxi- 
maux correspondants ont une intersection de dimension n~- -2  n, et r~ciproque- 
ment. La donn~e de ~ d~termine donc une application biunivoque ~1 de l'espace 
projectif ~ n -  1 dimensions P(E) sur lui-m~me, qui transforme 3 points en hgne 
droite en 3 points en ligne droite. D'apr~s le th~or~me fondamental de la g~om~trie 
projective;([2], p. 9), ~1 provient, par passage k l'espace projectif, d'une trans- 
formation semi-lin~aire v de E s in  >~ 3. De m~me, les id~aux maximaux ~ droite 
correspondent biunivoquement aux hyperplans (sous-espaces de dimension n m 1) 
de E, ou encore aux droites de l'espace E* dual de E; ~o d~termine done une seconde 
application ~o 2 de P (E) sur lui-m~me, provenant encore d'une transformation semi- 
lin~aire u de E. Soient a e t  v les automorphismes de K auxquels correspondent u 
et v, et soient A et B les matrices de u et v respectivement; il r~sulte alors de la 
d~finition de u et v que la transformation semi-1/n~aire 

x = 

laisse invariant tout ideal maximal (~ gauche ou ~ droite) de M~, et par suite aussi 
tout iddaI, puisqu'un ideal est toujours intersection d'id6aux maximaux dans M~. 
En partieulier, l'ensemble des matrices ~E;i, intersection d'un ideal minimal 
droite et d'un ideal minimal ~ gauche, est transformg en lui-m~me par ~o', d'o~t 
q~'(Eo. ) -~ /~]E o. pour tout couple (i, 1). ]~Iais pour j ~=/r rensemble des matrices 
2(E o. ~ E,~) est aussi intersection d'un ideal minimal ~ droite e t d'un ideal minimal 

gauche; le m~me raisonnement montre donc que/~q -----/~;~, et on prouve de m~me 
que/~,). ----/~] pour h 4= i, si bien que finalement, tousles/~,~ sont ~gaux ~ un m~me 
~l~ment # ~ K, et on a ~'(X) = /~  X ~ pour tout X ~ M , ,  ~ ~tant l'automorphisme 
de K qui correspond ~ l'application semi-lin~aire ~o'. 

Le th~or~me 3 est ainsi compl~tement d~montr~ pour n >~ 3. Pour n = 2, 
il est d~montr~ dans [2], p. 19~20, et par suite fl est vrai dans tousles eas. 
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