Sur une généralisation du groupe orthogonal a quatre variables

Par Jean Dievponng & Nancy

1. On sait que les groupes orthogonaux & quatre variables sur un corps com-
mutatif quelconqgue K ont une structure tout a fait distincte de celle des groupes
orthogonaux i » variables, pour n > 2 et n == 4 ([2], p. 18—26). On peut rattacher
ce phénomeéne au fait que le groupe linéaire 4 4 variables qui, dans I'espace vee-
toriel K4, laisse invariant le cone d'équation &; £, — &, & = 0, est quotient par un
groupe abélien du produit de deux groupes linéaires GLy(K) (loc. cit.). Nous nous
proposons de montrer dans ce qui suit que ce résultat est un cas particulier d'un
théoréme qui caractérise toute une famille de groupes linéaires, le groupe orthogonal
précité apparaissant en quelque sorte comme lintersection de cette famille et de
la famille des groupes orthogonaux & » variables.

De fagon précise, soit » > 1 un entier quelconque, et considérons, dans I'espace
vectoriel K™, que nous identifierons & I'ensemble des matrices carrées d’ordre m,
X = (z,), & éléments dans K, le cone X, d’équation det(X) = 0; soit I', le groupe
de toutes les transformations linéaires & n2 variables [sous-groupe de GL,.(K)]
qui laissent invariant Z,. Nous nous proposons de montrer que I', est identique
au groupe des transformations de la forme

X->PXQ 1)
ou de la forme
X—>P.'X.Q @)
olt P et @ sont deux matrices inversibles quelconques d’ordre =, et ol ‘X désigne
la matrice transposée de X.

2. Comme pour le cas classique » = 2, notre démonstration reposera, dans le
cas général, sur 'étude des sous-espaces vectoriels de dimension mazimale contenus
dans le cone X,. On apercoit aussitot dans X, des sous-espaces vectoriels de di-
mension n2 —n, savoir ensemble des matrices ayant une ligne (ou une colonne)
nulle. Plus généralement, considérons I'ensemble M, des matrices carrées d’ordre n
sur K comme I'anneau des endomorphismes de Pespace vectoriel £ = K. 1I est
bien connu que, dans M, un idéal maximal & gouche | est formé des endomorphis-
mes » de B qui s’annulent dans un sous-espace donné & 1 dimension de E, et un
tdéal mazimal & droite t est formé des endomorphismes » tels que u(E) soit contenu
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"dans un hyperplan donné de Z (voir par exemple [1], p. 64—65); il est clair qu’il
existe une matrice carrée inversible P telle que LP soit formé des matrices ayant
leur premiére colonne nulle, et une matrice carrée inversible @ telle que @ ¢ soit
formé des matrices ayant leur premiére ligne nulle.

Théoréme 1. — Tout sous-espace vectoriel contenu dans X, a une dimension au
plus égale & n2—n, et les seuls sous-espaces de dimension n? —n sont les idéauz
mazimaux (& gauche et & droste) de M.

Nous déduirons le th. 1 d'un théoréme plus précis:

Théoréme 2. — Toute variéié linéaire contenue dans X, & une dimension aw plus
égale & n®—n; en outre, sauf dans le cas ot n = 2 et o K est un corps & 2 éléments,
les seules variétés linéaires de dimension n®—n contenues dans I, sont les idéauz
maximaux de M,

Soit X, -V une variété linéaire contenue dans £,, V étant le sous-espace
vectoriel paralléle & cette variété linéaire. Désignons par E; (1<14,j<n) la
matrice dont le seul élément non nul est dans la 7-éme ligne et la j-8me colonne
et est égal & 1; les E; forment la base canonique de espace M, = K™*; soit n2 —m
la dimension de V; d’aprés le théoréme d’échange, il existe un ensemble J de m
couples (7, 7) tels que les E,; correspondant 3 ces couples forment la base d'un sous-
espace W supplémentaire de V; on peut en outre supposer prise dans V une base
de n®—m matrices 4,, correspondant aux couples (h, k) non dans J, et
telles que A4,, se projette sur E,, paralldlement & W; en d’autres termes

A= By + X oy, B Les matrices X appartenant & X, 4 ¥ peuvent done étre
e

caractérisées de la fagon suivante: ce sont les matrices X = (z,)), ol les =, cor-

respondant aux couples (h, k) non dans J sont arbitraires dans K, et on les z; cor-

respondant aux couples (7, /) & J sont des fonctions linéaires non homogénes des
Ty SOIL X=X oy o, - B
Ak

a) Montrons d’abord, par récurrence sur =, que 'on ne peut avoir m < n; la
proposition est évidente pour » = 1. Raisonnons par I'absurde et supposons que
J ait m <n éléments; il existe alors une ligne de X ne contenant aucun des
%, [(4,j) & J]. Par une permutation des lignes et des colonnes [qui revient a
effectuer sur les éléments de £, une transformation (1)], on peut supposer que
c¢’est la.premiére ligne de X et que dans la premiére colonne de X il y a au moins
un z; d’indices (7, j) &J. Faisons alors @y, =1, =y, =0 pour k¥ > 1; il vient
det X = det X', ot X’ est la matrice carrée d’ordre » — 1 obtenue en supprimant la
‘premiére ligne et la premiére colonne de X. Par hypothése, on aurait detX’ =0
quand on donne aux x,, d'indices (k, £) non dans J et > 1 des valeurs arbitraires;
or ceci est contraire & ’hypothése de récurrence, puisqu’il y a au plus m — 1 des
couples (7,7) &J tels que s >1 et § > 1.
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b) Pour établir la seconde partie du th. 2, supposons d’abord que K ait au
moins 3 éléments. Pour » = 2, les identités

ez +bytc = ax+By+y @

I

<
Il
<

e’z +b'y +¢ y ' Y @z +py+y

ne sont possibles que si b =c=10a'=¢ =0 et a = b’ dans la premiére identité,
et f=y=a' =9 =0, af=1 ou a=y=f§ =9 =0, ’f=1 dans la
seconde (comme on le voit en faisant successivement x =0 et y = 0); il est im-
médiat de voir que dans les deux cas, on définit de la sorte un idéal maximal de M,.
Procédons alors par récurrence sur » > 3; J ayant » éléments, il peut se faire d’abord
quil y ait exactement un élément de J dans chaque ligne et dans chaque colonne;
par une transformation (1) sur Z,, on peut supposer que Jsoit identique aux couples
d’indices (1) de la diagonale principale. Il peut alers se produire a priori plu-
sieurs cas:

1) il existe un couple (5, k) ol % == k et un indice ¢ tels que a,, ; == 0; on peut
alors exprimer z;; en fonction linéaire (non homogéne) de z; et des autres €l¢-
ments z,, (W' == %'); les matrices de Xy + ¥V ont alors leurs éléments arbitraires
pour les couples d’indices distincts de ceux d’une partie J' de » éléments qui cette
fois n’'a pas d’élément dans la ligne (ou la colonne) d'indice ¢; nous sommes alors
ramenés au cas qui sera eXaminé plus loin;

2) tous les a,, ;; sont nuls; donnons alors aux des valeurs nulles, sauf pour
1<h<n—1, k=h 41, et h=n, k= 1; léquation detX--O s'éerit

3 Typ Toge v ZTpeg,n + (—1)" 7 PurBog- - Brn =0
‘qui visiblement ne peut &tre une identité par rapport aux =, quiy figurent.

Nous sommes ramenés ainsi au cas ol une ligne (ou une colonne) ne contient

- gucun élément de J; supposons par exemple que ce soit la premiére colonne; en
outre, on peut toujours supposer que la premiére ligne contient au moins un élé-
ment de J. Faisons alors x,; =1, 2;,; = 0 pour 2 <h <n; Péquation detX =0
devient detY,; =0, ol Y est la matrice d’ordre n—1 obtenue en supprimant
dans X la premiére ligne et la premiére colonne, et ¥, la matrice obtenue en donnant
dans Y aux x;, les valeurs précédentes. D’aprés a), la matrice ¥, ne peut contenir
plus de (n—1)% — (n—1) termes arbitraires, ce qui montre d’abord que la premiére
ligne de X contient exactement un seul élément de J (cela s’applique naturellement
A toutes les lignes de X, par un raisonnement analogue fait & partir d'une ligne quel-
congue, en remarquant que si une ligne ne contenait aucun élément de J, une autre
ligne en contiendrait deux au moins). Appliquons maintenant 'hypothése de
récurrence & Y,, qui contient exactement (n—1)%— (n—1) termes arbitraires,
dont les autres termes sont fonctions linéaires: on voit alors qu'il existe une matrice
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inversible P; d’ordre » — 1 telle que les matrices Y, P, soient les matrices ayant
leur premiére colonne nulle, ou que les matrices P,Y, soient les matrices ayant
leur premiére ligne nulle. Examinons d’abord la premiére hypothése, et soit P la

ma.trice ‘> il est clair que les éléments de Y P; se déduisent chacun de 1'élément

cor:responda.nt de Y,P, par addition d'une fonction linéaire des z; (1 <h<n).
Par suite, dans X' =XP les éléments xj; (1 <k <n) et z, Q<h<n,
3<k<n) sont arbitraires; les z), 2 <h<m) sont fonctions linéaires des
zy (1 <h <n); enfin, parmi les » — 1 éléments z;, (2 <k <n), n — 2 sont arbi-
traires, et le dernier, soit #;,, est fonction linéaire de tous les éléments arbitraires
de X', z1, = 2 y,,k xy, -+ 61,. Remarquons d’abord qu’on a nécessairement y,, = 0

pour 2 > 2; sans quoi, dans X', les éléments de la prem.lere ligne et les éléments
d’une colonne aul moins seraient fous arbitraires, ce qu'on a vu plus haut &tre im-
possible. En second lieu, montrons qu’on ne peut avoir » > 2; faisons en effet

zjy==1, 2}, = 0 dans X’ pour k == 2 et & = r, et soit A la valeur que prend alors
z,,; retranchant dans X' la 2° colonne multipliée par A de la r-éme colonne, la
relation detX’ = 0 devient detZ =0, oit Z est une matrice d’ordre n—1 dont
tous les éléments sont arbitraires, ce qui est absurde. On a done r = 2; si on avait
1. == 0 pour un s > 2 dans I'expression de «;,, on en déduirait que dans la premiére
ligne de X’ tous les éléments & 'exception de =], sont arbitraires, ce qu’on vient
de voir impossible. On a donc zj, = yy; 27, + 8y; d’autre part, toutes les lignes
dans X' jouent alors le méme réle, done, pour %> 2, on a @y =y, % + 4s-
Ceci posé, donnons aux zj, ou k> 3 la valeur 0 sauf pour z;,, =1 B <k <n);
il vient la relation (g @4 + Ges) — Tay (Y11 @4y + 012) = 0 qui doit &tre une
identité en =z}, et =z, ; faisant successivement z;, = 0 et x5, =0, on voit que
ce n'est possible que si yy = &1 = 0 et yy, = ;4 (00 oObservera que ce raisonne-
ment est valable méme si K a seulement deux éléments).

Le méme raisonnement peut étre fait pour tout couple de lignes et prouve que
tous les 8,, sont nuls, tous les y,, égaux 4 un méme élément u (indépendant des 27,).
Retranchant alors de la 2° colonne la premiére multipliée par x4 [ce qui revient 3
faire sur X’ une transformation (1)}, on obtient I'ensemble de toutes les matrices
ayant leur seconde colonne nulle.

Si au contraire les matrices P;Y, étaient les matrices ayant leur premiére ligne
nulle, les matrices X’ = P X auraient leur premiére colonne arbitraire ainsi que
leurs lignes d’indice > 2, et nous avons vu plus haut que c’est impossible.

Reste enfin & examiner le cas ol K n’a que 2 éléments; le cas n» = 2 est alors
exceptionnel, car on a identiquement en 'z et y

lz y+1
1 =0.
! Y 1
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Mais, si le th. 2 est vrai pour » = 3, il I'est aussi pour n > 3, la récurrence pouvant
procéder comme ci-dessus, ainsi qu’on I'a remarqué. Tout revient donc & traiter
le cas » = 3. On commence par éliminer comme ci-dessus le cas ol toute ligne
et toute colonne contiendrait exactement un élément de J; on peut done se ramener
soit au cas odt J est formé des indices de la premiére colonne (%,1) (1 <A <3),
soit au cas ol il est formé des indices (1, 2), (2, 1) et (3, 1): on voit en effet comme
précédemment qu’il n’est pas possible que tous les éléments d’une ligne et d’une
colonne de X soient arbitraires. Cette méme remarque montre que, dans le premier
cas, la fonction linéaire 3 laquelle est égale z,, est nécessairement de la forme
Qo Tip + 3 T4 + B, (L <hX3); en retranchant de la premiére colonne des
multiples des deux autres, on peut donc supposer que z;; = f, soit indépendant
des z;,; mais alors, en faisant Ty = Tpg = 0, 233 =1, la relation detX = 0 devient

By Taz — @1z (ctay Zpp 1+ B2) = 0
ce qui ne peut étre une identité en x, et 7y, que si fy = apy = f, = 0 comme on
le voit en faisant successivement x;, =0 et 2, =1. De la méme maniére, on
prouve que tous les o, o3 €t B, sont nuls, d’olt la proposition dans ce cas.

Si on est dans le second cas, la méme -remarque montre d’abord qu’on a né-
cessairement 2, = « &3, + f %33 + ¥, et en retranchant de la deuxiéme colonne
un multiple convenable de la troisiéme colonne, on peut toujours supposer que § = 0;
alors, si « &= 0, on se raméne aussitdt au premier cas. Supposons donc que z;, =y
soit indépendant des w;;; toujours d’aprés la méme remarque, on doit avoir
Ty =0 Xyg + D Tyy € Tyg +d x5 +¢; si on fait Xy =1ay3=0, z3=1, la re-
lation detX =0 devient ;, %p—y(b %y +d +-¢) =0, qui ne peut pas étre
une identité en xy; et x,,; le second cas considéré est donc impossible, et la dé-
monstration du th. 2 est achevée.

Pour démontrer complétement le th. 1, il reste & considérer le cas ol n =2
et K a deux éléments, ou la vérification est immédiate.

3. Nous allons déduire le résultat ahnoncé an n°1 du théoréme plus général
suivant:

Théoréme 3. — Toute transformation semi-linéaire biunivoque de K™ en lui-
méme, qui laisse invariant X, a nécessairement l'une des formes

X—->PX°Q 3)

X—+>P-'X°.Q 4)

ot P et @ sont deux matrices inversibles d’ordre m, et ¢ un automorphisme du corps K,

En effet, soit  une application semi-linéaire de K™ sur lui-méme, laissant in-
variant ¥,. D’aprés le th. 2, ¢ transforme un idéal maximal & gauche ou & droite
de M, en un idéal maximal & gauche ou & droite; en outre, ¢ transforme deux idéaux
maximaux de méme espéce en deux idéaux maximaux de méme espéce, car l'inter-
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section de deux idéaux 3 gauche maximaux distinets est un sous-espace vectoriel
de dimension n%— 2n, tandis que I'intersection d'un idéal & droite maximal et
d’un idéal & gauche maximal est un sous-espace vectoriel de dimension (n — 1)2,
En remplacant au besoin ¢(X) par ‘p(X), on peut donc supposer que g transforme
les idéaux maximaux & gauche (resp. & droite) en idéaux maximaux & gauche (resp.
& droite). Or ([1], p. 65—66) les idéaux maximaux & gauche correspondent biuni-
voquement aux sous-espaces & une dimension (droites) de £ = K”; et si trois droites
D, D’, D” sont dans un méme plan (sous-espace & 2 dimensions), les idéaux maxi-
maux correspendants out une intersection de dimension n2—2n, et réciproque-
ment. La donnée de ¢ détermine donc une application biunivoque y, de l'espace
projectif & » — 1 dimensions P (%) sur lui-méme, qui transiorme 3 points en ligne
droite en 3 points en ligne droite. D’aprés le théoréme fondamental de la géométrie
projective "([2], p.9), v, provient, par passage & espace projectif, d'une trans-
formation semi-linéaire v de B si » > 3. De méme, les idéaux maximaux 3 droite
correspondent biunivoquement aux hyperplans (sous-espaces de dimension » — 1)
de E, ou encore aux droites de I'espace E* dual de E; p détermine donc une seconde
application y, de P(E) sur lui-méme, provenant encore d’une transformation semi-
linéaire » de £. Soient o et v les automorphismes de K auxquels correspondent »
et v, et soient 4 et B les matrices de » et v respectivement; il résulte alors de la
définition de » et v que la transformation semi-lindaire

X > A p(X) ' B” = ¢/(X)

laisse vnvariant tout idéal maximal (& gauche ou & droite) de M, et par suite aussi
tout idéal, puisqu'un idéal est toujours intersection d’idéaux maximaux dans M,.

En particulier, I'’ensemble des matrices 1B, intersection d’un idéal minimal &
droite et d'un idéal minimal & gauche, est transformé en lui-méme par ¢’, d’'ott
¢’ (E;) = u; By pour tout couple (7, 7). Mais pour j = %, I'ensemble des matrices
AE; +Ey) est aussi intersection d’un idéal minimal & droite et d’un idéal minimal
a gauche; le méme raisonnement montre done que p; = p,, et on prouve de méme
que p; = u,; pour k& == 4, si bien que finalement, tous les u,; sont égaux 4 un méme
élément u & K, et on a ¢’ (X) = u X° pour tout X & M, o étant automorphisme

de K qui correspond & lapplication semi-linéaire ¢'.

Le théoréme 3 est ainsi complétement démontré pour = > 3. Pour » =2,
il est démontré dans [2], p. 19—20, et par suite il est vrai dans tous les cas.
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