
S u r  le t h d o r 6 m e  d e  ZORN 

par N~coLis BOURBiKI ~ Naneago 

On sait que le th~or~me de Zoa~ remplace avantageusement le th6or~me de 
ZERMELo dans la plupart des raisonnements faisant intervenir l'dnduction trans- 
finie>); les deux th~or~mes sont d'ailleurs ~quivalents (et ~quivalents tous deux h 
l'axiome de choix). A la demande de plusieurs lecteurs de mes Eldments de Mathd- 

matiquel), je vais montrer rapidement comment ces deux th~or~mes peuvent se 
ddduire de l'axiome de choix et d'un th6or~me g6n6ral sur les ensembles ordonn~s 
qui, lui, ne fait pas intervenir cet axiome et dont la d~monstration reproduit l'essen- 
tiel de la d~monstration donn~e par ZEaMELO de son th~or~me. 

Th6or~me 1. Soient E un ensemble ordonn~ , a un dldment de E, / une application 

de E dans E telle que, pour tout x ~ E, on a i r / ( x )  ~ x. Soit ~ lyngemble des parties 

X de E ayant les propridt~s suivantes: 

1 ~ a ~ X ;  

2 ~ la relation x ~ X ent'ra~ne/(x) ~ X ; 

3 ~ si une partie non vide Y de X admet une borne sup~rieure dans E, cette borne 

sup~rieure appartient ~ X .  

L'ensemble ~ n'est pas vide, l'intersection A des ensembles X ~ ~ appartient h ~,  

et pour tout couple du x, y de A,  on a y ~ x ou y > i / ( x )  (ce qui entralne que 
A est totalement ordonn~). 

I1 est imm~diat que ~ n'est pas vide, car l'ensemble des ~16ments de E qui sont 
a appartient ~ ~;  on v6rifie aussit6t d'autre part que A ~ .  D~signons par B 

la pattie de A fortune des 61~ments x ~ A  qui poss~dent la propri~t~ suivante: 

(P): Zes relations y ~ A et y ~ x entragnent y = x ou / ( y )  ~ x. 

L'ensemble B n'est pas vide, car on a ~videmment a ~ B. Nous allons d'abord 
d4montrer que si z ~ B e t  y ~ A, on a la propri4t4 suivante : 

(Q) < ou 

En effet, soit x un 61~ment quelconque de B, et soit C la pattie de A fortune des 
616ments y pour lesquels la propri6t~ (Q) est vraie; nous allons montrer que l'on 
a C ~ ;  comme C ~ A, il r~sultera de la d~finition de A que C = A. Or: 

~) Paris (Hermann et Cie), 1939--1950 (dans la collection ,,Actualitds scientifiques et indu- 
strieHes"). 
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1~ C o m m e a ~ < x ,  o n a a C C .  

2 ~ S i y  G U e t  y >1/(x), on u / ( y )  >/ y > / l (x ) ,  done / (y )  ~ C par d~finition; 
duns le cas contraire, on a y ~< x; d'apr~s (P), on en d~duit que y--= x (et alors 
/(y) ----/(x)), ou q u e / ( y )  ~< x; on voit done que dans tous les cas ](y) ~ C. 

3 ~ Soit Y une partie de C ayant  une borne sup~rieure b dans E;  on a b ~ A 
puisque A ~ .  Si, pour tout  Y G  Y, on a y ~< x, on en d~duit b ~ x; si au con- 
traire, il existe au moins un y ~ Y tel que y > / / ( x ) ,  on a b > / / ( x ) ;  duns tous les 
eas, on a done b C C. 

Nous avons ainsi v~rifi~ que C C ~, done que C ---- A, et par suite lu propri~t~ 
(Q) est v~rifi~e pour x C B e t  y ~ A. N0us allons maintenant prouver que B = A, 
d'o~ r~sultera le th~or~me; comme B C A, il nous suffira encore de montrer que 
B ~ .  Or: 

1 ~ Nous avons d~j~ vu que a ~ B. 

2 ~ S i x  C B, et si y ~ A est tel que y < / ( x ) ,  on a y ~< x, d'aprgs la propri~t~ 
(Q); d'apr~s (P), on a done y = x ou ](y) ~< x; duns les deux cas, on en d~duit 
/(y) ~</(x), car on a x ~</(x). On voit done que duns tousles  cas / (x )  ~ B. 

3 ~ Soit Y une partie de B ayant  une borne sup~rieure b duns E, qui appart ient  
n~eessairement ~ A. Soit y ~ A tel que y < b; on ne peut avoir y ~ x, ni a for- 
tiori y >1/(x) >1 x pour tout x ~ ]7, ear on en d~duirait y ~ b eontrairement 
l 'hypoth~se; d'apr~s (Q), il existe done au moins un x C Y tel que y < x, et il 
r~sulte alors de (P) q u e / ( y )  ~<x ~<b; on a done bien b ~ B ,  ee qui ach~ve de 
prouver que B ~ ~ ;  le tMor~me est ainsi d~montr~. On notera que la d~monstration 
prouve que a e s t  le plus petit dIdment de A. 

Corollaire 1. Si A admet une borne supdrieure b dans E, on a b ~ A e t  ](b) -= b; 
rdciproquement, s'il existe un dI~ment b ~ A tel que /(b) -= b, best le plus grand dldment 
de A. 

En effet, si be s t  borne sup6rieure de ~A duns E, on a b ~ A d'apr~s la d~finition 
de ~ ;  b e s t  done le plus grand ~l~ment de A; comme /(b) C A  e t / ( b )  >1 b, on a 
n~eessairement /(b) = b. 

Inversement, si b C A est tel que /(b) -= b, soit X la partie de A fortune des 
~16ments x ~< b; nous allons voir que X ~ ~, d'o/t r~sultera que X = A, et par suite 
que b est le plus grand ~16ment de A. Or: 

1 ~ On u gvidemment a ~ X. 

2 ~ Si x ~ X ,  on a x ~<b; s i x  ~--b,/(x) = / ( b )  = b  appurtient s  si au con- 
traire x < b, on a / ( x )  ~< b (th. 1), done duns tous les  ca s / (x )  ~ X. 

3 ~ Si Y est une partie de X admet tant  une borne supgrieure c dans E, on a 
e ~ A, et c ~< b par d~finition de X, ce qui ach_gve la d~monstration. 

On volt done que si x ~ A  n'est  pas le plus grand ~l~ment de A, on a x < / ( x ) ;  
en outre, il n 'existe aucun 616ment y ~ A tel que x < y < / ( x ) .  

28* 
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Corollaire 2. L~ensemble A est bien ordonn~. 

Soit B une pattie non vide quelconque de A, et C Fensemble des minorants de 
B dans A ;  pour voir que B admet un plus pefft 61~ment, il suffit de prouver que 
C admet une borne sup~rieure e dans E. En effet, c appartient alors ~ A, done 
C par d6finition; tout revient, ~ montrer que c ~ B. Dans le cas contraire, eomme 
B n'est pas vide, cne  serait pas le plus grand ~l~ment de A, done on aurait c < / ( e ) ,  

et x ~ / ( c )  pour tout x ~ B, ce qui contredit la d~finition de c. 

Montrons done que C admet une borne sup~rieure; nous allons voir que dans 
le cas contraire, on aurait C = A, ee qui contredit l'hypoth~se que B n'est pas vide. 
I1 suffit, comme toujours, de montrer que, dans les hypotheses faites, on a C ~ ~. 
Or: 

1 ~ 0n  a a ~ C par d~finition. 

2 ~ Si x ~  C, on ne peut avoir x ~  B par hypoth~se; pour tout y ~  B on a 
done x < y, ee qui entrahle (th. l ) / (x )  ~ y, et par suite on a / ( x )  ~ C. 

3 ~ Si Y est une pattie de C admettant  une borne supSrieure d~ns E, eette borne 
appartient h A, done, comme elle est majorde par tous  les 515ments de B, c'est un 
~l~ment de C. 

L~hypoth~se entrainerait done C : A, conclusion absurde; par suite le eorollaire 
est dSmontrS. 

I1 est facile maintenant de d~montrer le th~or~me de Zoa~: 

Th~or~me 2. Soit E un ensemble ordonnd inducti/ (c'est-h-dire tel que toute 
pattie totalement ordonnde de E admette darts E une borne sup~rieure); iI existe alors 

dans E un ~lgment maximal. 

En vertu de l'axiome de 5hoix, il existe une application / de E dans E telle que 
/ (x )  = x s i x  est maximal, / ( x ) >  x si x n'est pas maximal. Soit A l'ensemble 
d~fini h partir  d'un ~l~ment a ~ E et de / suivant le proc~d4 du th. 1; eomme A est 
totalement ordonn~ (th. 1), A admet dans E une borne sup~rieure b par hypotb~se; 
il r~sulte alors du cor. 1 du th. 1 que b ~ A e t / ( b )  ~ b, c'est-h-dire que best  maximal. 

En r~alit~, on peut affaiblir l'hypoth~se du th. 2, et d~montrer que: 

Th~or~me 3. S i  E est un ensemble ordonnd tel que route pattie bien ordonnde de 

E soit ma]or~e dans E, alors il existe dans E un dlgment maximal.  

D~signons par !~ rensemble des parties B de E qui sont bien ordonn~es, et con- 
sid~rons darts l'ensemble ~ la relation (~X est us  segment ~) de Y,); il est imm~diat 
clue c'est une relation d'ordre, que nous noterons X ~ :Y. En outre, muni de cette 

~) Rappe]ons que si E est un ensemble bien ordonn~, un segment S de E est une partie de E 
te]]e que les relagons x ~ S, y ~< x ent~alnent y ~ S, On montre ais~ment que les segments de 
K sont E ]ui-m~me, et, pour tout a ~ K, Fensemb]e des x ~ E te]s que x ~ a. 
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relatiorr, ~ est inducti/: tout revient ~ prouver que, si (B=) est un ensemble totale- 
ment ordonn6 d'616ments de ~ ,  la r6union B des B~ appartient h ~ ,  autrement 
dit est bien ordonn6e: or, si Z e s t  une partie non vide de B, Z C'~ B= n'est pas vide 
pour un a au moins, done a un plus petit 61~ment darts B~, et on volt aussitSt que 
c'est aussi le plus petit 616ment de Z dans B. 

L'ensemble ~ 6tant inductif, admet un 616ment maximal Xo; en vertu de l'hypo- 
th~se, X o admet dans E un majorant b. On a b ~ X o ;  sans quoi, l'ensemble 
X~ ~ X o L)(b} serait bien ordonn~ et X o serait uu segment de X 1 distinct de X~, 
contrairement h la d~finition de X o. L'~l~ment best  done le plus grand dl~ment de 
Xo; un raisonnement analogue montre que best  maximal duns E. 

Nous n'insisterons pas sur la far de d~duire directement le th~or~me de ZER- 
MELO du th. 1, puisque c'est en fait le raisonnement m~me de ZERMELO que nous 
r4p~tcrions; rappelons simplcment qu'on applique te th. 1 h i'ensemble des parties 
~(E)  d'un ensemble quelcouque E, muni de la relation d~inclusion; par l'axiome du 
choix, pour toute partie X ~ E  telle que X ~= E, on d6finit uu ~l~ment g(X) de 
E tel que.g(X) ~l X; puis, pour tout X ~ E, on pose/(Z)  : X t._) {g(Z)) si X =4= E 
et f(E) ~ E. I1 suffit alors d'appliquer h la fonction / et ~ l'~l~ment a ~gal ~ la partie 
vide de E le th. 1; l'ensemble A qu'on obtient ainsi admet, comme il est facile de 
le voir, E pour plus grand ~l~ment, et l'ensemble des ~l~ments de A distiucts de E 
est en correspondance biunivoque avec E, d'ofL le th4or~me de ZERSIELO. 

I1 me semble plus instructif de d~duire directement le th~or~me de ZERMELO du 
tb~orSme de Zone. Consid~rons l'ensemble ~ des structures d'ordre sur les parties 
de E (ensemble qui est en correspondance biunivoque avec une certaine partie de 

(E x E)), et soit ~ l'ensemble de ces structures d'ordre qui sont des structures 
d'ensemble bien ordonn~. Pour toute structure s ~ ~,  soit A~ la partie de E off 
est d~finie s; d~finissons duns !3 une relation d'ordre s ~< s', ~quivalente "~ <~A~ ~ A/ ,  
la structure induite par s 'sur A~ est identique s s, et A~ est un segment A / p o u r  la 
structure v')>. On voit ais~ment, par le m~me raisonnement que dans le th. 3, que 
~,  ainsi ordonn~, est inducti/; soit s o uu ~l~ment maximal de !3. Tout revient 
prouver que l'ensemble A~, est ~gal h E; or, dans le cas contraire, on d~finit aussi- 
tSt sur l'ensemble compos~ de A~, et d'un ~l~ment n'appartenant pas ~ A~~ une 
structure d'ensemble bien ordonn6 s~ telle que s~ > So, ce qui ach~ve la d~mon- 
stration. 

(Eingegangen am 15. 11. 1949) 


