
Periodica Mathematica Hungarica Vol. i (2), (1971), pp. 113--119. 

U B E R  D I E  N E W T O N S C H E  Z A H L  R E G U L A R E R  V I E L E C K E  

von 

K. BOROCZKY (Budapest) 

w 1. Einleitung 

Wir betrachten auf der Sphere, in der euklidischen Ebene oder in der 
hyperbolischen Ebene eine Anordnung yon kongruenten disjunkten konvexen 
beschr/inkten offenen Punktmengen, kurz eine Packung vdn Scheiben. Zwei 
Scheiben, die einen gemeinsamen Randpunkt haben, werden Nachbarr~ ge- 
nannt. Die Newtonsche Zahl  [1] einer Scheibe wird als die Maximalzahl ihrer 
Nachbarn definiert, die in verschiedenen Packungen auftreten kSnnen. 
Besitzt in einer Scheibenpackung jede Scheibe genau soviel Nachbarn wie 
ihre Newtonsche Zahl, so sprechen wir yon einer Maximalpackung.  In dem- 
selben Sinne sprechen wir yon einem Maximalmosaik  oder auch yon einer 
Maximalpflasterung. 

L. FnJ~s T6TH sprach die Vermutung aus, dal] jedes regeim&l]ige 
sph/trische oder euklidische Mosaik 

{p,q}, 1 ~- 1 > 1 
- -  - -  - - ,  p , q > 2  
p q 2 

ein Maximalmosaik ist. Er bemerkte ferner, dab unter den hyperbolischen 
Mosaiken 

{p,q} ,  __1 4 1 <  1 , p , q > 2  
p q 2 

nicht alle Maximalmosaike sind, und stellte die Frage ob die Zahl der regu- 
1/iren hyperbolischen Maximalmosaike endlich oder unendlich ist. 

In w beweisen wit die Richtigkeit der obigen Vermutung ftir die eukli- 
dischen und in w f tit die sph/trischen Mosaike. In w besch/iftigen wir uns 
mit den hyperbolischen Mosaiken ohne die obige Frage endgtil$ig beantworten 
zu kOnnen. 

Die Tatsache, dab die Newt onsche Zahl eines euklidischen Quadrats 
8 und fo!glich {4, 4} ein Maximalmosaik ist, war schon friiher bekann~ [2]. 
Weitere Resultate, die sich auf die Newtonsche Zahlen gewisser Seheiben 
beziehen, finden sich in [3] und [4]. 

Im folgenden bezeichnen wir eine Punktmenge und ihr Mall mit dem- 
selben Symbc' 
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w 2. E u k l i d i s c h e  V i e l e e k e  

In der euklidischen Ebene hat  F~.a~s T6TI-I die obige Vermutung auf  
folgende Weise erggnz~: Die Newtonsche Zahl eines regulgren n-Eeks betr/ig~ 
ftir n ---- 3 :12 ,  ftir n ---- 4 8 und fiir n ~ 5 6. Wir best/~tigen hier diese Ver- 
mutung ftir n # 5. Die Bestimmung der Newtonschen Zahl eines regulgren 
Ftinfecks scheint ein recht schwieriges Problem zu sein, dab bisher noch 
nicht gelSst wurde. 

n = 3  

Wir betrachten das Mosaik {3, 6} mit der Seitenl~nge 2. Eine FI/iche 
F,  zusammen mit den 12 Naehbarn yon F bilden ein Sechseck. Der innere 
Parallelbereieh dieses Sechseeks im Abstand ]/72 ist ein gleiehwinkliges 
Se~hseek SI dessen Rand R aus je drei Streeken der Lgnge 1 und 3 besteht.  
Es sei /~' ein mit /~ kongruentes Dreieek, das mit F einen gemeinsamen 
l~andpunkt abet  keinen gemeinsamen inneren Punkt~ hat. Wit  ordnen zu /~' 
einen zusammenhgngenden Teilbogen t yon R zu. Ist F '  N R zusammenhgn- 
gend, so sei t = ~v' AR.  Ist  F ' N  B nicht zusammenhs so besteht 
R --  F '  N R aus zwei zusammenh//ngenden Bogen. Is~ b der ktirzere Bogen, 
so sei t = F '  N R + b. Est  ist Mar, dab kein Punkt  yon b im Inneren eines 
z u / ~  kongruenten Dreiecks liege, das weder mit F noeh mit F '  einen gemein- 
samen inneren Punkt ,  aber mit F einen gemeinsamen Randpunkt  besitzt. 
])eshalb geniigt es zu ze]gen, dab  t ~ 1 ist. Wir unierscheiden versehiedene 
F/ille. 

1. 2F N F '  besteht aus einer Streeke. 
F '  enth/~lt eine Teilstreeke yon R der Lgnge 1 (Fig. 1). 
2. F N F '  ist eine Ecke yon F ' .  
2a. F '  n R besteht aus einer Strecke oder aus zwei disjunkten Streeken. 
Offensiehtlieh ist die L~inge einer Strecke ~ 1 (Fig. 2). 

R 

! 

F~g. J 

F ,  

�9 ! 

~ .  2 
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2b. F ' f ) R  ist ein (aus zwei Strecken bestehendes) Streckenzug. 
2bl.  F N F '  ist eine Ecke yon F .  
Die L/~nge yon F ' r ) R  ist offenbar 1. 
2b2 . /~  f3 F'  ist keine Eeke yon F .  
Yerschieben wir F '  so, dab je eine Ecke yon F '  und F zusammenf/~Ilt 

und  die in 2"  liegende Ecke yon _R in F '  bleibt, dann nimmt die Lgnge yon 
F'  ~ R ab. Dadureh haben wir den Fall 2b2 auf  den  Fall 2bl  zurtickgeffihrt 
(Fig. 3). 

3. F A F '  ist eine Ecke yon F .  
Diese Ecke E sei ein innerer Punkt  der Seite A B  des Dreiecks t5"' = ABC.  

M sei der Mittelpunkt  der Seite AB.  
3a. Die Seite A B  hat einen Punkt  P mit R gemeinsam. 
Wir kSnnen voraussetzen, dab P a u f  der Streeke E B  liegt. Verschieben 

wir F '  urn den Vektor A/~, so nimmt t offensiehtlich ab und wir gelangen zu 
dem Fall 261 oder 2a (Fig. 4). 

\ 

Fig. 3 

C 

Fig. 4 

8 

3b. Die Seite A B  hat  keinen Punkt  m i t  R gemeinsam. 
3bl.  F' f ]  R ist eine Streeke. 
Wir kSnnen voraussetzen, dab M auf der Strecke B E  liegt, w i r  ver- 

sehieben F'  in der Riehtung B A  bis AC eine Eeke D yon R enth/~lt. Dadurch 
nimmt F ' f l  R ab. Es sei GED ein zu F homothetisches Dreieek. Wir be- 
t raehten ein dem DreieekGED umbesehriebenes zu F'  homothetisehes Dreieek: 
Da dieses Dreieck kleiner ist als F ' ,  enth/ilt F'  in der versehobenen Lage die 
8treeke DG (Fig. 5). 

3b2. F ' N  R ist ein Streekenzug. 

Wit  verschieben F '  zu A B  parallel so, dab die L/~nge des genannten 
Streekenzuges nieht zunimmt, bis entweder der Fall 3bl  eintritt  oder M mit 

2* 
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E zus~mmenfs In dem letzten Fall enth~lt F '  eine Eeke D yon R,  sowie 
je zwei  Streeken der L/inge 1/2 yon den von D ausgehenden Seiten von R 
(Fig. 6). 

Fig. 5 

C 

F-' 

Fig. 6 

n z 4  

Es sei q ein Quadrat  der Seitenl/inge 1, Q ein mit g konzentrisches homothe- 
tisches Quadrat der Seitenls 2, R der Rand yon Q und g' ein mit q kon- 
gruentes Quadr~t, das mit g einen gemeinsamen Randpunkt  aber keinen ge- 
meinsamen inneren Punkt  hat. Wir behaupten, dab q' A/~ stets eine Streeke 
oder einen Streckenzug der L~nge 1 enth~lt. 

Der Beweis geschiet durch s Fallunterscheidungen wie beim 
Dreieck. Die Einzelheiten, die im allgemeinen einfacher sind als bei dem 
Dreieek, ]assen wir dem Leser fiber. 

n ~ 6  

W i r  setzen voraus, dab ein regul~res Sechseck S der Seitenl~nge 1 7 
kongruente Naehbarn S 1 . . . . .  S v hat. Wir zeigen, daI~ dies unm0glich ist. 

Die Mittelpunkte O ! . . . . .  O~ yon $1 . . . . .  S T liegen in einem Ring, der 
d u r c h  die R~nder der ~ul]eren Paralielbereiche yon S im Abstand ]/~/2 und 

1 begrenzt ist. ~Vir fallen .vom Milbtelpunkt O yon S Lore auf  die Seiten yon S. 
Diese Geraden zerlegen den R ing  in 6 kongruente Teile. Dann enth~lt einer 
dieser Teile T von 01 . . . .  ,07 mindestens zwei Punkte,  etwa 01 und 02. 

Wir betrachten eine solche Lage yon 01 und 02 d ~  sowohl 01 wie 
O 2 auf  dem ~ulteren<( Rand yon T liegt und aul~erdem 001 ~ 1 + ~5~.~ 
und 010 ~ : ~ 3  ausf/~llt. Setzen w i r  in dieser L~ge 002 ~ u ~ 1,8726 . . . .  
so haben wir in jeder Lage yon 01 und 02 O01 ~ u, 00~ ~ u. Hieraus fotgt, 

da~ 

<~ 01002 ~ 2 ~rc sin ]/3 ~ 55 ~ 5'. 
- -  2U 
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Ferner  gilt wegen V3 ~ o o i  ~ 2 und  Oi0~+1 ~ V-3 (i = 2 . . . . .  7; 08 = 01) 

oiooi+ 1 ~ 2 arc s i n ~  > 51 ~ 19', 

was wegen 6. (51 ~ 19') + 55 ~ 5' ---- 362 ~ 5 9 ' : ~  360 ~ unm6glich ist. 

n > 6  

Es sei P ein regelmg~iges n-Eck mit  dem Mit te lpunkt  O, Umkreis-  
radius 1 und  Inkreisradius r n = cos ~/n. Sind 01 und  02 die 1Viittelpunkte 
yon zwei Naehbarn  yon  P,  so gilt offensichtlieh 

2 r n ~ O O  1 , 0 0 2 ~ 2 ,  0102~2rn .  

Deshalb erreicht <~ 01002 sein Minimum im Falle O01 = 002 = 2, 0102 
"> 2r n ~ 2r 7. Folglieh haben wir 

,~ 01002 ~ 2 arc sin r 7  > 53 ~ 
2 

Wegen 7 . 53 ~ ~ 360 ~ kann  also P hSchstens 6 Nachbarn  haben. 
Nun  ist uber die NeWtOnsche Zahl  einer beliebigen Scheibe mindestens 

6, wie es ~m Beispiel der dichtesten Gi t terpaekung kl~r ist. DeshMb ist die 
Newtonsche Zahl  eines reguliiren n-Ecks mit  n ~ 6 gleieh 6. 

w 3. Sph~irische Mosalke 

Wir zeigen hier, dab eine Fl~che f eine s regul~ren sph~rischen Mosaiks 
is keiner Paokung yon zu f kongruenten  Polygonen mehr Nachbarn  haben 
kann  als im regularen Fall.  

{2,q}; 2}, {3, 3} 

J e t z t  ist die Behaup tung  trivial, well die Nachbarn  einer Fl~che zusam- 
men mit  der  Fls selbs~ die Sphere ltickenlos iiberdecken. 

(3, 4} 
Der Durchmesser  einer Fls yon {3, 4} b e t r s  ~/2. Der ParMlel- 

bereieh einer FlSche im Abs tand  ~/2 wird durch die Flache und  die 6 benach- 
b a r r e n  F1/iehen vollst~ndig ausgefiiilt. 

{3, 5} 
Der Durchmesser  einer Fls von {3, 5} ist 

1 
a ~ 2 arc cos - -  ~ 63 ~ 26'. 

2 sin 36 ~ 
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Andererse i ts  be t r s  der  Inha l t  des Paral lelbereiches P einer Fl~ohe im 
Abs t a nd  a 

97e 
2~ ~- 3a sin a - - - - c o s a  ~ 27~ ~- 0,4418 ~ 11 . - - ,  

5 5 

so daI~ in P n ich t  11 kongruen te  E x e m p l a r e  einer Fls  P la tz  haben.  

{4, 3} 
Wir  setzen voraus,  dal] eine Fl~che yon  {4, 3} mi t  dem Mi t te lpunkt  

01, 5 kongruen te  N a c h b a r n  mit  den Mi t t e lpunk ten  O~ . . . . .  06 hat .  Offensicht- 
lich gilt  OiOj ~ ~/2, i, j ~- 1 . . . . .  6, i ~= j.  Bekann t l i ch  liegen dann  01, . : . ,  O 6 
in den Ec ke n  yon  einem Mosaik {3, 4}, so dab einer der  Pun]~te 02 . . . . .  06 
dem P u n k t  01 d iamet ra l  gegentiber liegt. Deshalb kann  das entsprechende 
Quadra t  die Fls  mi t  dem Mi t t e lpunk t  O 1 n icht  beri ihren,  

{5, 3} 
Es sei 0 d e r  Mi t te lpunkt ,  r der  Inkreisr~dius u n d  R der Umkreis radius  

einer ~l~che von  {5, 3}. Fe rne r  seien 01 und  O~ die Mi t t e lpunk te  yon  zwei 
kongruen ten  Nachba rn  dieser Fls  Aus 2r ~ 00~, 002 ~ 2R und  0102 ~ 2r 
folgt  leicht,  dal~ das Dreieck 00102 spitzwinklig ist. Deshalb erreieht  <): O1002 

sein Minimum im Faile  

etg 36 ~ 
001 ~ 00~ ~ 2R ~ 2 arc cos ~ -  ~ 74 ~ 45', 

1 
0102 --~ 2r -~ 2 are cos ~ 63 ~ 26'. 

2 sin 36 ~ 
Es  gilt  also 

<): 0100  ~ ~ 2 arc s i n -  
sin r 

sin 2R 
66 ~ 2' ~ 60 ~ 

so dab eine F lgche  h6ehstens  5 Nachba rn  haben kann.  

w 4. Hyperbolische Mosaike 

Wir  beweisen hier folgenden 

SATz. Ist q > 26 so ist {p, q} kein Maximalmosaik. 

BEWV, Is. Es sei F eine F1Kche yon  {p, q}. Wir  bezeichnen die Mittel- 
p u n k t e  yon  drei  konseku t iven  Sei ten yon  F mi t  M 1, M 2, M 3. Die Spiegelbilder 
yon  F beziiglich M 1, ~z ,  M3 seien F 1, _F 2, F 3. Wir  lassen yon  den p(q --  2) 
N a c h b a r n  y o n  2'  2 die ~l/ ichen F 1, F u n d  F s weg u n d  zeigen, dab im Winkel-  
bereich PtPzP3 vier  mi t  F kongruen te  p -E ck e  Pla tz  haben,  die Fz im P u n k t  
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/)2 beri ihren.  Die ,Tatsache,  d ~  diese vier  neuen p -Eek e  mi t  den gebliebenen 
p(q  - -  2) - -  3 Nachba rn  yon  F 2 keine gemeinsame P u n k t e  haben ,  l euchte t  ein. 

Setzen wir ~ P~P2Pa = 2~, so mfissen wir zeigen, dab ~ ~ 4~/q ist. 
Wir  haben 

COS - -  
t g ~ - -  p ~ 1 

Fg 7~ 
cos - -  2 c o s -  

q q 
Da die F u n k t i o n  

wegen 

1 
z(x) = arc tg 4 x,  0 ~__ x ~ ~/2  

2 COS 3~ 

z '  - -  2 s i n x  4 ~  - - 2 ~ 0  
4 cos x + 1 

nur  eine Nullstelle x o ~ 6 ~ 40' hat ,  und  z(0) > 0 ist, gilt ft ir  x < x o z(x) > 0 
D a  ferner  fiir q > 26 4u/q < Xo ist, haben wir 

~ - - - - ~ z  ~ 0 ,  
q 

womi t  unser  Satz bewiesen ist. 

Es  sei bemerk t ,  dab der obige Satz im Falls  p > 3 schon fiir kleinere 
Wer te  von q r icht ig  ist. Is t  z. B. p _> 16, so gilt der  Sutz ftir alle Wer te  yon 
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