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BEMERKUNGEN UBER DIE /-SEMIPRIMELEMENTE
DER NEGATIV GEORDNETEN v/-VERBANDE

Vo1

0. STEINFELD (Budapest)

§1.

Es sei L eine algebraische Struktur mit den folgenden Higenschaften:

(«) eine Operation f mit n (> 2) Variablen ist in I definiert;

(B) L ist ein vollstéindiger Verband beziiglich einer teilweisen Ordnung <,
und die Verbandsoperationen sind durch /\ und V bezeichnet;

(y) fist isoton in jeder Variablen und ganz L ist sein Monotoniebereich.

In der Arbeit [3] haben wir eine algebraische Struktur L mit den Eigen-
schaften (), (), (y) einen uf-Verband genannt. L wird hier immer einen
vf-Verband bezeichnen. :

Der vf-Verband L heiBt f-negativ geordnet, wenn fiir alle a,, . . ., a,€ L
die Bedingung

A

(1.1) flag, oo ay) < ~/<al. (@, €L i=1,2,...,n)
: i=1

gilt. :
Ein Xlement p eines f-negativ geordneten.sf-Verbandes L nennen wir
J-prim, wenn aus der Bedingung

f’(al, ...,ak)gf) (aly--'yal{E‘L)

jeweils a; < p fiir mindestens ein ¢ folgt, wo f” eine aus f durch Iteration gebil-
dete Operation von L ist. ) :

Das Element s des f-negativ geordneten vf-Verbandes L heift f-semiprim,
wenn aus f'(a, . .., a) < s (a € L) stets a <'s folgt, wo f” eine aus f durch Tte-
ration gebildete Operation von I bezeichnet.

In der Arbeit [3] haben wir einige Resultate iiber die f-Primelemente und
J-Semiprimelemente bewiesen. Das Ziel dieser Note ist, einen falschen. Satz!
meiner Arbeit [3] zu berichtigen und andere Bemerkungen iiber die f-Semi-
primelemente bekanntzumachen. ( '

! Noch im Jahre 1969 machte mich Herr Professor L. FucHs in einem Brief auf
ein einfaches Beispiel aufmerksam, welches zeigte, daB Satz 2.5 meiner Arbeit [3] ungiiltig
ist. Spéter im Jahre 1970 bekam ich von Herrn Dr. Klaus Kemver das Manuskript seiner
Arbeit [2], in dem er u.a. ein Gegenbeispiel beziiglich der Behauptung des Satzes 2.5 gab.
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§ 2.

Wir sagen, dafi der of-Verband L f-verbandsgeordnet (wf-verbands-
geordnet ) ist, wenn in L die endliche Distributivitétsregel

@1) flay, .., 2PV a®, e =fa,. . 2P )V ey, 2D, 2
' (die unendliche Distributivitz’itsregel
(2.1) fle,, .. y L Lw) =V fwy, ., dP )
A
giiltig ist.

Ist f eine bindre Operation, so bildet der of-Verband L ein Gruppoid
beziiglich der Operation f. Statt »f- negatlv geordnet«, »f-Primelement«, »f-Semi-
primelement« sagt man in diesem Falle »negativ geordnet¢, »Primelements,
»Semiprimelemente.

Ein Verbandsgruppoid {ein vollsiimdiges Verbandsgruppoid ) ist als ein
Gruppoid € definiert, das gleichzeitig ein Verband (ein vollstindiger Verband)
ist, und in dem die endlichen Distributivititsregeln

@V b)e=uac\ be, claVb)=caVech (abc€C)
(die unendlichen Distributivititsregeln

a(\/ b)) = \/ (ab,), (\/b)a ="/ (b,a) (a, b, €C))
7 ¥ 7 v
erfiillt sind.
Die f-verbandsgeordneten (gf-verbandsgeordneten) vf-Verbinde sind also
Verallgemeinerungen der bekannten Begriffe der Verbandsgruppoide (der voll-
standigen Verbandsgruppoide).

§ 3.

Ein Element % eines vollstandigen Verbandes V nennt man kom-
pakt, wenn jede Ungleichung & << \/ a; (a; € V) die Existenz einer endlichen

icd
Teilmenge A" C A mit k< \/ a;, impliziert. Der vollstindige Verband V
ren
heit algebraisch, wenn jedes Element von V als eine Vereinigung von kom-

pakten Elementen von V darstelibar ist.

Wir nennen einen uf-Verband L algebraisch, wenn L als vollstindiger
Verband algebraisch ist. Die Menge K aller kompakten Elementen von L ist
ein yf-Halbverband mit Nullelement O.
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Das folgende Ergebnis ist eine Verallgemeinerung des Satzes 42 der
Arbeit [2] und eine Berichtigung unseres Satzes 2.5 aus [3].

Savz 3.1. Es sei L ein f-negativ, f-verbandsgeordneter und algebraischer
of-Verband. Ein Element s von L ist dann und nur dann f-semiprim, wenn
s = N\ p. gilt, wo die p, alle f-Primelemente von L mit s < p, durchloufen.

Bewzrs. Gilt s = A p,, so ist s offenbar ein f-Semiprimelement von L.
Es sei das Element s(€ L) f-semiprim. Fiir den Durchschnitt v = A p.

der f-Primelemente p, mit s < p, besteht offenbar s <L u. Da L algebraisch

ist, 1iBt sich das Element « in der Form « = \/ k; darstellen, wo die %, (1 € A)
: ted
kompakte Elemente von L sind.

Im Widerspruch zu unserer Behauptung setzen wir voraus, dafl s < u
gilt. Dann existiert ein kompaktes Element &, (1 € 4) mit den Eigenschaften
ky < wund k;, £ s. (Wenn fur alle k; (2 € 4) die Ungleichungen k; < s giiltig
wiren, so wire die Voraussetzung s < « unméglich.) Aus den Voraussetzungen
bekommt man f (k,, . . ., k) < k, < wund f(ky, . . ., &) £ s.Da L algebraisch
ist, kann man das Element f (ky, . . . , k,) als eine Vereinigung von kompakten
Elementen darstellen. Unter diesen existiert mindestens ein k, (€ K) mit den
Eigenschaften &, < f(ky, ..., k) und b, £ s. Fiir das Element f(k,, . . ., &)
existiert ein kompaktes Element £y mit &y < f(k,, . .., k) und &3 £ 5. Man
kann diese Konstruktionsmethode der Elemente k,, k,, k; durch vollstindige
Induktion weiterfiihren. Die Menge @ = (k,, ky, k3, . . ., k;, . . .) hat die Eigen-
schaft®

(3-1) [0.5]NQ =9

Bezeichnet man mit [0, )k (z € L) den Durchschnitt [{0,2] N K, so durch-
laufen die [0, 2]k (x € L) alle Ideale des Halbverbandes K; ihre Menge bildet
einen zu L isomorphen, algebraischen Verband. (Siehe G. Grirtzer und
E.T. Scamint [1].) Da @ & K gilt, ist Bedingung (3.1) mit

3.2) [0, slk N@ =10, sINKNQ =90

dquivalent. Jetzt kann man das Zornsche Lemma anwenden®. So existiert
ein Element m in L, welches beziiglich der Eigenschaften s < m und [0, m] N

*In diesem Satz hat KEIMEL bewiesen, daB3 jedes Semiprimelement s eines negativ
geordneten, algebraischen Verbandsgruppoid ¥V der Durchschnitt aller Primelemente
P, von V mit s < p, ist.

3 Die Konstruktionsmethode der Menge ¢ stammt von Kmiver [2] fiir bindire

Operationen f.
) * Da die Menge X allor Intervalle [0, z] (x € V) eines vollstdndigen Verbandes ¥V
im allgemeinen kein induktives Hiillensystem bildet, ist das Zornsche Lemma unmittelbar
fiir X nicht anwendbar. Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl X dann und nur dann induktiv
ist, wenn jedes Element von V kompakt ist.
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N @ —= @ maximal ist. Wir zeigen, dall das Element m ein f-Primelement von
L sein mulf3.

Wenn m kein f-Primelement wire, so gébe es eine aus f durch Iteration
gebildete Operation f* mit den Eigenschaften

(3.3) f*apas .-, a) <m und a; £ m fir jedes j =1,2,...,7
Wegen der Definition des Elementes m und wegen s <m <m V a; (j =
=1,2,...,r) bekdime man daraus die Existenz der Elemente %, k;, . . . ky, €Q
mit

(3'4) ) k;,EQn[07m\/aj] (j:’1:2;~--57‘)'

(3.3) und (3.4) hatten die folgenden Ungleichungen
Trls koo k) <X N e m N ay, L, m N a) =

= f*¥m,m,...,m)\ ffa,m, ..., m)\/
(3.5) |

\ fEm, ag,m, ., m) N LN ey ag, m, L, m)

SNV g e o a) <m

zur Folge.

Nach der Definition der Menge @ bilden die Elemente von ¢ eine Kette
by >ky>ky > ... 2=k = k;py = .. . mit der Bigenschaft f (k;, k;, .. ., ki) >
> k; ;. Wenn i, die groBte Zahl unter den Indizes iy, 4, . . ., i, bezeichnet,
s0 besteht wegen der Isotonie der Operation f

(3.6) SEeys By - - )= f o ks oo ki)

Da f* eine aus f durch Iferation gebﬂdete Operation ist, mul} @ ein Element
k. mit der Eigenschaft

(8.7) by < f*ky, By oo oo k)

enthalten.
Wegen der Ungleichungen (3.5), (3.6) und (3.7) bestinde

by < [, - o k) SRy By oo B =m,

was unserer Voraussetzung @ N [0, m] = ¥ widerspriche. Damit ist bewiesen,

daB m ein f-Primelement mit den Bigenschaften s < m und (k; <) u < m ist.

Das ist aber wegen der Definition des Elementes u unmoghch folghch kann

unsere Voraussetzung s <« nicht bestehen. !
Damit ist der Beweis des Satzes 3.1 beendet.
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§ 4.

Zum Beweis des Satzes 3.4 und Korollars 3.5 unserer Arbeit [3]
beniitzten wir den Satz 2.5. Diese Ergebnisse werden richtig, wenn man die
gegebenen Voraussetzungen dadurch erginzt, daB L auch ein algebraischer
vf-Verband sein soll. ’

Bekanntlich bildet die Menge aller Ideale (aller Normalteiler) eines
assoziativen Ringes (einer Gruppe) einen algebraischen Verband beziiglich
des mengentheoretischen Enthaltenseins. So lassen sich die berichtigten Sétze
2.5 und 3.4 und das berichtigte Korollar 3.5 der Arbeit [3] fiir diese Spezial-
falle anwenden.

§ 5.

In der Arbeit [3] haben wir den Satz 2.5 auch zum Beweis des
Satzes 2.7 angewendet. Jetzt beweisen wir diesen.Satz ohne Anwendung des
Satzes 2.5 durch eine direkte Methode.

Der Vollstindigkeitshalber wiederholen wir die niitzlichen Begriffe und
Ergebnisse. '

Es sei L ein f-negativ geordneter vf-Verband. Dann ist das abgeschlossene
Intervall [0, a] = 4 fiir jedes Element « von L ein f-negativ geordneter »f-
Teilverband von L, also sind auch die f-Semiprimelemente von 4 definiert.

L bezeichne einen yf-Verband mit der folgenden Eigenschaft: fiir jedes
Elementepaar a, b von L und fiir jedes ¢ (i = 1, 2, . .., n) besitzt L ein Element

I
a : b derart, dafl

i

(5.1) w<a:be>fb,b, ... bxb, ..., b)<a.
Das Element a : b heifit i-ter f-Quotient, und L heiBt ein uf-Verband mit f-Quo-
tienten.

Sarz 5.1. (Vgl. Satz 2.7 von [3]). Es sei L ein f-negativ geordneter vf-Ver-
band mit f-Quotienten® wund sei [0, a]=A (a € L) ein Intervall in L. Ist s ein
1

[-Semiprimelement von A, so ist s:a ein f-Semiprimelement von L mit den
Eigenschaften

(5.2) (s:a) \Na=s,
(5.3) sita=8:a (t=2,3...,n).

5Im Satz 2.7 von (3] ist vorausgesetzt, daf L ein f-negativ und uf-verbands-
geordneter uf-Verband ist. Es ist leicht einzusehen, dal diese Bedingung die Existenz
der f-Quotienten in L impliziert. (S. Behauptung 2.6 aus [3].)
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, i
BewEgis. Im Falles = agista : e = ¢ (¢ = 1, 2, ..., n), und die Gleichun-
gen (5.2), (5.3) gelten trivialerweise.

Es sei dann s < a. Gilt fiir die aus f durch Tteration gebildete Operation
1

f/ und fiir das Element m von L die Bedingung f'(m,...,m)<s:a, so
besteht nach (5.1) '

f(fm, ... .,m)a, ... ,¢)<s.

Wegen m A a < m und wegen der Isotonie der Operation f bekommt
man

(5.4) f(ffm Na,...,m Na)a,...,a)<s.
Da m Aa < e gilt, gilt auch f'(m Aa,....,m \Na)<m N\ a<a wegen
der f-negativen Ordnung. Dies und (5.4) implizieren

(6.3) f(ftm Na,...,mN\a), ['imA\a,....mAa),...,f'(mANa,...,m\a)<s.

Nach unserer Voraussetzung ist s ein f-Semiprimelement des Intervalls
A =10, a], so folgen aus (5.5)

fmNea, ....mANa)y<sudm N\a<s.
Da A f-negativ geordnet ist, gilt

fim,a,...,0)<m Na<s,

1 1
also m < s : a. Damit ist bewiesen, daf} der f-Quotient s : e ein f-Semiprim-

element von L ist.
i
Da L f-negativ. geordnet ist, besteht s < s : o fiir jedes ¢ = 1,2, ..., n,
i

woraus s << (s:a) A a (i =1,2,...,n) folgt. Andererseits gilt

i i i
f((s:a)/\a,(&:a)/\a,...,(s:a)/\a,)gf(a,...,a,s:a,a,...,a)gs,
i
was (s : a) A a < s fir jedes i(= 1, 2, . . ., n) impliziert. Damit ist (5.2) nicht
‘pur fiir 4 = 1, sondern auch fiir jedes i(= 1, 2, ..., n) bewiesen.
Wegen (5.2) und wegen der f-negativen Ordnung von L besteht
T !
f(a,...,a,s:a,a‘,...,a)é(s:q)/\a:s,

woraus nach der Definition (5.1)
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folgt. Ahnlich bekommt man aus
f(sfa,a,...,a)g(sia)/\a:s (1=238,...,n)
die Ungleichung s fa <s :la {i=2,3,...,n), womit auch (5.3) bewiesen ist.
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