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BEMERKUNGEN UBER DIE /-SEMIPRIMELEMENTE 
DER NEGATIV GEORDNETEN v/-VERBANDE 

V O I  
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Es sei L eine algebraisohe Struktur mit den folgenden Eigenschaften: 
(~) eine Operation f m i t  n ( >  2) Variablen ist in L definiert; 
(t3) L i s t  ein vollstgndiger Verband beztiglich einer teilweisen Ordnung ~ ,  

und die Verbandsoperationen sind dutch / \  und UJ bezeichnet; 
(y) f i s t  isoton in jeder Variablen und ganz L i s t  sein Monotoniebereich. 
In der Arbeit [3] haben wit eine algebraische Struktur L mit den Eigen- 

schaften (~), (/3), (7) einen *f-Verband genannt. L wird bier immer einen 
vf-Verband bezeiehnen. 

Der vf-Verband L heiBt f-negativ geordnet, wenn ftir alle a 1 . . . . .  a~ E L 
die Bedingung 

t l  

(1.1) f (a  1 , . .  . . a ~ <  j a i ( a i C L ;  i - -  1 ,2 ,  . . . .  n) 
i = l  

gilt. 

Ein Element p eines f-negativ geordneten, v/-Verbandes L nennen wir 
.f~prim, wenn aus der Bedingung 

P ~ . . . . . .  f ( . < 9 (%, , "C L) 

jeweils ai ~_ p fiir mindestens ein i folgt, wo f"  eine aus .f dutch Iteration gebil- 
dete Operation yon L i s t .  

Das Elemen~ s des f-nega~iv geordneten vf-Verbandes L heil]t f -semiprim,  
wenn aus f ( , . a} ~ 8 (a C L) ste~s a ~ s  folgt, wo f '  eine a u s f  dutch Ite- 
ration gebildete Operation yon L bezeiehnet. 

In der Arbeit f3 ] haben wir einige Resultate fiber die f-Primelemente und 
f-Semiprimelemente bewiesen. Das Zieldieser Note ist, einen falsehen Satz 1 
meiner Arbeit [3] zu beriehtigen und andere Bemerkungen tiber die f-Semi- 
primelemente bekanntzumaehen. 

i Noeh im Jahro 1969 maeh~e reich IYerr :Professor L. F~ro~s in einern Brief auf 
ein einfaehes Beispiel aufmerksam, welches zeigte, dab Satz 2.5 meiner Arbeit [3] ungfiltig 
ist. Spgter im Jahre 1970 bekam ich yon IIerrn Dr. Klaus I~EIIVIEr, das Manuskript seiner 
Arbeit [2], in dem er u.a. ein Oegenbeispiel beziiglich der Behaup~ung des Satzes 2.5 gab. 
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w  

Wit sagen, dab der vf-Verband L f-verbandsgeordnet (@verbands- 
geordnet) ist, wenn in L die endliche Distributivit/~tsregel 

(2.1) f(z~ . . . .  , g "  V x?  > . . . . .  x . ) = / ( x . . . . ,  x T  . . . . .  ~,,) V / ( x ~  . . . . .  x? > . . . . .  ~.)  

(die unendliche Distributivit/s 

(2.1') f(xa, . ,  V x} ~), x,) V f(xl, x ~), . . . . . .  = . . . .  , . . . .  ~ ) )  

gfiltig ist. 
Ist f eine bin/s Operation, so bildet der vf-Verband L ein Gruppoid 

bezilglich der Operation f. Start >~f-negativ geordnet<~, >>f-Primelement<~, @Semi- 
primelement~ sagt man in diesem Falle >>negativ geordnet(<, >>Primelement<<, 
>>Semiprimelement<~. 

Ein Verbandsgruppoid (ein vollst~ndiges Verbandsgruppoid) ist als ein 
Gruppoid C definiert, das gleiehzeitig ein Verband (ein vollst~ndiger Verband) 
ist, und in dem die endlichen Distributivit~tsregeln 

(a \ /b)  c = a c  V be, c(a V b ) = c a  V cb (a,b,c ~C) 

(die unendlichen Distributivit~tsregeln 

a(V b,) = V (ab,,), ( V  b~)~ = V (b~a) (a, b.~ E C)) 
7 ~" 7 7 

erftiUt sind. 
Die f-verbandsgeoi'dneten (v~-verbandsgeordneten) vf-Verbi~nde sind also 

Verallgemeinerungen der bekannten Begriffe der Verbandsgruppoide (der roll- 
st/indigen Verbandsgruppoide). 

w  

Ein Element k eines vollst/~ndigen Verbandes V nennt man kom- 
pakt, wenn jede Ungleichung k < ~/a~ (a~ E V) die Existenz einer endliche~ 

?..CA 

Teilmenge A ' ~  A mit k < V az,, impliziert. Der vollst/indige Verband V 
~'~A' 

heiBt algebraisch, wenn jedes Element yon V als eine Vereinigung von kom- 
pakten Elementen von V darstellbar ist. 

Wir nennen einen vf-Verband L algebraisch, wenn L als vollst/mdiger 
Verband algebraiseh ist. Die Menge / (  aller l(ompakten Elementen yon L i s t  
ein vf-Halbverband mit Nullelement 0. 
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Das folgende Ergebnis  ist eine Verul lgemeinerung des Satzes A e d e r  

Arbei t  [2] und  eine Ber ich t igung unseres Satzes 2.5 aus [3]. 

SATZ 3.1. Es sei L ein f-negativ, f-verbandsgeordneter und algebraischer 
vf-Verband. E in  Element s yon L ist dann und nut  dann f-semiprim, wenn 
s = /~ p~ gilt, wo die p~ alle f-Primelemente yon L mit  s ~ p~ durcMaufen. 

c~ 

BEWare. Gilt  s = ,& p~, so ist s of fenbar  ein f -Semipr imelement  yon  L. 

Es  sei das E lemen t  s(E L) . f -semipr im.  Fi i r  den Durchschn i t t  u ----- /~ p ,  

der  f -P r ime lemen te  p~ mit  s ~ p~ bes teh t  of fenbar  s ~ u. Du L algebrMsch 
ist, lgl3t sich das E lemen t  u in der F o r m  u = V k~ darstellen,  wo die ]cz(2 E A) 

) . E A  

k o m p a k t e  E lemen te  yon  L sind. 
I m  Widersprueh  zu unserer  B e h a u p t u n g  setzen wir voraus,  dM~ 8 % u 

gilt. D a n n  exis t ier t  ein kompak tes  E lemen t  /Cl (1 E A) mi t  den Eigenschaf ten  
/Cl ~ u und  ]q :~ s. (Wenn ftir Mle /C~ ()~ E A) die Ungleiehungen ]ca ~ s giiltig 
wgren, so w/ire die Vorausse tzung 8 % u Unm6glich.) Aus den Vorausse tzungen 
b e k o m m t  m a n f  (/q . . . . .  kl) ~ / q  ~ u u n d f  (/Cl, �9 . �9 , /q)  :~ s. D a L  Mgebraiseh 
ist, kann  m~n das E lemen t  f (/Cl . . . . .  ]q) als eine Vereinigung yon  k o m p a k t e n  
E l e m e n t e n  darstel len.  U n t e r  diesen exis t ier t  mindestens  ein k 2 (E K) mi t  den 

Eigenschaf ten  ]Q ~ f (]Q . . . . .  kl) und  k~ ~ s. Ffir  das E lemen t  f (/c~ . . . . .  , k~) 
exis t ier t  ein kompak tes  E l emen t  /ca mi t  /c a ~ f (/ce, . . ,/c2) und /ca  :~ s. M~n 
kann  diese K o n s t r u k t i o n s m e t h o d e  der  E lemen te / c l ,  k2,/ca dureh  vollstgndige 
I n d u k t i o n  weiterf i ihren.  Die Menge Q = (/cl,/c2, ]Ca . . . . .  /co. �9 .) ha t  die Eigen-  
sehaf t  a 

( 3 d )  [o ,  s]  N Q - ~ �9 

Bezeiehne t  man  mi t  [0, x]~, (x E L) den Durchschn i t t  [0, x] rl K ,  so durch-  
laufen die [0,  x]K (x E L) alle Ideale  des HMbverbandes  K ;  ihre Menge bi ldet  
einen zu L isomorphen,  ~lgebraischen Verband.  (Siehe G. GI~XTzE~ u n d  
E.  T. SCUM~D~ [ 1 ] . ) D a  Q <= K gilt, ist Bedingung (3.1) mi t  

3.2) [O, s]~ N Q = [0, ~,] N K N Q = fa 

gquivMent  J e t z t  kann  man  das Zornsehe L e m m a  anwenden  r . So exis t ier t  
ein E l e me n t  m in L, welches bezfiglieh der Eigensehaf ten  s ~ m u n d  [0, m] N 

a In diesem Satz hat KEIMEL bewiesen, dug jedes Semiprimelement s eines negativ 
geordneten, algebraischen Verbandsgruppoid V der Durchschnitt aller l~ 
p~ yon V mit s ~ p~ ist. 

a Die Konstruktionsmethode der Menge Q stammt yon KEIS~EL [2] flit bingre 
Operationen f. 

4 Da die Menge X aller Intervalle [O, x] (x E V) eines vollstgndigen Verbandes V 
im Mlgemeinen kein induktives ]:tiillensystem bildet, ist das Zornsche Lemma unmittelbar 
ftir X nieht anwendbar. Es ist nichV sehwer zu zeigen, dafa X dann und nur dann induktiv 
ist, wenn jedes Element yon V kornpakt ist. 
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r) Q = ft maximal  ist. Wir  zeigen, dab das E lement  m ein f -Pr imelement  yon 
L sein mug.  

Wenn m kein f -Pr imelement  w~re, so ggbe es eine aus f dureh I te ra t ion  
gebildete Operation f* mi t  den Eigensehaften 

(3.3) f * ( a  1, a 2 . . . . .  at)  ~ m und  aj 5~ m ftir jedes j = 1, 2 . . . . .  r. 

Wegen der Definit ion des Elementes  m und  wegen s ~ m  ~ m V aj ( j  = 
= 1, 2 . . . . .  r) beks man daraus die Exis tenz der Elemente  ki~, 1 G ,  . . . .  ki, C Q 

mit  

(3.4) k# E Q ['1 [0, m V ay] ( j  = 1 ,  2 . . . . .  r) .  

(3.3) und  (3.4) hi i t ten die folgenden Ungleichungen 

(3.5) 

' f*(~i, '  k&, . . . .  ~7i, ) ~ f * ( m  V ax, m V a2, . . , m V at) = 

= f*(m, m . . . . .  m )  V f * ( a  t, m . . . . .  m)  V 

~ / i f ( m ,  a~, m . . . . .  m )  V . . . V f * ( a l ,  a2, m . . . . .  m )  V 

V �9 . V.f*(a. a~ . . . . .  a , )  < 

zur Fo]ge. 
: Naeh der Defini t ion der Menge Q bilden die Elemente  v0n Q eine K e t t e  

k l ~ k  2 ~ k  3 ~ . . . ~ k i ~ k i + i ~ . . . m i t d e r E i g e n s e h a f t f ( k i , / c i , .  - ,k i )  
/ci+ 1. Wenn  i~ die grSgte Zahl  un ter  den Indizes i 1, i 2 . . . .  , ir bezeichnet,  

so besteht  wegen der Isotonie der Operation f 

(3.6) f*(k~,,  ki ,  . . . . .  ki,) ~ f* (k i , ,  ]~&, . . . .  ]cir) . 

Da f* eine aus f durch I te ra t ion  gebildete Operation ist, muf3 Q ein Element  
kz mi t  der Eigenschaf t  

(3.7) /cz G f*@;,,, :% . . . .  , ~, ,)  

enthal~en. 
Wegen der Ungleiehungen (3.5), (3.6) und  (3.7) best/inde 

lCz G f*(ki,,, , . . , ki~) ~ f* (k i , ,  k i , ,  . . . .  ki, ) ~ m ,  

was unserer  Voraussetzung Q fl [0, m] = 0 widerspr&ehe. Dami t  i s t  bewiesen, 
dab m ein f - P r i m e l e m e n t  mit  den Eigensehaf ten s ~ m u n d  (k 1 ~ )  u ~ m i s t .  
Das ist aber wegen der Defini t ion des Elementes  u unm6glieh, folglieh kann  
unsere Voraussetzung s %  u nieht  bestehen. 

D a m i t  ist der Beweis des Satzes 3.1 beendet .  
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Zum Beweis des Satzes 3.4 und Korollurs 3.5 unserer Arbeit [3] 
beniitzten wir den Satz 2.5. Diese Ergebnisse werden richtig, ~enn man die 
gegebenen Voraussetzungen d~dureh erg~nzt, dN3 L uueh ein algebraischer 
vf-Verb~nd sein soll. 

Bekunntlich bildet die Menge uller IdeMe (~ller NormMteiler) eines 
a,ssoziativen Ringes (einer Gruppe) einen algebraisehen Verb~nd beztiglich 
des mengentheoretischen EnthMtenseins. So lassen sich die beriehtigten S~tze 
2.5 und 3.4 und d~s berichtigte Korollar 3.5 der Arbeit [3] fiir diese Speziul- 
f/ille anwenden. 

w 5. 

In der Arbeit [3] hubert wir den S~tz 2.5 ~ueh zum Beweis des 
Satzes 2.7 angewendet. Je tz t  beweisen wir diesen.Satz ohne Anwendung des 
Satzes 2.5 durch eine direkte Methode. 

Der Vollst~indigkeitshalber wiederholen wir die niitzliehen Begriffe and 
Ergebnisse. 

Es sei L ein f-negativ geordneter vf-Verband. D~nn ist das abgeschlossene 
Intervall  [O, a] = A fiir jedes Element a yon L ein f-neg~tiv geordneter vf- 
Teilverbgnd yon L, also sind ~uch die f-Semiprimelemente yon A definiert. 

L bezeichne einen vf-Verband mit der folgenden Eigensch~ft: fiir jedes 
Elementepaar a, b yon L und ftir jedes i (i = 1, 2 . . . . .  n) besitzt L ein Element 

i 
a : b dergrt, du[~ 

(5.1) x ~ a : b ~ . f ( b ,  b . . . . .  b, x, b . . . . .  b) ~ a .  

i 
D~s Element a : b heil~t i-ter f-Quotient, und L heil]t ein v f  Verband mit  f-Quo- 
tienten. 

SATz 5.1. (Vgl. Satz 2.7 yon [3]). Es s e l l  e inf inegativ  geordneter vf-Ver- 
band mit  f-Quotienten 5 und sei [0, a] = A (a E L) ein Intervall in L. I8t s ein 

1 

f -Semiprimelement yon A ,  ~o i~t ~ : a ein f-Sem~primdement yon L mit  den 
Eigenschaften 

1 

(5.2) (s : a )  A a - -  s ,  

1 i 
(5.3) s : a = s : a (i = 2, 3 . . . . .  n). 

I m  Satz  2.7 yon [3] ist  vorausgese tz t ,  dal~ L ein f -nega t iv  und vf-verbands-  
geordneter  vf-Verband ist. E s  ist  le ieht  einzusehen,  dal3 diese Bed ingung  die Ex i s t enz  
der  f -Quo t i en t en  in L impi iz ier t .  (S. B e h a u p t u n g  2.6 aus [3].) 
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BEWEm. I m  Fa l l e  ~ : a i s t  a : a : e (i = 1, 2, . . . , n),  u n d  die  G le i chun-  

gen  (5.2), (5.3) ge l t en  t r i v i a l e rwe i s e .  
E s  sei  d a n n  s ~ a.  G i l t  f t ir  d ie  aus  f d u r e h  I t e r a t i o n  g e b i l d e t e  O p e r a t i o n  

1 
f m  . . ,  f '  u n d  fiir  da s  E l e m e n t  m y o n  L die B e d i n g u n g  f ( , . m)  ~ + : a ,  so 

b e s t e h t  n a e h  (5.1) 

f ( f f ( m  . . . . .  m ) ,  a, . . . ,  a)  ~ s . 

W e g e n  m / ~  a ~ m u n d  w e g e n  de r  I s o t o n i e  de r  O p e r a t i o n  f b e k o m m t  

m a n  

(5.4) . f ( . f q m  A a . . . . .  m A a), a . . . . .  a)  ~ 8 . 

D a m / ~  a < a gi l t ,  g i l t  a u e h  ff(m /~ a . . . . .  m / \  a) < m /~ a ~ a w e g e n  

der  f - n e g a t i v e n  O r d n u n g .  Dies  u n d  {5.4) i m p l i z i e r e n  

(5.5) f ( f ' ( m A a  . . . .  , m A a  ), f ' ( m A a  . . . .  , m / ~ , a )  . . . .  , f ' ( m A a ,  . . . .  m A a ) ~ s .  

N a c h  u n s e r e r  V o r a u s s e t z u n g  is t  s ein f - S e m i p r i m e l e m e n t  des  I n t e r v a l l s  

A = [0 ,  a], so fo lgen  aus  (5.5) 

f ' ( m  / \  a . . . . .  m A a)  ~ s u n d  m /k  a ~ s . 

D a  A f - n e g a t i v  g e o r d n e t  ist ,  gi l t  

f ( m , a  . . . .  , a )  < m  A a <  s ,  

1 1 

also m ~ s : a .  D a m i t  i s t  bewiesen ,  dal./ de r  f - Q u o t i e n t  s : a ein f - S e m i p r i m -  

e l e m e n t  y o n  L i s t .  
i 

D a  L f - n e g a t i v  g e o r d n e t  ist ,  b e s t e h t  s ~ s : a f t ir  jedes  i = 1, 2 . . . . .  n ,  
i 

w o r a u s  s ~ (s : a) f \  a (i = 1, 2 . . . . .  n) tb lg t .  A n d e r e r s e i t s  g i l t  

i i i i 

/((8 : a )  A a ,  (8 : a)  A a  . . . . .  (8 " a)  A ~ )  ~ f { a  . . . . .  a ,  8 : a ,  a . . . . .  a)  ~ 8, 
i 

w a s  (s : a ) / ~  a ~ s f t ir  j edes  i ( =  1, 2 . . . . .  n) i m p l i z i e r t .  D a m i t  i s t  (5.2) n i c h t  

n u r  f i i r  i = 1, s o n d e r n  a u c h  fi ir  j edes  i ( =  1, 2 . . . . .  n) bewiesen .  
W e g e n  (5.2) u n d  w e g e n  der  f - n e g a t i v e n  O r d n u n g  y o n  L b e s t e h t  

i 
y 1 

f ( a  . . . . .  a, s : a ,  a . . . . .  a)  ~ (s : a ) / ~ a  = 8, 

w o r a u s  n a e h  der  D e f i n i t i o n  (5.1) 

1 i 
( i =  1 , 2  . . . .  n )  



STEINFELD: BEMERKIiNGEN IJBEE DIE/-SEMIPRI1KELEMENTE 227 

fo lg t .  A h n l i c h  b e k o m m t  m a n  aus  

i i 

f (8  : a, a . . . . .  a) ~ (s : a)  /~ a = 8 (i -~ 2, 3 . . . . .  n )  

i 1 
d i e  U n g l e i c h u n g  s : a ~ s : a (i = 2, 3 . . . . .  n) ,  w o m i t  a u c h  {5.3) b e w i e s e n  i s t .  
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