BEITRAGE ZUR THEORIE DER GEOMETRISCHEN OBJEKTE.
-1V

IIl. SPEZIELLE GEOMETRISCHE OBJEKTE MIT NICHT WENIGER
KOMPONENTEN ALS PARAMETERN

IV. DIFFERENTIELLE GEOMETRISCHE OBJEKTE ERSTER, ZWEITER
UND DRITTER KLASSE VON BELIEBIGER KOMPONENTENZAHL
IM_EINDIMENSIONALEN RAUM

Von
J. ACZEL (Debrecen)
(Vorgelegt von G. Hajos)

§ 1. Einleitung

In [2] wurde eine vollkommene Bestimmung aller differentiellen geomet-
rischen Objekte mit einer Komponente im eindimensionalen Raum ohne
Derivierbarkeitsvoraussetzungen gegeben. (Beziiglich der Términologies. § 2.)
In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit geometrischen Objekten
von mehreren Komponenten. Wihrend, wie dies in der Einleitung von [2]
ausfiihrlich berichtet wurde, die Transfor_mationsformeln der eindimensionalen
differentiellen geometrischen Objekte mit einer Komponente schon bekannt
waren, und in [2] dies nur unter schwicheren (Stetigkeits-) Bedingungen
wieder  erledigt wurde, sind bisher auch unter Linearitdts- bzw. Analytizitits-
bedingungen nur Objekte von hochstens zwei Komponenten vollstindig be-
stimmt worden ({4], [5], [6], {9], [10]; vgl. Nachtrag), abgesehen von einem
aligemeinen Satz von Ju.E. PENsow [9], der behauptet, daf die eindimensio-
nalen differentiellen geometrischen Objekte von n Komponenten hochstens die
Klassenzahl 2n-+1 haben konnen, und von einem Resultat anderer Natur
beziiglich der sogenannten einfachen geometrischen Objekte, das W. W. WaG-
NER in [12] bewiesen hat.

So werden hier die Transformationsgesetze gewisser allgemeiner Typen
von geometrischen Objekten mit beliebig vielen Komponenten in den §§ 3, 4,
insbesondere die vollstindige Klassifikation der eindimensionalen differenti-
ellen geometrischen Objekte erster, zweiter und dritter Klasse im § 4 zum
erstenmal bestimmt. Dagegen sind die Bedingungen, die wir hier voraus-
setzen, weniger natiirlich als in [2], wenn auch nicht allzu sehr einschriinkend
(besonders in der schwicheren Form, wie sie im Satz 4 vorausgesetzt wer-
den). Die Bedingungen sind denen in den Arbeiten [1], [3] &hnlich, da sich
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20 J. ACZEL

der hier gegebene Gedankengang auf einen Satz aus [3] stiitzt (s. hier im § 3).
Einfille beziiglich der Anwendung dieses Satzes und beziiglich Einzelheiten
des Nachtrages verdankt der Verfasser Herrn M. Hosszu.

§ 2. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Fiir die allgemeine Literatur der Theorie der geometrischen Objekte (da
nur solche vorkommen werden, nennen wir sie von nun an der Kiirze hal-
ber nur ,Objekte) verweisen wir den Leser auf [8] und auf das Literatur-
verzeichnis von [2]. Was die Objekte mit # Komponenten im #-dimensionalen
Raume betrifft, werden wir ihre Komponenten in das Vektorsymbol

Xi [ %) X X X(u-vi)
X .
Xn Xy 1 X1 Xo X(-v42)
X =— . — X | X |, X =\ - , X = . =1 .
x(”) l x ] x(u—v) Xy X(u)
»

zusammenfassen. Zwei Objekte X, z nennen wir dquivalent, falls es eine um-
kehrbar eindeutige Vektorfunktion g gibt derart, daB

z=g(x)
in jedem Koordinatensystem gilt [8].
Nach Definition wird bei einer Transformation der Koordinaten 77/ =g/ (&)

G,j=12,...,4 ]Aﬂ:i:o’ Al— an’

XER
Menge von Indizes steht hier und im folgenden fiir alle solche) das Objekt
durch eine Formel

ein Index oder ein Paar oder eine

y==1[x, {¢/()}]
transformiert, wo f eine Funktionale der Koordinatentransformation 7= i (&)
ist. Kann diese Abhdngigkeit durch eine Abhingigkeit von endlich vielen,
mit dieser Koordinatentransformation zusammenhingenden Parametern
(U, U, ..., U)=U angegeben werden, so sprechen wir von speziellen Ob-
jekten, die Transformationsgesetze der Gestalt

y=f(X, U)

haben, wo f eine Funktion der u-+v Verinderlichen x, U ist.

Da die Funktion f selbst bei jeder Koordinatentransformation diesélbe
bleibt, hat die Durchfiihrung der Transformationen /= ¢/(&), 0¥ = k(%)
nacheinander dieselbe Wirkung, wie die vereinte Transformation £* = v*[¢7(§)]:

) f[f(x, U), V]=f(x, W) =f(x, Uo V),



BEITRAGE ZUR THEORIE DER GEOMETRISCHEN OBJEKTE, II-—IV 21

‘wo W=UoV eine Zusammensetzung (Multiplikation) der. Punkte U,V des
Parameterraumes ist, die aber nur fiir gewisse Paare definiert sein muf,
nimlich fiir solche, die zu zwei nacheimander durchfiihrbaren Transformatio-
nen gehoren. Diese bilden ein Gruppoid (vgl. [8]), das aber in den wichtig-
sten Spezialfdllen zu einer Gruppe wird. (Von den Gruppeneigenschaften
werden wir iibrigens in dieser Arbeit nur die Assoziativitdt ausniitzen.) '

' So sind z. B. die Objekte w-fer Klasse jene, in denen die Parameter
die alten und neuen Koordinaten, sowie die Derivierten héchstens w-ter
Ordnung der neuen Koordinaten beztiglich den alten sind:

y=f(x, (€}, (0} {4, {40, o {ALn)) (JA=R0),
FIECx, (€, (07}, {4, (AR, o (AL o D) (0T {80 B, (Bl o {Be o b=

2 — (%, (€}, {'}, {Ci}, {Canv}, . ., {Chir.o D)
q s q o q 8
(Af‘”‘r'"’q :—ur.#?‘—r_’ g192--~9 :-—L——’ gl".'R :_Ra«;—R)b
aE" 68" .. 98¢ ot an®e 0 gE™ .. 8™

Hier kann

U=(E} (') (A, - AL D) V=)L (T} (Bl - (B
nur dann- multipliziert werden, falls {7/} ={n/} ist. Dagegen lassen sich
U=({A}, {Ah}, o {40 o D, V=(B}, (B}, . . ., { B3, .., }) immer multiplizie-
ren und sie bilden eine Gruppe bei den rein differentiellen (kurz: differenti-
ellen) Objekten w-ter Klasse, d. h. bei denen, in deren Transformationsgesetz
die Koordinaten {&}, {n/} selbst nicht figurieren, nur die Derivierten:

Y= £, (A}, (A, s A n)) (1A =R0),
f[f(X’ {Ai}7 {Afﬂn}i cees fAf‘x---'fw})’ {Bﬁ}’ {B;L'}: cevy {Bgr--@w}] -

—£(X, {CE}, {Cits .. {CS ).
Hier ist z. B.

3
3) Ci=BiAzx— D BiAk, Cux— BiAyAy+Bi Ay usw.
A=1 :

nach der Derivationsformel zusammengesetzter Funktionen. Wie {iblich ist
auch hier iiber den in einem Produkt zweimal vorkommenden Indizes zu
summieren.
In dem Fall der eindimensionalen Objekte, mit denen wir uns im § 4
beschiftigen werden, verwenden wir die Bezeichnungen
dkn

@y = (@5 k=1,2,...,v)
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und ebenso
P S <
Ty T
so daf bei rein differentiellen Objekten v-ter Klasse im eindimensionalen Raum

y=1xa,...,a) (e, ==0),

(4) f[f(x, Qyy Gy, 0 v ey 05@), ﬁl’ 182) ey ﬂl’]: f(x7 YI’ 7’21 sy 7’1’)
gilt. Hier ist
(5) 7’1:/7)1“1: . ‘}/2:,6)2(1%—!—131052, ‘)’3:@“?‘}“@“5‘]‘3&% &y LUsSw.
Manchmal werden wir direkte Summen und Produkte von Vektoren
X N (X Xt M
X1 Yu X 4+ Ju X Y
©) xty=|. |+|: |=| . =1 :
X(w) Yoo X F Vi XY
schreiben.

§ 3. Spezielle geometrische Objekte mit nicht weniger
Komponenten als Parametern

Wir brauchen den folgenden

HiLFssATZ. Gibt es fiir ein fixes A=(a:, @, ..., a,) und fiir jedes

einer u-dimensionalen Punktmenge Il (u = v) ein und nur ein

g y=(%)=l—g) e
derart, daf

®) ) =1—1|(%) ¥|=x

sel, so ist die allgemeine Losung der Funktionalgleichung
4] f[f(x, U), V]=1(x,Uo V)

(wo x die Menge II und U,V eine Halbgruppe 2 — II des Parameterranmes
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durchliuft) der Gestalt

(9 f(x,U)=h [(%E;‘)’ 0 u)]

(wo g(x) :(%;((:)) ) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit der inversen

Funktion h ist). — Im Fall u=v fehlt g,,y, aus (9), (7), (8) usw. —
Dies ist also unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations-
gesetz der v-parametrigen speziellen Objekte von u Komponenten (u = v), falls
der Parameterraum unfer der aus der Zusammensetzung der Koordinatentrans-
formationen entspringenden Multiplikation eine (Halb-) Gruppe bildet.

Hier wurde der wv-dimensionale Parameterraum im wg-dimensionalen
Komponenten-Raum eingebettet.

Dies ist eine unwesentlich geidnderte Gestalt des Satzes 1 von [3] und
kann durch Einsetzen von

x=(i'\°), U=Yc>

in (1) mit Riicksicht auf (7)—(8), bzw. von (9) in (1) mit Riicksicht auf die
Assoziativitit von U o V leicht bewiesen werden.
Hieraus entspringen u. a. folgende Korollarien:

1. Gibt es fiir fixe {Ai} (k,1=1,2,...,t; |AL|==0) und fiir jedes x
: 0 o .

einer u-dimensionalen Punktmenge (u = t°) ein und nur ein

y=({§;})' (|¥I]==0)

A il

sei, so ist die allgemeine Ldsung von
(10) fIf(x, {(4}), {Bi}] = f(x, {BLAL))
der Gestalt

derart, daf

f(x, {(Al)=h [_(fﬁfgz(x»ﬂ’
g(x)

wo g(X)=— ( (G (x)}); eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit | G{ (x)|==0

und W ihre Inverse ist.
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Unter diesen Voraussetzungen ist. also dies das Transformationsgesetz
der rein differentiellen QObjekte erster Klasse mit u Komponenfen im t-dimen-
sionalen Raum.

2. Gibt es fiir fixe {A g {A -+ (|A%] == 0) und fiir jedes X einer u-dimen-
O .

e 2
sionalen Punkimenge (u = z‘[z‘ +(f —lz— l)l _ 3t ) vin und nar ein
Yo l . o
=) (1¥|=£0)
y]’ﬂl? J
derart, daf
Yo I
A?’OL j "
I {0 } I’{Yij}:{ykz}- =X
L4}

sel, so ist die allgemeine Losung von

(11) f[E(x, (AL}, (AR, {BE), (B} = (X, {B1 AY), {B¥rAGA%L + BY Aga})
der Gestalt

. ( £,(X) ]
f(x, {An), {Anh)=h l{A’Gn(X)} j
{ARGy(%) G- (¥) + A7 G5 (%)}
( (%) l
wo g(x):l{Gi(X)}J eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mift
{Go (X))

|Gi(x)|==0 und h ihre Inverse ist.

Unter diesen Voraussetzungen ist also dies das Transformationsgesetz
der rein differentiellen Objekte zweiter Klasse mit u Komponenten im t-dimen-
sionalen Raum.

((10), (11) folgen aus (2), (3).)

Offenbar konnen unter #hnlichen Bedingungen die. rein differentiellen
Objekte w-ter Klasse im /-dimensionalen Raum ebenso erledigt werden, falls

sie u >t[t+(t+l)+ +(z‘—i—w )Jzt [(tt/.w)—l} Komponenten haben.

Daf auch die nicht rein differentiellen Objekte, d. h. solche spezielle
Objekte, bei denen die durch die Zusammensetzung der Koordinatentransfor-
mationen generierte Multiplikation nicht immer zwischen zwei Punkten des
Parameterraumes durchfiirbar sind, — mit unseren Methoden gleichfalls be-
handelt werden. konnen, zeigen wir durch den Beweis der folgenden Aussage:
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3. Gibt es fiir fixe {¢*} (k==1,...,8),A=(a, ..., a,) und fiir jedes X
: _ o
einer u-dimensionalen Punktmenge (u’ét—[—v——:t(t ;vw)) und fiir alle {n’}

der t-dimensionalen Projektion dieser Punktmenge ein und nur ein

t )

te (»{ri}} —=[= g, (7]
T

derart, daf ¢

{a"}}

A

(12) [h(t, {n'}) =] =1 [ A7, {n), T] =X

sei, so ist die allgemeine Losung von ‘
(13) FlE(x, {8 {7}, U), {7}, {57, VI=T(x, {&, {E'}, U o V)
der Gestalt

o B )
X,18'1) 0 .

N

wo y=g(X, {§})= l{ gk} J eine Vektor-Vektorfunktion mit den Parametern
G

{&'} ist, deren eindeutige Inverse beziiglich X mit x=h(y, {&}) bezeichnet
wurde.

Dies ist also unter den obigen  Bedingungen das Transformationsgesefz
der nicht rein differentiellen Objekte w-fer Klasse im {-dimensionalen -Raum

mit u= t‘(t—;w) Komponenten.

Hier wurde (13) aus (2) durch die Bezeichnungen U=({Ax}, ..., {45,...}),
V=({B.}, ..., {B;,..,)) gewonnen. Diese lassen sich bereits immer multipli-
zieren (| A%[==0, |BL|==0). Es ist bemerkenswert, daB hier nicht u = z‘(H— W)‘—]— t,

w
sondern nur u =t (t_:)w) vorausgesetzt wurde.

Bewels. Die Assoziativitit von U o V sichert, dafi (14) die Gleichung (13}
tatsichlich erfiillt. Umgekehrt folgt durch Einsetzen von

t, _
X = ({a"}), E={r} U=T
A

in (13) wegen (12) das Bestehen von (14) sofort, w. z b. w.
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Diesbeziiglich vgl. tibrigens die Arbeiten [8], [11], wo die Zuriickfiihr-
barkeit der nicht rein differentiellen Objekte auf rein differentielle bewiesen
wurde. Da diese Werke z. T. schwer zugénglich sind, wiederholen wir kurz
mit unseren Bezeichnungen 'diese Betrachtung:

Wir schreiben:

h(z (7)) =1z ("}, (0}, (91}, {0}, ..., {O)),
y=g(x, {‘Sz}) - f(X, {%l}, {“q}’ {d}»}! {O}’ teey {0})
(dl 1 fir k=1, \
©= 10 fir k=15
z=Fy, {4}, (A0, .- {Ar o D=1, {e'} {e')h (A, (AR} (AL )
- .Das letztere ist eben die. Transformationsformel eines rein differentiellen
Objektes. Durch wiederholtes Anwenden von (2) wird

f(x, {‘EZ}’ {nj}’ {A;;}, {Aj;m}i tey {Aixw"uv}) -
1 (8T ) 1 s j
= h(E[g(x, {§)), {4, {Ana), - - s {Ar o 3] AT)):
Dies erfiillt auch (2), so daf damit die nicht rein differentiellen geometri-

schen Objekte auf rein differentielle zuriickgefiihrt wurden. Da namlich bei
Voraussetzung von

} konstant),

F(x, (£}, (€, {0, {0}, .., (0}) —x

(die identische Koordinatentransformation dndert das Objekt nicht)

glh(z, {&§). {TH =z
gilt, also h(z, {§}) die Inverse von g(x,{&}) beziiglich x ist, kann das so-
eben Bewiesene folgenderweise ausgesprochen werden :

Wenn die Koordinaten den Komponenten eines nicht rein differentiellen
Objektes hinzugenommen werden, so wird es mit einem Objekt dquivalent,
das aus einem rein differentiellen Objekt und aus den Koordinaten besteht.

Deshalb beschiftigen wir uns im folgenden nur mit rein differentiellen
Objekten.

§ 4. Objekte erster, zweiter und dritter Klasse von beliebiger
Komponentenzahl im eindimensionalen Raum

1. Aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Korollar 1 (vgl. auch [1]) folgt -
sofort der

Satz 1. Geniigt 1(X, &) fiir x € Il und fiir die «,==0 einer Halbgruppe
Ac Il der Funktionalgleichung
{15) f[i(x; 2), 8] =1(X, 1)
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und ist fiir solche x

x=1 [(y‘)), yl] (@, konstant, 0=y, € A)

2

beziiglich yz(i 0) eindeutig lisbar, so ist fiir diese x und e
1

(16) £(x, ) = [@0 ggan ,
wo g(X) = (i‘ig;) (O,:i: &g1(X) € A) eine umkehrbar eindeuz‘ige. Vektorfunktion

mit der Inversen h ist. Im Fall u—=dimx=1 fehlt g,(x) aus (16). (16) ge-
niigt der Gleichung (15) und auch der Gleichung ‘

f(x,1)=x.

Unter diesen Bedingungen ist also (16) das Transformationsgesetz der
differentiellen geometrischen Objekte erster Klasse mit u Komponenfen im ein-
dimensionalen Raum.

2. Ebenfalls aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Korollar 2 folgt fiir Ob-
jekte zweiter Klasse, dafi falls

u=dimx =2

Yo
x:f{(al),yl,yz} (».=0)
a

und

7

Yo

beziiglich y= ( yl) eindeutig 10sbar ist, so sind die Losungen der Funktional-
Vs

gleichung (vgl. (4), (5))

(17) fff(x, ¢y, 052); B, 182] = f(x; Bie, 18205% +I6)10l2)
der Objekte zweiter Klasse der Gestalt

(£ (X)
(“igl (%) :
> 81(X)" + & g5 (%)

£(x)
&(x)=+0,gx)=|aX| glhy]=y|.
:(X) :

f(X, ¢, @) =h
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Fithren wir die neuen Funktionen

Yo : go(x) = g(X),
v | '—hw"} 70 =00 +0,
2l NI 82(X)
¥ W 809= 00
ein, so erhalten wir (die Oberstriche wieder weggelassen) den
SaTz 2. Geniigt (X, a,, @) fiir x € II und fiir die a,==0, e, einer Halb-
gruppe A II der Gleichung (17), ist ferner fiir solche x

=

Yo
f [lal_ J s Vis yg] =X (a1, a, konstant, {y,=F0, y,} € A)

a5
®
beziiglich y= | y:| eindeutig losbar, so ist fiir diese. X und a,, a,
5.)
80(X) }
S(X)a
(18) f(X, &, @) =h |g2(x)+ﬁl ,
o, a?’
'go(x))
wo g(x):l g:(x) ’ (g.(x)==0) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion
. 22(X))
mit der Inversen h ist. (18) erfiillt die Gleichung (17) sowie die Gleichung
f(x,1,0)=x.

(18) ist also unter diesen Bedingungen das Transformationsgesetz der rein
differentiellen geometrischen QObjekie zweifer Klasse mit u Komponenten im
eindimensionalen Raum.

Wir lieRen im Text des Satzes die Bedingung u=—dimx =2 fort, da
dasselbe Resultat fiir u==1 (y,=1) in [2] schon bewiesen wurde. Fiir
u=dimx=2,1 ist ndmlich (18) so zu verstehen, dal darin g, bzw. g,, g
fehlen, und &hnlich in den {ibrigen Formeln.

Ganz dhnlich lassen sich die Objekte v-ter Klasse mit # Komponenten
im eindimensionalen Raum unter der Untergruppe

n=9), ¢E)=F0, ¢'E= =gt VE=0

von Koordinatentransformationen erledigen, indem man die Transformations-
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formel
g.(x)
X)e, -
f(x: “1;0,-..,0705 'gl( ) 1 I
057‘ -1

gO(X)i
g(x) = gl(X)’, £:(x)==0, glhy)l=y|
§ (%)
erhalt.
3. Fiir Objekte dritter Klasse mit der Funktionalgleichung (vgl. (4))
(19) f[f(xy &y, 0[’2.7‘ ai’»); 1817 ﬁQ ’ 1@3] == f(xr ﬁlaly K))Ea?. + 16)1“27 ﬂ:}a? + [81053 + 3ﬂ2a1a2)

ergibt unser Hilfssatz 1 unmittelbares Ergebnis nur im Fall u=dimx = 3: Ist

‘Z°\ ‘al
f Ia:|,‘y1,y2,ys —X ] konstant, =0
4]

Llag’ 8
y(,.
beziiglich y = - eindeutig 1osbar, so ist
Vs
[ }
. o o £1(X -
f(x, e, @, ) =h iaggl(x)z—l-(hgz(x) }
as g1 (X) + e gy(X) + 3 (X)gx(x)
(e |
& _
lg0=|9" ] a®+0, gh@]=y|.
gs(x)
Wir fiihren die neuen Funktionen
v \ 1 80— 8.(x),
Al )] a@—a@o
h 3 _ =h I 1| (%) = g1(X) " g:(X),
&_ii ’ gg(X)———-gl(X)ASgg(X)—%gl(x)“igg(x)z
| L 291
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ein, und erhalten nach Weglassung der Striche die Formel
[ (& (%)

& (X)a,
£&) | @

25} af

gg(X)_l_ *3 3 ag

|\ o 2 el

' Fiir y=dimx=1 wurde die beziigliche Formel in [2] schon bewiesen.
Es bleibt also nur noch der Fall u-=dim x-=2 tibrig. Diesbeziiglich unter-
suchen wir zuerst den Spezialfal_l a, =1, wofiir (19) zu

f[f(x; 1, @, a3)a 1, 8, ﬁg] ::f(X, 1, s+ B, s+ 3+ /@5)
wird. Dies ist wieder .eine Gleichung der Gestalt (1), wofiir der Hilfssatz

besagt, dafi falls
a, o
f[(ag)r ],J’z, y;i—} _‘.‘X

beziiglich y:(;))Q) eindeutig 16sbar ist, so wird
3

s ) =0 [0 el (200 ) o =)

S e

(20) £(x, @, t, @) == h

oder mit

=5 Ml B =205 e,

ig’a(x)‘{—% 1‘}

(21) f(x, 1, &,e)=h 1§3(x)+a3-%a3}

Um nun f(X, e, e, @) zu bestimmen, nehmen wir in Betracht, daf
aus (19)

& « @
22) f(x, e, @, ag):f[f (X, 1, —Ci, ch)’ a,,0, 0} zf[f(x, a,,0,0),1, é, é]
folgt, also mit (21) und mit den Bezeichnungen
[%
o = }
yzg(x), z= O:s_iﬁ?]’
le, 2 aﬁ)
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sowie mit

(23) g(f [H(Y)r a, 0, 0]) = f(% “1)7
wofiir wegen (19) offenbar

(24) f[f(Y) a;)> 131] :f(y’ b1 al)

gilt, erhalten wir

-1
f(y+z a)=1(y, a)tz (Ziz)

1

(vgl. (6)). Wir setzen hierin y=(8) und erhalten mit f[(g), al]zc(a])

(25) ﬂzao=cwa+z(23-

Dies substituieren wir in (24) zuriick:

c(a)- (m—l) ( ﬁi ) +ec(@)=c(e:f)+y- (Zi;ig:) .

Hieraus folgt aus Symmetriegriinden

qmwﬁ)+cm»—qu—wwo+am(_3

und durch Trennung der Veranderlichen
1

1—a1l

‘ I ' —a7! ;!
)| |- qm| S B P B S S N
ll—ccl 3) 1—-—51 7 |
So wird aus (25)

f(z,e)=c —|— (z—¢)- (;‘1;)

und aus (23)

£05, 1, 0,0) =R e+ g9 — el 2]
oder mit den neuen Bezeichnungen g(x)=g(x)—c, h(y)=h(y-+c)
e

fmm&mm[mm(ﬂ}ﬂlééj,

g
5
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wihrend (21) zu
2(X)+ e, q

i 1, “3):h{[gs(x)+%»—%“§)

wird. Schreiben wir alldies in (22) ein, so erhalten wir endlich
X Qs '
l—gii )+7,7 ]
26) f(x, &, @y, 25)=h | ' B |
( y 1y W2,y U3 gs(x)_}_gi_iﬁj
l o o 2 ot

Die Zusammenfassung von (20) und (26) ergibt den

- Satz 3. Geniigt £(X, @, &y, @3) fiir X €Il und fir die ¢,5=0, a,, @,
.einer Halbgruppe A I der Gleichung (19), ist ferner fiir solche x

XO' ‘ a, |
f lallyylyyzy Vo] =X ‘bzw.v i la2’7yl,y2’ Vs :X)
as

as
bzw. X
f[(z;]; 1) Yo ys:l:X
Dbzw.
() (1) (5] )
f(a;, 1,0, ) =x a1, Qq, a; konstant; | y,y, ygi, 0 ) €A
' l ','Vgl Vs ‘yg J

[il [ 2| 'y |
beziiglich y=\""{ {bzw. y=y,1 baw. yz( 2) bzw.y =1y, (je nachdem
y ‘ ) Vs }

2

s
Vs _
u=dimx>3, =3, =2, == 1) eindeutig l6sbar, 5o ist fiir diese x und «,, a., ¢;
r'[gé(X) )]
g (X)a
(20) 8, @, @, )= h | |85 @
1 a
&X) e 3@
T T 2w )
200 |
&1(x) '
= » g O) h = .
200 =15 9 &0, gl —v]

g5(x)
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In den Fillen u=dimx=23,2,1 fehlen die Zeilen mit g, bzw. g,, g, bzw.
g0, 81, 8. — (20) erfiillt (19) sowie die Gleichung
f(x,1,0,0)=x.
(20) ist also unter diesen Bedingungen das Transformationsgesetz der

rein differentiellen geometrischen Objekte dritter Klasse mit beliebig vielen
Komponenten im eindimensionalen Raum.

Wenn man (20) mit den Resultaten von [2] II vergleicht, sieht man,
dah bei unseren Voraussetzungen jedes eindimensionale Objekt dritter Klasse
mit beliebiger Komponentenzahl einem Objekte dquivalent ist, dessen letzte
bzw. vorletzte bzw. die davorstehende Komponente bzw. die iibrigen Kom-
ponenten sich als eindimensionale Objekte mit einer Komponente und von
dritter bzw. zweiter bzw. erster Klasse transformieren bzw. konsfant bleiben
(sich als Objekte nullter Klasse transformieren). Man sieht auch, daB sich
(18) und (16) aus (20) durch Weglassung der letzten bzw. der beiden letzten
Zeilen ergeben.

4. Die bisherigen Sdtze (insbesondere der Satz 1) haben den Mangel,
dab sie im Spezialfall u=1 (eine Komponente) ein bekanntes Objekt, nim-
lich die Weylsche Dichte mit dem Transformationsgesetz

§==f(2, al) =Z~“1’
- nicht enthalten (bzw. nur fiir positive ¢, enthalten, wo sie mit der gewdhn-
lichen Dichte z==ze¢, zusammenfillt), da die Voraussetzung der eindeutigen

Losbarkeit von
x=f(a,, y) = a:|y] (n=0)

beziiglich y, nicht erfiillt ist, falls alle nicht-verschwindende reelle y, erlaubt
sind. Dagegen ist die Eindeutigkeit der Losung unter den positiven y, gesi-
chert, jedenfalls besteht dann die Ldsbarkeit selbst nur fiir sg x = sg a;. Dies
gibt den Gedanken, unsere Bedingungen in diesem Sinn zu schwichern.
Wir beweisen so den ‘

Sarz 4. Géniigt (X, @, s, ) fiir jedes x€ X. U X, (X-nX,=0) und
fiir jedes «,==0, as, @y der Gleichung (19) und ist auferdem

—

Yo

(27 f Zﬂ SV P Vs | =x
49

| ai‘%

N

fir x€ X, beziiglich y=\|y,| mit y, >0 eindeutig lGsbar (mit y,=1 bzw.
Vs

3 Acta Mathematica VIII/1—2
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n=1,1=0 fir u=dimx=2,1), so ist fir diese X und «,, e, a; bei
a >0 f(X, a1, @y, ) durch (20), fiir e, <0 dagegen durch

e[g(X)] 7
—e[g(X)]g:i(X) e
@) fne e a)—h| [0, 800, @
& [gO(X)] gs (x) @ 3o
| a@e T @ TaT 2 d)]
(g1<x) el(Yo) # 0)
(%)
dargestellt, wo g(x)== ? gg eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion ist,
&5(%)
e(¥o)
ol __ ey
und beziiglich e(y,) = P
es(¥o)
es[eo(yo)] = ¥o .
(29) e [eq(yo)] = ei(¥o)

es[e(yo)] = ex(yo)e (o) .
es[€(Yo)] = —e; (Y o)e(Yo)

gelten. — (28) mit (29) erfiillen (19) fiir jedes &, =0, e, a; und fiir jedes
x ¢ X . UX, und auch

f(x, 1,0, 0)=x.

Ist die Klassenzahl v==2, 1, so sind die letzten bzw. die beiden letzten
Zeilen in (28) und (29), sowie a.s,ys bzWw. Q+s, @13, Y2, s in (27) wegzulassen.
Ist die Komponentenzahl u = v, so sind die beziiglichen Zeilen von oben
wegzulassen und es wird

fiir u==v:ey, e, e; konstant und zwar entweder e,=1, e, beliebig, e;=0
oder e, ==—1, e,=0, ¢;=0,

fiir u<v:e,=e;,=0.

Unfer den obigen Bedingungen sind also die allgemeinen Transforma-
tionsformeln der eindimensionalen differentiellen geometrischen Objekte erster,

zweiter und dritter Klasse (v=1,2,3) mit beliebiger Komponentenzahl u
durch die folgende Tabelle gegeben:
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2 »®3 iGN
(°4) %2 C£)% — [(£)%]% ERNCEI CL | P AR | S
- C8) % =[(°£)%] ' tto| (x)*3[(x)"3] " »(x)'7
06 = [(°4) %] ( [(x)98]% | 3]
ﬁ ]
LAY
“ma + (x)%8 + % y=A . .
‘ms o )] . o (x) 18
o T @E | [u=—4
—
In In
- |4+ | =
BT —[(°h)%]" 0| ()13[(0°8]2)] LA I
C b Ryl : :aom_f,: =4 I 8@: u =
[[%|()F 1y =4 8l
N o) (2 ()20
0> " mf _ 0<'o.nf .

UUIIO0 D

UPULIOfSUODUWIOfSUDL ]
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In In
ﬁ« 4 g

1o y:

y & 3 B
g X7
! y=24»
I
| x)3} |
— (SenjyoeyN 's) )
(e @ 2 (»2 @ ¢ |
g Fo (x)t3 =4 w g B (x)83 .
I To
; % | A 0% .
_ » g 1o Lo o ]
y & eg L 8 __
) to ¢ £ + @) Sn + (x)t8
— (SenyoeN 's) 3 y==A
39
{ )% | |
RSN N
- o g 24 x)88 g—£
In “p
I T
, w T w0 ]
— Wa H Lo Wa ]
W % e |1 ;
0> unf 7 0< ' .mf

UWI0] -9

UJPULIOfSUOIIDULIOSSUDL ]
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P P 2] (2@, P
g ol W [(W)8]% e o (X)W
(%K) "2 (°A)ta— = [(°£)%a] %2 > 1o o) (x) 15 s » 1y _
CA) 2 (0)% = [(°4) 0] % wt w5 T e | |¢ ] =
-(08) = [(°£)%}"a |'o] (x)*3[(x)°3] %2 Io (x) 18
"% = [(h)%]° [(x)°8]% | | ] ®)'8
—u. n 7z . In ™ -
AN 4
W T %
& i [T ()W | (y=A4
& T T(X)%F + %
L [to|(x)'3 ] _|
(o g ip In 7] ql g 1o Iy
AN U A ¢ s e
vmlBl S §0 l_l ANV 83 MB ¢ [ )_1 ANV ]
\W _'» y=»£j IWWI ‘o €
%p x)&5 (3% x5
o (X)) W (x)t5
! 1
UPW 0,2 0> unf _ ] 0<'wunf .,

YIaULIOfSUONDW 0fSUD.I ],
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[Die Teilung X UX, (X,nX. =u) ahnelt der Teilung & =0 der
{“1; (259 “3}-]
BEwEeis. Aus dem Satz 3, der auch die Sitze 1, 2 enthilt, folgt fiir

o, >0 bei x € X, das Bestehen von (20) mit g;(x) >0. Da (20) bei dem
Ersetzen von

gO(X)‘ Yo
£(%) bzw h|”
&a(x) ' Ve
g:(%) Vs
durch

| (x| | YOl

l—gl(x) bzw. h l-—yll
ga(X) ,VZ!
£5(X) J { Vs

giiltig bleibt, kann g,(x) =0 fiir x € X;- genommen werden. So haben die zu
den beiden Fillen gehorenden zwei Funktionen g(x) verschiedene Definitions-
bereiche (X., X_) und Wertevorrite (y, > 0, 3, <0), und deshalb fihrt es zu
keinem MiBverstindnis, wenn beide mit demselben Funktionenzeichen g(x)
bezeichnet werden. So gilt

(&® |1
&i(X)e;
(20) (X, @, &, @) —h %g‘lJr;% fir >0, x€X.UX.,
eyl
insbesondere
f(x,1,0,0)=x.

Fiir e, <O folgt aus (19)

f(xy &y, &y, GCS) :f[f(xy '—_17 07 O)r — @&y, Uy, '—0!3] =
:f[f(xr — G, — & '—0{3) —_110} O]r

{do(Y)

oder mit (20) und mit g(f[h(y), —1,0,0]) =d(y)= { glggj

ds(y)
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—( do[g(x)] l
—d;[g(X)]e
£, @, @) = h| | — GO, @ -
Glgx)] , o 3 @
-l a +E§_—7 @ ,_
(30) -
( g:(X) ]-1'
— g (X)e
:h d gQ(x) _ﬁ“i
@ al ’
&X) a3«
l J ol + & 2 _,
und hieraus mit y = g(x):
1 ‘ 0
: Yo l .
: — e 0
! ¥ @ 0
diy)=] _1 .d —7«1—? + @
(xl 1 1 . _2_
_ Vs , & @ *
w;’ { e« o o, 3 a
“ Twtza

Nehmen wir z. B. fir x€ X,,y, >0 (der andere Fall 146t sich analog erle-
digen)

_ e @ 3 e
“= noooe o v @y 2 @ ’
und bezeichnen
[Yo] ( € (Yo)\
1 e (YO)l
d = = Y
lo } e(yO) Ee‘z (YO)
0 33()'0)’
so wird
‘ 1 | 0
1 0
div) = .
WM=1,, [0+ o
y1—1 —Ja
e \ Vs
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Setzen wir dies in (30) ein, so erhalten wir (28); setzen wir dagegen
(28) z. B. in
fif(x,—1,0,0), —1,0,0] =f(x,1,0,0) =x

ein (vgl. (19)), so ist (29) unmittelbar einsehbar. — Auch die Spezialfille
+< 3 und u = v konnen mittels der beziiglichen Spezialisierung des Bewei-
ses sofort erledigt werden.

Substituieren wir (28) in (19) und nehmen (29) in Betracht, so sehen wir,
dafi (19) tatsdchlich erfiillt wird. Damit ist der Beweis vollendet.

Jedenfalls gelangten wir unter diesen Bedingungen bei «; <0 zu wesent-
lich mehr verwickelten Formeln, als bei den Bedingungen der Sitze 1, 2, 3,
wihrend bei @, >0 die Formeln dieselben blieben.

(Eingegangen am 8. juni 1956.)

Nachtrag

Wir vergleichen in diesem Nachtrag die Resultate des § 4 der vorste-
henden Arbeit mit den Ergebnissen anderer Verfasser iiber denselben Gegen-
stand.

O. E. GHEORGHIU hat sich in [6] mit (differentiellen geometrischen) Ob-~
jekten erster Klasse von zwei Komponenten im eindimensionalen Raum be-
schaftigt und findet (entgegen seiner Behauptung wegen Rechnungsfehler
nicht alle derivierbare, sondern nur) alle jene Objekte, die von der Gestalt

Yo= Xo-F K (i—AXo, @), Yo ==X+ Ak(x,—AX,, @)
sind. Er beweist, daff diese Transformationsformeln
Vo=Xo+ I(x;—AX,) log |ey|, P =2+ Al(x,—4Ax,)log |e,|

sind.
Nimmt man

el (3] =—n =)} =

X *y ] y Y1
5= [(xo)] == gller-h0) Wi=g [(yo):l = gWvs~Mp) |
1 1

so sielit man, daff diese Objekte sich mit

X —AXy
El-ls
W)\ g

gx)=g¢g
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in

Wo == 2, Lo(X)

=2zl y:“[(gl(xnali)] &lh(@)]=2)
einreihen lassen, was der Spezialfall

& (o)=Y, &(y)=1
der zweiten Zeile unserer Tabelle ist. ‘
In [5] findet O. E. GHEORGHIU sdmtliche Objekte erster Klasse von zwei

Komponenten im eindimensionalen Raum, deren Transformationsformeln Spe-
zialfalle von

= e —-—kl (a]) ko)) 1
Yo=XoF+ ko), y1=2xi-+ (@) (e e~

sind und findet, dall diese von der Gestalt

y():xO"l—llog|a]|, y1:X1+Z(|aq}7‘——-])€”1
sein miissen.
Auch dies geht durch

()] |
Lo ' Yo
el e[

in
- T Y (e
iiber.

In [4] untersucht derselbe Verfasser Objekte zweiter Klasse von zwei
Komponenten und findet (entgegen seiner Behauptung wieder nicht alle de-
rivierbare, sondern nur) alle jene Objekte, die von der Gestalt

Y= %"‘%k(xz—xe) + (6 —x)m(ey),

y2=%+%§k(xl—'x2)+l(xl—xg)m(al)

sind, indem er beweist, daf ihre Transformationsformeln nur von der Gestalt

. X a, . 1 X [ 1
ne e gti{i=g ) nm Eanga(i- g

1 1
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sein konnen, {iber welche er selbst bemerkt, daB sie mit

x1 03? XQ @y,
hEu T T T
dquivalent sind.

Diese letzteren gehen durch

w=a |3l sl =5
=& Xy Xo—X; =& ) Yo—w’
—— x — »

g(X)zg[(i‘ﬂz )
? X J
in
Wy =2, ( gl(x)“l
A ® y=h12(X) @i
wz_a1+7%’ LT‘I+ 05%’

d. h. in die erste Formel der vierten Zeile unserer Tabelle {iber. (Die obige
Bestimmung der Funktionen g(x) erfoigte eben mit den im Beweis der Sitze
1, 2 gegebenen Methoden.)

Ju. E. PENsow hat in [9] unter Analytizititsbedingungen u. a. die Objekte
von zwei Komponenten im eindimensionalen Raum untersucht, und fand ais
Objekte erster, zweiter und dritter Klasse die Objekte der Sitze 1, 2, 3 (nicht
aber die des Satzes 4) unserer Arbeit fiir den Fall n=2, und auBerdem die
mit

2
Xs . . O 3 e o«

= Xy — 5 ~7+—%
J ot ol 2 ' o

Xy
a,’

31 Yo =

iquivalenten Objekte dritter Klasse. _
Diese Objekte lassen sich in die bisherigen Ergebnisse unserer Arbeit
nicht einreihen, da die in den Sitzen 3, 4 geforderte eindeutige Losbarkeit von

(32) f {(zﬁ) 1 s, yg} —x
beziiglich (fJ fiir

3
Xy ==, x32a3+a2y2—7y%+y3

offenbar nicht erfiillt ist.
Es ist aber auch eine gewisse Willkiir in der Bedingung (32), mehr
als in den iibrigen Bedingungen unserer Arbeit. Da die Zahl der Parameter
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grofier ist als die der Komponenten, muf nimlich ein Parameter festgehalten
werden. Dies mufi aber nicht e; =1 sein, es kann auch «,=0 genommen
werden, da nicht nur die Elemente {1, e,, @;}, sondern auch die {e,,0, e}
eine zweiparametrige Untergruppe der Gruppe mit der ,Multiplikation“

{“1; Qg, as} {ﬂl; 3, ﬂz} = {1@1051; By C‘%‘l‘ﬂﬂ"a; ﬂsa§+ﬂ1“3+3ﬂzalaz}

der Elemente {e;, @, @;} (¢;==0) bilden. Wird tatsichlich die Bedingung
(32) durch die Forderung der eindeutigen Losbarkeit von

{0 =

beziiglich ( i 2)~ ersetzf, so erhalten wir aufler den Objekten (20) bzw. (28) (fiir
n=2) auch die mit den Pensowschen Objekten (31) #quivalenten Objekte
Wir beweisen ndmlich den folgenden

Satz 5. Geniigt (X, ,, @, ;) (aI:#O, X = (ig) €X ) der Funktional-
gleichung ) ’

(19) (X, @i, a5, @3), 51, B, 8] =E(X, By, Broi + Brvs, Byed + B + 38 a:)

und ist
o s
f [(Uig) ’ y2> O; J’s} =X

beziiglich ( i 2) =y=g(x) eindeutig losbar (0b 1) bei X € X, a_s==as, a_s=as

3

fiir beliebiges y, =0, oder 2) bei x€ X+, X UX,=X,X.nX.=0 fiir die

. >0), ist ferner ‘
(155}
e t][e2) 1 e

in ey,==0 beziiglich «, derivierbar, so gilt entweder
( £:(%) 4

«
(33) f(x, e, @, @5)=h l
R T

2
o

(8lh(Wl=Yy; ¢, c; beliebige Konstanten) oder [2)]

( 2 (X) ]
(34) (X, &, @5, @)—h | | g!j(i) ¢ 3 a l (ghM]=Yy)
T Ta@ T2l

womit fiir alle erlaubten X, {e,, @, ¢} (19), sowie f£(x,1,0,0)==x erfiillt ist.
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Diese eindimensionalen differentiellen geomeirischen Objekte dritter Klasse
von zwei Komponenten sind mit einer der durch die folgenden Transformations.-
formeln bestimmten vier Objekte dquivalent:

I & s
(31) n="r Yot — 3Zj+
(36) p=az, R T
(37) yz:rﬁl‘; J’e»:%—%—z—fz —Z%

Wir haben auch die mit (31), (36), (37) dquivalenten Objekte in unsere
Tabelle schon eingetragen.
BEwEIS. 1. Man setze in (19) e,==g,=0, so wird
f[f(x; o, 0) 053), p)ly 0; ﬂ-”i] == f(xy ﬂ‘l a, Ov 183 a?“}'ﬂl“&‘)-

Da dies eine Gleichung von der Gestalt (1) ist, wird laut des Hilfs-
satzes, falls unsere Voraussetzung erfiillt ist,

e 0@ |[F00 ) Hlewi=s
(insbesondere f(x, 1,0,0) =X) oder mit
(L) _ () —
el o
s yeJ1 g(x) = £(x) :
3. ’ £:(x)?
| i@(x) \
f(x,@,0,a;)=h @
g (X)
Ce el

Wird andererseits diese Formel (die Oberstriche weggelassen) in (19) mi
a,=#,=0, p,=1 eingesetzt, so erhalten wir

(gz(x) \ \

f h 3 1) A@270 :f(X: &, ﬂzaf; aﬁ)

ga(x) +

e aﬂ
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oder mit Syat=a,, £(y, @) =g{f[h(y), |, @, O]}:

a0 )
(38) £(X, @, @, ) —h E| | &
| e e

Setzen wir jetzt dies in (19) mit

LX) =1, £X)=1, ai=1, a3=0, =0, =1, b=—FY:=—);
ein, so wird mit den Bezeichnungen (6)

0 ' |
o) e bz =llo) 5
Yz Vs . ng 0)" v,
oder mit
' (1 \ (1Y) e ‘
N S R o
einerseits
1
co=y),
andererseits

fl(3), el =(5el5e ()

(38) geht hiermit in

[ £:(X) Cg( @ )

(39 (X, &y, @, @) =h @, N @, g (X)
g-z(X)' C 0 4 gg(X) 4 o
@ ag®) e 2|

tiber, was wir in (19) zuriicksubstituieren, um nach den moglichen Verkiir-
zungen

CEC (C—”@) —CE+n (O

CEre (gl +aO=Cern+im  (€©O=0

zu erhalten, wo

E_ B B
T omg(x)’ 8.2>(X)
bezeichnet wurde.
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Ohne Voraussetzungen iiber C(§) wiirden wir zu kein verniinftiges Er-
gebnis gelangen, da unser Gleichungssystem z. B. durch

CEH—1, cg(a)%—i§2+iv(§>

‘erfiillt ist, wo 4(§) eine be]1eb1ge (also moglicherweise vollig unstetige) Lo-
sung von

LG+ =24(E)+1(n)
bedeutet, d. h. wir erhielten mit
X . ﬁ « X3 3 az
S HCi et
dquivalente Objekte mit unstetigen Transformationsformeln.

Da aber laut unserer Voraussetzungen C(a,) bei @, =0 derivierbar ist,
konnen wir unser Gleichungssystem folgenderweise 16sen:

C.(0)

3

GE+n—GE) _ (Cz(§)>

h

C2(§)
und da die rechte Seite bei n— 0 einen Grenzwert C;(0) besitzt, gllt das-
selbe auch fiir die linke:

C;(€) = C3(0) = ¢,

und
Cz(g) =6+ 1
wegen
C(0)=1.
Weiter wird
@E 1G]+ CO=CEtn+aey

—3
" £+

Cs (J—) —C,(0)
ng+117 (ng‘f" 1)5

E41
und wieder wegen der Konvergenz der rechten Seite bei 5 — O:

Ci(5) = —3E+ Ci(0) (GE+ 1) = —3E+ca(cE+ 1),
also integriert:

cgcn——

G = E+ck
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wegen :
Wenn wir nun dies in (39) einsetzen, erhalten wir die Formel (33) die
der Gleichung (19) geniigt.

BEMERKUNG. Fordern wir statt der Derivierbarkeit z. B., dafi C,(§) hdch-
stens eine Nulistelle habe, so wird aus

T e )

falls wir den Fall

ausschliefien, durch das Einsetzen von 7= G also §+77=———12.——:
1—G(8) \ Co(8)
_ J#)
1—=G(6))° .
_,_’é__) _ £ _ 1
G (1——C2(§) =0, —GE konstant = x
und wieder ’

CE=06E+1,

wozu auch G,(§)=1 gehort, falls ¢,=0.ist.
Ist ¢,==0, so folgt aus

(Cg§+ 1)2C3 (C E 1)+C3(§) C3(§+77)+3§77

G = —(E+269G(~ ) —3e—3 L,

und mit ——%—2@@;(——%}:@ wieder:

2 2

C2 6'3

Hier wurde nichts iiber C;(§) 'vorausgesetzt. Ist aber ¢,==0, so fiihrt
die so erhaltene Gleichung

C:(m)+ C(E) = Cs(E+n)+3En
mit

GO+ SE=1®
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auf

AE+n)=

und die Losung

J. ACZEL

- (&) + 4(n),

C3(§)= ‘——g’—?‘{“csg

kann nur dann erhalten werden, falls Cy(§) als sfefig (oder mefbar, auf einer
Menge von positivem Mal beschrinkt, usw.) vorausgesetzt wird. '
2. Aus der Voraussetzung 2) folgt, wie bei dem Beweis des Satzes 4,

daff fur «, >0,x€ X+

(_g_‘z_(_x_)_!_CQ_a% \|
2]
(33)  f(x, e, m,a9)=h
s—3
lgg(X)'i_c% - gQ(X)+ CZC a4 + ’
{(hig(M)l=y, g.(x) 0) gilt. Fiir ¢, <O folgt aus (19) auch hier
f(X} @y, Uy, “3):f[f(x; —1, O) O)y_ah s, —053]——':
‘ :f[f(x, —"al,_ar), ag,—l,0,0}-
. . dx(y)\
oder mit (33) und mit g(f{h(y), —1,0,0)=d(y)= &)
/ ‘__ dg[g(X)]+ &y
(221 o
40 » 1, Loy =h ' =
40) < f(x, @, @, o) d;[gx)] L. )]_[_C_Qci_gﬁi A
I ‘ e g o ai’,
{ l_ ga(x)_ @ ]
h,d , @ a
- 3
B o g+ 202 2 1 &
und hieraus mit y = g(x) (ygzO, je nachdem xEXi):
[ ——-&——C.z @
25} ol ¢
dy(y) = —ead, s + 3 & + +6 z
(e toa T g
B @
2 3
am=ad|| T e G
3 2 2%3 2 3
L"E“FC&':EJ*H- 5 “f+;§_
(42 CQC( 3 (lg (123
+e dz(Y)——TCT%——?;
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Wir nehmen z. B. fiir x€ X_, . <0 (der andere Fall 146t sich ebenso erle-
digen):

& =Dy, 0‘2::;0; *—:“—;V3

(251
. —1 €
und bezeichnen d [( )] =( ):
0 [

&(y)=—:, ds(¥y) =11 Vses.
Aus (33) (&, =1, ay=;=0) folgt
f(x, 1,0,0)=x,
aus (19) (&, =g =—1, a;=F=a;= 5 =10) dagegen
flix, —1,0,0), —1,0,0] =1(x,1,0,0) =x,

2
(ys y [4)] Vs yies - yieses)’

so daB

sein muf. Setzen wir

d(y)=(”e2y2), 6=+ 1
Vs

in (40) zuriick, so erhalten wir
co(1—e)) =0, c¢;(1—e)=0.
Ist also nicht ¢,=¢,=0, so.muﬁ
=1
sein. Fiir ¢,=¢;=0 sind
=1 und e=——1

beide moglich. Dies ergibt eben die Formeln (33) und (34) fiir «, <O (fiir
a, >0 fallt (34) in (33)), die die Gleichung (19) auch tatsdchlich erfiillen.

Die Objekte (34) sind offenbar mit den Objekten dquivalent, die durch
(37) transformiert werden. Ist

CQ:C?,::O, 32:1,

so ist (33) mit den Objekten, die durch (36) transformiert werdemn, dquiva-

Ient. Fiir
CQ:O, Cg#o, (6221)

4 Acta Mathematica VIII/1--2
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=l e

ein, und erhalten

fithren wir

|§2(X) \
— “1
f(X iy Qo ag):h .
’ X 3 050
was die Aquivalenz mit dem Pensowschen Objekt (31) zeigt. Endlich ergibt fiir-
CZ :*: O) (e2 - 1)
die Substitution
‘%)3 l ' EQ(X) — g‘é’c(x) ,
IR i3] 2
. c H _ CS )
lJ’s—z—;— yﬁ’ Vs gg(x)zgg(x)~2—6gz(x)“
eben
‘g2(x) I ﬁ l
] e &
(26) i, @, @y, 5)=h ‘Eg(x) B iﬁ% @
z el

und diese Objekte sind mit denen von der Transformatlonsformel (35) aqui-
valent.
Es ist interessant zu bemerken, daf falls das Pensowsche Objekt

X Xs . @ 3 &
) — —— y m= - Xy —
y2 o y y ai—l—ai’ 2 i;—i_

durch ein Objekt mit einer Komponente von z. B. zweiter oder dritter Klasse
erganzt wird, so erfiillen die so erhaltenen Objekte

2
xl 052 . xl 3 LZ§ ag
S B bzw. S DR A
h a; + o N @ 2o &
X% X
y2 o > y2 o ’
2
X3 (44 3 052 Xs Oy 3 w | @
Vo=pt g 4+ Vy=—g X — 5 g
1 1451 /451 y 2 o Qy

schon die Bedingungen unseres Safzes 3 und konnen deshalb mit den Trans-
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formationen
v 1
[ 1 ’ N |
g(X):l ig l bzw. gX)=|X—Xi |,
1 . x2
b, — %%, l . ,
1
( x1 | 1 i xl —‘ 1
Zr=g1 1% :?': =g Xe =%
g ] ? | X/ ] ?
- .
X
! ’r xl -‘ x?)‘_xl
Ro=La| | Xoj|= X1, Ze=&||X]||= X s
| X3 /] | xs | :
X1 ] ’— xl
Zg=gs | [ Xe | | = Xs— X1 Xo, L= X| =X,
| ' X5/ ] ‘lx?, i
[ y1 -' 1 ’; yl V 1
Wi=giYej|=7> wW=&1| V| |l=,
[\ s J Y. RWZ J %
( - -
: 71 [ YVi—W
Wo=go| | Yoy |= 1> Wo=gs || o :T’
| Wy /) RWZ :
H.Vl [ _
Wo=G3{ Vel l=DVs— )2,  Ws=g&s[[Ie{{=D1,
[ Ly: /] Vs
Wy, = 21 ¢y,
_ A e
WQ‘ 051 + CZ% 3
_ A e 3o
et T2
in (20) tibertragen werden: :
[ &®a ]
gz(x)_i_ﬂ

y:h 0[1 a:%
60 o _3a
& T T2
Fiir weitere, sich auf unseren Gegenstand beziehende Ergebnisse verweisen
wir den Leser auf die demndchst erscheinende Arbeit {7] von M. Hosszu.

(Eingegangen am 11. Ofktober 1956,

4%
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