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w 1. Einleitung 

In [2] wurde eine vollkommene Bestimmung aller differentiellen geomet- 
rischen Objekte mit einer Komponen/e im eindimensionalen Raum ohne 
Derivierbarkeitsvoraussetzungen gegeben. (Bezaglich der Terminologies. w 
In der vorliegenden Arbeit beschMfigen wit uns mit geometrischen Objekten 
yon mehreren Komponenten. W~ihrend, wie dies in der Einleitung yon [2] 
ausfahrlich berichtet wurde, die Transformationsformeln der eindimensionalen 
differentiellen geometrischen Objekte mit einer Komponente schon bekannt 
waren, und in [2] dies  nur unter schw~cheren (Stetigkeits-) Bedingungen 
wieder erledigt wurde, sind bisher auch unter Linearit~ts- bzw. Analylizittits- 
bedingungen nur Objekte yon h6chstens zwei Komponenten vollst~indig be- 
stimmt worden ([4], [5], [6], [9], [10]; vgl. Nachtrag), abgesehen yon einem 
allgemeinen Satz yon Ju. E. PENSOW [9], der .behauptet, dab die eindimensio- 
nalen differentieIlen geometrischen Objekte yon n Komponenten h6chstens die 
Klassenzahl 2 n + l  haben k~Snnen, und von einem Resultat anderer Natur 
beztiglich der sogenannten einfachen ge0metrischen Objekte, alas W. W. WaG- 
NER in [12] bewiesen hat. 

So werden bier die Transformationsgesetze gewisser allgemeiner Typen 
yon geome/rischen Objekten mit beliebig vielen Komponenten in den w167 3, 4, 
insbesondere di e vollst~ndige Klassifikation der eindimensionalen differenti- 
ellen geometrischen Objekte erster, zweiter und drifter Klasse i m w  4 zum 
erstenmal tJestimmt. Dagegen sind die Bedingungen, die wir hier voraus- 
setzen, weniger nattirlich als in [2], wenn auch nicht allzu sehr einschrfinkend 
(besonders in der schw/icheren Form, wie sie im Satz 4 vorausgesetzt wer- 
den). Die Bedingungen sind denen in den Arbeiten [1], [3] ~hnlich, da sich 

2* 
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der hier gegebene Gedankengang auf einen Satz aus [3] statzt (s. hier im {} 3). 
Einffille bezaglich der Anwendung dieses Satzes und bezaglich Einzelheiten 
des Nachtrages verdankt der Verfasser Herrn M. Hosszu. 

.w 2. O r u n d b e g r i f f e  und B e z e i c h n u n g e n  

Far die allgemeine Literatur der Theorie der geometrischen Objekte (da 
nur solche vorkommen werden, nennen wir sie von nun an der K~rze hal- 
ber nu r  ,,Objekte") verweisen wir den Leser auf [8] und auf das Literatur- 
verzeichnis vo.n [2]. Was die Objekte mit u Komponenten im t-dimensionalen 
Raume betrifft, werden wir ihre Komponenten in das Vektorsymbol 

X0 

(x) XII X1 
x =  : = x2 

\ 00 Xv 

zusammenfassen. Zwei Obi 

,<,) 
xo x___ti;) 

X 0, -~.)/ , \X@) 1 A 

ekte x, z nennen wir @uivalent, falls es eine urn- 
kehrbar eindeutige Vektorfunktion g gibt derart, da6 

z = g ( x )  

in jedem Koordinatensystem gilt [8]. 
Nach Definition wird bei einer Transformation der Koordinaten ~ i /=  q~J(~) 

( i , j ~ 1 , 2 1  .,t; IA~J=~O, A~-- Or~ .. ~ ~ - - ~ ]  , ein Index 

Menge von Indizes steht hier und im folgenden 
durch eine Formel 

y - -  f [ x ,  

transformiert, wo f eine Funktionale der Koordinatentransformation r2J = ~j-(~i) 
ist. Kann diese Abh~ngigkeit durch eine Abhfingigkeit yon endlich vielen, 
mit dieser Koordinatentransformation zusammenhfingenden Parametern 
(U1, U2 . . . . .  U v ) - - U  angegeben werden; so sprechen wir yon spezietlen Ob- 
jekten, die Transformationsgesetze der Gestalt 

y = f(x, U) 

haben, wo f eine Funktion der u-t-v Ver~inderlichen x, U ist. 
Da die Funktion f selbst bei jeder Koordinatentransformation dieselbe 

bleibt, hat die Durchftihrung der Transformationen ~J~p/(~r  ~ ' ~ 0 ~ ( ~  0 
nacheinander dieselbe Wirkung, wie die vereinte Transformation ~ = ~k [q~j(~)]: 

(1) f [ f (x ,  U), V] ~ -  f (x ,  W) -~  f (x ,  O o V), 

oder ein Paar oder eine 

far alle solche) das Objekt 
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wo W =  U o V eine Zusammensetzung (Multiplikation) der  Punkte U, V des 
Parameterraumes ist, d i e  aber nur ftir gewisse Paare  definiert sein mul~, 
n~imlich ffir solche, die zu zwei nachein'ander durchffihrbaren Transformatio- 
hen geh6ren. Diese bilden ein Gruppoid  (vgl. [8]), das aber in den wichtig- 
sten Spezialfiillen zu einer .Gruppe wird. (Von den Gruppeneigenschaften 
werden w i t  fibrigens in dieser Arbeit nur die Assoziativit~it ausntitzen.) 

So sind z. B. die Objekte w-ter t(lasse jene, in denen die Parameter 
die alten und neuen Koordinaten, sowie die Derivierten hOchstens w-ter 
Ordnung der neuen Koordinaten bezfiglich den alten sind: 

A p . . . ,  s t y = f(x, {~}, {~J}, {A,~}, { .... }, {Ar~r2...rw}) (IA~I ~ 0 ) ,  

q~(x ,  {~}, { , D ,  {m~}, m ~ ..,  A ~ # B ~ B ~ { .... },. { ...... 5 ) ,  {,/}, {;~}, { ~}, { ,d , . . . ,  { .o~.~3]= 
P . . .~ C S (2) = f ( x ,  {~}, {;J}, {C~}, {CM~v}, { ~,..R,~}), 

(A - -  - -  C * -  0 - ~  " - ~ ,oI ,% . .  ~o q - - - -  ~ RI R " r~r 2 . . . .  q 0 ~ rl " �9 o ~ r q  0 ~e l  . O ~ e q  ~ l . . . R q  0 ~ . . .  0 ~ flJ 
% 

Hier kann 

A s B ~ U = ({~}, {qJ}, { A k } , . . . ,  { q...,~ }), V ({TJ}, {~J}, {B~}, = . . , {  ,0,_,,05) 

nur d a n n  multipliziert werden, falls {.rJ}~_{~J} ist. Dagegen lassen sich 
... ~ = . ., B ~ U = ({A~}, {A~,~} ..... {A~ ~,, }), V = ({B~}, {B,~}, { e~ ...,%}) immer multiplizie- 

ren und sie bilden eine Gruppe bei den rein differentiellen (kurz: differenti- 
ellen) Objekten wLter Klasse, d. h. bei denen, in deren Transformationsgesetz 
die Koordinaten {~}, {~J} selbst nicht figurieren, nur die Derivierten: 

y = f ( x , { A ~ } ,  ~' . . ,  A ~ { ~ m n } ,  { r . . . . . . .  w } )  (IA~]~O), 
A ~ ~ ~ ~ B,~ B ~ ~ff(x, { ~}, { A ~ } , . ,  .. xm~, .... ~,}), {B~}, { ,~} , . . . ,  { e,..e,~.}] 

=~(x , {C~} ,  ~ .., c* {c,,~},. { ,~...,,o}). 

Hier ist z.B. 

(3) C~--- ~ a ~ A DVa~ Aj , ~ e A k  B~ A~: --:- ~_, C ~  ~- ~ ~ Ba  A K ,  USW. D i j  2"iM2-1X 
A 1 

nach der Derivationsformel zusammengesetzter Funktionen. Wie fiblich ist 
auch hier fiber den in einem Produkt zweimal vorkommenden Indi.zes zu 
summieren. 

In dem Fall der eindimensionalen Objekte, mit denen wir uns im w 4 
besch~iftigen werden, verwenden wir die Bezeichnungen 

d ~' 
a~ - (d~) ~ ( k =  1 , 2 , . . . ,  v) 
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und ebenso 

dk~ d ~  
~k-- (aO~., 7k-- (d~)~, 

so dag bei rein differentiellen Objekten v-ter Klasse im eindimensionalen Raum 

y --- f(x, a~ , . . . ,  a~) (el 4= 0), 

(4) f[f(x, el, a2 . . . .  , e0, /~, s . . . .  , / ~ , ] :  f(x, 71, 72 . . . .  ,7~,) 
gilt. Hier ist 

(5) 7I~1CQ, 72:f12a~-}-fllc~2, 73:~.~a~-}-/?~e~-]-3~2a~c6 usw. 

Manchmal werden wir direkte Summen und Pr0dukte von Vektoren 

Xli Y!I Xll "3~-ylI XlI Yll 

schreiben. 

w 3. Spezielle geometrische Objekte mit nicht weniger 
Komponenten als Parametern 

Wit brauchen den folgenden 

HILFSSATZ. Gibt es ffir ein fixes A = (al, a~, . . . ,  a~) und ffir jedes 

i x` i [Xo 

l 
ZI 

einer u-dimensionalen Punktmenge H (u >- v) ein und nur ein 

(7) 

derart, daft 

sei, so ist die allgemeine LOsang der Funktionalgleichung 

(1) f [f (x, O), V] = f (x, O o V) 

(wo x die Men~e 17 und U, V eine Halb~ruppe X c 11 des Parameterraumes 
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durchlfiuft) der Gestalt 

L~O(x) o 

(wo - I x '  (go(X) g t  I ~ G ( x ) )  eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit der inversen 

Funktion h isO. - -  Im Fall u ~ v fehlt go, Yo aus (9), (7), (8) usw. - -  
Dies ist a l so  unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations- 

gesetz der v-parametrigen speziellen Ob]ekte yon u Komponenten (u ~ v), falls 
der Parameterraum unter der aus der Zusammensetzung der Koordinatentrans- 
formationen entspringenden Multiplikation eine (Halb-) Gruppe bildet. 

Hier wurde der v-dimensionale Parameterraum im u-dimensionalen 
Komponenten-Raum eingebettet. 

Dies ist eine unwesentlich ge/inderte Gestalt des Satzes 1 v0n [3] und 
kann durch Einsetzen von 

in (1) mit R~cksicht auf (7)--(8), bzw; von (9) in (1) mit R~icksicht auf die 
Assoziativit~it yon U o V leicht bewiesen werden. 

Hieraus entspringen u.a. folgende Korollarien: 

1. Oibt es fiir f ixe {A~} (k, l =  l, 2 , . . . ,  t; I A~.I ==1= 0) und fiir jecles x 
0 

einer u-dimensionalen Punktmenge (u >-- t 2) ein uncl nut ein 

(" Yo {~}) (IYr Y 

derart, daft [(,o) 
f {A~}'  

0 

sei, so ist die allgemeine L6sung yon 

0 0 )  

der Gestalt 

(go(x) 1 
wo g(x)---- ~{O~(x)}J 

{Y{}] =x 

fir(x, {A{}), {B~}] = f(x, {BfA~:}) 

[-[go(x) 
f ( x , { A { } ) = h  A{ ~ ' 

eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit [ GJ(x)] =4= 0 

~tnd h ihre Inverse ist. 
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sionalen Punktmenge (u 

Unter diesen Voraussetzungen ist also dies das Transformationsgesetz 
der rein differentiellen Objekte erster Klasse mit u Komponenten im t-dimen- 
sionalen Raum. 

2. Gibt es fiir fixe {A~}, {A~} (]A,~] ~= O) und fiir jedes x einer u-dimen- 
o o o 

I+(+2)l ; ) > t t t 1 t 3 3t 2 : . . . .  ein und nur ein 

derart, d a f t  

Y~ 
y :  {Y[} 

J y}" 1,:z j" 

j ] _ j _  �9 

[(y~ t {A:} l, {Y/}, ~Y;~} = x 

{Ao;,:} 
sei, so ist die allgemeine LSsung von 

(1 l) f[f(xl {A[}, {A~.'~}), {B~}, {B~r}] = f ( x , '  ~ {BzA~v},J z ,~BK~AQA~ ~ K L 4- Bp~UA,R}) P 

der Gestalt 

f(x, {A~ d, {Aq'~.}) = h 
[go(x) 

{A~G~(x) d~(x) + 

umkehrbar eindeutige Vektorfunktion 
[go(X) i 

/ m ! ' {G~r(x)}' 
[ G~(x)[ 4= 0 und 11 ihre Inverse ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist also dies alas Transformationsgesetz 
tier rein clifferentiellen Objekte zweiter Klasse mit u Komponenten im t-dimen- 
sionaten Raum. 

((10), (11) folgen aus (2), (3).) 
Offenbar kOnnen unter ~ihnlichen Bedingungen die rein differenliellen' 

Objekte w-ter Klasse im t-dimensionalen Raum ebenso erledigt werden, falls 

sie u -->_ t [t 4- (t ~ 2 1 ) + . . . + ( t 4 - ;  1 ) ] = t  [_(t ;w)_lJKomponentenhaben.  

Dais auch die nicht rein differentiellen Objekte, d. h. solche spezielle 
Objekte, bei denen die dutch die Zusammensetzung der Koordinatentransfor- 
mationen generierte Multiplikation nicht immer zwischen zwei Punkten des 
Parameterraumes durchffirbar sind, - -  mit unseren Methoden gleichfalls be- 
handelt werden k6nnen, zeigen wir dutch den Beweis tier folgenden Aussage: 
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3. Gibt es flit fixe (a k} (k : :  1, . . . ,  t), A : (a~,..., ao) und fiir jedes x 

einer u-dimensionalen Punktmenge u >-- t+  ~; ~ t w und far alle {U} 

der t-dimensionalen Projektion dieser PunMmenge ein und nut ein .'~ t :  {~} = . [ :  g(x, (~J})] 

derart, daft 

(12) [ h ( t , { , i ~ I ) = l = f  ( } ,{~-~}, {~J}, ~ x  

sei, so ist die allgemeine LOsung yon 
(13). 
cler Gestalt 

(14) 
|[go(x, (~) l ], 

f(x, (~}, {~J}, u) - -h] l  {g~(x, {~,})} ], {,/} 
It G(x, {~,:}) o UJ 

eine Vektor-Vektorfunktion mit den Parametern 

Inverse beziiglich x mit x = h(y, {_ }) bezeiehnet 

wo y:g(x, {~}) {~k} 

{~i} ist, deren eindeutige 
wurde. 

Dies ist also unter den obigen Bedingungen das Transformationsgesetz 
der nieht rein differentiellen Objekte w-ter Klasse im t-dimensionalen Raum 
.... ( r )  
mit u >= t t Komponenten. 

Hier wurde (13) aus (2) dutch die Bezeichnungen U ({A~,} . . . .  , {A~.l,.ir~}), 
V = ( { B ~ ) , . ,  B ~ .. { ~,...~}) gewonnen. Diese lassen sich bereits immer multipli- 

zieren (,A~.,=~0, ,B~,~0). Es ist bemerkenswert, daf~ hier nicht u>=t(t+wW)+t, 

sondern nur u>--t(t+ww ) vorausgesetzt wurde. 

BEWEIS. Die Assoziativit~it von U o V sicherf, daft (14) die Gleichung (13). 
tats~ichlich erfflllt. Umgekehr t f01gt durch Einsetzen yon 

x =  { } , {~':}={~d}, U = T  

in (13) wegen (12) das Bestehen yon (14) sofort, w . z . b . w .  
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Diesbezfiglich vgl. fibrigens die Arbeiten [8], [11], wo die Zurfickffihr- 
barkeit der nicht rein differenfiellen Objekte auf rein differentielle bewiesen 
wurde.  Da diese Werke z. T. schwer zug~inglich sind, wiederholen wir kurz 
mit unseren Bezeichnffngen 'diese Betrach~ung: 

Wir schreiben: 

~(z, {~Y}):  ~(z, {~}, {~}, {a~}, {o} , . . . ,  {o}), 
y -~- ~(x,  {~}) = f(x, {~!}, {aq}, {O~}, { 0 } , . ,  {0}) 

( d z l  l f f i r k = l '  ) 
k =  0 ffir k ~ l ;  {c~q} konstant , 

A 1 . . - ,  8 p . . . ,  A 8 ' z = f ( y ,  { k}, {A~}, {a ...... . } ) = f ( y ,  {aq}, {aq}, {A~}, {A,,,~}, { r,...~,}). 

D a s  letztere ist eben d ie  Transformationsformel eines rein differentiellen 
Objektes. Durch wiederholtes Anwenden von (2) wird 

A z A ~ f(x, {~}, {~}, { ~}, {A~,} , . . . ,  { r~...r~,.})= 
A Z p . . - ,  A ~ - -  h( f [~(x ,  {~~}), { k}, {A,,~}, { ,. ..... .,~}1, {~!i}). 

Dies erffillt auch (2), so dab damit die nicht rein differentiellen geometr i -  
schen Objekte auf rein differentielle zurtickgeftihrt wurden. Da n~imlich bei 
Voraussetzung v0n 

f(x, {~}, {~}, {&,}, {0}, . . . ,  { 0 } ) = x  

(die identische Koordinatentransformation ~indert das Objekt nicht) 

g[h(z,  {~}), {;~)] = z 
gilt, also h(z ,  {~}) die Inverse yon ~(x,  {~}) beztiglich x ist, kann das so- 
eben Bewiesene folgenderweise ausgesprochen werden:  

Wenn die Koordinaten den Komponenten eines nicht rein differentiellen 
Objektes hinzugenommen werden, so wird es mit einem Objekt giquivalent, 
alas aus einem rein differentiellen Objekt und aus den Koordinaten besteht. 

Deshalb besch~iftigen wit uns im folgenden nur mit rein differentiellen 
Objekten. 

w Objekte erster, zweiter und drifter Klasse von beliebiger 
Komponentenzahl im eindimensionalen Raum 

1. Aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Korollar 1 (vgl. auch [i]) f o l g t  
sofort der 

SATZ 1. Geniigt f(x, a,) fiir x ~ 1I und fiir die al =~=O einer Halbgruppe 
A ~ I I  clef Funktionalgleichung 
{15) f[f(x, al), fl~]--- f(x, ~1c~) 
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~nd ist far solche x 

,bezfiglich y :  Yl 

(16) ~(x, < ) = h  [(go(x) /], 
[~g~ (x) < )J 

(g0(x)] (0::~: ga(x) < A) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion wo g ( x ) - -  ~,gl(X)J 
mit der Mversen his t .  Im Fall u = d i m x - -  1 fehlt go(x) aus (16). (16) ge- 
niigt der Gleichung (15) uncl auch der Gleichung 

f(x, 1 ) : x .  

Unter diesen Beclingungen ist also (16) das Transformationsgesetz der 
differentiellen geometrischen Objekte erster Klasse m# u Komponenten im ein- 
dimensionalen Raum. 

2. Ebenfalls aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Koro]lar 2 folgt for Ob- 
jekte zweiter Klasse, dal~ falls 

and 

beztiglich y---~ 

u ~--- dim x > 2 

x~- f  a~ , Yl, Y~ 
L\ a2 J (yo) 

Yl 
Y2 

(y, 4= o) 

eindeutig IOsbar ist, so sind die L6sungen der Funktional- 

gleichung (vgl. (4), (5)) 

(17) f [~ (x, -1, -~), ~l, ~,2] = f (x, ~ <, ~.~ ~ + v~.~) 

der Objekte zweiter Klasse der Gestalt 

If go(x) ~] 
f(x, <,  .~)-- hll.;g~(x) J/ 

[ L-,~g~ (x) ~ + < g~ (x ) / l  

(x) 4= o, g(x)-- /gl(x) | ,  g[h(y)] = = y  . 

~g2(x)/ 
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Ffihren wir die neuen Funktionen 

Yl gl  (X) = gl (X) ~ 0, 
�9 y ~  = h  'y~j] ,  

y~ g~ (x) - g~ (x) 
gl(x)  

ein, so erhalten wir (die Oberstriche wieder weggelassen) den 

SATZ 2. Geniigt f(x, el, cr ffir x ~ H und ffir die ~ =4= O, e~ einer Hatb- 
gruppe A c H tier Gleichung (!7), ist ferner far  solche x 

IPi ] 
[yoi 

bezfiglich y =  

= x (a~, a2 konstant, { Yl =~= O, y~} E A) 

eindeutig 16sbar, so  ist ffir cliese x und ~ ,  e2 

/go(x) t ]  
>(x> H 

tg0(x)l 
wo g ( x ) = ] g l ( x ) i  ( g l ( x ) ~ 0 )  eine umkehrbar eindeutige Vektorfuntction 

mit der Inversen h i s t .  (18) erffillt clie Gleichung (17) some die Gleichung 

f (x ,  1, o) = x.  

(18) ist also unter cliesen Bedingungen alas Transformationsgesetz der rein 
differentiellen geometrischen Objekte zweiter Klasse mit u Komponenten im 
eindimensionalen Raum, 

Wir liel~en im Text des Satzes die Bedingung u = d i m  x >_--2 fort, da 
dasselbe Resultat ffir u : !  ( y l =  1) in [2] schon bewiesen wurde. Ffir 
u : dim x = 2 ,  1 ist n/imlich (18) so zu verstehen, dab darin go bzwl go,g~ 
fehlen, und ~hnlich in den tibrigen Formeln. 

Ganz ~thnlich lassen sich die Objekte wter  Klasse mit u Komponenten 
im eindimensionalen Raum unter der Untergruppe 

- -  ~ (~), ~' (~) ~ o, ~"(~) . . . . .  ~(~-,)(~) = o 

yon Koordinatentransformafionen erledigen, indem man die Transformations- 
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tormel 

[g~(x)~ 
f(x, ~ , o , . . . , o ,  ~o )=h  jg~(x) + 

I e~ -i 

g(x)  = gl (x) i ,  gl(x)  4= O, g[h(y) ]  = y 
g4x)  P 

,erh~dt. 

3. Far Objekte dritter Klasse mit der Funktionalgleichung (vgl. (4)) 

(19) fff(x, ~ ,  ~ ,  e~), ~ ,  ~ ,  9.~1 = f(x, ~e,~, ~c~ + ~.~, ~c~ + ~z~ + 3~cqc~2) 

ergibt unser Hilfssatz 1 unmittelbares Ergebnis nut im Fall u = dim x _--> 3 : Ist 

,yo, i a ~ 
tYot 

beztiglich y - -  I y~ I 

w i r  ffihren 

-[ yo 
Yi 

y~ 

Y3 

eindeutig lOsbar, so ist 

f(x, ~ ,  e~, e ~ ) : h  tg~ i1 i~lg~(x) 
]c~2gl(x)'~ +'exg2 (x) 

2g~( )g~( )]J 
/ 

~e~g~(x) ~ + c~g~(x) + 3e x x 

[ [g~ t 
[ g (x) = gl(x) I gl(x) 4= 0, g [h (y)] = y[ g~(x)i, 

die neuen Funktionen 

�9 3 y~ 
y~ 

= h  Y~ 

t 

go(x)-go(x),  
~ l ( x ) - - g ~ ( x ) # o ,  

-2 
g ~ ( x ) = g ' l ( X )  g 2 ( x ) ,  

3 -4 ~(x)~g~(x)-ag~(x)--Tg~(x ) g~(x)" 
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ein, und erhalten nach Weglassung der Striche die Formel 

g~ (x) ~1 
g~(x) ~.~ 

(20) f(x, ~ ,  cr cr - -  h ~ 4- e~ 

g3(x) : a3 3 w~ 
_ ~ - e~ 2 c4 

FOr u---dim x =  1 wurde die bez~igliche Formel in [2] schon bewiesen. 
Es bleibt also nur noch der Fall u--=dim x - - 2  fibrig. Diesbeztiglich unter- 
suchen wir zuerst den Spezialfall e l =  1, woffir (19) zu 

fff(x, 1, ~ ,  ,~3), 1, ~2, ,~d - -  f(x, 1, ~ 4- ;~, a~ 4- 3 r  4- ~. 3 

wird. Dies ist wieder .eine Gleichung der Gestalt (1), woftir der Hilfssat~ 
besagt, daft falls 

(Y2} eindeutig 16sbar ist, so wird 

% 

bezfiglich y = ~  ~Y3 

(x) 
f (x, 1, ~ ,  ~)  - -  h / ~ 

4- ~2 

oder mit 

fl I 1 

~g~(x)J' 

~ ( x )  = g~(x), 

3 2 
~ (x) = g~(x) - 2 -g~(x) ,  

(21) f ( x , l , ~ , ~ ) = ~  ] 3 ~1 

Urn nun f(x, tzl, c~, az) zu bestimmen, nehmen wir in Betracht, daf~ 
aus (19) 

I( ) 1 [  o2o } ~.~ ~ 0,0 ~ f(x , .1 ,0 ,0) , l ,~i i ,  ~ (22) f (x ,  ~1, a~, ~ )  = f f x, 1, c~i' ~ ' e~, 

folgt, also mit (21) und mit den Bezeichnungen 

y - g ( x ) ,  z =  ] 
a~ 3 a~ ' 
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sowie mit 

(23) g(f[l~(y), e,, 0, 01) ~- f(y, al), 
woftir wegen (19) offenbar 

(24) f[f(y, a~), ~1] : f (Y ,  P'lc~l) 
gilt, erhaiten wir 

f~y ~z, o~)=~y, Ol.Z t:i: ) 

(vgl. (6)). Wir setzen hierin y = ( O ) u n d  erhalten mit ~[(0), a l ]=c (a l )  

(25) f(z, f '~l)= C(~1)"@ Z" (~( ! ) -  -- 6'g 2 " 

Dies substituieren wir in (24) zurtick: 

C (~.1). [~1;/ ' (~11/~11~ @_ C - - ( . 1  ifll-l~ 
\fir ;-t-Y'(c~;~fl;2) (s162 �9 

Hieraus folgt aus Symmetriegrfinden 

C (CI~I). (/~1 11 ' (~1~ -1 

und dutch Trennung der Verlinderlichen 
, 1 y ~ [  1 

c ( a l ) ' l l l  a; I=c(f l ' ) ' l  1 [ = c '  e(al)=C'~l-7-a-~2)--c c'[ai2 )" 

So wird aus (25) 

(;i 1 ) ~ ( z , , ~ i ) =  c + ( z - e ) .  2 

und aus (23) 

oder mit den neuen Bezeichnungen g(x) ~ g(x)--  e, h(y) = h(y + c) 

I i g~(x) I l 
t <)1 ~(x, ,~ ,  o, o) -~  h g (x). ,~1~ = h 
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w/ihrend (21) zu 

f (x ,  1, e3) = h 3 
~ '  . [[g~(x)+e~__ 2~ e ~ 

wird. Schreiben wir alldies in (22) ein, so erhalten wir endlich 

(26)  f ( x ,  ~ ,  ,~ ,  ,~)  = h g~ (x )  ~ c~ 3 ,~  " 

Die Zusammenfassung von (20) und (26) ergibt den 

SATZ 3. Geniigt f(x,  e~, c~2, e3) fiir x ~ 1I  und f l i t  die c~ ~ O, ~2, a3 
.einer Halbgruppe A c H  tier Gleichung (19), ist ferner fiir solche x 

~,~ : l 2 , y~, y~, y~ : x 

bzw. 

bzw. [ 11!'o ' ] 

lY:ill i I bezilgtich y =  bzw. y = y~ bZW. Ozw. y = y~ (je nachdem 
ly:l [Y3I Y =  y~ 

u = d i m  x > 3 ,  = 3 ,  - -2 ,  = 1) eindeutigl6sbar, so ist fiir diese x und c~, C~, % 

-I g~(x) 

g~(x) -F ~ 

,(20) 

2 ,~ 

I lg~ ) 
igl(x)[ 
ig~(x) [, gx .:4:0, g[h(y)] = y ] .  
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In den Fdllen u =-dim x : 3, 2, 1 fehlen die Zeilen mit go bzw. go, gl bzw. 
go, g~,g.2. - -  (20) erfiillt (19) sowie die Gleichung 

f(x, 1,0, 0 ) = x .  

(20) ist also unter diesen Bedingungen das Transformationsgesetz der 
rein differentiellen geometrischen Ob]ekte dritter Klasse mit beliebig vielen 
Komponenten im eindimensionalen Raum. 

Wenn man (20) mit den Resultaten yon [2] II vergleicht, sieht man, 
dal~ bei unseren Voraussetzungen ]edes eindimensionale Ob]ekt dritter Klasse 
mit beliebiger Komponentenzahl einem Objekte /iquivalent ist, dessen letzte 
bzw. vorletzte bzw. die davorstehende Komponente bzw. die tibrigen Kom- 
ponenten sich als eindimensionale Objekte mit einer Komponente und yon 
dritter bzw. zweiter bzw. erster Klasse transformieren bzw. konstant bleiben 
(sich als Objekte nullter Klasse transformieren). Man sieht auch, dal~ sich 
(18) und (16) aus (20) durch Weglassung der letzten bzw. der beiden letzten 
Zeilen ergeben. 

4. Die bisherigen S/~tze (insbesondere der Satz 1) haben den Mangel, 
daft sie im Spezialfall u :  1 (eine Komponenle) ein bekanntes Objekt, n/~m- 
lich die Weylsche Dichte mit dem Transformationsgesetz 

= y ( z ,  = zl, t 

nicht enthalten (bzw. nur ffir positive al enthalten, wo sie mit der gew6hn- 
lichen Dichte 2 ~ z a l  zusammenf~illt), d a  die Voraussetzung der eindeutigen 
LOsbarkeit von 

x ~ f ( a ~ ,  yl) ~ a~]Yll (YI @:0) 

beztiglich ya nicht erftillt ist, falls alle nicht-verschwindende reelle Yl erlaubt 
sind. Dagegen ist die Eindeutigkeit der LOsung unter den positiven yl gesi- 
chert, jedenfalts besteht dann die LOsbarkeit selbst nut far sg x = sg a~. Dies 
gibt den Gedanken, unsere Bedingungen in diesem Sinn zu schwachern. 
Wit beweisen so den 

SATZ 4. Geniigt f(x, a~, e2, a3) fiir jedes x E X_ u X+ (X_ N X+ ~ O) und 
fiir ]edes cq =~=0, ~2, a~ tier Gleichung (19) und ist auflerdem 

I(Y~ 1 
[ \ a + ~ /  (,1) 

far  x ~ X§  beztiglich y ~- Y2 m# y~ > 0 eindeutig lOsbar (mit V, = I bzw. 

\ Y3/ 

3 Acta Mathematica VIlI/1--2 
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y~ = 1, y~ = O. fi ir u = dim x = 2, 1), so ist f l i t  diese x und a~, a2, a3 
ctl > 0 f ix ,  el,  a2, a3) dutch (20), f f ir el < 0 dagegen durch 

(28) f(x, al, a~, a3) =- h 

F [ eo[go(X)] 
I [ - -  e~[go(x)]g~(x),a~ 
I [ '  e2[go(x)] g~(x)ff  ao 

1[ e3[go(x)] _kgdx) ff a3 

bei 

3.]!2 
2 

(gffx), edyo) ~ O) 

dargestellt, wo g ( x ) =  

und beziiglich e ( y o ) =  

(29 )  

:go(x)  
gglo~:~leine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion ist, 

gdx)] 

t 
eo(Yo)~ 
edyo) | 
e2(yo) 
e3(yo)/ 

eo [eo (Yo)] = Yo 
e~ [eo(Yo)] ---- el (yo) -1 
e2 [eo (yo)] ---- e2 (yo) e~ (yo) 
e3 [eo (yo)] - -  - -  e~ (yo) e~ (yo) ~ 

gelten. - -  (28) mit (29) erfiillen (19) f l i t  jedes el:~:O, a2, a~ und fiir jedes 
x ~ X_ u X~ und auch 

f(x, 1,o, o ) = x .  

Ist die Klassenzahl v - - 2 ,  1, so sind die letzten bzw. die beiden letzten 
Zeilen in (28) und (29), sowie a• y3 bzw. a+2, a+3, y2, y3 in (27) wegzulassen. 
Ist die Komponentenzahl u <: v, so sind die bezu'glichen Zeilen yon oben 
wegzulassen und es wird 

fiir u =- v : el, e~, e3 konstant und zwar entweder el = 1, e2 beliebig, e3 = 0 
oder e~ - -  - -  l ~ e~ ~--- O, e~ - -  O, 

fiir u < v : e2 - -  e3 ~ O. 

Unter den obigen Bedingungen sind also die allgemeinen Transforma- 
tionsformeln der eindimensionalen differentiellen geometrischen Objekle erster, 
zweiter und dritter Klasse @ = 1 ,  2, 3) mit beliebiger Komponentenzahl u 
dutch die folgende Tabelle gegeben: 
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H 
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II II 

L . . . _ ~  I 

v 

II II 

a ~  

L 

4 

+ 

I i I ~ F 

II [I 

+ 

L 
,.= 

H 

T I 

+ 

+ 

II 

I 1 

+ 

I I 

~ C ' q  O ' )  

3* 
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t~ 
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[Die Teilung X_ u X§ (X§ ~ihnelt der Teilung e~ <> 0 der 

{~, ~, ~}.1 
BEWEIS. Aus dem Satz 3, der auch die S/~tze 1, 2 enth~ilt, folgt far 

~ > 0  bei x E X §  das 
Ersetzen von 

durch 

Bestehen von (20) mit g~(x)> O. Da (20) bei dem 

(yo 1 g!(x)/ 
g2(x) |  bzw. h Y~ 

g~(x)/ y~ 

[ go(x) l ! yot J I- ,I I el(x) b w. h 
I Y2j g~(x)I I y~I g~(x) 

gfiltig bleibt, kann gl(x) ~ 0 for x E X+ genommen werden. So haben die zu 
den beiden F~illen geh0renden zwei Funkfionen g(x) verschiedene Definitions- 
bereiche (X+, X_) und Wertevorr~ite (ya > O, Yl < 0), und deshalb f0hrt es zu 
keinem Mi6verst/indnis, wenn beide mit demselben Funkfionenzeichen g(x) 
bezeichnet werden. So gilt 

,(2o) 

F[ go(x) 
gl(x)~ 

f(x, 61, e~, ~)= h g~(x) + e~ 
~Z 1 ~1 ~ 

3 e.~ 
2 ~ 

fflr el>O, xE X+UX-, 

A 
insbesondere 

f ( x ,  1, O, O) = x .  

Ffir e~ < 0 folgt aus (19) 

"f(X, {9~I, ~91~2y ()~3) - - - - f i r (X,  - - l ,  O, 0 ) , - - 6 1 ,  ~ ' 2 , - - ~ 9 ]  = 

- f f f (x ,  - ~ ,  - ~ ,  -~), - 1 ,  o, o1, 

oder mit (20) und mit g(fIh(y),  --1, O, O])---~d(y)= 

l ao(y) I 

d~(y) i 
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(30) 

f (x ,  e , ,  e~, -~) = 11 

und hieraus mit y = g ( x ) :  

d(y)~-~  _ -11 .d[ 

2 
t 

- 31 [g (x)]. l  
a~[g(xl] + .~ 

[ d.~[g(x)l s e~ 3 el 

=.[o 
go(x) 

- -  g~ (x) r 
e~(x) ~ 

g4x)  ~ 

YO 

- -  y] el 
Y2 ~2 

Nehmen wir z. B. far x ~ X §  
digen) 

1 
r 1 : m  - - ~  

Yl 
und bezeichnen 

d 

2 

2 e~ 

so wird 

o i 
o [ 
0 

, e  1 

- ~ - ~ -  o~J 
(der andere Fall 19,fit sich analog erie- 

e~ a~ 3 a~ 
el - -  y~' c~1 2 a~ - -  y~ 

~eo(yo)t 

[o = le <yo l 
] I e~(yo)J 

d(y) = 

[ I 

'1 

I,~21 
e(yo) 4- 

0 

b 
0 

--Y2 

Y~ 
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Setzen wir dies in (30) ein, so erhalten wir (28); setzen wit dagegen 
(28) z. B. in 

fir(x, - 1 ,  o, o), - 1 ,  o, o] =~(x ,  1, o, o) = x  
ein (vgl. (19)), so ist (29)urlmittelbar einsehbar. - -  Auch die Spezialf~iIle 
~, < 3 und u =< v k0nnen mittels der beztiglichen Spezialisierung des Bewei- 
ses sofort erledigt werden. 

Substituieren wit (28) in (19) und nehmen (29) in Betracht, so sehen wit, 
dab (19) tats~ichlich erftillt wird. Damit ist der Beweis vollendet. 

Jedenfalls gelangten wit unter diesen Bedingungen bei al < 0 zu wesent- 
lich mehr verwickelten Formeln, als bei den Bedingungen der S~itze 1, 2, 3, 
w~ihrend bei el > 0 die Formeln dieseiben blieben. 

(Eingegangen am 8. Juni 1956.) 

Nachtrag 

Wir vergleichen in diesem Nachtrag die Resultate des w 4 der vorste- 
henden Arbeit mit den Ergebnissen anderer Verfasser tiber denselben Oegen- 
stand. 

O. E. (3HEORG~IU hat sich in [6] mit (differentiellen geometrischen) Ob- 
jekten erster Klasse yon zwei Komponenten im eindimensionalen Raum be- 
sch~iftigt und finder (entgegen seiner Behauptung wegen Rechnungsfehler 
fiicht alle derivierbare, sondern nur) alle jene Objekte, die yon der Gestalt 

yo-~- Xo @ k(X1--]CXo, cc~), y z :  x~-k i~k(x,--2Xo, a~) 

sind. Er beweist, dab diese Transformationsformeln 

y o =  xo-k l(x~--,~Xo) log le~J, y~ = x~ q-Zl(x~--2xo) log ra~] 

sirld. 
Nimmt man 

zo -~ go [( )] Xo ~X~--2Xo, Wo---go y~ ~y~- -2yo ,  
X1 

so sieht man, dab diese Objekte sic h mit 

g(x) = g [ (xXT)l --~ k e!(-:;:~_~ ) 
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in 

Wo=Zo, l(go(X) 11 
(g[h(z)l = z) 

einreihen lassen, was der Spezialfall 

eo (Yo) = Yo, e~ (Yo) = 1 

der zweiten Zeile unserer Tabelle ist. 
In [5] findet O. E. GHEORGmU s/~mtliche Objekte erster Klasse von zwei 

Komponenten im eindimensionalen Raum, deren Transformationsformeln Spe- 
zialf~ille von 

yo= Xo + tCo(al), y~=  x~ + ~ ( e ~ o ( ~ , ) - - l ) e  ~'~ 

sind und findet, daft diese yon der Gestalt 

Yo = Xo + 2 log ]al [, 

sein mtissen. 
Auch dies geht durch 

Zo : go Xl 

[( )] Xo ~ e~ -  ' 
z l  = g~ x l  

in 

tiber. 

yl-- xl-q-~(l~l~-l)e ~ , 

yo = e ~-, w l :  g~ yl 

?--~e~o~ 

=~ e~ 

~o=~o, [(go(X) /J 
w~=z~ia~i ' y =  h/kgl(x) I,~dJ] 

In  [4] untersucht derselbe Verfasser Objekte zweiter Klasse yon zwei 
Komponenten und findet (entgegen- seiner Behauptung wieder nicht alle de- 
rivierbare, sondern nut) alle jene Objekte, die yon der Gestalt 

Xl --]-- ~ k (X 1 . Xo) "~ l (X 1 - -  X2) m (al), Yl ---  g~- 

Y~ =_ x 2  + ~.~ k ( x~"  x2) + l(xi - -  x2) m (a~) 
r a r 

sind, indem er beweist, daft ihre Transformationsformeln nur yon der Gestalt 

~- -~+,~ I - ' ~ (  y~= x~+~ +z  1 -  
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sein kOnnen, fiber welche er selbst bemerkt, dal~ sie mit 

xl+  y~ : ~- 

~quivalent sind. 
Diese letzteren gehen durch 

Z1 : g i  X2 = X 2 - - X l  ' 

Jn 

g(x) = g  x2 

~i ~i 2 

1 
w~ : g~ Y2 Y 2 - - Y ~ '  

w~ = g~ Y2 - ~  Y2, 

z~ y :  h [.[g2(x) e2[], 
~ '  ~1 + ~  

d. h. in die erste Formel der vierten Zeile unserer Tabelle fiber. (Die obige 
Bestimmung der Funktionen g(x) erfolgte eben mit den im Beweis der S~itze 
1, 2 gegebeneo Methoden.) 

Ju. E. PENSOW hat in [9] unter Analytizit~tsbedingungen u.a. die Objekte 
yon zwei Komponenten im eindimensionalen Raum untersucht, und land als 
Objekte erster, zweiter und drifter Klasse die Objekte der S~itze 1, 2, 3 (nicht 
aber d ie  des Satzes 4) unserer Arbeit ffir den Fall n-~-2, und aul~erdem die 
mit 

x2 x3 e2 3 ~ ~3 
(31) Y2 = - - ,  Y3 = ~ + x2 -[ 

~quivalenten Objekte dritter Klasse. 
Diese Objekte lassen sich in die bisherigen Ergebnisse unserer Arbeit 

nicht einreihen, da die in den S~tzen 3, 4 geforderte eindeutige L~Ssbarkeit yon 

(32) 

 ezog,,c  

X2 - -  a s ,  

offenbar nicht erftfllt ist. 

I( : : t  : x  

x3 ~ a~ + a2y~--  3 y~ + Y3 

Es ist aber auch eine gewisse Willktir in der Bedingung (32), mehr 
als in den tibrigen Bedingungen unserer Arbeit. Da die Zahl der Parameter 
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gr61~er ist als die der Komponenten, mug n~imlich ein Parameter festgehalten 
werden. Dies mul~ aber nicht ~Zl : - 1  sein, es kann auch e 2 = 0  genommen 
werden, da nicht nur die Elemente {1, a2, aa}, sondern auch die {al, 0,~3} 
eine zweiparametrige Untergruppe der Oruppe mit der ,,Multiplikation" 

{ C& , C~2, r {ill, f12, f12} = { fl1r f12 C~ -~- fll cZg-, flaCr fl1~r 3fl2C&g2} 

der Elemente {a,c&,a3} (al=[=O) bilden. Wird tats~ichlich die Bedingung 
(32) durch die Forderung der eindeutigen Ltisbarkeit yon 

bez~iglich [~ :}  ersetzf, so erhalten wir auger den Objekten (20)bzw. (28) (ffir 

n = 2 )  auch die mit den Pensowschen Objekten (31) ~quivalenten Objekte. 
Wir beweisen n~mlich den folgenden 

SATZ 5. Geniigt f(x, a~, ao, a~) el :~: O, x = E der Funktional- 
- XB , 

gleichung 

(i9) f If (x, ,z~, er2, e 0, ~1,/22, &] f (x, ~'1 al,/22a~ + ,:-r z = ~ /23C& ~- fl~e3 -[- 3~2 e2t~l) 
und ist 

[ia• y~' O, y~] = x 

beziiglich (Y~) y = g(x) eindeutig 16sbar (ob 1) bei x E X, a-2 - -  a2, a_~ =c8  
Y8 

f i ir beliebiges y~ ~-: O, oder 2)  bei x ~ X+, X_ U X+ ~ X, X_ n X+ - -  0 fiir die 
y~ > 0), ist ferner 

g I f [\a+3) 1, a2, 

in a2-~ 0 bez~glich ~z~ derivierOar, so gilt enlweder 

: (J~l " -HC2~1  

- (33) f(x, c&, a,, as) h g3(x) + c3--~- g2(x)-[ t- 
r 2 a~ -e~-13 ~ 

( g [ h ( y ) ] : y ;  G, c3 beliebige Konstanten) oder [2)] 

I c~i I ~ (g  [h (y)] ----- y),  
(34) f(x, e,, a~, a~) = h g3 (x___)) .t_ a3 3 a~ 

e I e ~  2 el 4 
womit fiir alle erlaubten x, {a~, r e~} (19), sowie f(x, 1, O, O) = x  erfiillt ist. 
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Diese eindimensionalen differentiellen geometrisehen Objekte dritter Klasse 
yon zwei Komponenten sind mit einer der durch die folgenden Transformalions_ 
formeln bestimmten vier Objekte 6quivalent: 

e2 x3 3 e.~ as 
(35) y~-~ Jr a~ '  Ya=  a~ 2 a~ b a ~ ,  

xs a~ 3 a~ aa = x~_~ Ya----- § x2 ~- (31) Y2 < '  7 -~ 2 . d  d '  

xs 3 ff!__~ a~ 
(36) Y2= X2 Ya-- a~ 2 a~ aS' 

(37) Y2-- & , xs 3 e~ a3 

Wir haben auch die mit (31), (36), (37) ~iquivalenten Objekte in unsere 
Tabelle schon eingetragen. 

BEWEIS. 1. Man setze in (19) e 2 = f l ~ = O ,  so wird 

f[f(x, el, 0, as), P'l, 0, ~a] = f ( x ,  s  O, flaa~-[-flla O. 
Da dies eine Gleichung yon der Gestalt (1) ist, wird laut des Hilfs- 

satzes, falls unsere Voraussetzung erftillt ist, 

f(x, e~, O, ca) = h L[g3(x)a~+g2(x)Sadj, h[g(x)] : x  

(insbesondere f(x, 1, O, O) = X )  oder mit 

j ill1 
Y~ = h  Y~ , g~(x). 

tl,~l_l g~(x)=e~"  

 p.J t ~ - ~  ~ +  a~ 
Wird andererseits diese Formel (die Oberstriche weggelassen) in  ( 1 9 ) m i  
a2 : f13 :0 ,  fl~ : 1 eingesetzt, so erhatten wir 

l li i f h ga(x) , as ,1, f12,0 =f(x,a~,f l2a~,a~)  
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oder mit ~2e~= ~2, -f(Y, r :--g{f[h(y),  1, 52, 0]}: 

-/i o, i~  ( 3 8 )  ~(X;, 51;, ~'2.~ 53) - - -  h ~ g 3 ( X )  @- 53 ~, . 

Setzen wir jetzt dies in (19) mit 

g~(x)=y~, g~(x)=y~, 5,= 1, 5~=o, ~=0 ,  #l=y~_, ~ - - -~y~ - - - y~y~  
ein, so wird mit den Bezeichnungen (6) 

,~ .:/o21 +l~ , ~ j : ' [ ( o ) , ~ l  
oder mit 

c ~):,[(~), ~ : .  (, i. [(0)], ,, o~, o!): .  i, [(::), ,, o~, olf 
einerseits 

andererseits 

(38) 

(39) 

tiber, 
zungen 

geht hiermit in 

f ( x ' e l ' e2 ' c~ 3 ) :h l cg ~ (x ) -  ). ( 52 

was wir in (19) zurticksubstituieren, um nach den mOglichen Verktir- 

C~(~_)C2 ( ~ ) :  C2(~ + ,~) (C2(0)---1), 

c~(~)~c~ (_'!~. )~ .--c~(~+r,) 3~-~ o) 

bezeichnet wurde. 

t"r 2 /~2 51 
= 51g2(x)! ~ ~- ~lg2(x) 

zu erhalten, wo 
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Ohne Voraussetzungen fiber C(.~) warden wir zu kein verntinftiges Er- 
gebnis gelangen, da unser Oleichungssystem z. B. durch 

3 a 
C2(~)=1, C ~ r  + ;~r  

erftillt ist, wo 2(~) eine beliebige (also mOglicherweise vNlig unstetige) L0- 
sung von 

~(~ + 0 = z(~) + z(O 
bedeutet, d. 11. wir erhielten mit 

/~quivalente Objekte mit unstetigen Transformationsformeln. 
Da aber laut unserer Voraussetzungen C(e2) bei e.~=O derivierbar ist, 

kOnnen wir unser Gleichungssystem folgenderweise lOsen: 

C a r  Ca C - ~  

C~(~) 
und da die rechte Seite bei ~--~0 einen Grenzwert C;(0) besitzt, gilt das- 
selbe auch far die linke: 

C; (~) = C~ (0) - -  ca, 
und 

Ca(_~) = c ~  + 1 
wegen 

d. h~ 

C~(O) = ~. 
Welter wird 

( ) (c~- + l)aC~ ~ + C~(~)=C~(~ + 0 +  3 ~ '  

~ ) - c ~ ( o )  
c~(~ + O -  c~ r _= _ 3~ + (c2~ + 1), 

und wieder wegen der Konvergenz der rechten Seite bei ~ l ~ 0 :  

C'3(~) = - -  3 ~ -t- C~ (0) (c2~ -k 1) = - -  3 ~ -]- c~ @2 ~ + 1), 

also integriert: 
c2c~ =- 3 

c~(~) - -  2 ~ + c~  
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wegen C~(0) = 0. 

Wenn wir nun dies in (39) einsetzen, erhalten wit die Formel (33) die 
tier Gleichung (19) gentigt. 

BEMERKUNG. Fordern wir statt der Derivierbarkeit z. B., da/~ C~(~) h6ch-- 
stens eine Nullstelle habe, so wird aus 

falls wir den Fall 
c~(~) = 1 

~c2(~) I (also ~ + ~ - -  das Einsetzen yon r t - -1--C2(~)  . C~(~) ausschliefien, durch 

und wieder 

~ ) --  O, ~ - -  konstant - -  1 
02 1--~C2(@) 1-- 02(@) c2' 

c2(~) = c 2 ~ +  l ,  

wozu au@ C2(~)= 1 gehOrt, falls c 2 - - 0  ist. 
Is/ c~ =~ 0, so folgt aus 

(c2~ + 1)2Cz (c-~+ l ) + C2(~) = C3(~ +r3 + 3~  

_ _ !  c ~ +  1 c~ mit z/~--~ c2 

und mit 3 2c~C~(1)  - -  =c3  wieder: 
C2 

c2c3--3 
c~(~) ~ 2 ~ + c~" 

Hier wurde nichts tiber C3(~)vorausgesetzt. Ist aber c2--0,  so fahrt 
die so erhaltene Gleichung 

mit 
3 

c~(~) +V ~ = z(~) 
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auf 

tmd die LOsung 
z (~ + 0 - -  z(~) + z(,2), 

3 z(~) = c~, c~(~)=-- - f f  p+c ,~  

kann nur d a n n  erhalten werden, falls Ca(~) als stetig (oder melSbar, auf einer 
Menge yon positivem Nag beschr~inkt, usw.) vorausgesetzt wird.  

2. Aus der Voraussetzung 2) folgt, wie bet dem Beweis des Satzes 4, 
,dalt for e~ >0, x ~ X+ 

.(33) f(x,a~, e~, a 3 ) = h  

g~(x) ~,~ 
~ -  + c~-d~ 

g~(x) ~ ---~ + c~,-~ g~ (x) + - -  
2 at + 

,(h [g(y)] : y, g2(x) ~ 0) gilt. Ffir el < 0 folgt aus (19) auch hier 

f (x, ,~,, ,~2, ,~) = f If  (x, - - I ,  o, o), - - , , , ,  ,~, - , ~ l  = 
: f [ f  (x, - - e~ ,  --a~_, - -a3) ,  - -1 ,  O, 0] .  

= fd~(Y)/i oder mit (33) und mit g(f[h(y),  1,0, 0 ] ) =  d(y) [d3(y)]" 

[ [ d 2 [ g ( x ) ] ~ - c 2 a 2  }1 /I - (40) f(x, a,, a2, a ~ ) = h  / Id3[g(x) ]  a . . . .  , . . . .  c2c3--3 ~.~_ -= 

I / I  al e~ 

="  ]d|le (x) +co c3c3--3 a~ 

and hieraus mit y = g ( x )  @2XO, je nachdem x ~ X + ) :  

d~(y) = --a~d2 

J)2 C2 ~2 

c,~ ~ y~ + 

- - ~ + ' -  c~-~ 
9 

- ~  § c ~ - -  y~-~ 

d~(y) - �9 + c~ e~ 2 c~ 

-~- C2 ~- 
C~C3-- 3 ~ CC C~ 

2 a~ ~- 

o - ~  c~c3--3 a.5 , ea 
2 .t - ~ 1 ]  

(Z3 
~ ~  e~ 
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Wir nehmen z. B. ffir x E X_, y~ < 0 (der andere Fall l~i~t sich ebenso erle- 
digen): 

und bezeichnen d 

el : Y2, c:2 == 0, e-Z = --y~ 

-- (:9 

G(y)---~--y2e2, d~(y) -~y3+y~e3. 

Aus (33) (e~ = 1, a~---r = 0) folgt 

f(x, 1, 0, o) - -  x, 

aus (19) ( e l = f l i p - - - I ,  e ~ f l - 2 : e a ~ ' 3 ~ 0 )  dagegen 

tff(x, - 1 ,  o, o), - 1 ,  o, o] = f ( x ,  1,o, O ) = x ,  

y~ - -  y - :  d[d  (Y)I = iy~ + y~e~ + y~e~ed' 

so dag 

e ~ = l ,  e 3 : 0  

sein muB. Setzen wir 

d(y)  = (--e2Y2], 
t, y3 ) 

in (40) zurfick, so erhalten wir 

c2(1--e2):0, 

Ist also nicht c 2 =  c a =  0, so mug 

e 2 = l  

sein. F~ir c2 = c~ = 0 sind 

e 2 : +  1 

c~(1--e~) = 0. 

e 2 : l  und e 2 = - - I  

beide m0glich. Dies ergibt eben die Formeln (33) und (34) far ~zl<0 (ffir 
a~ > 0 f~illt (34) in (33)), die die Gleichung (19) auch tats~ichlich erftillen. 

Die Objekte (34) sind offenbar mit den Objekten ~iquivalent, die durch 
(37) transformiert werden. Ist 

c,2 = c a  -~- O, 

so ist (33) mit den Objekten, die durch 
lent. Ffir 

c~=O, c ~ 0 ,  

(36) transformiert werderr, ~iquiva- 

@2-- 1) 

4 Acta Mathematica VIII/l--2 
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fahren wir 

[~. Y3 JJ  Ya ' 

ein, und erhalten 

Ills(x) 

I _ F U U  ~- 

~.(x)=c~e~(x), 
~(x)=e~(x) 

{Z3 3 a~ ~ ( g ' (  ) I ]  2. a~ + a~ -s(x" ' 

was die ,~quivalenz mit dem Pensowschen Objekt (31) zeigt. Endlich ergibt ffir  

A4=O, ( e s=  1) 

die Substitution 

[tY~ 

 /Ic 
eben 

h Ys , ca ' 

E3 9 y~ Y~ ~(x) - g~(x) - ~ g2(x) ~ 

(26) f(x, el, as, a~)-~- g3(x) 3 a.~ + ' 

I_/~  2-& 
und diese Objekte sind mit denen yon cter Transformationsformel (35) ~iqui- 
valent. 

Es ist interessant zu bemerken, daft falls das Pensowsche Objekt 

x~ x3 as 3 a~ a~ 
y~ = - ~ ,  y~ - -  - ~ ( +  ~ x~ 2 ~ ~- ~ 

durch ein Objekt mit einer Komponente yon z. B. zweiter oder drifter Klasse 
erg~nzt wird, so erfallen die so erhaltenen Objekte 

xl a2 Xl 3 a~ 

Xs X2 
y s  = - - ,  y s  - , 

~1 cz1 

" ~  ~i 3 r a3 x3 r 3 a~ a8 
y ~ =  + xs 2 ~ t - ~ ,  y ~ - - ~  al ~xs 2 ~ ~ e~ 

schon die Bedingungen unseres Satzes 3 und k6nnen deshalb mit den Trans- 
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formationen 

t �84 1 I 

I - I  g(x) -~- x2 bzw. 
Xa 

Xl 1 
Zl ~ g l  X2 - -  

IX~] X2' 

Z3 tZ3 

in (20) fibertragen werden: 

1 i 

X2 

if x,, z2--g2 x 2 1 / -  x~-xl  

[ix,, 
WCJ Y2' 

w 2 - - g 2  Y2[/ Y 3 - - Y ~  

]-[Ya [] 
w~=g~lly2 I/ 

3 c~ 
2 e~ 

~ y ~ ,  

y = h e~ cz~ 

e4x) + c~3 3 ~ 

Far weitere, sich auf unseren Gegenstand beziehende Ergebnisse verweisen 
wit den Leser auf die demn~chst erscheinende Arbeit [7] von M. HossztL 

(Eingegangen am 11. Oktober 1956.) 

4* 
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