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DIE DICHTE EINER KUGELPACKUNG IN EINER
4-DIMENSIONALEN SCHICHT

von

J. HORVATH (Budapest)

In einer gemeinsamen Arbeit mit J. MOLNAR [4] haben wir eine obere
Schranke fiir die Dichte einer Menge von nicht iibereinandergreifenden Ein-
heitskugeln, die in einer 3-dimensionalen Schicht der Breite ¢ liegen, gegeben,
wenn 2 < ¢ < 4 ist. Diese Schranke 146t sich im Falle t = 2 und ¢t = 2 4 |/2
nicht verbessern.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit dem analogen Problem im
4-dimensionalen Raum. Wir geben eine obere Schranke fiir die Dichte der
Kugelpackung im Falle 2 < ¢ << 2 - V§ und konstruieren eine ziemlich dichte
Packung fiir 2 < ¢ < 3.

Im folgenden definieren wir die Dichte einer in einer Schicht liegenden
Kugelpackung. Betrachten wir im 4-dimensionalen euklidischen Raum eine
von zwei parallelen Hyperebenen begrenzte Schicht und bezeichnen sie mit
I'(t), wo t der Abstand der Hyperebenen ist. Es sei {S;} eine Menge von in
I'(t) liegenden, nicht iibereinandergreifenden Kinheitskugeln. Betrachten wir
einen 4-dimensionalen Zylinder Z(E) vom Radius B mit einer auf die Schicht
senkrechten festen Achse a. Im folgenden bezeichnen wir einen Kérper und
sein Volumen mit demselben Symbol. Wir definieren die Dichte des Kugel-
systems in I'(t) dureh
(1 ) d = TI—I’H _EE_L ,
R-= Z(R) N I'(t).
wo sich die Summation auf diejenigen Kugeln erstreckt, die ganz in Z(R)
liegen. Man sieht leicht ein, dal der Grenzwert (1) von der Wahl der Achse a des
Zylinders unabhingig ist.

Unsere Resultate sind in folgenden zwei Sitzen enthalten:

Sarz 1. Fir 2 <t < 2+ |2 ist die Dichte einer Packung von Einheits-
kugeln in I'(t) héchstens

- 2 __ — F2 __ 2 )
@ S 1+4— 2 msiniv 24— ¢ V2+4t any
et — ) — 2+ 4t — 2 ) —144—p ar — 2




196 HORVATH: DICHTE EINER KUGELPACKUNG

Satz 2. Ist 2 < t < 3, soexistiert in I'(t) eine Packung von Einheitskugeln
mit der Dichite

(3)

2

8if =2+ 4t — 12

Die Funktionen (2) und (3) sind in der beiliegenden Figur dargestellt.

Der Beweis von Satz 1 beruht auf drei im wesentlichen bekannten Hilfs-
sitzen.
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Wir betrachten eine Menge von Einheitskugeln {S¥} im 3-dimensionalen
euklidischen Raum. Es sei D} die DiricurETsche Zelle von S¥. D¥ besteht
aus allen Punkten des Raumes, deren Abstand vom Mittelpunkt von SF kleiner
ist als ihr Abstand von allen anderen Kugelmittelpunkten.

Hirrssarz 1. Entspricht eine Menge von Binhkeitskugeln {87} im 3-dimen-
sionalen euklidischen Raum der Bedingung, daf alle Abstinde zwischen einem
beliebigen Kugelmittelpunkt OF und der Flichen, Kanten bzw. Ecken der Dirich-
letschen Zelle D¥ mindestens vy, 7, bzw. v sind, so ist die Dichte von {Sf}
hochstens

Vg — )3 —3)
7o(73 4 1y)

¥ (r} — g —13)

2 are sin

(4) f(’”l:» Ty Tg) =

Die geometrische Bedeutung von f(r,, #,, 73) ist folgendes: Es sei 0ABC
ein orthogonales Tetraeder, so da 04 = n, OB =1, OC =1; 04 auf die
Fliche ABC und BC auf die Fliche OA4B senkrecht ist. Wir zeichnen eine
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Einheitskugel K um O und betrachten den Durchschnitt @ von K und des
Trieders O(4BC). Dann bedeutet f(r,, r,, 73) den Quotient aus dem Raum-
inhalt von @ und dem Tetraeder OABC.

Hilfssatz 1 stammt von K. BorOczxy (s. den Beweis von Satz 1 in {1]).
Die obere Schranke (4) 48t sich nur dann erreichen; wenn sich der Raum mit
kongruenten Exemplaren des oben definierten orthogonalen Tetraeders schlicht
und liickenlos ausfiillen 148t.

Hivrssarz 2. Betrachien wir in einer 3-dimensionalen Schicht der Breite
7(0 < v < Y2) drei Punkte 4, B, C 'mit Min (4B, AC, BC) > 2. Bs seien
A*, B*, O* die senkrechten Projektionen von A, B, C auf eine zu der Schicht paral-
lele Ebene. Dann ist der Umbkreisradius des Dreiecks A* B*C* mindestens

4 — 72
23—
Der Beweis findet sich in [4].

Hiurssatz 3. Bs sei 0 < 7 < V2. Sind die Linge jeder Kante eines

Tetraeders mindestens |4 — 7% und der Umbreisradius Jeder Fliche mindestens

42 . . . 6 — 7*
21/?_?—2 , s0 ist der Umbkreisradius des Tetraeders mindestens 5 Gleich-

heit gilt dann und nur dann, wenn die Flichen des Tetraeders kongruente Dreiecke
mit den Seitenlingen V4 — 12, Va_— 12, 2 sind.

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis des Hilfssatzes in [3].

BewEis des Satzes 1. Die Mittelpunkte {O,} der im Satz 1 betrachteten
Einheitskugeln {S;} liegen in einer Schicht 7(t), wo v = ¢ — 2 ist. Es sei 17
eine zu der Schicht I'(r) parallele Hyperebene. Wir projizieren {iS;} senk-
recht auf I7 und bezeichnen die Projektionen von {S;} und {0;} mit {S¥}
bzw. {OF)}.

. 3n . . . . .
Es sei ¢ = o der Quotient der Rauminhalte einer 4-dimensionalen und

einer 3-dimensionalen Einheitskugel. Man sieht leicht ein, daB fiir die in 1
definierte Dichte

(5) d=2 g%
o

gilt, wo d* die in der iiblichen Weise definierte Dichte von {8¥} im 3-dimensio-
nalen euklidischen Raum ist (s. [2]).

Wir betrachten den Abstand von Of von der nichsten Flichenebene,
Kantengerade und Ecke von D¥, sowie die Infima 7y, 1y, 1y dieser Groflen fiir
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12 g
i=1,72, 3, . Wir werden zeigen, daf} r, > V4 ? y Ty = _AoT und
2 23— 7%

ausfallt Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Hilfssatz 1 die im Satz

1 angedeutete Schranke (2).

Aus der Definition der Dirichletschen Zellen folgt, dafl sich r;(§ = 1, 2, 8)
auch folgendermafien definieren lift. Wir wihlen j 4 1 Punkte von den
Kugelmittelpunkten {Of}. Diese bestimmen eine j-dimensionale "Kugel”. r; ist
das Infimum der Radien aller dieser Kugeln.

Da die Mittelpunkte {0;} in einer Schicht der Breite 7 liegen, ist offen-
sichtlich

Va—v Vat—¢
2 2

Da die Mittelpunkte O, Oj, 0,, in einer 3-dimensionalen Schicht I'(7), (0 < 7 <
< )/2) liegen, folgt aus Hilfssatz 2, daBl

> 4 — 12 . 4 — 2 B
P=oY3 2 ef_1r4 £

ist. Aus Hilfssatz 2 und 3 folgt, daf3

Ve== Veqau—2

BE T 2

ist.

Damit ist der Beweis von Satzes 1 beendet.

Eine leichte Diskussion unseres Beweises ergibt, dal sich die obere
Schranke (2) fiir keinen Wert von ¢ (2 = ¢ <C 2 + |/2) erreichen laft.

Beweis von Satz 2. Bs gei 2 < ¢t < 3. Wir betrachten in einem 3-dimen-
sionalen Unterraum I7 des 4-dimensionalen euklidischen Raumes ein 3-dimen-
sionalen Gitter, dessen Grundparallelepiped ein Quader mit den Kanten
2,2, 2//2 — 7% ist (r =t—2). Wir bezeichnen die Gitterpunkte mit {P;}
und die Mittelpunkte der Quader mit {@,;}. Wir verschieben die Punkte {¢;}
orthogonal zu /T um 7 und bezeichnen die erhaltenen Punkte mit {@,}. Die
Punkte {P;} bilden zusammen mit den Punkten {Q;} ein Punktsystem {O;}.
Es ist leicht einzusehen, daB der Abstand zwei beliebiger Punkte des Systems
{0;} mindestens 2 ist. Die um die Punkte {O;} geschlagenen 4-dimensionalen
Einheitskugeln liegen offensichtlich in einer Schicht der Breite ¢ und eine ein-
fache Rechnung zeigt, daf} ihre Dichte in dieser Schicht

12
8t — 2 + 4t — £
ist.
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Im Falle { = 2 liegen alle Punkte {0;} im 3-dimensionalen Raum /7 und
bilden die Kugelmittelpunkte der dichtesten Gitterpackung von Einheitskugeln
des 3-dimensionalen Raumes. Im Falle # = 3 ist das Gitterparallelepiped ein
Wiirfel. Die erhaltene Kugelpackung ist ein Teil der dichtesten gitterformigen
Kugelpackung des 4-dimensionalen euklidischen Raumes [5].
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