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D I E  D I C H T E  E I N E R  K U G E L P A C K U N G  I N  E I N E R  
4 - D I M E N S I O N A L E N  S C H I C H T  

v o n  

J. ItOgVATIt (Budapest) 

In einer gemeinsamen Arbeit mit~ J.  M o L ~  [4] haben wir eine obere 
Schranke fiir die Diehte einer Menge yon nicht iibereinandergreifenden Ein- 
heitskugeln, die in einer 3-dimensionMen Schicht der Breite t liegen, gegeben, 
wenn 2 ~ t ~ 4 ist. Diese Schranke li~gt sich im Falle t = 2 'und t = 2 + y ~ 
nicht verbessern. 

In dieser Arbeit beschi~ftigen wir uns mit dem analogen Problem im 
4-dimensionalen Raum. Wir geben eine obere Schranke fiir die Diehte der 
Kugelpackung im Falle 2 ~ t < 2 + ~ und konstruieren eine ziemlich dichte 
P~ckung fiir 2 ~ t ~ 3. 

Im folgenden definieren wir die Dichte einer in einer Schieht liegenden 
Kugelpackung. Betrachten wir im 4-dimensionMen euklidisehen Raum eine 
yon zwei parallelen Hyperebenen begrenzte Schicht und bezeichnen sie mit 
/~(t), wo t der Abstand der I typerebenen ist. Es sei {Si} eine ~enge  yon in 
/'(t) liegenden, nicht iibereinandergreifenden Einheitskugeln. Betrachten wir 
einen 4-dimensionMen Zylinder Z(R) vom Radius _R mit einer auf  die Schicht 
senkrechten festen Achse a. Im folgenden bezeichnen wir einen KSrloer und 
sein Volumen mit demselben Symbol. Wir definieren die Dichte des Kugel- 
systems in F(t) dureh 

(1) d = lim ERSi 
R~ ~ Z(R) n r(t).' 

wo sieh die Summation auf diejenigen Kugeln erstreckt, die ganz in Z(R) 
liegen. ~ a n  sieht leicht ein, dab der Grenzwert (1) yon der Wahl der Achse a des 
Zylinders unabhi~ngig ist. 

Unsere Resultate sind in folgenden zwei Si~tzen enthalten: 

SATZ 1. F~tr 2 ~ t < 2 @ V-2 i~t die Dichte einer Packung von Einheits- 
kugeIn in F(t) hSchstens 

6 7 ~ ( - - l + 4 t - - t  ~) 1 y - - 2 @ 4 t - - t 2 ( V 2 @ 4 t - - t ~  ) 
(2) ti4t t2iV 2 @ 4t t 2 arc s i n - -  1 . 

- -  - -  - -  2 1 ~ - 4 t - -  t z 4 t - - t  a , 



SATz 2. I~'t 2 ~ t ~ 3, so  existiert in l~(t) eine Packung yon Einheitskugeln 
mit  der Dichte 

y~2 

(3) 8 t V -  9. + ~t - t~ 

Die Fuakt ionea (2) und (3) sind in der beiliegenden Figur d~rgestellt. 

Der Beweis yon Sutz I beruht ~uf drei im wesentlichen bekunnten Hills- 
s~Ltzen. 
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Fig. 1 

Wir betr~chten eine Menge von Einheitskugeln {S*} im 3-dimensionMen 
euklidischen l~aum. Es sei Di* die DImeHLv, Tsche Zelle yon S~. D~* besteht 
aus alien Punkten  des Raumes, deren Abstand vom MiStelpunkt von S~ kleiner 
ist als ihr Abstand yon allen anderen Kugelmittelpunkten. 

I~IL~SSATZ 1. Entspricht eine Menge von Einheitskugel~ {S* } i m  3-dimen- 

sionalen euklidischen t~aum der Bedingung, daft alle Abst~inde zwischen einem 
beliebigen Kugelmit telpunkt  O* und  der Flgchen, Kanten  bzw. Ecken der Dirich- 
letschen Zelle D* mindestens r 1, rz bzw. r 3 sind, so ist die Dichte yon ($7} 
hSchstens 

(4) f (rl ,  r2, r s) ~- 

2 ~ o  s i .  ~;(-~ - ~ ) ( ~  - ~) r~(r~ + ~) 

Die geometrische Bedeutung von f(r~, r 2, r3) is~ folgendes: Es sei O A B C  
ein orthogonales Te~raeder, so dub OA ~-- r 1, O B  -~ r 2, OC -~ r~, OA uuf die 
Fi~che A B C  und B C  ~uf die ~ ' ] ~ c h e O A B  senkrecht ist. Wir zeichnen eine 
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Einheitskugel K um 0 und betruchten den Durchschnitt  Q von K und des 
Trieders O(ABC). D~nn bedeutet  f ( r  1, r~, r~) den Quotient ~us dem l~uum- 
inh~lt yon Q und dem Tetr~eder OABC. 

Hilfss~tz 1 st~mmt yon K. B6~6czK~: (s. den Beweis yon S~tz 1 in [1]). 
Die obere Sehrunke (4) l~Bt sieh nut  dunn erreichen, wenn sich der Raum mit 
kongruenten Exempl~ren des oben definierten orthogona]en Tetr~eders schlicht 
und liiekenlos ~usfiillen li~Bt. 

HIL~SS~tTZ 2. Betrachten wir in einer 3-dimeneionalen Schicht der Breite 
(0 ~ v ~ V-2) drei Punkte A,  B, U )nit ,Min (AB,  AC, BC) ~ 2. Ee eeien 

A *, B*, C* die aenkrechten Projektionen yon A,  B, C auf  eine zu der Schicht paral- 
lele Ebene. Dann let der Umkreiaradius des Dreiedcs A * B*C* mindestens 

4 - -  T 2 

2Va - >  

Der Beweis finder sieh in [4]. 

HII~SSA~Z 3. Es sei O ~ ~ ~ V ~. Sind die Ldnge jeder Kante einea 

Tetraeders mindeetens U 4: - v  2 und der Umkreisradius jeder Fl~iche mindeetena 

4 -- ~ Y 6 -- ~2 
2 V-ff-~- ~ , ao ist der Umkreisradius des Tetraeders mindestene - - 2  --" Gleich- 

heit gilt dann und nur dann, wenn die Flgcheu dee Tetraeder8 kongruente Dreiecke 

mit den Seitenl(ingen V 4 -  ~ ,  V4 - v 2, 2 eind. 

Der Beweis verl/~uft ~hnlich wie der Beweis des tiilfss~tzes in [3]. 

BEwv, is des S~tzes 1. Die Mittelpunkte {0i } der im Satz 1 betr~chteten 
Einheitskugeln {Sz-} liegen in einer Schicht/ ' (~),  wo v _-- t - -  2 ist. Es sei H 
eine zu der Schicht _P(~) parallele t /yperebene.  Wir projizieren (Si} senk- 
recht auf  H und bezeichnen die Projektionen yon {Si} und {Oi} mit {S*} 
bzw. {ON. 

3~ 
Es sei e = -  der Quotient der R~uminhalte einer 4-dimension~len und 

8 

einer 32dimension~len Einheitskugel. M~n sieht leieht ein, d~B ftir die in (1) 
definierte Dichte 

(5) d = Cd* 
t 

gilt, wo d* die in der tiblichen Weise definierte Dieh~e yon {S* }im 3-dimensio- 
n~len euklidischen I ~ u m  ist (s. [2]). 

Wir betrachten den Abstand yon O~ yon der n~chsten Fl~chenebene, 
K~ntengerade und Ecke yon D*, sowie die Infima rl, r2, r a dieser GrSBen fiir 
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V4 - ~ 4 - ~z 
i = 1, 2, 3 . . . . .  Wir werden zeigen, dM~ r 1 ~ - - ,  r 2 ~ und 

V6 -- T 2 2 2 V 3 -- ~2 
r 3 ~ - -  ausf/~llt. Hier~us ergibt sieh mit Hilfe yon Hilfssatz 1 die im Satz 

2 
1 angedeutete Schranke (2). 

Aus der Definition der Diriehle~sehen gellen folgL dab sieh rj (j = i,  2, 3) 
aueh folgendermaBen definieren 1/~13t. Wir w/~hlen j - t - 1  Punk~e yon den 
Kugelmittelpunkten {0" }. Diese bestimmen einej-dimensionale "Kugel".  rj ist, 
das Inf imum der Radien aller dieser Kugeln. 

D~ die Mit~elp~nkte {0i} in einer Sehieht der Breite z liegen, ist often- 
sichtlich 

~ 2 74 _ 4 2  = V ~ - -  t~ 
2 2 

Da die Mittelpunkte 0~, 0 20e in einer 3-dimensionMen Sehieht/ '(~), (0 ~ ~ 
}~) liegen, folgt ~us Itilfssatz 2, dab 

4 -- v 2 4t -- t 2 
r 2 

2 V 3 -  ~2 2 1 / -  a + 4t - t~ 

ist. Aus Hilfssatz 2 und 3 folgt, dal3 

is~. 

V6 ~ z2 _ V~ q_ 4 t -  t 2 
r 3 ~  2 2 

Damit ist der Beweis yon Satzes 1 beende~. 

Eine leichte Diskussion unseres Beweises ergibt, dab sieh die obere 
Sehranke (2) ffir keinen Wert von t (2 <= t < 2 -~ V ~) erreiehen l~Bt. 

B~wms yon Satz 2. Es sei 2 ~ t ~ 3. Wit betr~ehten in einem 3-dimen- 
sionalen Unterraum H des 4-dimensionMen euklidisehen I~aumes ein 3-dimen- 
sionalen Gitter, dessen GrundparMlelepiped ein Quader mit den Kanten  

2, 2, 2 ] / 2 -  T 2 ist (~ = t -  2). Wir bezeichnen die Gitterpunkte mit {Pi} 
und die Mittelpunkte der Quader mit {Qi}" Wir versehieben die Punkge {Qi} 
orthogonM zu H um z und bezeiehnen die erhMtenen Punkte  mit {Qi}. Die 
Punkte  {P~-} bilden zusummen mit don Punkten {Qi} ein Punktsystem {0~}. 
Es is~ leieht einzusehen, daft der Abstan4 zwei beliebiger Punkte  des Systems 
{0~} mindestens 2 ist. Die um die Punkte  {0~-} geschlagenen 4-dimensionalen 
Einheitskugeln liegen offensiehtlieh in einer Sehieht der Breite t und eine ein- 
faehe I~eehnung zeigL dal3 ihre Diehte in dieser Sehieht 

.g2 

8 t V -  2 + 4t - t2 

ist. 
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I m  Fallo t ----- 2 liegen alle P u n k t e  {0i} im 3-dimensionalen R a u m / / u n d  
bi lden die Kuge lmi t t e lpunk te  der d ich tes ten  Gi t t e rpackung  von  Einhei t skugeln  
des 3-dimension~len R~umes.  I m  Fal ls  t : 3 ist das Gi t terparal le lepiped sin 
Wiirfel.  Die erhal tene  Kugelp~ckung ist sin Teil der  d ichtes ten  gi t terfSrmigen 
Kuge lpackung  des 4-dimensionalen euklidischen Raumes  [5]. 
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