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REGULA-FALSLVERFAHI~EN MIT KONSISTENTER 
STEIGUNG UND MAJOI:~ANTENPRINZIP 

v o n  

J. W. SCHB~IDT (Dresden) 

w  

Ffir den grundiegenden Satz yon Kantorovich fiber das Newtonsche 
Verfahren und ffir einen entsprechenden Satz fiber die Regula falsi wird ein 
einheitlicher Beweis angegeben. Er  beruht auf dem Majorantenprinzip (ver- 
gleiche 0~T~GA [3] und RH~INBOLDT [4]) und zeichnet sich durch Einfachheit 
und besondere Heransstellung der wesentlichen SchrRte aus. 

In  der Regula falsi 

zur LSsung der Gleichung F ( x )  -~ 0 werden 0peratoren 5F zugelassen, welche 
zur Abteilung F '  in folgendem Sinne konsistent sind: 

II~F(u, v) - -  F ' (x)] l  =< ~ ( l l u - -  xll + IIv - -  xll). 

Dagegen wird die Gleichheit 

F(u)  - -  F(v)  ---- ~F(u,  v ) ( u  - -  v)  

nicht gefordert; dennoch werde ~F weiterhin Steigung yon F genannt. In friihe- 
ren Arbeiten zur Regula falsi, u. a. vonSCHM:[DT [6], VL~I [7], DENNIS [8] und 
ttOF:~A~N [2], wird die Gleichheit verwendet, w~hrend BV~M~ISTE~ [t] erst- 
malig ffir S~tze der erw~hnten Ar~ ohne sie auskommt. Der Begriff der Kon- 
sistenz (in etwas allgemeinerer Form) geht auf O~TEGA zuriick, welcher auf 
dieser Grundlage sogenannte lokale Konvergenzs~$ze gewonnen hat (s. ORTECA 
und RH~I~OL~)T [5], S. 355). Beispiele ffir konsistente Steigungen findet man 
z. B. in [6] und [5]; auch die Ableitung ordnet sich diesem Begriff unter. 
Einige konsistente S t e i g u n g e n -  ffir solehe gilt stets ~F(x ,  x) = F ' ( x )  - -  wet- 
den weiter unten in den Bemerkungen 1 und 2 angeffihrt. 

Die Ergebnisse dieser Mitteilung sind inzwischen yon SCm~DT [10] auf 
Mehrschrittverfahren vom Regula fa ls i -Typ verallgemeinert worden. 

1 Periodica ~ a k  5 (3) 
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w  

KONVE~G]~Z- VNI) EXISTENSATZ. Es seien B ein Banachraum, L(B)  der 
Raum der linearen, beschr~inkten Operatoren yon B in sich und FIC C JB ~ B 
ein Operator, welcher auf  einer konvexen Menge D c In tC eine Frdchet-Ablei- 
tung F'ID---*L(B) besitze; auflerdem sei eine konsistente Steigung ~F]D2-.  
- .  L(B)  vorhanden. Fi~r xl, Yl E D existiere G =- ~/~(xl, yl) -1 E L(B),  und im 
Sinne der Konsistenz gelte mit einer Konstanten a ~ 0 

(1) I IG{~-~(u ,v )~F ' (x )} l l  ~ a ( l l u - - x ] ] - ~  ] ]v- -x[ ] )  fiir u,v ,  x E D .  

Mi t  [ fx l - -y l [  ] ~ b und [lx2-- xl[ [ ~ c, wobei x z : x l - - G F ( x l )  ist, bestehe die 
Ungleichung 

(2) 

Weiterhin gelte 

2 Vad + ab G 1 .  

K =- {xC B ] []x--x2ll ~ t * - - b - - c }  c D 
mit 

(3) t*--lq-ab 1 - -  1 . 

2a (1 -~ ab) 2 

Unter diesen Voraussetzungen ist das Verfahren 

(4)  Xn+ 1 --~ X n - -  ~.F(Xn, y n ) - - l t ~ ( ~ n ) ,  n : 1, 2 . . . .  , 

sofern die y~ gem~ifl 

y~ : v.x~ q- (1 - -  -r 1 mit "c~ ~ [0, 1] 

gewi~hIt werden, mit x 1 und Yl = Xo als Startwerte durchf~hrbar, und der Grenz- 
wert x* = lira x~ existiert. Es ist F(x*) = O, und mit x* E K steht eine Fehler- 
abscMitzung zur Verf~gung. Gilt (2) verschgrfend 

(5) 2 V ~ + ab < 1, 

so erfolgt die Konvergenz ~berlinear. I m  Falle y~ z xn f~r  fast alle n ist die Kon- 
vergenzgeschwindigkeit mindestens quadratisch. Andernfalls hat sie noch minde- 

stens den Weft 2 (1 + y s " ) .  1 

BEM]~KVNO 1. ]~S sei 

1 {F'(u) + F'(v)}, ~F(u, v) = -~ 

1 Die  V o r a u s s e t z u n g  (1) k a n n  m a n  n a e h  HOYER [9] a b s c h w ~ e h e n ,  i n d e m  m a n  d i e  
V o r f a k t o r e n  d e r  b e i d e n  S u m m a n d e n  a u f  d e r  r e e h t e n  Se i t e  als  v e r s c h i e d e n  zu lgBt .  
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und  mit  G = F ' ( x O  - 1  ~ L ( B )  gelte 

(6) I[G{F' (u)  - -  F'(x)}li ~ 2 a l l u - -  xi] fiir u, x C D .  

Dana  ist ~F eine konsistente Steigung entsprechend (1). Wenn ~ul]erdem 
Yn = xn f t i r  a l l e n  gesetzt wird, geht  (4) in das Newtonsche Verfahren fiber. 
Mit der jetzt mSglichen Festsetzung b -~ 0 ents teht  aus dem obigen Satz das 
Kantorovich-Theorem (s. z. B. [3]) in einer hinsichtlich der Fehlerabsch~tzung 
geringfiigig verbesserten Form. 

BEMv,~XVNG 2. Im  Falle y ,  = x ,_  1 ffir a l l e n  bedeutet  (4) die Regula 
falsi. /)as dann aus dem obigen Satz hervorgehende Ergebnis s tammt  yon 
Bu~]~ISTE~ [1], wenn man  yon einer etwas anderen, jedoch zu (1) i~quiv~len- 
ten Form der Konsistenz absieht. Ffir den Beweis wird dort  mit  geeigneten 
rekursiv erkli~rten Folgen gearbeitet. 

Als Beispiel einer konsistenten Steigung ftir Operatoren F ] C c ]~d --, R~ 
sei hier erw~Lhnt: 

[~F(u,  v ) ] j  = { F ( u  + 5wj + (v - -  u)ej) - -  F (u  + f lwj)} /  (v - -  u)ej 

(7) fiir (v - -  u)ej  #. 0 

= .F'(u + tSwj)ej fiir (v u)ej = 0 

mit w i ---- (v - -  u)e 1 3- . . . 3- (v - -  u)e j_  r Dabei bezeichne [A ]i den j - ten Spal- 
tenvektor  der Matrix A ,  ej den j - ten Einheitsvektor  und fl ~ [0, 1] einen Para- 
meter. Giinstig ist Insbesondere fi = i [6]. Als D c IntC wird man zur Ver- 
einfachung einen achsenparallelen Quader w~hlen. Falls z. B. die zweiten 
partiellen Differenzenquotienten von_F auf D beschr~nkt sind, ist die Kon- 
sistenz yon (7) gesichert (vergIeiche [6] ffir fi = I u n d  fi = 0). Hinreichend ist~ 
hierfiir ebenfalls das ]3estehen einer Lipschitz-Bedingung (6) a u f D  (vergleiche 
[5], S. 359): 

w  

BEWEIS des Satzes. Er  wird in mehrere  Hilfss/~tze zergliedert: Dabei 
sollen die Voraussetzungen des Satzes jeweils erffillt sein. 

HILFSSATZ 1. E~ 8eien 

E = {(X, Y) 6 B 2 [ a ( l [ x - - y [ [  3- 2][y--xi]  [ 3- [Ixi=-=yi[I) < 1} 

u n d  Q = D 2 N E .  I m  Fal le  (x, y) C Q ergeben sich mi t  

H (x, y) = G { SF(x ,  y) - -  ~)F(x~, Yl)} 
die .Beziehung 

IIH(x, Y)]I ~ a(l lx  - -  yll 3- 2]]y--xl][  3- ]]xl--yll[) < 1 

1" 
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u n d  die E x i s t e n z  yon 

~F(x ,  y ) -~  = ( I  + H ( x ,  y ) ) -~G  E L ( B ) .  

BEw~IS. Wegen der Konsistenz (1) erh~lt man  

]]H(x, Y)]I ~ ]]r  y)  - -  F'(y)}[[ § [IG{F' (y)  - -  ~tF(y, xl)}J [ -~ 

~- ]]G{~F(y,  Xl) --F'(Xl)}I [ + I]G{F'(xl)  - -  ~F(xl ,  y~)}J[ 

~ a ( l l x - -  yll + 211y - -  xiLI + I I x ~ y ~ l l )  ~ 1, 

womit  bUS dem B~nachschen Lemma  (s. z. B. [5], S. 45) bereits die Beh~uptun- 
gen folgen. 

HILFSSATZ 2. E s  seien (u, v) E D 2 u n d  x ~-- R ( u ,  v) mi t  

R ( u ,  v) = u - -  ~F(u,  v ) - ~ F ( u )  

vorhanden.  Fa l l s  (x, y) E Q ist, exist iert  R ( x ,  y) u n d  e.s gilt 

a( l l~  - ~ll + II~:- v l l ) I Ix -~II  ]IR(~, y) - R(~, v)ll 
1 - a ( I I x -  yll + ~ I l y -  x~II + IIx~-  y~ll) 

B~wEIs. )/[an finder u. 9. mit  I-Iiffssatz 1 

R(x ,  y) - - R ( u ,  v) ---- - -  ~F(x ,  y ) - l F ( x )  == 

: - -  ( I  ~- H ( x ,  y ) ) - ~ G { F ( x )  - -  F ( u )  --- 5F(u ,  v)(x  - - u ) } .  

D~ die Konsistenz 

[[G{F'(u)  - -  F'(x)}lI ~ 2a[lu - -  x]l ffir u, x E n 

impliziert, kann man fiber die Tuylorsche Formel (s. z. B. [5], S. 73) 

][G{F(x) - -  F ( u )  ~ ~F(u ,  v ) (x  - -  u) }[I ~ [[G{F(x) - -  F ( u )  - -  F ' ( u ) ( x - - u )  }i] -~- 

+ [Ir - -  ~F(u, v)}(x--~)l] ~ a(llx--u[I ~ + ll~--vl] Ilx--ull) 

un d damit  die behauptete  Ungleichung gewinnen. 

HILFSSATZ 3. D a s  quadratische P o l y n o m  

f ( t )  ---- at 2 - -  (1 -t- ab)t -b b + c 

mi t  a ~ O, b ~ 0 u n d c  ~ 0 hat t* aus  (3) als l~leinere Nul ls te l le ,  w e n n  (2) gilt. 

D ie  I terat ionsfolge 

(8) t .+l = t .  - -  ( t .  - -  s~)f(t~) n = l ,  2, 
f ( t , )  - -  f (s~)  

mi t  den S tar twer ten  t~ -~ b u n d  s~ ~- t o ~ 0 ]convergiert monoton  wachsend  gegen 

t*, sofern die 8, entsprechend t , _ l  ~ Sn ~ t~ gewdhlt werden.  B e i  (5) erfolgt die 
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K o n v e r g e n z  i m  F a l l e  s~ = tn f i e f  f a s t  al le  n m i n d e s t e n s  quadra t i s ch ,  s o n s t  noch  

1 (1 + V~)" m i n d e s t e n s  m i t  der  Geschwind ig lce i t  

BEwms.  Zum induk t iven  Nachweis  der  Ungleichung t 1 < . . .  ~ t~ 
tn+ ~ ~ t*, aus der  berei ts  die Konvergenz  folgt, 2 sei neben  t~ ~ t* auf  

t~+ 1 t* = a ( t ,  - -  t*)  (s~ - -  t*)  

a(tn + Sn) - -  1 - -  ab ' 

t ~ + ,  - tn = a( tn  - -  S ._~)  (t~ - -  tn--~) (n  > 2; t~ t~ = C) 
1 + a b - -  a ( t  n + sn) 

und 

a(tn + S n ) - -  1 - - a b  ~ 2at* 1 - - a b  = - -  V(1 + ab)2 - 4a(b + c) < 0 

verwiesen. Auch  d i e  genann ten  Konvergenzgeschwindigkei ten  ergeben sich 
unmi t t e lba r  aus diesen Beziehungen.  

HILFSSATZ 4. F a r  n =- 1, 2 . . . .  k a n n  Xn+ 1 n a c h  der  V o r s c h r i f t  (4) gebil-  

det w e r d e n ,  u n d  es g i l t  

(9) I lx .§  - -  x.II < tn+l - -  t .  

m i t  tn a u s  (8) u n d  an = zn t .  + (1 - -  z . ) t n _  ~. 

B•WEIS (dutch Indukt ion) .  Die Behaup tung  t r i f f t  f i i r n  = I zu, da x z 
wegen der Exis tenz  yon  ( iF(x1,  y l )  - 1  vorhanden  ist und  I l x ~ -  Xxl [ ~ c - -  t 2 - - t  1 
gilt. Zus~tzlich ist ] I x 1 -  yxlI ~ b = t ~ -  t o. 

Es  gelte (9) fiir allo n ~ m - - - 1 .  Hieraus  folgt  I ] x n - - x 2 1  ] ~ t ~ - - t  2 

t* - -  b - -  c und  somit  (xn, y~) ~ D 2 fiir 2 _~ n _~ m. AuBerdem ist (x 1, Yl) ~ D2. 

B e a c h t e t  ma n  wei ter  [[Xn - -  Ynl[ ~< tn - -  an und  [lYn - -  :Cn-lll ~ Sn - -  t n_ l, erh~lt  
m a n f t i r 2 ~ n < m  

a ( l ] x ~ - - Y ~ ] l  + 2]Iy~--x~]] + []x~--  y~l]) ~ a(tn + a n - - b )  < a(2t* - - b )  ~ 1 

und  folglich (xn, y~) E E.  Also ist (x~, Yn) E Q fiir 2 ~ n _~ m. Der  Hilfssatz 2 
s ichcrt  daher  mi t  x = Xm, y = Ym, u = Xm_ 1 und v = Y m - 1  ftir m _~ 2 die 
Exis tenz  -con Xm+ 1 und  die Ungleichung 

[[xm+l --  xmli ~ a([[Xm X m - l i [ + [ [ x m - l - - Y m - l l i ) [ i X m  Xm--l[[ < 
1 - -  a ( ] l X m - -  Ym]] + 2t]ym-- XXll + ] I X l - -  Y~I]) = 

a(tm - -  8 r e _ i )  ( t i n  - -  tin_l) ~_ tin+ 1 - -  t m . 
1 - -  a(tm -1- Sm - -  b) 

2 DaB der Grenzwert nut t* sein kann, erh~lt man leieht mit I-Iilfe von (8). 
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I-IILFSSATZ 5. Aus  I[x,+l - -x , [ [  ~ t~+l - - t ~  far  alle n und lira t~ = t* 
ergeben sich die Existenz yon x* -~ lira x ,  und [Ix* --x~,ll ~ t* - - t n  far  alle n, 
insbesondere x* E K.  

B~wEIs. Es genfigt der Hinweis uuf die unmittelbare Folgerung ~us 
den Voraussetzungen, dab (x~) eine Cauchy-Folge ist, 

Der Beweis des Satzes ist damit vollst~ndig, wenn noch x* als Nullstelle 
yon F bestAtigt wird. Diesen Fakt  erhi~lt man aber fiber 

t ' ( x*)  = {F(~*)  - -  F(x~) - -  ~ F ( ~ ,  y~) (z* - -  x~)} + 

+ {~F(xn,  y ~ ) . - -  F'(x*)} (x* - -  x,+l) + F'(x*) (x* - -  x~+l) 

mit Hilfe der Ungleichung 

IIF(X*)II "< IIG-~[I a { l l x * -  x,,l[z + Ilx*--xn[I [Ixn--y,~[[ § 

+ (llx*--x~lI + I l x * -  y~,ll)l.lx*- Xn+~ll} + [IF'(x*)II I l x * -  x,,+~ll 

durch Grenzfiberg~ng. 

w 

EI~DEUTIGKEITSSATZ. Die Voraussetzungen des Konvergenz- und Existenz- 
satzes seien erfallt, und es werde 

i = {x C B I IIx - -  x~[1 < t * *  - -  b }  

mit 

t * *  - -  1 + ab ( 1 2 a  + V  1 -~7~.]4a(bq-c)] 

gesetzt. Dann hat F in D fq M aufler x* keine weitere Nullstelle. I m  Falle t* = 
= t** trifft dies sogar mit M ~ {x E B ] IIx - -  xl] ] ~ t** - -  b} zu. 3 

BEw~Is. Es seien F(z) ~ 0 und z C D fq M. Insbesondere gilt also 

]lz - -x : [ t  ~ ~ - - t ~  < t** - - t : ,  

wobei t* ~ ~ ~ t** angenommen werden kann. Ffir t*----t** wird ~----t* 
gesetzt. Wie im Uilfssatz 3 zeigt man ffir die Iteration 

( tn  - s , ) f ( ~ )  ~ = 1 ,  2 , . . .  ~ + 1  = $,~ - - -  
f(tn) --  f (s . )  

mit $1 ~-- ~, dal~ ]ira Sn = t* ist.* Die Vorschrift 

Zn+ 1 --- Zn - -  O F ( X n ,  f f n ) - l  F ( Z n ) ,  n ---- 1,  2 ,  . . . 

Es ist in der Tat  x * E D t q M ,  da x * E K  und K c  D N M .  
a Die Konvergenzaussagen fiber die Folgen (tn) und ($n) kSnnen durch Veranschau- 

liehung in der Ebene bequem motiviert  werden. 
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m i t  z~ = z f f i h r t  a u f  d i e  s ta t ion i~re  F o l g e  m i t  d e m  E l e m e n t  z. M a n  bes t~ i t ig t  

ff i r  sie d u r c h  I n d u k t i o n  

( l o )  l l z ,~ - -  x.{{ = l { z - -  x~{I < ~ - - t . ,  n = ] ,  ~ . . . .  

w o r a u s  i m  S i n n e  d e r  B e h a u p t u n g  z ----- l im  Xn = x* fo lg t .  

F f i r  n = 1 t r i f f t  d i e  U n g l e i e h u n g  (10) zu.  Sie  ge l t e  ff ir  n.  / ) a n n  f i n d e r  

m a n  wie  i m  H i l f s s a t z  2 f iber  

In+ 1 - -  Xn+ 1 - -  ~(ggn,  y ~ ) - l { F ( z ~ )  - -  F(xn)  - -  5F(xn, Yn) (zn - -  Xn)} 

d ie  U n g l e i c h u n g  (I0)  f i i r n  ~- 1: 

] -~(11 x. - y~ll + 2 I l y ~ -  x~lt + IIx~- ylll) 

~- ~n+l - -  tn+z �9 
1 - -  a ( 4  -~ sn - -  b )  

F i i r  n -~ 1 = 2 e r g i b t  s i ch  be i  d e r  e r s t e n  Absch~ t t zung  d e r  N e n n e r  u n m i t t e l -  

b a r  zu  1. D a s  w a r  i n s g e s a m t  zu  ze igen .  
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