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REGULA-FALSI-VERFAHREN MIT KONSISTENTER
STEIGUNG UND MAJORANTENPRINZIP

von
J. W. SCHMIDT (Dresden)

§ 1.

Fir den grundlegenden Satz von Kantorovich iiber das Newtonsche
Verfahren und fiir einen entsprechenden Satz iiber die Regula falsi wird ein
einhejtlicher Beweis angegeben. Er beruht auf dem Majorantenprinzip (ver-
gleiche OrTEGA [3] und RERINBOLDT [4]) und zeichnet sich durch Einfachheit
und besondere Herausstellung der wesentlichen Schritte aus.

In der Regula falsi

Xy = Tn — OF(2y, 2, ;) 1 F(x,)

zur Losung der Gleichung F(x) = 0 werden Operatoren 8F zugelassen, welche
zur Abteilung F’ in folgendem Sinne konsistent sind:

[10F (u, v) — F'(@)]] < alllu — || + [lo — =l]).
Dagegen wird die Gleichheit
Fu) — Fw) = 6F(u, v){(u —v)

nicht gefordert; dennoch werde 6 weiterhin Steigung von F genannt. In friihe-
ren Arbeiten zur Regula falsi, u. a. vonScamior [6], Uns [7], DENNIs [8] und
HorMany [2], wird die Gleichheit verwendet, withrend BURMEISTER [1] erst-
malig fiir Sétze der erwihnten Art ohne sie auskommt. Der Begriff der Kon-
sistenz (in etwas allgemeinerer Form) geht auf OrTEGA zuriick, welcher auf
dieser Grundlage sogenannte lokale Konvergenzsitze gewonnen hat (s. ORTEGA
und REEINBOLDT [5], 8. 355). Beispiele fiir konsistente Steigungen findet man
z. B. in [6] und [5]; auch die Ableitung ordnet sich diesem Begriff unter.
Einige konsistente Steigungen — fiir solche gilt stets §F(x, x) = F’(z) — wer-
den weiter unten in den Bemerkungen 1 und 2 angefiihrt.

Die Ergebnisse dieser Mitteilung sind inzwischen von Scamipr [10] auf
Mehrschrittverfahren vom Regula falsi—-Typ. verallgemeinert worden.
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§ 2.

KONVERGENZ- UND EXISTENSATZ. Es seien B ein Banachroum, L(B) der
Bawm der linearen, beschrimkten Operatoren von B in sich und F|C c B —~ B
ein Operator, welcher auf einer konvexen Menge D < IntC eine Fréchet-Ablei-
tung F’\D — L(B) besilze; auferdem sei eine konsistente Steigung O6F|D? —
— L(B) vorhanden. Fir x,,y, € D existiere G = 8F (x;, y,)~* € L(B), und im
Sinne der Konsistenz gelte mit einer Konstanten ¢ > 0

1 [IG{oF(u, v) — F'@)}| < alllu — || + |jv —=]) fir v, v,2€D.
Mit o, — || < b und |loy— 2| < ¢, wobei z, = x, — GF(x,) ist, bestehe die
Ungleichung
(2) 2)ac + ab < 1.
Weiterhin gelte
K={&ecB||lx—ua)| tr—b—c}cD

mat i
®) t*zlﬂb(lvl/l_%ﬂ).
20\ (1 + ab)?

Unter diesen Voraussetzungen ist das Verfahren
(4) Xypq = Tp — OF {2y, yn) Y (2,), n=12...,
sofern die y,, gemdp

Yn = Tn%n + (1 — 10)%,_, mit 1, € [0, 1]

gewdiihlt werden, mit x, und y, = x, als Startwerte durchfihrbar, und der Grenz-
wert x* = lim x,, existiert. Bs ist F(x*) = 0, und mit x* € K steht eine Fehler-
abschitzung zur Verfilgung. Qilt (2) verschdrfend

(5) 2 Jac + ab <1,

so erfolgt die Konvergenz @iberlinear. Im Falle y, = x, fiir fast alle n ist die Kon-
vergenzgeschwindigkeit mindestens quadratisch. Andernfolls hat sie noch minde-

stens den Wert —;—(1 + 5
BeMEREKUNG 1. Es sei

OF(w, 0) = < {F'{u) + F'(0)}.

1 Dje Voraussetzung (1) kann man nach Hover [9] abschwichen, indem man die
Vorfaktoren der beiden Summanden auf der rechten Seite als verschieden zuldBt.
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und mit G = F.’(acl)‘1 € L(B) gelte
(6) |G{F"(u) — F'(x)}|| < 20lju —=z|| fir u,z2€D.

Dann ist OF eine konsistente Steigung entsprechend (1). Wenn auBerdem
Yn = x, fiir alle n gesetzt wird, geht (4) in das Newtonsche Verfahren iiber.
Mit der jetzt moglichen Festsetzung b = 0 entsteht aus dem obigen Satz das
Kantorovich-Theorem (s. z. B. [3]) in einer hinsichtlich der Fehlerabschéitzung
geringfligig verbesserten Form.

BemerrUNG 2. Im Falle y, = «,_, fiir alle n bedeutet (4) die Regula
falsi. Das dann aus dem obigen Satz hervorgehende Ergebnis stammt von
BurMEISTER [1], wenn man von einer etwas anderen, jedoch zu (1) dquivalen-
ten Form der Konsistenz absieht. Fiir den Beweis wird dort mit geeigneten
rekursiv erklirten Folgen gearbeitet.

Als Beispiel einer konsistenten Steigung fiir Operatoren F |C — R* — R¢
sei hier erwiahnt:

[0F(u, v)]; = {F(u + pw; + (v — w)e;) — Flu + Bw)} (v — u)e;
(7 fiur (v —ue; = 0
= F'(u 4 Pw))e; fir (v-—u)e; =0

mit w; = (v —u)e; + ... + (v — w)¢;_;. Dabei bezeichne [4]; den j-ten Spal-
tenvektor der Matrix 4, ¢; den j-ten Einheitsvektor und g € [0, 1] einen Para-
meter. Giinstig ist Insbesondere 8 =1 [6]. Als D < IntC wird man zur Ver-
einfachung einen achsenparallelen Quader wihlen. Falls z. B. die zweiten
partiellen Differenzenquotienten von F auf D beschriinkt sind, ist die Kon-
sistenz von (7) gesichert (vergleiche [6] fiir 8 = 1 und § = 0). Hinreichend ist
hierfiir ebenfalls das Bestehen einer Lipschitz-Bedingung (6) auf D (vergleiche
[51, S. 359).

§ 3.

Bewris des Satzes. Er wird in mehrere Hilfssiitze zergliédert. Dabei
sollen die Voraussetzungen des Satzes jeweils erfiillt sein.

Hirrssarz 1. Es seien
B = {( y) € B allle —yl| + 2ly — ]| + [le,—wll) < 1}
und Q = D* (V E. Im Falle (x, y) € Q ergeben sich mit

H@, y) = G{6F(z, y) — 6F(x;, )}
die Beziehung

1 (@, 9)l| < alllz — yll + 2lly — @yl + |2y — gyl < 1

1*
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und die Existenz von
O0F(x, y)™' = (I + H(x,y)) "G € L(B).

Brwgis. Wegen der Konsistenz (1) erhélt man

[[H(x, y)l| < [|G{6F (2, y) — F'()}I| + [|G{F"(y) — 0F (y, 2,)}|| +
+ IG{8F (y, 7)) — F'(a) }|| + |G{F' (@) — 6F (2, ) }|| <
< a(llz—yll + 2lly — 2l + [l —ol) <1,

womit aus dem Banachschen Lemma (s. z. B. [5], S. 45) bereits die Behauptun-
gen folgen. '

Hivrrssatz 2. s seien (u, v) € D? und x = R(u, v) mit
R(u, v) = u — 0F(u, v)"LF (u)
vorhanden. Falls (x, y) € Q ist, existiert R(x, y) und es gilt

af||z — u[ + [[u. - 2]]) [|* — u]| ‘
af|lz —yll + 2|y — @[] + [les — )

Bewzrs. Man findet u. a. mit Hilfssatz 1
B(x, y) — B(w, v) = — 0F(z, y) ' F(x) =
= — (I + H(z, ) *G{F(z) — F(u) — 8F(u, v)(x — u)}.

(e ) — Bl )| < ——

Da die Konsistenz
|G{F'(u) — F'(2)}|| < 20llu —2|| fir u,x€D
impliziert, kann man iiber die Taylorsche Formel (s. z. B. [5], 8. 73)
[|G{F(2) — F(u) —0F(u, v)(x — w)}|| < [|G{F(z) — Flu) — F'(u)le—u)}|| -+
LG ) — 8F(w, o) e — w)l] < alllz — ull? + [ju— o]} [}z — ul)
und damit die bebauptete Ungleichung gewinnen.
Hivrssarz 3. Das quadratische Polynom
&) =at?— (1 +ab)t +b +c

mit @ >0, b > 0 und ¢ >0 hat t* aus (3) als kleinere Nullstelle, wenn (2) gilt.

Die Iterationsfolge

(8) tnﬂ:tn—ﬁﬂ-——sn)&i n=1,2, ...

flt) — fs)

mit den Startwerten t, = b und s; = t, = 0 konwvergiert monoton wachsend gegen
t*, sofern die s, entsprechend t,_y < s, < t, gewithlt werden. Bei (5) erfolgt die



SCHMIDT: REGULA-FALSI-VERFAHREN 191

Konvergenz im Falle s, = &, fiir fast alle n mindestens quadratisch, sonst noch
N |
mindestens mit der Qeschwindigkeit 3 (1 4 V5).

Bewgis. Zum induktiven Nachweis der Ungleichung #, < ... <#, <
< t,.1 < t*, aus der bereits die Konvergenz folgt,? sei neben ¢, < i* auf

1* = a’(tn — t*) (Sn — t*)

- ,
" aty + s,)— 1 — ab
boey — by = Aty — 8n—) (br — 1) (n>2; t,—1t = c)
1+ ab—a(t, +s,)
und
a(ty + sp)—1—ab < 2at* —1 —ab = — V(1 +ab)® — 4a(b +¢) <0

verwiesen. Auch die genannten Konvergenzgeschwindigkeiten ergeben sich
unmittelbar aus diesen Beziehungen.

Hitrssarz 4. Fir n = 1,2, ... kann x,,, nach der Vorschrift (4) gebil-
det werden, und es gilt

(9) Hxn+1_xn” g tn+1'—t”
mit &, aus (8) und s, = Tptn + (1 — Tn)i, 4.

BewEgis (durch Induktion). Die Behauptung trifft fir n = 1 zu, da =,
wegen der Existenz von ¥ (x,, 1)~ vorhanden ist und ||z, — ;|| < ¢ =1¢, — 4
gilt. Zusitzlich ist ||, — || < b = ¢ —¢,.

Es gelte (9) fiir alle n << m — 1. Hieraus folgt ||z, — )| < t, —1t, <
= t*—b—c und somit (z,, ¥,) € D? fiir 2 < n <m. AuBerdem ist (z;, v;) € D2
Beachtet man weiter &, — y,|| < £, — s, und ||y, — 2, || < s, —¢,_,, erhilt
man fir 2 <n<m

alllen —yall + 2lyn — 2] + lJoy — i) < altn + 8. —b) < a(2t* —b) <1

und folglich (x,, y,) € . Also ist (x,, ¥,) € Q fir 2 < n < m. Der Hilfssatz 2
sichert daher mit = xp, ¥ = ym, v = x,,_, und v =y,,_, fir m > 2 die
Existenz von «,,,; und die Ungleichung

a(”xm — xm—l” -+ me—l — ?/m—l”) me — xm~—1H
1— a(me_ ym” + 2Hym—'x1H + Hxl _ylll)

a(tm - Sm—l) (tm tm—l) ¢
™ Ym+1 m*
1 —alt, + sn— b)

me+1 —me g

? DaB der Grenzwert nur t* sein kann, erhilt man leicht mit Hilfe von (8).
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Hivrrssatz 5. Aus ||€nyq — Zull < by — &, fir alle n und lim ¢, = *
ergeben sich die Exisienz von x* = lim x, und |jx* — x,|| < t* — ¢, fiar alle n,
insbesondere x* € K. ' '

Bewsgis. Es gentigt der Hinweis auf die unmittelbare Folgerung aus
den Voraussetzungen, daB (2,) eine Cauchy-Folge ist.

Der Beweis des Satzes ist damit vollstéindig, wenn noch z* als Nullstelle
von F bestétigt wird. Diesen Fakt erhilt man aber iiber

Fla¥) = {(F@*) — F(w,) — 8F(zn, yo) (@* — )} +
+ {0F(xy, ) — F'(x¥) Ha* —2,0q) + F/ (&%) (@* — 2,14)
mit Hilfe der Ungleichung
[[F@)]| < 1671 af]|z* — zal[* + [J#* — 2l [|#n — yall +
+ (lo* —@al] + {lo* —yal]) |J2* — 2,441} + [ F ()] 'le* — Zppall

durch Grenziibergang.

8 4.
EINDEUTIGREITSSATZ. Die Voraussetzungen des Konvergenz- und Existenz-
satzes seien erfillt, und es werde

M= {z¢B| o — | < —b}

o 14 ab (1 +V1 _ 4a(b+c))
20 (1 +ab)?,

geseizt. Dann hat F in D N M aufer x* keine weitere Nullstelle. Im Falle t* =
= t** trifft dies sogar mit M = {& € B | |lx — »|| < t** — b} 2u.®

mit

Bewzis. Es seien F(z) = 0 und z € D N M. Insbesondere gilt also
g — || =< 0 —1 <E* —1,

wobei £* < { < t** angenommen werden kann. Fir ¢* = i** wird { = t*
gesetzt. Wie im Hilfssatz 8 zeigt man fiir die Iteration

__(tn'_sn)f(cn)’ . n:l,z,...
f(tn) ~—f(sn)
mit ; = ¢, daB lim {, = ¢* ist.s Die Vorschrift

Cn+1 - Cn

Zn+1 ™ Bn— OF (y, yn)_lF(zn)’ n=12,...

3 g ist in der Tat * € DN M, da x*€c K und K<« DN M.
1 Die Konvergenzaussagen iiber die Folgen (¢,) und (£,) kdnnen durch Veranschau-
lichung in der Ebene bequem motiviert werden.
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mit z, = z fiihrt auf die stationire Folge mit dem Element z. Man bestitigt
fiir sie durch Induktion

(10) Nzn —xa]l = Iz — 2] < 8 —tn, n=12,...
woraus im Sinne der Behauptung z = lim , = x* folgt.
Fiir n = 1 trifft die Ungleichung (10) zu. Sie gelte fiir n. Dann findet

man wie im Hilfssatz 2 tiber

Zn+1— Zpy1 = — OF (xy, yn)_l{F(zn) — F(w,) — 0F (xp, Yn) (2n — xn)}
die Ungleichung (10) fiir n + 1:

a([|2n — o] | 4+ [|%n — Yl 122 — 2]
1 — a(”xn - yn” +2 Hyn '_xlll + ”xl - ?/1”) -

g a(é‘n - Sn) (Cn - tn)
T l—alt,+s,—b)

2p41 — Znga|| <

= Cnpy — tnyq -

Fir n 4+ 1 = 2 ergibt sich bei der ersten Abschétzung der Nenner unmittel-
bar zu 1. Das war insgesamt zu zeigen.
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