
EIN BEITRAG ZUM PROBLEM DER FAKTORISATION 
VON ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN 

Von 

L. RI~DEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 

w 1. Einleitung 

Ffir eine endliche Abelsche Gruppe q6 ist es ein interessantes, abet schwie- 
riges Problem, eine Ubersicht fiber die m6glichen Faktorisationen 

(1) O = ~1 . - .  ~z 

yon q6 zu gewlnnen, wobei die ~i Komplexe (Teilmengen) yon ~ sind; diese 
Gleichung soil bedeuten, dass sich jedes Element yon q~ genau einmal in der 
Form A1. . .  A~ (At E ~i) darstellen 1/isst. Die Faktorisation (1) nennen Mr 
echt, wenn jeder Faktor ~i aus mindestens zwei Elementen besteht. 

Das bisher Gesagte soil fiir sp/ite~e Zwecke aach im allgemeineren Fall  
gelten, wenn in (1) start (~ ein Komplex ~ steht. Fiir zwei Komplexe 91, 
sagenMr, dass 91 ein Teiler yon ~ ist, in Zeichen 91l ~ ,  wenn es eine Faktorisation 
~3 = 91 ~ gibt. 

Wenn in (1) die besondere Annahme ~i = 1, As, . . . ,  A~ ~ (i = 1, . . . ,  l) 
gemacht wird, so hat man die Beantwortung im berfihmten Satz yon HAj0S [1 ]1, 
naeh 4em clann in (1) mindestens ein ~i eine Gruppe sein muss. Yerfasser [5 ] 
hat  dem Satz eine versch/irfte Formulierung gegeben, nach tier alh miiglichen 
HiJ6s'schen Faktorisationen yon q6 sich angeben lassen. Vereinfachungen 
des Beweises yon I-Ix3os finden sich bei Verfasser [4] un4 SZELE [6]. 

Im  allgemeinen Fall kann (1) gelten, ohne dass ein ~i durch eine Gruppe 
(#1)  teflbar ware, woffir ebenfalls ItxJ6s das erste Beispiel gab, das mit seiner 
freundlichen Erlaubnis Verfasser [2 ] vertiffentlicht hat. Daselbst hat Verfasser 
auf verh/iltnismassig sehr kompliziertem Wege den kleinen Satz bewiesen, dass 
in jeder echten Faktorisation (1) einer nichtzyklischen Gruppe q6 yon Primzahl' 
quadratordnung (Fall l =  2) das eine yon ~1, ~2 durch eine Gruppe (-~1) 
teflbar ist. 

Im folgen4en betrachten wir nur den verh/iltnismassig sehr einfachen 
Spezialfail yon (1), dass C~ zyklisch und l = 2 ist. Friiher hat HAJOs nach seiner 
miindliche~ ?r vermutet, class dann in jeder echten Faktorisatlon (1) 

1 Die [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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das eine yon ~1, ~ dutch eine Gruppe (:/~.1) teilbar sein muss; vor kurzem 
abet hat er seine Vermutung widerlegt. Und zwar gelang ihm clas ffir alle | 
ausgenommen die Ordnungszahlen yon der Form 

(2) pe q f, pe qr, pqrs (e, f >=- 0), 

wobei p, q, r, s verschieclene Prlmzahlen bezeichnen; seine Arbeit dariiber 
erscheint in diesen Acta. 2 Die restlichen Ordnu, gszahlen (2) sind bei ihm 
fraglich geblieben, aber icb babe schon im Jahre 1945 bewiesen, dass insbeson- 
dere pqr tatsiichlich ein Ausnahmefall ist. Wohl ist mein Beweis i~teressant, 
trotzdem wollte ich ihn wegen seiner Miihsamkeit nicht publizieren, lch rue das 
jetzt wegen der durcb die HAj0s'schen Untersuchungen erhiihten Aktualitat 
meines an sich sehr bescheidenen Resultats, das niimlich nunmehr auch zeigt, 
dass das Resultat yon ttAJOs ~beinabe;~ scharf ist. 

Zum Beweis werden wit liinger ausholen miissen, so dass wir eine Methode 
ausarbeiten, die zur Untersuchung aller Faktorisafionen | =: ~1 ~z yon 
beliebigen encllichen zyklischen Gruppen geeignet zu sein sch~int ; trotzd~m 
konnten wir auf diesem Wege nicht alle kritischen Ordnungszahlen (2) erledigen. 
Ausser dem gesagten Fall pqr konnten wir nur noch die sehr leichten Fiille 
pe, pq mit iihnl~chem Resultat beantworten. Endgiildg formulieren wit unsere 
Behauptung im folgenden : 

SATZ. Eine zyklische Gruppe von einer der Ordnungen p~, pq, pqr (19, q, r 
verseliiedene Primzahien) liisst sich nur so in das Produkt von zwei Komplexen 
mit je mindestens zwei Elementen faktorisleren, wenn einer tier Faktoren durch 
eine Gruppe ( ~ 1) teilbar ist. 

Ich will noch kurz betonen, class die Faktorisationsprobleme aller Art 
yon Abelschen Gruppen im allgemeinen nicht nut an sich, s0ndern aueh in ihren 
Zusammenbiingen interessant sind, weshalb es sich lobnt, ibnen eine grosse Auf- 
merksamkeit zu widmem Z. B. kommt (1) fiir zyldisehe (~ dem folgenden addifiv- 
zahlentheoretischen Problem gleich : Es sind auf .jede mSgliche Art I Mengen 
M x . . . .  , M~ ~on ganzen Zahlen anzugeben, so dass x 1 + . . .  + x (x~ E M~) 
ein volles Restsystem rood m durchliiuft. Der anfangs erwiihnte Satztvon HAJOS 
ist eine Xquivalente der Vermutung yon MmKOWSKI fiber lineare Ungleichungen 
(vgl. auch R~DE~ [3]). Verfassers [2] erwiibnter Satz fiber die Gruppen von 
Primzahlquadratordnung steht mit einer dort bewiesenen Maximaleigenschaft 
der Gaussischen Summen im engsten Zusammenhang. 

2 G. HAJOS, Sur le prob]~me de factorisation des groupes cycliclues, Acta Math. Hung., 
I (1950), S. 189--195. 
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w 2. Vorbereiturgen 

Durchwegs bezeichne @ eine zyklische Gruppe yon der Ordnung 
0(| = n ( >  1 ) m i t  einem erzeugenden Element A. 

Als Polynome der Unbestimmten x werden stets nut  solche mit ganzen 
rationale~ Koeffizienten zugelassen. Ein Polynom f (x) (--/= 0) mit Iauter Koeffi- 
zienten >= 0 nennen wir posit iv und schreiben hierfiir f (x) > 0. Insbesonclere 
werden die positiven Polynome yon der Form 

f (x) = x'~ -~ . . .  -+- x't (i,, =_l = _ iv (mocl n)fiir u --/= v) 

eine grosse Rolle spielen; diese nennen wir elementar (ffir n). Zwei positive 
Polynome f (x ) ,  g(x)  mit f ( x ) z  g(x)  (rood x " - - 1 )  kfinnen nut  gleiehzeitig 
elementar sein. Dann sind ihre Gliederzahlen gleich und die irr ihnen vorkom- 
menden Exponenten paarweise kongruent rood n . 

Das n-re Kreisteilungspolynom wird mit  F,~(x) bezeichnet, hierfiir gilt 
bekanntlich 

x n -- 1 = lJ Fa(x) ,  
a[. 

(2) 

w o r a l l s  

(3) Fn(x) = ]-I (x ~ -- i)~(~/d) 

s # hezeichnet die Funktion yon MOBIus. Von (3) liest man die hekannten 
Formelrt ab : 

(4) Fn(1 ) n / p ,  wenn n = / ( >  1) ist, 
| 1, wenn n ( >  1) keine Primzahlpotenz ist. 

Nach (2) gilt 

(5) 1 + x  + . . .  + x " - I  = n  ~d(x). 
aln 

d > l  

Stets bezeichnen q~l(x), q'z(x) zwei Polynome mit  

(6) 1 -f- x -~- . . .  -~- xn-1 = ~l(x ) ~2(x), 

(7) q)l(1), r > 0 .  

Da die Fd(x) irreduzibel sind und naeh  (4) Fd(1 ) > 0 ( d >  1) gilt, lassen 
sieh die ~l(x), ~2(x) so gewinnen, dass man die Fd(x) in  (5) beliebig in zwel 
Klassen einteilt und fiir beide Klassen alas Produkt der Elemente bildet. Kurz 
nennen wit d ie  q)l(x), q52(x ) komplement/ire Teiler yon 1 ~- x q- . . .  -[- x ~- 1. 

Einem beliebigen Komplex 

(8) ~ =  A q  + . . .  -~- A i t  

ordnen wir alas Polynom 
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(9) ~(x)  = x ~, + . . .  + xit 

zu. Dieses ist elementar und rood x ~ -  1 eindeutig bestimmt. Umgekehrt 
gehiirt dann zu jedem fiir n elementaren Polynom f (x) ein einziger Komplex ~, 
so dass f (x) = ~(x) gilt. 

Insbesondere gilt 

(10) q6(x) = 1  + x  + . . .  q-x =-1. 

AUgemeiner gilt offenbar folgendes : Ein Komplex ~ ist dann und nut dann 
eine Untergruppe (-~1) yon fit, wenn 

~ r i  1 
(11) ~(x) ~- 1 q-x a + . . .  + x n-a (d In,  d =/s n ) .  

x a -  1 

Trivial ist aueh der folgende 

HILFSSXTZ I. F//r drei Komplexe ~ ,  ~1' ~2 ist 

(12) ~ = ~1 ~2 
gleichbedeutend mit  

(13) ~(x) - -  ~ ( x )  ~s(x) (rood x n - -  1). 

Wir beweisen : 

HirrssAxz 2. E i n  Komplex  ~ ist dann und  nur dann durch eine Gruppe 

(-75-1) teilbar, wenn es ein d mit  

x n - -  1 ~(x)  (d i n, d =~- n) 
x d ~  1 

gibt. 

Die angeschriebene 
ErFdllbarkeit yon 

Teilbarkeit ist n~mllch gleichbedeutend mit der 

X n - -  1 
~(x)  ~_ f ( x )  (rood x ~ -  1) 

x a - -  1 

(lurch ein Polynom f (x). Dessen Grad darf < d angeaxommen werden und dama 
i s t f (x )  mit ~(x) zusammen (vgl. (11)) notwendlg elementar fiir n. Hiernaeh 
und naeh I-Iilfssatz 1 ist I-Iilfssatz 2 riehtig. 

Wit beweisen den folgenden 

HILrSSATZ 3. Alle Faktorisationen 

(14) (~ ----- ~ ~ 

von q6 gewinnt  man  so, dass man zwel komplementiire Teiler ~)l(X), q~s(x)yon 
1 -{- x + . . .  -4- x "~--1 n lmmt  (definiert durch (6), (7)) und nach zwel Polynomea 

fl(x), f 2(x) mit  

(15) r  fx(x) , r  f2(x) > O, 

(16} f1(1) = f s ( l )  = 1 
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sucht, dann sind die zwei Produkte in (15) elementar (fi ir n) ,  somit gibt r zwei 
Komplexe ~1, ~ mit 

(17) ~l(x) = ~ ( x )  f~(x) , ~z(x) -~ q~(x) fz(x) ; 

diese ~1, ~2 sind die siimtlichen Li~sungen yon (14). Dabei geniigt es, sich au f  
die f~(x), fg.(x)zu beschriinken, fi ir die die Produkte in (15) vom Grade < n sin& 

Setzen wit namlich zun~ichts voraus, class (14) gilt. Wegen Hilfssatz 1 
mad (10) gilt dann 

(18) 1 + x + . . .  + x n - l -~  ~x(x) ~ ( x )  (rood x n - -  1) ,  

wobei m a n  annehmen daft, aass ~l(x),  ~ ( ~ )  ~om G~ade < ~ sind. Aus (18) 
folgt, dass die linke Seite ein Teiler der rechten Seite ist, gewiss gibt es also 
nach (6) zwei komplement~ire Te~er q~l(x), qiz(x) der linken Seite mit 

(19) q~l(x) I ~(x) ,  ~2(x) 1 ~2(x). 
me~ach ~xistiere= -wei roly=o~e f~(x),f~(~) ,~ t  (17). rIi~r,~s ~=a ans (18), 
(6) folgt 

(20) 1 =~fl(x)f~(x) (rood x - -  1). 
Dies ergibt 1 =fx(1) fg(1) , fx (1) - - - - - f2(1)=-I -1 .  Andererseits gelten ~1(1), 
~(1)  > 0, und so folgt ans (17), (7) notwendig fx(1),f2(1 ) > 0 . Dies mit 
dem vorigen zusammen ergibt (16). Naeh (17) besteht aueh (15), und dabei 
sind mit ~x(X), ~2(x) zusammen auch die Produkte in (15) yore Grade < n. 

Wenn umgekehrt (6), (7), (15), (16) gelten, so schliesst man, wie folgt. 
Wegen (16) gilt (20). Dies und (6) ergeben 

(21) 1 + x + . . .  -~ x ' H  = q~ x(x) f~ (x)r  f~(x) (rood x n -  1). 

Itieraus folgt, dass die zwei Produkte in (15) f i i rn  elementar sind, d. h. dutch 
(17) wirklich zwei Komplexe ~x, ~2 definiert werden. Nach (17) undO(21) gilt 
(18), und dies mit (10) zusammen ergibt nach Hilfssatz 1 die Richtigkeit yon (14). 
Wit haben Hilfssatz 3 bewiesen. 

H~LFSSATZ 4. Ein Polynom f ( x )  ist dann und nur dann durchF n (x) 
teilbar, wenn 

x n - -  1 
(22) f (x) = ~, - -  fp (x) 

~In x " / p -  1 

gilt, wobei die fp(x) Polynome mit ganzen Koeffizienten bezeichnen. 
Offenbar ist namlieh F=(x) der grfsste gemelnsame Teiler der Polyaome 

x " - - i  
(dl n ) ,  

x n/a --- 1 

woraus die Behauptung folgt. 
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ILIiLFSSATZ 5, M a n  bezeichne mit  n 1 . . . .  , n t diejenigen maximalen  Teller 

von n, die j e  einen Primfaktor  von n nicht enthahen, wobei t die Anzah l  der 

verschiedenen Primfaktoren von n i s t .  Fiir  jedes ganzzahlige Po lynom f (x) gilt 

(23) f ( x )  =_ ~; . ~  ki~ x,~ i~+... +,t  it (rood x n -  1) 
�9 . , . . .  i t 

i~  = o i t ffi o 

mit  eindeutig bestimmten ganzen Zahlen k~, . . .  it .  

Es gilt n/imlich zun/ichst 
n--I 

(24) f (x) ~ 2  ~ k i x i (rood x" - -  1) 
i=O 

mit  eindeutig best immten ganzen k~. Da ferner dutch 

i - ~  n l i  1 ~ . . . Jr nt it (rood n) 
die i in (24) uric1 die Systeme i ~ , . . . ,  it in  (23) einander gegenseitig eindeutig 
bestimmen, so sieht man die Richtigkeit yon Hilfssatz 5 era. 

w 3. Beweis des Satzes 

Um unseren Satz zu beweisen, betrachten wir eine echte Faktorisation 
(14) vo~ | Nach Hilfssatz 3 lassen sich dann (6), (7), (15), (16), (17) annehmen. 

Vor allem zeige= wir, dass (anstat t  (7) sogal) 

(25) r , r > 1 

gilt. Andernfalls w/ire wegen (7) z. B. 41(1 ) = 1, aber dann gilt nach (16), (17) 
~1(1) = 1, also enth/ih ~1 nur  ein Element,  wobel doch (14) eine echte Faktori- 
sation ist. Dieser Widerspruch beweist (25). 

Aus (6) und (5) folgt ferner, dass das eine yon ~x(x), q~2(x) duxch F, (x )  

~eilbar ist, wit diirfen 
(26) F,(x) [ ~ ( x )  
annehmen.  

Fall n ~ p e  . Dann lautet  (26) so: 

X p e  - -  1 

x / - 1 -  1 q~ l(x) " 

Dan~ ist die linke Seite nach (17) auch ein Teiler yon Rl(x), und so folgt aus 
Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes fiir diesen Fall. 

Hiernach brauchen wir weiter nur  lloch die F/ille n = p q ,  pqr zu betrachten.  
Wit schicken hiervon den weir sehwierigeren zweiten Fall voran. Der Anfang des 
Beweises wird uns auch zeigen, wie man alas Problem tier Faktorisation auch 
fiir kompliziertere Ordnungszahlen n angreifen kSnnte. 
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Fall n = pqr. Aus (26), (17~) folgt F,(x) l~x ( x  ) . Dies ergibt wegen 
Hilfssatz 4 : 

(27) ~l(x)  --xPqr--i x P q r - - 1  x P q r - - l f r ( X  ) 
f (x) + - -  fa(x)  + 

- -  X pr 1 X P q - - I  

mit passen r 
l~isst sich 

ganzzahligen Poly~omen fp(x), fq(x), f,(x). Nach Hilfssatz 5 

q--1  r - -  

(28) fp(x) -~ ~.~ 2"laj tc  qrj+ qk (rood x q r -  1) 
j=O k= 

mit passen~en ganzen ajk setzem Im Summand daft  der Exponent dutch p 
muhipliziert werde=, denn das kommt bloss auf eine Umordnung der ajk an. 
Wird in (27) die rechte Seite aes so veranderten (28) fiirfp (x) eingesetzt, so geht 
(27 / i~ eine richtige Kongruenz mod xP ~ - -  1 fiber. Schreibt man gleichzeitig den 
Kofaktor yon fp(x) in (27) als 

p - - 1  
~qri ~--~ 

i = 0  

so entsteht naeh Ausmuhiplizieren und entsprechender Behandlung des 
zweiten und dritten Gliecles der rechten Seite : 

(29) 
p--1  q--1 r - - 1  

~1(x) ~ 2 ~ --~ ~ "  gilk xqri + prj + pqk (mocl x pqr - -  1) 
i=o j = o  k = t  

q--1 p- -1  q--1 r - -1  

(32) a k =  ~ "  ayk, g = ~ ~a~ ~ g~ik" 
i = o  i = o  j=0  ~=0 

Nunmehr wollen wir auch yon (25) Gebrauch machen. Aus (6) folgt 
~1(1) ~ ( 1 )  -----pqr, also. gilt nach (25) und nach (4), (5), (6) bei passender Bezeich- 
hung der p, q, r 

q'l(1) = p q ,  q~(1) = r ; Fp(x) Fq(x) I q~(x), F~(x) I q~2(x), 
4 Aeta Mathematica 

mlt 
(30) gqk = a j k  +bik  -{-cu(i = 0 , . . . , p - - I ;  j = O , . . . , q - - 1 ; k  = 0  . . . .  , r - - l ) ,  

wobei alle Glieder r rechten Seite ganze Zahlen si~d. Anclererseits folgt aus 
(29) unmittelbar 

(31) gijk-= 0 oder 1 . 

(Wit bemerken : Der Sin~ yon (30) ist, dass die Funktion g@ yon drei Variabeh 
i ,] ,  k sich aus Funktionen yon je zwei Variabeln zusammensetzt. Natiirlieh 
sine1 diese letzteren Funktione~ noch nieht, erst ihre Summe eindeutig bestimmt.) 

Beziiglich der Symbole ajk, blk, cq, gqk verwende~ wit die Verkiirzu~g 
in den Bezeichnungen, dass das Streiehen einJger der Iaclizes die Ausfiihrung 
tier Summation bedeutet. Z. B. : 
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oder 

~1(1) = P '  q52(1) = qr ; Fv(x) l q~l(X), Fa(x ) Fr(X) l ~ ; ( x  ) . 

Auf Grund yon (17), (16) gilt in bekIen Fallen dasselbe auch fiir ~x, ~2 start  
~1, ~2" Von allen diesen wird uns welter nur  der attf ~1 beziigllehe Teil interessie- 
ten, der so lautet  : Es gilt (bei passender Bezeichnung der p, q, r) 

(33) ~z(1) =p~/; Fp(x) Fq(x) l ~ ( x ) ,  

odor 

(34) 

(35) 

= p ,  

Erstens betrachten wir den Fall (33). Nach (29), (32) gilt dann 

g : p q .  

Bezeichne a eine primitive p-re (komplexe) Einheitswurzel. Da nach (33) 
Fp(x) I ~l(x), so gilt ~z(a) = 0. Naeh (29) ergibt dies 

p--1 
~--~" gi aqri = O, 

i=0 

also go . . . . .  gp-1. Hieraus folgt naeh (35) 

(36) gi = q (i = 0, . . . , p - -  1). 

Dies schreibt sioh nach (30) auch so : 

(37) a + qbi q- rci = q  (i = 0 ,  , . . , p - -  1). 

Hiernach hangt  die Restklasse b~ (mod r) yon i nicht  ab. Ferner  gilt nach (30) 

(38) gq = ay q- bi + rcq , 

somit hangt  auch die Restklasse gij (rood r) yon i =icht ab. Dann kann man 

(39) giy : uy -[- rviy (0 "< uj <~ r - -  1) 

setzen, mit ganze~t u j ,  vlj . Ferner gilt wegen (31) gewiss 

(40) vii >- O. 

Wegen tier Symmetrie yon (33) in p, q gilt iihnlich wie (36) 

gy = p .  

Summiert  man andererseits (39) naeh i, so entsteht  gj = pu j  -k rvj (wobei auch 
v i mit  der bei (32) eingefiihrten Abkiirzung zu verstehen ist). Beide ergeben 

p u j  -k rvi : - P .  

Dashalb folgt aus (39), (40) notwendig uj : 1, vj : 0, vq : 0. Hiernach und 
nech (39) gilt 
(41) = 1.  
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FoIglich sehreibt sich (38) so :  

(42) 1 = aj-f- bi q- r%.  
Dies r 

C U = - -  , 
r T 

wobei [z ] die grSsste ganze Zahl ~ z bezeiehnet. Man setze dies in (30) ein : 

Yergleieht man dies wieder mit  (30), so ist eIsiehtlich, dass man yon vol~aherein 

% = 0  

setzen kann, so dass dann (mit ver/iaderter Bezeiehnung) 

(43) gij~ --- ajk -? bik, 

ferner nach (42) 

(44) ay -{- b/ = 1 

gilt. 

Wegen (31) und (43) ist fiir jedes feste k mindestens das eine yon ayk, b~k 
konstant.  Is t  fiir ein k z. B. ay E = C konstant ,  so diirfen fiir dieses k die ask, bik 
yon vor=herein dutch ask - -C ,  bik q -C  ersetzt werde=, da daim (43) erhahen 
bleibt. So erreichen wit  (wieder naeh (31), (43)), dass die folgenden zwei Aussagen 
richtig sind : 

Fiir jedes feste k gilt ash : 0 ( j  beliebig) oder b~k -:  0 (i  beliebig). 
Alle ajk, bzk sind gleich 0, oder 1. 
Gibt es abet  ein ay~ • 1 trod auch ei~ b~k, : 1 mlt  festen i, ] ,  k, k', so gilt 

fiir diese i, j nach den eben erhalteneax Feststellungen ay >-- 1, b z ~ 1, aj + bz >: 2. 
Dies verstiisst gegen (44), folglioh muss unbeschr/inkt aj.k : 0, oder mlbesohr/inkt 
bi~ = 0 gehen. Wegen Symmetrie diirfer~ wit letzteres annehmen, und dana gilt 
nach (43) ei~fach gqk : ajk. Hieraus folgt aaeh (29) bei Summieren iiber die i 

X p q r  - -  1 I 
X q r ~  1 / ~ I ( X ) '  

und so ist maser Satz uach Hilfssatz 2 f'fir diesen Fall riehtig. 

Zweitens b etraehten wic den Fall (34). ~hnlich wie (35), (36), folgen jetzt 
(45) g = p ,  

(46) g~ = 1  (i : 0 ,  . . . , p - - l ) .  

Dies sehreibt sioh naeh (30) so:  

a + q b  i + r c i  = 1 .  
4* 
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Hiemaeh hangt  die Restklasse b i (mod r) nJcht yon i ab, weswegen man 
wieder (39) ansetzea kann, and  dabei gilt wegen (31) auch (40). Andererseits 
gilt naeh (31), (46) stets gq = 0 oder 1, und dana  folgt aus (39), (40)v~j = 0, 

gq = uj = 0 oder 1.  

Nach diesem uad  (30) gilt 

u 1 = a  1 -4-b i + r c q .  

Dies ergibt 

Cij - -  _ _  __ = - -  . 
I" I" 

Dutch Einsetzen iu (30) folgt wieder, dass you vornherein cq = 0 gesetzt 
werden darf, und dann gilt auch (43). Dies ergibt 

g ik = a k  -~- q b ik . 

Andererseits gilt nach (31), (46) g~k = 0 oder 1, folglich kana  b~k yon i nicht 
abhfingen, l~Iach (43) hangt  dam1 g~jk yon i auch nicht ab, d. h. man darf  yon 
vornherein gqk : ajk setzen, womit wit zum selben Schluss gekommen sind 
wie vorher. Wit haben den Satz fiir n = p q r  bewiesen. 

Fall n = pq  . Mit ahnlichem ScHuss wie vor (33), (34) sieht man 
sofort ein, dass jetzt  bei passender Bezelchnung der p, q wegen (26) 

ar p q -  1 
�9 = Gq( ) G(x)  

x q - -  1 

gilt. Dies ergibt nach (17) 

�9 P q - -  1 I ~1(x) 
x q - -  1 1 

woraus nach Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes auch jetzt  folgt. Wir haben 
den  Satz in allen Fallen bewiesen. 

(Eingegangen am 1. Augus t  1950.)  
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K FIPOBYlEME qbAKTOPH3ALIHH I(OHEqHBIX FPYFIFI ABEYI~I 

0-I. pa~1314 (Ceres) 

(Peawme) 

qba~<Top~aattHe~ ~eROwopo~ ~<o~eqHoR rpynrrJ, I A6ea~ (~ aaa~,maeTc~ YpaBHeI~e 

r~Ie ~i tcoMnaeKcbi (rlo~MHo~ecTBa) 1~, a (1) Ityy~ao IIO~I~IMaTB TaR, qTO Bee 3~eMeHTbI (~ MOrYT 

6blTb Ilpe~cTa13JleHbI eAHHCTI~eHHblM o6paaoM B c.rle~YlO~e~ ~opMe : A 1 . .  . A t  ( A i  E ~i) .  
CqnTaeM, qro l ~ 2 a Ka:~Iht~ ~ i  COCTOI1T no i<pafirle~ Mepe na ,~BYX aae~lenrou. OTHOCHTe2IbHO 
ripo6.neM ~aKTOpHaatmH, Y~e paccMoTpe~HbIX n ZIaTepaTYl~e, c~. pa6oTbl [1]--[6]. 

Pa6oTa Fa~tua, llyfa~I<ye~ag n aTOM ToMe, rioRaabtBaeT, qTo aeKoTopaa t<o.qeqHaa 
an~an~ecKaa rpynna  (~ n~eeT Tal<YIO ~aI<TOprlaal~Ilto 1~ = ~ i~2 ,  B I<OTOpO~ Hrl ~z, HH ~z 
He Mo~<eT 6~lT~ npoHaBe~emaeM rpyn~Li (co~epx<attle~ no ~pa~ne~ ~epe ~I~a aae~eHTa) a 
~a0~bHe~mero RoMrIo~eRca, 3~t nc~am~em~eM TOFO c0IYqag, ~<orRa cTeneHb 1~ O~HO 143 co~e~ym- 
mr~x qrlcea : pe q f ,  pe qr, pqrs (p, q, r, s, paa:mnH~m npocTbm qrIczm ; e, ] => 0). 3THX cayqae~ 
Farm He pacc~avpI4~aew. B aTo~ pa6oTe a~Top ~orcaa~maeT, qWO c T e n e ~  ~na~a pe, pq, pqr 

]Ie~CTBHTealbHO~IBJIYlIOTC~I ~ c ~ m n e r m a ~  T e o p e ~  Farina, ~oKa3aTeJIbCTBO B c0IYqae pqr 
(OTHOCHTeJIbHO Ra:~yli~efflc~/ ~erI<OCTH rIpoS~e~r~0 ~OBOJIBttO CJIO~HOe. 1/13 OCTaBmHXC$I KpHT~I. 
qecRHX cay~aeB IlOeJte~HH~I oKa31~tBaeTc~I 0c05eHH0 TpY]I, HI:,IM. 


