EIN BEITRAG ZUM PROBLEM DER FAKTORISATION
VON ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN

Ven
L. REDET (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie

§ 1. Einleitung

Fiir eine endliche Abelsche Gruppe © istes ein interessantes, aber schwie-
riges Problem, eine Ubersicht iiber die maglichen Faktorisationen

(l) (5:@1....@1

von (§ zu gewinnen, wobei die §; Komplexe (Teilmengen) von @ sind ; diese
Gleichung soll bedeuten, dass sich jedes Element von (¢ genau einmal in der
Form A;...A4, (4;€ &) darstellen lisst. Die Faktorisation (1) nennen wir
echt, wenn jeder Faktor &; aus mindestens zwei Elementen besteht.

Das bisher Gesagte soll fiir spitere Zwecke auch im allgemeineren Fall
gelten, wenn in (1) statt ¢ ein Komplex & steht. Fiir zwei Komplexe %, B
sagen wir, dass U ein Teiler von % ist,in Zeichen o [ B, wenn es eine Faktorisation
B =UEC gibt.

Wenn in (1) die besondere Annahme &; =1, 4, ..., 4% ¢ =1, ..., ])
gemacht wird, so hat man die Beantwortung im berithmten Satz von Hajos [1]%,
nach dem dann in (1) mindestens ein &; eine Gruppe sein muss. Verfasser [5]
hat dem Saiz eine verschirfte Formulierung gegeben, nach der alle moglichen
Hasos’schen Faktorisationen von & sich angeben lassen. Vereinfachungen
des Beweises von Hajos finden sich bei Verfasser [4] und Szere [6].

Im allgemeinen Fall kann (1) gelten, ohne dass ein &; durch eine Gruppe
(£1) teilbar wire, wofiir ebenfalls Hasos das erste Beispiel gab, das mit seiner
freundlichen Erlaubnis Verfasser [2] veréffentlicht hat. Daselbst hat Verfasser
auf verhiltnismissig sehr kompliziertem Wege den kleinen Satz bewiesen, dass
in jeder echten Faktorisation (1) einer nichtzyklischen Gruppe & von Primzahl-
quadratordnung (Fall I =2) das eine von &, & durch eine Gruppe (1)
teilbar ist.

Im folgenden betrachten wir nur den verhiltnismissig sehr einfachen
Spezialfall von (1), dass & zyklisch und I =2 ist. Friither hat Hasos nach seiner
miindlichen Mitteilung vermutet, dass dann in jeder echten Faktorisation (1)

1 Die [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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das eine von &, &, durch eine Gruppe (-~ 1) teilbar sein muss ; vor kurzem
aber hat er seine Vermutung widerlegt. Und zwar gelang ihm das fiir alle &,
ausgenommen. die Ordnungszahlen von der Form

(2) P’ qfv P°qr, pyrs (e.f = 0),

wobei p, ¢, r, s verschiedene Primzahlen bezeichnen ; seine Arbeit dariiber
erscheint in diesen Acta.? Die restlichen Ordnungszahlen (2) sind bei ihm
fraglich geblieben, aber ich habe schon im Jahre 1945 bewiesen, dass insbeson-
dere pgr tatséichlich ein Ausnahmefall ist. Wohl ist mein Beweis interessant,
trotzdem wollte ich ihn wegen seiner Mithsamkeit nicht publizieren. Ich tue das
jetzt wegen der durch die Hasos’schen Untersuchungen erhohten Aktualitat
mejnes an sich sehr bescheidenen Resultats, das nimlich nunmehr auch zeigt,
dass das Resultat von Haiés «beinahe» scharf ist.

Zum Beweis werden wir linger ausholen miissen, so dass wir eine Methode
ausarbeiten, die zur Untersuchung aller Faktorisationen & == & &, von
beliebigen endlichen zyklischen Gruppen geeignet zu sein scheint ; trotzdem
konnten wir auf diesem Wege nicht alle kritischen Ordnungszahlen (2) erledigen.
Ausser dem gesagten Fall pgr konnten wir nur noch die sehr leichten Fille
P4 pq mit dhnlichem Resultat beantworten. Endgiiltig formulieren wir unsere
Behauptung im folgenden :

Satz. FEine zyklische Gruppe von einer der Ordnungen p°, pq, pgr (p,q,r
verschiedene Primzahlen) ldsst sich nur so in das Produkt von zwei Komplexen
mit je mindestens zwei Elementen faktorisieren, wenn einer der Faktoren durch
eine Gruppe (7 1) teilbar ist. '

Ich will noch kurz betonen, dass die Faktorisationsprobleme aller Art
von Abelschen Gruppen im allgemeinen nicht nur an sich, sondern auch in ihren
Zusammenhéingen interessant sind, weshalb es sich lohnt, ihnen eine grosse Auf-
merksamkeit zu widmen. Z. B. kommt (1) fiir zyklische & dem folgenden additiv-
zahlentheoretischen Problem gleich : Es sind auf jede mégliche Art I Mengen
M, ..., M; von ganzen Zahlen anzugeben, so dass x; 4. +x (x; € M)
ein volles Restsystem mod m durchliuft. Der anfangs erwahnte Satz von Hasos
ist eine Aquivalente der Vermutung von Mikowsk iiber lineare Ungleichungen
(vgl. auch Reper [3]). Verfassers [2] erwéhnter Satz iiber die Gruppen von
Primzahlquadratordnung steht mit einer dort bewiesenen Maximaleigenschaft
der Gaussischen Summen im engsten Zusammenhang.

2 G, Hajos, Sur le probléme de factorisation des groupes cycliques, Acta Math. Hung.,
1 (1950), S. 189—195.
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§ 2. Vorbereitungen

Durchwegs bezeichne & eine zyklische Gruppe von der Ordnung
O(®) =n (> 1) mit einem erzeugenden Element A.

Als Polynome der Unbestimmten x werden stets nur solche mit ganzen
rationalen Koeffizienten zugelassen. Ein Polynom f (x) (54 0) mit lauter Koeffi-
zienten = 0 nennen wir positiv und schreiben hierfiir f(x) > 0. Insbhesondere
werden die positiven Polynome von der Form

flx) =xb 4 ... 4« (tu ==1, (mod n) fiir u £ v)

eine grosse Rolle spielen ; diese nennen wir elementar (fiir n). Zwei positive
Polynome f(x), g(x) mit f(x)= g(x) (mod x"—1) konnen nur gleichzeitig
elementar sein. Dann sind ihre Gliederzahlen gleich und die in ihnen vorkom-
menden Exponenten paarweise kongruent mod n .

Das n-te Kreisteilungspolynom wird mit F,(x) bezeichnet, hierfiir gilt
bekanntlich

(2) " — 1 =11 Fy(x),
djn
woraus
@) Fy(x) =TI (! — 1)uts®
din

folgt; u bezeichnet die Funktion von Mosius. Von (3) liest man die bekannten
Formeln. ab :

) F,() ={

Nach (2) gilt
(5) 1 42 4 ... far—1 =TI Fy(x).
din

d>1

p, wenn n = p¢ (> 1) ist,

1, wennn (> 1) keine Primzahlpotenz ist.

Stets bezeichnen @,(x), @y(x) zwei Polynome mit

(6) Ldo+.o 4771 =0x) Pyfs),
(1) By(1), P(1)> 0.

Da die Fy(x) irreduzibel sind und ‘nach (4) Fy(1) > 0(d > 1) gilt, lassen
sich die @y(x), Py(x) so gewinnen, dass man die F,(«x) in (5) beliebig in zwei
Klassen einteilt und fiir beide Klassen das Produkt der Elemente bildet. Kurz

nennen wir die’ Dy(x), Py(x) komplementire Teiler von 1-fx - ... 2%
Einem beliebigen Komplex
(8) f=A4" + ... + Ak

ordnen wir das Polynom
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(9) Rx) = + ... faht
zu. Dieses ist elementar und mod x* — 1 eindeutig bestimmt. Umgekehrt
gehort dann zu jedem fiir n elementaren Polynom f (x) ein einziger Komplex &,
so dass f(x) = R(x) gilt.

Insbesondere gilt
(10) Gx) =1 +x + ... +am—1.

Allgemeiner gilt offenbar folgendes: Ein Komplex & ist dann und nur dann
eine Untergruppe (341) von @, wenn
at—1

xl—1

1y R(x) =1 48 + ... 2

(d|n, d #n).

Trivial ist auch der folgende
Hirrssarz 1. Fiir drei Komplexe 8, &, &, ist

(12) =8 K
gleichbedeutend mit
(13) f(x) = R;(x) Ky(x) (mod 2" —1).

Wir beweisen :

Hurssatz 2. Ein Komplex & ist dann und nur dann durch eine Gruppe
(3£ 1) teilbar, wenn es ein d mit
at—1

1

f(x) (d|n, d £ n)
gibt.

Die angeschriebene Teilbarkeit ist nimlich gleichbedeutend mit der
Erfillbarkeit von

X

m@z;:iﬂ@(mﬂﬂ—n

durch ein Polynom f (x). Dessen Grad darf < d angenommen. werden und dann
ist f(x) mit &(x) zusammen (vgl. (11)) notwendig elementar fiir n. Hiernach
und nach Hilfssatz 1 ist Hilfssatz 2 richtig.

Wir beweisen den folgenden

Hivrssa1z 3. Alle Faktorisationen
(14) G =8 8,

von & gewinni man so, dass man zwei komplementire Teiler @,(x), y(x) von

1 +x 4 ... + """ nimmt (definiert durch (6), (7)) und nach zwei Polynomeo
fi(#), f o(x) mit

(15) Dy(x) fi(%) » Polx) folx) > 0,

(16) [1) =£(1) =1
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sucht, dann sind die zwei Produkte in (15) elementar (fiirn), somit gibt cs zwei
Komplexe &,, 8 mit

(17 R1(x) = Py(x) frlx) , Ra(x) = Do) filx)

diese &), R, sind die samtlichen Lésungen von (14). Dabei geniigt es, sich auf

die fi(x), fs(x)zu beschrinken, fiir die die Produkte in (15) vom Grade < n sind.
Setzen wir mnidmlich zunichts voraus, dass (14) gilt. Wegen Hilfssatz 1

und (10) gilt dann

(18) 14+x+... 2" =8(x) Ry(x) (mod 2* —1),

wobei man  annehmen darf, dass §,(x), R(x) vom Grade << n sind. Aus (18)

folgt, dass die linke Seite ein Teiler der rechten Seite ist, gewiss gibt es also

nach (6) zwei komplementire Teiler @ (x), Dy(x) der linken Seite mit

(19) Dy(x) | Rulx) , Do) | Rafa) -

Hiernach existieren zwei Polynome fi(x), fo(x) mit (17). Hieraus und aus (18),

(6) folgt

(20) 1=£%) fol®) (mod x—1).

Dies ergibt 1 =f(1)fy(1), fi(}) =fo(1) =+ 1. Andererseits gelten & (1),

f,(1) > 0, und so folgt aus (17), (7) notwendig f(1),fo(1) > 0 . Dies mit

dem vorigen zusammen ergibt (16). Nach (17) besteht auch (15), und dabei

sind mit §,(x), ®,(x) zusammen auch die Produkte in (15) vom Grade < n.
Wenn umgekehrt (6), (7), (15), (16) gelten, so schliesst man, wie folgt..

Wegen (16) gilt (20). Dies und (6) ergeben

(21) 1 fx ... 2= Dy(x) (%) Do) fo(x) (mod 2" —1).

Hieraus folgt, dass die zwei Produkte in (15) fiir n elementar sind, d. h. durch
(17) wirklich zwei Komplexe &, &, definiert werden. Nach (17) und_(21) gilt
(18), und dies mit (10) zusammen ergibt nach Hilfssatz 1 die Richtigkeit von (14).
Wir haben Hilfssatz 3 bewiesen.

Hiurssarz 4. Ein Polynom f(x) ist dann und nur dann durchF, (x)
teilbar, wenn

22) ) =3 =g @)

gilt, wobei die f,(x) Polynome mit ganzen Koeffizienten bezeichnen.
Offenbar ist nimlich F,(x) der grosste gemeinsame Teiler der Polynome
2" —1
PrUC g |

(d]|n),

woraus die Behauptung folgt.
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Hivrssatz 5. Man bezeichne mit ny, ..., n, diejenigen maximalen Teiler
von n, die je einen Primfakior von n nicht enthalten, wobeit die Anzahl der
verschiedenen Primfaktoren von n ist. Fiir jedes ganzzahlige Polynom f(x) gilt

n n
)

(23) fO=2 0 2 kg @bt (mod & — 1)

ii=0 it=0
mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen k; ... ;; .

Es gilt ndmlich zunichst
(24) f@) =D ka' (mod & —1)

mit eindeutig bestimmten ganzen k;. Da ferner durch

i=nyi; +... +n;4 (mod n)
die i in (24) und die Systeme i, ..., 7, in (23) einander gegenseitig eindeutig
bestimmen, so sieht man die Richtigkeit von Hilfssatz 5 ein.

§ 3. Beweis des Satzes

Um unseren Satz zu beweisen, betrachten wir eine echte Faktorisation
(14) von &. Nach Hilfssatz 3 lassen sich dann (6), (7), (15), (16), (17) annehmen.
Vor allem zeigen wir, dass (anstatt (7) sogar)

(25) D(1) , Dy(1)>1

gilt. Andernfalls wire wegen (7) z. B. @,(1) = 1, aber dann gilt nach (16), (17)
8,(1) =1, also enthidlt & nur ein Element, wobei doch (14) eine echte Faktori-
sation ist. Dieser Widerspruch beweist (25).

Aus (6) und (5) folgt ferner, dass das eine von D(x), Py(x) durch F,(x)
teilbar ist, wir diirfen
(26) Fo®) | Byx)

annehmen.

Fall n = p® . Dann lautet (26) so:
o —1

1
2P —1

Dy(x) -

Dann ist die linke Seite nach (17) auch ein Teiler von ®(x), und so folgt aus
Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes fiir diesen Fall.

Hiernach brauchen wir weiter nur noch die Fille n = pq, pqr zu betrachten.
Wir schicken hiervon den weit schwierigeren zweiten Fall voran. Der Anfang des
Beweises wird uns duch zeigen, wie man das Problem der Faktorisation auch
fiir kompliziertere Ordnungszahlen n angreifen kénnte.
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Fall n = pqr. Aus (26), (17 folgt F,(x) | Ry(x). Dies ergibt wegen
Hilfssatz 4 :
Pt —1 aPam — 1 xPar —

@) @ =TI+ S S W

mit passenden ganzzahligen Polynomen f(x), f,(x), f,(x). Nach Hilfssatz 5
lasst sich
q—1 —1

(28) f,,(x)_ 5“ 2 aj g7+ % (mod x9" —1)

mit passenden ganzen a; setzen. Im Summand darf der Exponent durch p
multipliziert werden, denn das kommt bloss auf eine Umordnung der ay, an.
Wird in (27) die rechte Seite des so verinderten (28) fiir f, (x) eingesetzt, so geht
(27) in eine richtige Kongruenz mod 2?7 — 1 iiber . Schreibt man gleichzeitig den
Kofaktor von f (x) in (27) als

p—1
> &,
i=o
so entsteht nach Ausmultiplizieren und entsprechender Behandlung des
zweiten und dritten Gliedes der rechten Seite :
p—1g—1r_1

(29) R, (x) = 2 > 2 gijie &I PU PO (mod qPar 1)

=0=0 x>

mit

(30) gk =ap +bix +cij (i =000, p—1; j=0,000,g—1;k =0,...,r—1),
wobei alle Glieder der rechten Seite ganze Zahlen sind. Andererseits folgt aus
(29) unmittelbar

(31) gijk =0 oder 1 .

(Wir bemerken : Der Sinn ven (30) ist, dass die Funktion g% vou drei Variabeln
i,J, k sich aus Funktionen von je zwei Variabeln zusammensetzt. Natiirlich
sind diese letzteren Funktionen noch nicht, erst ihre Summe eindeutig bestimmt.)

Beziiglich der Symbole a;, by, c;, gy, verwenden wir die Verkiirzung
in den Bezeichnungen, dass das Streichen einiger der Indizes die Ausfiihrung
der Summation bedeutet. Z. B.:

p—l ¢—1r—1

(32) ak'—zajks 8§ = 222 gljk

i=0j=0
Nunmehr wollen wir auch von (25) Gebrauch machen. Aus (6) folgt
?,(1) P4(1) = pgr, also. gilt nach (25) und nach (4), (5), (6) bei passender Bezeich-
nung der p, ¢q, r
Py(1) =pg, Py1) =r; Fplx) Fy(x) | Dy(x), Fi(x) | Pofa),

4 Acta Mathematica
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oder

D,(1) =p, Py(1) =gqr; Fp(x) | Py(x), Fy(x) Fi(%) | @2(5\:) .

Auf Grund von (17), (16) gilt in beiden Fillen dasselbe auch fiir &, &, statt
®@,, D,. Von allen diesen wird uns weiter nur der auf &, beziigliche Teil interessie-
ren, der so lautet : Es gilt (bei passender Bezeichnung der p, ¢, 1)

(33) £4(1) = pg, Fy(x) Fy(x) | Ry(x),
oder
(34) $:(1) =p, Fpx)| fy(x).
Erstens betrachten wir den Fall (33). Nach (29), (32) gilt dann
(33) g =Py

Bezeichne o eine primitive p-te (komplexe) Einheitswurzel. Da nach (33)
Fy(x) | ®(x), so gilt §;(a) =0. Nach (29) ergibt dies
p—1
“—2; 8i af’t =0,

also gy = ... = g, ;. Hieraus folgt nach (35)

(36) g =q ¢=0,...,p—1).
Dies schreibt sich nach (30) auch so :

(37 a4gb; +re; =q (¢=0,....,p—1).
Hiernach hingt die Restklasse b, (mod r) von ¢ nicht ab. Ferner gilt nach (30)
(38) 8y =a; +bi +rei;

somit hingt auch die Restklasse 8ij (mod r) von Z nicht ab. Dann kann man
(39) 8ij = U + rvi; (O = Uj =r— ].)

setzen, mit ganzen u, ,v; . Ferner gilt wegen (31) gewiss

oy
(410) ’Ul'j =0 .
Wegen der Symmetrie von (33) in p, ¢ gilt dhnlich wie (36)

g =P
Summiert man andererseits (39) nach i, so entsteht g; = pu; -+ rv; (wobei auch
v; mit der bei (32) eingefithrten Abkiirzung zu verstehen ist). Beide ergeben
puj +rvj =p.
Dashalb folgt aus (39), (40) notwendig u; = 1, v, =0, v; =0. Hiernach und

nech (39) gilt
(41) g =1.
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Folglich schreibt sich (38) so:
(42) 1 =a;+b; +rc;.

Dies ergibt
1_61' a; [ 1-—-1),] [a]]
cij T e e . — 11>
r r r r
wobei [z] die grosste ganze Zahl = z bezeichnet. Man setze dies in (30) ein :

=l [z o+ 51

Vergleicht man dies wieder mit (30), so ist ersichtlich, dass man von vornherein

cij =0

setzen kann, so dass dann (mit verfinderter Bezeichnung)

(43) 8ijx == Qjy + biks
ferner nach (42)

(44) a; +b; =1
gilt.

Wegen (31) und (43) ist fur jedes feste k mindestens das eine von ay, by,
konstant. Ist fiir ein k z. B. a;, = C konstant, so diirfen fiir dieses k die a ks by,
von vornherein durch a;— C b;. + C ersetat werden, da dann (43) erhalten
bleibt. So erreichen wir (wieder nach (31), (43)), dass die folgenden zwei Aussagen
richtig sind :

Fiir jedes feste k gilt a;, =0 (j beliebig) oder b, = 0 (i beliebig).

Alle ay, by, sind gleich 0, oder 1.

Gibt es aber ein a;, =1 und auch ein b, =1 mit festen i, ], k, &', so gilt
fiir diese 7, jnach den eben erhaltenen Feststellungena; = 1, b; = 1,0; + b, = 2.
Dies verstosst gegen (44), folglich muss unbeschrankt a;, =0, oder unbeschrﬁnkt
b, = 0 gelten. Wegen Symmetrie diirfen wir letzteres annehmen, und dann gilt
nach (43) einfach g;;, = a;. Hieraus folgt nach (29) bei Summieren iiber die :

— o,

P -

und so ist unser Satz nach Hilfssatz 2 fiir diesen Fall richtig.
Zweitens betrachten wic den Fall (34). Ahnlich wie (35), (36), folgen jetzt

(46) gi =1 (i=0,...,p—1).
Dies schreibt sich nach (30) so:
a +gb; +re; =1.

4%
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Hiernach hingt die Restklasse b; (mod r) nicht von i ab, weswegen man
wieder (39) ansetzen kann, und dabei gilt wegen (31) auch (40). Andererseits
gilt nach (31), (46) stets g; =0 oder 1, und dann folgt aus (39), (40)v; =0,
g =uj =0 oder 1.
Nach diesem und (30) gilt
uj =a; +b; +re;.

oy =% b :[”f*—“f] _[’QJ :
r r r r

Durch Einsetzen in (30) folgt wieder, dass von vornherein c; =0 gesetzt
werden darf, und dapn gilt auch (43). Dies ergibt

g =a +qby.
Andererseits gilt nach (31), (46) g; = 0 oder 1, folglich- kann b, von i nicht
abhiingen. Nach (43) hingt dann g;; von i auch nicht ab, d. h. man darf von

vornherein g, = a; setzen, womit wir zum selben Schluss gekommen sind
wie vorher. Wir haben den Satz fiir n = pqr bewiesen.

Fall n = pq . Mit &hnlichem Schluss wie vor (33), (34) sieht man
sofort ein, dass jetzt bei passender Bezeichnung der p, ¢ wegen (26)

xPt—1

x1—1

Dies ergibt

Dy(x) = F pa(%) Fp(x) =

gilt. Dies ergibt nach (17)
pq

aPi—1
i I - 7%
1 1(%)

xq___

woraus nach Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes auch jetzt folgt. Wir haben
den Satz in allen Féllen bewiesen.

(Eingegangen am 1. August 1950.)
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K TPOBJIEME ®AKTOPU3ALMKM KOHEUHBIX T'PYIIIT ABEJIS
JI. P3A3U (Ceren)
(Pesrome)

dakropusauyeil Hexoropol koseuHolt rpyiMint AGensi (3 HaspiBaeresl YpaBHeHye

() G=8 ... &
rae §; KOMILIeKCH (1o MHO)KecTBa) (§), a (1) HY)KHO IOHM MATDh TaK, YTO BCe 3JIe MEHTHL (§§ MOTYT
OBITb MpefcTaBIeHbl €MHCTREHHHIM o0pasom B ciuefviomel ¢opme: A, ... A; (A; ¢ @)

CudrtaeM, uro [ = 2 ¥ Ka K/ §; coctorT 1D KpajiiHe#l Mepe U3 JBYX anemeHToB. OTHOCUTENLHO
npoGreM (AKTOPHSAUHH, Y)Ke PACCMOTPeHHBIX B JMreparype, cm. paborsr [1]—[6].

PaGora Tadma, UyGaakvemass B 3TOM TOMe, [IOKAa3bIBAET, YTO HEKOTOpasl KoHeyHas
THKJIAYeCKas Ipylia (§ umMeer Takyw dakropusanuio ¢ = §,.§, B KoropoH mu §,, Hu !,
He Moker OmTH NpousBegeHyeM TPYIIL (cofeprkamell Mo KpaliHell mepe [Ba 3JeMeHTA) W
AajbHelmero KomIleKea, 32 HCKJIXOyeHHeM TOr 0 CIYyasl, KOra crelleHb (§) OXHO U3 clelvio-
Wex umce : peqf, peqr, pqrs (p, q, r, s, pasiaAuHbe NPOCTHIE yhcaa ; ¢, { = 0). ITHX CIVuaes
laém He paccMarpuBaer. B aTol paGore aBTOp /OKasHBaeT, uTO CTENEHH BUARA P, pg, pqr
AeHCTBHTENIBLHO SIBJISIIOTCS WCKJIIOUeHHSIMA TreopeMu I'adma, /oKa3aTeibCTBO B CIVyae pgr
(0THOCHTEJIbHO Ka)XKyieilcsl nerkocty NpolieMul) J0BOMLHO cl0KHOe. I3 ocTaBmUXCSt KPUTH-
YECKHX CJIVuaeR IOCHeAHHM OKa3hRaeTcsl 0CO0eHHO TPYAHEIM.



