UBER EINE METHODE ZUR NUMERISCHEN LOSUNG
DER POISSONSCHEN DIFFERENZENGLEICHUNG
FUR BELIEBIGE GEBIETE

Von
E. EGERVARY (Budapest), Mitglied der Akademie!

Problemstellung

Eine vergleichende Betrachtung der modernen Hilfsmittel der angewandten
Mathematik bekraftigt besonders die an und fiir sich evidente Feststellung,
daf es keine unverdnderlich giiltigen matematischen Modelle der Empirie gibt.
Wihrend aber die diskreten (finiten) Modelle sich auch schon frither mit den
kontinuierlichen (infinitesimalen) Modellen prinzipiell gleichberechtigt erwiesen
haben, weisen die numerischen Losungsmethoden fiir diskrete Modelle nur
seit dem Einsatz der programmgesteuerten, automatischen Rechenmaschinen
eine entsprechende Entwicklung auf.

Die finiten Analoga der linearen partiellen Differentialgleichungen sind
bekanntlich die Differenzengleichungen, d. h. ein spezielles System von linea-
ren algebraischen Gleichungen. Man kann jedoch feststellen, daB — obwohl die
reine Theorie der linearen algebraischen Gleichungen als ldngst abgeschlossen
betrachtet werden kann — die bisher bekannten numerischen Losungsmetho-
den noch nicht allen Anforderungen der - praktischen Brauchbarkeit geniigen.

Im besonderen wachst die Anzah! der auszufiihrenden arithmetischen
Operationen bei zunehmender Anzahl der Unbekannten in vielen Aufgaben
der Physik und Technik derartig schnell, daf manchmal sogar die Vorteile
der elektronischen Rechenmaschinen illusorisch werden.

Fiir die Poissonschen (und dhnlichen) Differenzengleichungen sind in
der neueren Literatur mehrere Losungsmethoden angegeben worden, die meis-
ten dieser Methoden sind jedoch nur auf ein rechteckiges Gebiet anwendbar.

Wir wollen in dieser Arbeit fiir die Poissonsche Differenzengleichung
beziiglich eines beliebigen Gebietes eine numerische Losungsmethode ent-
wickeln, welche folgendermafien charakterisiert werden kann:

1. Die Laplacesche Operatormatrix (welche auch in der Poissonschen
Differenzengleichung vorkommt) kann in Blocke partitioniert werden, welche
vertauschbar sind. Fiir die Invertierung solcher Matrizen ist vom Verfasser
ein Algorithmus entwickelt worden, welche die Ordnung der zu invertieren-
den Matrizen, also auch die Anzahl der auszufithrenden Rechenoperationen
wesentlich herabsetzt {2].

1 Aus dem Nachlafi des Verfassers bearbeitet durch P.-Rozsa.
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2. Ein beliebiges, aus Gitterpunkten bestehendes Gebiet kann immer in
ein Rechteckgebiet eingebettet werden, und aus der (als bekannt vorausge-
setzten) Inversen dieses Rechteckgebietes kann man die zum beliebigen Ge-
biete gehorige Inverse durch besonders einfache ,,rangvermindernde” Opera-
tionen berechnen [3].

Ahnliche Losungsmethoden kann man auch fiir die biharmonischen und
anderen linearen Differenzengleichungen entwickeln.

Man wird sehen, dafi die in unserer Methode vorkommenden Rechen-
operationen in hohem Grade einférmig sind, also eine bequeme Program-
mierung fiir automatische Rechenmaschinen gestatten.

I. Die Matrix des zweidimensionalen Laplaceschen Operators

In einem quadratischen Netz von Gitterpunkten

Xo1  Xp Xo; Xom
X0 X = {Xie X5 X1m X1, me1
Xoo [ Xor  |Xeo Xo; Xom X2, me1
Xi0 X1 X2 xij Xim xi,m+1
XnO xnl xn2 x'rrj xnm xn, m1
xn-l—l, 1 xn+1, 2 xn+l,j xn+1, m

wird der Laplacesche Differenzenoperator im Punkte (7, /) durch den Ausdruck
Xi, g1 2 Xg7 = Xi, jo1 = Xivt, j= 2X5 + Xi-1, ;=

X = —(4x;j— Xi, jot — Xy, ji1— Xim1, j— Xiz1, )
gegeben. ,

Werden bei Zugrundelegung eines Rechteckgebietes die nm Unbekannten
x; ((=12,...,n; j=1,2,...,m) in der lexikographischen Anordnung
xll} x12; ey xlm; XQl, x22) e ey Xomy o o .y xnl; xn2; ey Xum

geschrieben, so lautet das Poissonsche Gleichungssystem bei Beriicksichtigung
der verschwindenden Randwerte Xo; == X1, ; = Xio = X, my1 = O:

4x11— X2 —Xa1 = i1,
— X1+ 4X12—X13 —= Xa2 = P12,

~—Xn-1,m . _xn,m—1+4xnm == Dnm .
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Die Laplace—Poissonsche Koeffizientenmatrix ist also fiir ein Rechteck-
gebiet bei verschwindenden Randwerten

4 —1 i—1 ]
—1 4 A
—1 4 —1
—1 L4 —1
—1 =1 4
—1 4
L:‘: —————————————————— E —————————————————————————————————————————————————————— =
4 —1
—1 4
| ! —14]
Ki—E .. 0
—E K 10
0. - K

Diese Matrix 146t sich also in n* Blocke m-ter Ordnung partitionieren, welche
paarweise vertauschbar sind. Im Abschnitt I werden wir fiir solche Matrizen
ein vereinfachtes Inversionsverfahren angeben, welche ausschliefilich aus ra-
tionalen Operationen besteht.

“Wir wollen hier noch eine andere Darstellung von L einfiihren, welche
die Inversion mit Hilfe. der Spektralzerlegung ermoglichen wird. Wir definie-
ren zundchst (in unmittelbarem Anschiuf an den Begriff des direkten Pro-
duktes) das ,,direkte Polynom” von zwei quadratischen Matrizen A und B
beliebiger Ordnung folgendermafien:

o(A, B):ZZCMAP‘ x B".
2

P
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Schreiben wir nun L in der Form

344
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so erkennt man unmittelbar, da L sich als direktes Polynom der Kontinuan-
ten C,, und C,,

2 —1 Ta 1 —|

—1 2 —1 @ 1
C,— —1 2 6, Ei= 1 ,
—1 2] L 1|

in folgender Form ausdriicken 146t:
L:Cn‘ X Em"‘["En ><Cm.

II. Inversion der Laplaceschen Operatormatrix fiir ein Rechteckgebiet

Erste Methode

Es sei A eine quadratische nichtsinguldare Matrix nm-ter Ordnung,
welche als Hypermatrix
[As] Gj=12,...,n)

aus n* paarweise vertauschbaren Blocken besteht, d. h.
AijA].-l:AklAij (i,j, k, [== 1,2, ...,n).
Die quadratische Matrix m-ter Ordnung

Z + A11/ Aly,, “o Am

)

welche (wegen der Vertauschbarkeit der Blocke) wohldefiniert ist, soll die
Determinantenmatrix der Hypermatrix [A;] genannt und mit Det [A;] bezeich-
net werden. In Verallgemeinerung einer von I. SCHUR stammenden Formel
kann man leicht zeigen, dal die gewdhnliche Determinante Det Det [A;] der
Determinantenmatrix m-ter Ordnung der gewohnlichen Determinante Det A
der urspriinglichen Matrix A nm-ter Ordnung gleich ist.

Wenn also die Matrix nm-ter Ordnung invertierbar ist, so ist auch die
Determinantenmatrix Det [A;] invertierbar.

Aus der Matrix (n—1)m-ter Ordnung, welche aus A durch Tilgung der
i-ten Blockzeile und der j-ten Blockspalte entsteht (welche also aus (n—1)*
vertauschbaren Blocken m-ter Ordnung besteht), kann nach der obigen Defi-
nition die Determinantenmatrix m-ter Ordnung gebildet werden. Diese Matrix,
multipliziert mit (—1)*, soll die zum Blocke Aj; gehorige algebraische
Komplementmatrix genannt und mit Aj; bezeichnet werden.

Die Rolie der gewdhnlichen adjungierten Matrix wird nun von der

Hypermatrix
[AY (,j=1,2,...,n)
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iibernommen. Werden ndmlich in die skalare Identitit, welche die Elemente
einer gewohnlichen Matrix und die Elemente ihrer Adjungierten verbindet, die
vertauschbaren Blocke A;; von A, sowie die (mit diesen Blocken und unter-
einander vertauschbaren) Komplementmatrizen Aj; substituiert, so erhalten
wir die fiir unsere Zwecke grundlegende I[dentitdt

All cer Aln A?l tet Tn ) Det [Alj] 0 te 0
. eee e o eee 0 Det[AU] 0
Anl cer A;m ::1 ter Atn 0 0 s Det [Az]]

Ist A, also auch Det [A;] nichtsinguldr, so folgt hieraus unmittelbar

All M Aln
(1) . cee .
,Anl b Ann

[A11 Det—‘1 [AL]] e AT’VL Det_l [A//] »
. : —E,..

Al Det'[A;] --- Al Det™ [A,]

Damit haben wir die Inversion der Matrix A ={[A;] nm-ter Ordnung auf
Additionen und Multiplikationen und auf die Inversion der einzigen Matrix
Det [A;] m-ter Ordnung zuriickgefiihrt.
' Hierzu ist allerdings zu bemerken, daff die Berechnung der Determinan-
tenmatrix und der Komplementmatrizen im allgemeinen noch langwieriger ist,
als die Berechnung einer gewohnlichen Determinante. Die durch die Formel
(1) gegebene Inversionsmethode wird also nur dann eine praktische Brauch-
barkeit haben, wenn die darin vorkommenden Matrizen besonders einfach
berechenbar sind. Dies ist jedoch bei der Inversion der Laplace—Poisson-
schen Operatormatrix der Fall.

Wie wir im Abschnitt | gezeigt haben, hat die Laplace—Poissonsche
Operatormatrix (fiir ein Rechteck und verschwindende Randwerte) die fol-
gende Form:

| K—E O... Ol
—E K-—E ... 0 [
L= O—E K. 03,
[ 4—1 0 0 a [l ]
—1 4 —1 0 [ 1
K=| 0—-1 4 0|3, E=
0 e —1 4_(m | 1_
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Die entsprechende, aus Skalarelementen bestehende Matrix

| x—1 0 - 0|a

—1 x —1 .- 0}l
C(x)=|] 0—1 x .- 03
0 . BT — | xJ(n

ist nichts anderes als die wohlbekannte Kontinuantmatrix, deren Determinante
und Inverse explizit bekannt sind. Wird namlich das Tschebyscheffsche Poly-
nom k-ten Grades (zweiter Art) mit Ty(x) bezeichnet, so besteht zwischen
diesen Polynomen die rekurrente Relation

(2) T (X) =xTx (X) — T (X); T, = X, To=1 ,

und daraus folgt, daB
Det C,.(x) = T..(x)

und die Inverse von C,(x) in der folgenden expliziten Form angegeben wer-
den kann:

__ 7‘17—1 (x) T()(x) Tn—Z(x) TO(X) . T(‘)l(x)
T..(x) T(x) Tu(x)
To@hhx)  T-®@h® | L) 7iE
@)  Cx)'= T,(x) To(%) o)
_To(x) L) Ti(x)  To(x)Tu-r(x)
Tax) T.(x) Tu(%)
Fiir x=2 ergibt sich z. B. hieraus
I 5D U s VI N £ B
2 -1 l n+1 nt1 N1
—1 2 —1 (n—1)-1 (n—1)-2 1.2
.o = -tz =| o+l n+1 n+1
—1 2] 11 12 la
n+1 n+-1 n41 |

Werden nun in der Gleichung (3) an die Stelle von x,1,0 die ver—
tauschbaren Blocke von L

K.EO
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substituiert, so erhalt man fiir die Inverse der Laplace—Poissonschen Ope-
ratormatrix unmittelbar den folgenden expliziten Ausdruck:

@ [T T ) TR () TE)T(K) - To(K) Tu(K)™
L' —| T2(K) oK) T (K) ﬂftf2(K)T1§K)Tn(K)f1--- oK) W(EK) T.(K) " |,

LK’ TR L@ ) T - To(K) Ta (K) Tu(K) ™

Die Matrix L, sowie ihre Inverse sind zentrosymmetrisch, deshalb gibt
.
es unter den n® Bloécken nur ungefdhr %— verschiedene.
Die durch die rekurrenten Relationen (2) definierten Polynome Ty (x)
konnen auch in expliziter Form angegeben werden:

To(x) =x>—1, T3(x)=x3—2x, Ty(x)=x*—3x>--1,

T;;(x) —xk— (kl_l)x/cz_!_ (kzz) Xt — e,

Fiir numerische Rechnungen scheint es aber am zweckmaligsten, wenn
man zuerst mit Hilfe der rekurrenten Relationen (2) die Folge der Matrizen
m-ter Ordnung

Ti(K), oK), ..., To1(K), T.(K)",

und dann gemiB (4) die einzelnen Blocke von L' berechnet.

Aus der mechanischen Deutung der Laplace—Poissonschen Koeffizien-
tenmatrix, welche spater in dieser Arbeit noch niher auseinandergesetzt wird,
folgt unmittelbar, daf alle Elemente der -Inversen L™ positiv sind. Rein
mathematisch kann diese Eigenschaft der Inversen bewiesen werden, wenn
man eine vom Verfasser herriihrende  Verallgemeinerung eines Stieltjesschen
Satzes heranzieht [1}.

Dieser Satz besagt namlich, dafj, wenn

1. alle Hauptminoren einer Matrix positiv sind,

2. alle Elemente aufierhalb der Hauptdiagonalen nichtpositiv sind,

3. alle Teilzeilen rechts von der Hauptdiagonalen und alle Teilspalten
unterhalb der Hauptdiagonalen mindestens ein negatives Element
enthalten,

alle Elemente der Inversen positiv sind.

Diese drei Bedingungen sind jedoch bei der Laplace—Poissonschen
Koeffizientenmatrix L offenbar erfiilit, folglich hat ihre Inverse lauter positive
Elemente.
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Zweite Methode

Aus zwei quadratischen Matrizen A und B beliebiger Ordnung kann
man durch Additionen, Multiplikationen, skalare Multiplikation und direkte
Multiplikation Polynome folgender Art bilden:

¢(A, B)= ZZCqup' x B*.
g

Diese Polynome, die wir kurz direkte Polynome nennen wollen, wurden
zuerst von C. STEPHANOS untersucht [4]. Von ihm stammt der folgende Satz
iiber die Eigenwerte von ¢(A, B):

Sind die Eigenwerte der Matrix A n-ter Ordnung

ai, s, ...,y
und die Eigenwerte der Matrix B m-ter Ordnung
bi, b2, ..., b,
dann sind die Eigenwerte des direkten Polynoms ¢(A, B)

(B) g(ai, by), ..., ¢(as, bn), @z, b1), ..., @@z, bw), ..., @(@n, b1), . .., ¢(a@n, bw).

Als eine naheliegende Ergdnzung der Ergebnisse von STEPHANOS veri-
fiziert man unmittelbar, dal im Besitze der Spektralzerlegung von C, und C,
man auch die Spektralzerlegung fiir ¢(C,, C,), folglich auch fiir ¢(C.,C,)"
aufschreiben kann.

Die Spektralzeriegung fiir C, ist bekanntlich

Cn = Un AnUn, Un = U’/"L} Un U;1 - E)

wo U, die aus den Eigenvektoren von C, gebildete Orthogonalmatrix

sin hi sin 27 ..+ sin na I

n-t+1 n+1 nt+1

2 sin 27 sin 4n +-+ 8in —2—’11

(6) Uflzl/ﬁ*ﬁ n-+1 n+1 n+1
sin n sin 2nz ..« sin e
| n+1 n+1 n+1 |

und A4, die aus den Eigenwerten

: n) __ 102 Pt
(7 Ay =4 sin FICESR
von C, gebildete Diagonalmatrix bedeutet.

10 Acta Mathematica XI/3—4
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Hieraus sieht man leicht ein, daB die Spektralzerlegung von ¢(C., C..)
folgende Form besitzt:

#(Cn, C) = D) IZcpqcz';. X Ch=U, - X Unlp@, 2" >U,- x U,
P q

wo {p(A5"2%")> die aus den nm Eigenwerten (7) gebildete Diagonalmatrix
bedeutet.
Also erhalten wir fiir die Matrix L=C, - xXE,,+E,-xC,

L — Un + X Um Z’}(ﬂn) + lg”t)> Un - X Um,

und fiir die Inverse L™' ergibt sich hieraus

L’len-XUm< L

(n) tm)
Ayt

>U7L'><Um.

Wie die Formeln (6) und (7) zeigen, konnen sidmtliche in diesen Formeln
vorkommenden Zahlen aus goniometrischen Tafeln unmittelbar entnommen
werden.

III. Beriicksichtigung einer einfachen Modifikation
der Randbedingungen

Um den Einfluff einer Modifikation der Randbedingungen auf die Lo-
sung der Poissonschen Differenzengleichung anschaulich darstellen zu kén-
nen, geben wir zuerst der Aufgabe eine mechanische Interpretation.

Werden in den Knotenpunkten P, eines quadratischen elastischen Fa-
dennetzes die transversalen Kréfte g;; angebracht, wihrend die Endpunkte

[)1'0: P’i,m+1; PQ/; Pn+1,j (121, 2,--.,’1; j=1,2,..., m)

der Féaden festgehalten werden, so werden die transversalen Verschiebungen
x; der Knotenpunkte P;; (bei geeigneter Wahl der Einheiten) durch die
Gleichgewichtsgleichungen

®) Ay — Xt j = Xi1, j— X o1 — Xiy 11 =
(i=12..,n;j=12,...,m)

bestimmt, wo gemdfi den Randbedingungen

Xoj, Xut1,j, Xio, Xijmt1
veschwinden miissen.
Es sei jetzt der Knotenpunkt P,, festgehalten. Dies bedeutet erstens,
dafl die Verschiebung x,,—=0 gesetzt werden mufi. Zweitens bekommt die
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Gleichung mit dem Doppelindex (r,s) eine neue Bedeutung. Die Festhaltung
des Knotenpunktes P.. kann man nidmlich auch in der Weise realisiert den-
ken, dal man im Knotenpunkte P,; eine vorldufig unbekannte, von den an-
deren Kréften ¢; abhdngige Kraft ¢,s anbringt, welche die Verschiebung x
ausgleicht. Diese Gleichung kann also nachtrdglich zur Berechnung der beim
Festhalten des Knotenpunktes P, auftretenden Reaktionskraft benutzt werden,
nachdem man erst die unbekannten Verschiebungen x;; (@, 7)== (r, s)) aus den
tibrigbleibenden nm—1 Gleichungen (8) berechnet hat.

Die Koeffizientenmatrix dieser Gleichungen ist aber nichts anderes als
diejenige (gleichfalls symmetrische und definite) Hauptminormatrix, welche
aus L durch Tilgung der Zeile und der Spalte mit dem Doppelindex (r, s)
entsteht.

Wir werden auf diese Weise zur Aufgabe gefiihrt, einen einfachen Al-
gorithmus anzugeben, welche die Berechnung der Inversen einer Minormatrix
aus der schon bekannten Inversen der urspriinglichen Matrix ermoglicht. Das
‘Beeignete Hilfsmittel zur Losung dieser Aufgabe ist, wie wir jetzt zeigen
wollen, eine besonders einfache rangvermindernde Operation.

Es sei A eine beliebige Matrix. Wir betrachten die folgende, aus A
abgeleitete Matrix:
) A—A— Al Auv' A

/Au T

wo u und v’ bis auf die Einschrinkung v'Auz£0 beliebige Parametervek-
toren sind. Es ist leicht zu zeigen, daf sich der Rang von A bei dieser Ope-
ration genau um Eins vermindert, d. h.

[« AuvA
Rang (A__V'AT) = Rang (A)—

Es sei, wie iiblich, der i-te Einheitsspaltenvektor mit e;, und der j-te Ein-
heitszeilenvektor mit e; bezeichnet. Ist das Element a;, — e;Ae; von A von O
verschieden, so kann u=e;, v/ =e; gesetzt werden. Bei dieser Wahl der
Parametervektoren ist jedoch Ae; die i-te Spalte von A, und e}A ist die j-te
Zeile von A. Die Matrix vom Typ (9), welche bei dieser Wahl der Parame-
tervektoren erhalten wird, erfiillt also offenbar die Relationen

AeejA) i Ae, e,A)_»
(A—_ eJ{Aeg )e,,»O, e/( ——— =),

d. h. die i-te Spalte und die j-te Zeile der abgeleiteten Matrix bestehen aus
lauter Nullen.

10%
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Nach dieser Vorbereitung beweisen wir den folgenden

SATz. Wenn man an der Inversen A" einer Matrix A N-fer Ordnung
die rangvetrmindernde Operation mit Hilfe der Formel

AleeA™

10 A
(10 oA e,

ausfiihrt, und die so entstehende i-te Spalte und j-te Zeile (welche aus lauter
0-en bestehen) wegldfst, die iibrigbleibende Matrix N—1-ter Ordnung gleich
der Inversen derjenigen Minormatrix von A ist, welche durch Tilgung der j-fen
Spalte und der i-ten Zeile entsteht. '

BEweis. Werden die Elemente der Inversen durch ihre wohlbekannten
Ausdriicke A;/A ersetzt, wo A=DetA und A; das algebraische Komple-
ment von a;; bedeutet, so erhalten die Elemente der Matrix (10) die folgende
Form:

Am _ Am‘qu _ Ajiqu"‘Apiqu
A AA;; AAj; )

Die im Zihler vorkommende Determinante zweiter Ordnung ist aber
nach einem Satz von Jacosi ([5], S. 61) gleich dem Produkt AA; ,, wo
Aji,p, die zu den Indexpaaren ij,qp gehorige Unterdeterminante N— 2-ter
Ordnung von A bedeutet. Das allgemeine Element von (10) ist also

Aﬁ,pq

A
d. h. genau das zum Indexpaar pq gehorige Element von Aj'. Q.e.d.

Aus diesem Ergebnis folgt, dal die Hinzunahme einer neuen Bedingung
X,s=0 zu den schon vorhandenen Randbedingungen dadurch beriicksichtigt
werden kann, daff man die Inverse der urspriinglichen Matrix einer rangver-
mindernden Operation unterwirft. Werden mehrere, z. B. k¥ neue derartige
Randbedingungen vorgeschrieben, so kann man diese neuen Randbedingun-
gen durch die sukzessive Ausfithrung von k Operationen von der Form (10)
beriicksichtigen.

Im folgenden Abschnitt soll noch gezeigt werden, dab die & neuen Rand-

2 Bemerkung des Redakfeurs. Dasselbe Resultat haben, unabhingig von E.EGERVARY,
P. Rozsa und N. Sieper erhalten. (S. [1. Posxa, O npumeHesnu KIETOUHBLIX MATPHI B MEXa-
HUKE KOPUYCKyIsSpHHIX cucteM, Ycn. Mart. Hayk., 14 (1459), soin. 4 (88), S. 207—211;
H. Stenker und N. Sieeer, Ein Reduktionssatz iiber Umkehrmatrizen und seine Anwendung
auf ein Beispiel aus der Statik, Wissenschaftliche Zeitschrift der Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen Weimar, 6 (1958/59), H. 2, S. 105—117.)
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bedingungen auch durch eine einzige, ,,mehrfache” rangvermindernde Opera-
tion beriicksichtigt werden konnen, wobei allerdings die Inversion einer
Matrix k-ter Ordnung ausgefiihrt werden mub.

IV. Beriicksichtigung einer mehrfachen Modifikation
der Randbedingungen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daf das Ergebnis A, von x
sukzessiv ausgefiihrten einfachen rangvermindernden Operationen (9) auch
durch die folgende ,,mehrfache” rangvermindernde Operation gewonnen wer-
den kann:

(11) A,=A—AU.(V.AU) 'V;A.
Hier ist
Vi
\'£
U, =[uy,...,u), Vi=| .| [V.AU,|=£0.
\'/4

Nehmen wir an, daB (11) schon fiir »=1,2,..., k¥ bewiesen ist. Dann
erhalten wir durch Ausfithrung einer k- 1-ten rangvermindernden Operation

o At Vil Ay

Arvi= A Vit A Uit

Wird jetzt hier der Ausdruck (11) von A, substituiert, so folgt
Avi=—=A—AU(V/AU) 'VIA —

_{A—AU(VIAUY 'ViA}u,n Vi {A—AUL(V:AU) ' VA
Vi {A—AU(VIAU) 'ViA} uy, '

Wir werden zeigen, daff die Formel (11) fiir x =%+ 1 zu demselben Ergeb-
nis fithrt. Wir schreiben zuerst U,y und Viii als partitionierte Matrizen:

VI,cAUk, Vl/tAu;H_l ]
VI,H-IAU/C vl,c+1Au1f+1 )

Vi

Vi:+1] » ViaAUpn = [

Ui = [Uk uk+1], Vi == [

Werden diese Ausdriicke in (11) substituiert, so erhdlt die Formel (11) fiir
»=k+ 1 folgende Form:

VAU, ViAu., 17T Vi
(12) A1¢+1:A—A[U/;ulc+l][ ' , I o ] [ ]]A.

Vit AU Vi Aug Vit

Durch Anwendung einer bekannten Formel fiir die Inversion einer partitionier-
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ten Matrix bekommt man hieraus

{V;:AUR ViAu, ]‘1:{(V;;AU;C)“ 0]

V;’cHAUk v;’£+1Auk+1 0 0
. (VL AU ™ ViAu, [viaAULVIAU,) ™ —1]
_|_
Vit {A—AUL(VIAUY) " ViA .

Wird dieses Ergebnis in (12) eingesetzt, so erkennt man unmittelbar, daB
beide Ausdriicke fiir Ay, iibereinstimmen. Damit haben wir die Giiltigkeit
von (11) durch Induktion bewiesen.

Wir schreiben jetzt- die Inverse der symmetrischen, positiv-definiten
Matrix L in der Form

’

I
L_lth[ﬁ ...rN]:=[ ]:[rij] (l,jt 1,2, ...,N),

’

Iy

und stellen uns die Aufgabe, die Inverse der Hauptminormatrix N-—k-ter
Ordnung, welche aus L durch Tilgung der i -ten, ix-ten, ..., i-ten Zeilen
und Spalten entsteht, mit Hilfe von L™ zu berechnen. Zu diesem Zwecke
setzen wir in der allgemeinen Formel (11)

ulzei” U = eig? seey Uk:eik,

’ 7 4 ’ 4 ’
Vi=¢&;, V2:ei2; et Vk:ei,“

Dann wird
o
ri,
RU;{:[I‘QI‘@...T{}C], ViR=1| . |,
T,
und

Fijgp oo rilik_
ViRU—| = = J

Figy oo Fiyig,
ist invertierbar.
Wird jetzt die k-fache rangvermindernde Operation

g oo 1y ikj'l i l'fl}
Tiyiy « « » Tigay, ri,

ausgefiihrt, so ergibt sich eine Matrix, deren i-, is-, ..., ix-te Zeilen und
Spalten aus lauter O-en bestehen. Diejenige Matrix N — k-ter Ordnung, welche

R—' [l‘iL . rik]
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nach Tilgung dieser O-Zeilen und O-Spalten iibrigbleibt, ist nichts anderes
als die gesuchte Inverse der oben ausgewdhlten Hauptminormatrix.

Auf diese Weise haben wir ein Verfahren gefunden, welche die Beriick-
sichtigung von & neuen Randbedingungen durch eine einzige und explizite
matrizentechnische Operation gestattet.

V. Beispiele

Wir betrachten jetzt ein quadratisches Netz mit den 9 inneren Knoten-
punkten und mit den Randpunkten

Py (1,7=0,1,2,3,4).

Bei verschwindenden Randwerten und bei lexikographischer Anordnung hat
das Poissonsche Differenzengleichungssystem folgende Form:

4x,—X — X ==Pn,
—Xn+4X— X3 ~— Xao == Do,

— Xy — Xz 4Xes = Pay.

Wird die Koeffizientenmatrix L 9-ter Ordnung dieses Gleichungssystems
gemdll den Ausfiihrungen des Abschnittes I folgendermaBen partitioniert:

K—E O 4 —1 O
L=|—E K-—-E|, K=|—-1 4 —1],
0 —-E K 0—1 4
so erhidlt man aus der Formel (4)

To(K) To(K) T:(K) ' Tv(K)To(K)T3(K) ' To(K) Tx(K) ™" ]

TVK) oK) T:(K)"'  TuKP'TK)'  To(K) Tu(K) T:(K)™
TR T:(K) " To(K) Tu(K) T5(K) ™" To(K) T2(K) Ts(K) '

Aus der Rekursionsformel (2) folgt

1 00 4 —1 0
To(K)=E=|0 1 0f, Tl(K)sz[—l 4 —1{,

(13) L™=

00 1 0—1 4

16 —8 1 17 —12 3

oK) = K>—E=| —8 17 —8|, T:(K)=K'—2K—=4|—12 20 —12
1 —8 16 3 —12 117,

224

763
Ts(K) ' = 6 10 6].
3 6 1
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Substituiert man diese Matrizen in (13), so ergibt sich

16 —8 1. 4—1 0, 1 0 O]
—8 17—8—1 4—1 0 1 0
1—8 166 0—1 4 0 0 1
4—1 017—-8 1 4—1 0
R=L'—[—1 4—-1-8 18 -8—1 4—1
0—1 4 1-—-8 17 0—1 4

1 0 0 4—1 0 16—8 1

0 1 0—1 4-—1-—8 17 —8

. 0 0 11 0—1 4 18 16
67 22 7:22 14 6 17

22 74 22 14 28 14; 6

1.22 67 6 14 22} 3

(| 22 14 6:74 28 1022
—og| 14 28 1428 84 28114
6 14 2210 28 T4 6

7 6 3.22 14 667

6 10 614 28 14:22

| 3 6 7.6 14 22! 1

Dieses Ergebnis 146t sich am besten veranschaulichen, wenn man von
der lexikographischen Anordnung der Knotenpunkte zur natiirlichen quadra-
tischen Anordnung zuriickkehrt. So erkennt man, dafi die Werisysteme der
Unbekannten, welche aus den ersten, dritten, siebten und neunten Zeilen
(oder Spalten) von L™" entstehen, Spiegelbilder von einander sind, und zwar
erhdlt man aus der dritten Zeile (nach Weglassen des gemeinsamen Faktors

1/224):
0——0——9
i | :'

\ : '
0-—--7=-— :2——————0
| :' ’
0---=6~-~-14--—22----0
R
. ! !
0---=-3---=-b---—7----0
! ! E
1 1 \

] ] ]

0 4] 0

Y7 S
6 37
10 6
6 7
14 6
28 14
14 22
2 7
74 22
22 67

7 6 3
6 10 6
3 6 17
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Die zweite Zeile ergibt das Wertsystem

b g

-0

022 -

1
i
]
|
‘
N
v

-0

i
|

|
t
1
!

——{0—-—-

)
i
0

e

—--22----0

|
]
1
[}

O~~~ 14--—-28----14----0

]

O-~-—-h-—--

|
i
I
!
Q
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(aus der vierten, sechsten, achten Zeile erhdlt man die Spiegelbilder dieser
Verteilung). Die fiinfte Zeile (welche mechanisch der Belastung des Fadennet-

zes in seinem Mittelpunkt entspricht) ergibt das Wertsystem

—————

]
)
]

Q--mn-

i~

1
1
t

o--v-

-----O

0---—14-~-28---th---~

o-———2§———-——2:43——-~o

]
1
1

0---— 14—~ 28~~--14---~0

©-----

0

Jetzt soll die neue Randbedingung x;;=0 hinzugenommen werden,
das bedeutet, da der Knotenpunkt Py festgehalten wird. Zum Laplaceschen
Operator, welcher den modifizierten Randbedingungen entspricht, gehort die
quadratische Minormatrix L* 8-ter Ordnung, welche aus L durch Tilgung der
ersten Zeile und ersten Spalte entsteht. Die Inverse dieser Minormatrix lafit
sich aus L™' nach Abschnitt IV mit Hilfe der rangvermindernden Operation
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(10) bestimmen:

i

rufi
ri1,11

L*(—l) —R—

0,031

0,031

0,031

0,063 0,021 0,007
0,027 0,009 0,003

0,031 0,010 0,003
0,027 0,009 0,003

0 0

S OO

0,031

(el e R en)

0,299 0,098 0,031 |
0,098 0,330 0,098 :
______ 0,098 0,299 :
0,098 0,063 0,027 |
0,063 0,125 0,063 :
10,027 0,063 0,098 |
0,027 0,013 :
0,027 0,045 0,027 :
| 0,013 0,027 0,031 ;

0,299 0,098 0,031
0,098 0,032 0,010 ;
0,010 0,003 |
0,098 0,032 0,010

0,013 0,004 0,001 !

0,298 0,088 :
0,088 0,296 '
0 0,017 !
0 0,104 0,056 |
0 0054 0,095
0,017 0,010
0,036 0,024 !
0,023 0,030 |

E. EGERVARY

0,003 | 0,003
0,002 | 0,003
0,001 | 0,001

0 !0
0,054 | 0,017
0,095 | 0,010
0,036 | 0,088
0,119 | 0,056

10,328 | 0,024

0,024 | 0,296
0,061 | 0,095
0,097 | 0,030

1[67 22722 146 7 6 3]
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Wenn man von der lexikographischen Anordnung der Knotenpunkte wieder
zur natiitlichen quadratischen Anordnung zuriickkehrt, so erhidlt man aus der
zweiten, dritten bzw. fiinften Zeile die folgenden Wertsysteme (die in Klam-
mern stehenden Werte gehdren zu den urspriinglichen Randbedingungen;
der EinfluB der modifizierten Randbedingung ist deutlich zu bemerken):

A —
000098 (033010098 __,) b 053 0125 0osn.
0 lazss 0088 0 0104 0056
e (0063) 125 (0063 0 (0125 [0375)) (0125) __
0031 0104 0054 0-~ 0,104 0362 0419
i (0027_)_(9945) ©027) 0083 twgs; (0053
0-- 0 ; ) _(0125)(0063) _ _
00f7 ~0036 0023 - 9-~"0056 —off9 0060 ~ 0
5 : ! . : .
0——0——0 0——b——0

---Q
-0

°————-<>

b---(0030_(0098) (9_29_9_
0088 (029

0-- a;*]g _(9,963) (0098)
001

.\,-—-o

0056 0095

o
oS

0---(0013) ©027) (0031) 0
0010 0026 0030

f

0

Q----

R

Das vorgefiihrte Beispiel war geeignet, die einzelnen Operationen zu
illustrieren, konnte jedoch wegen der kleinen Ordnungszahlen der darin vor-
kommenden Matrizen kaum einen Einblick in die praktische Anwendbarkeit
der Methode bieten. Deshalb wollen wir hier noch zum Schluf einen Uber-
blick der Rechnungen geben, welche notwendig sind, wenn man ein hinrei-
chend detailliertes Bild des gesuchten funktionalen Zusammenhanges sich
verschaffen will.

Nehmen wir an, daB wir die Poissonsche Differenzengleichung fiir ein
L-formiges Gebiet losen wollen (Fig. 1), welches 75 innere Knotenpunkte ent-
halt. Die direkte Inversion einer Matrix 75-ter Ordnung ist schon eine Re-
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chenaufgabe, weiche auch die Fahigkeit vieler Rechenautomaten iibertrifft.
Unsere Methode erlaubt es, die gesuchte Inverse mit Hilfe einer Rechenma-
schine, welche rationale Matrixoperationen bis zur Ordnung 10 ausfiihren
kann (z. B. des Types Pegasus der Firme Ferranti), ohne Schwierigkeiten zu
berechnen.

Wir wollen zuerst die Laplacesche Operatormatrix invertieren, welche
zum ,.einfassenden” quadratischen Gebiet mit 10 X 10==100 inneren Knoten-
punkten gehort. Zu diesem Zwecke mufl man mit Hilfe der Rekursionsfor-

1 2 3 4.5 1 2 3 4 56 7 8 910
; , 16
2 5 26
3 3 36
4 4 1. 46
s 5657 | 58] 59510
5
6 6
7 7
8 8 — N
9 9
10 10
Fig. 1 Fig. 2

meln (Abschnitt II, (2)) folgende Matrixpolynome der Matrix K 10-ter Ord-
nung berechnen:

TO(K) —_ E, Tl(K) = K, . sy Tn(K),

und dann die Matrix 7y;,(K) 10-ter Ordnung invertieren. Im Besitze dieser
Matrizen erhalten wir die 100 Blocke von L™ =R nach Formel (4) durch
einfache Matrixmultiplikationen (wegen der Zentrosymmetrie gibt es nur 30
verschiedene Blocke). Das L-Gebiet in Fig. 1 entsteht aus dem quadratischen
Gebiet in Fig. 2 durch Abtrennung eines Teilquadrates, d. h. durch Hinzu-
nahme der neuen Randbedingungen

Xy6 == Xog == Xgg = Xy == Xg == Xo7 == Xpg === Xgp == X510 == 0.

Diese neun Randbedingungen konnen nach Abschnitt IV gleichzeitig durch
eine neunfache rangvermindernde Operation beriicksichtigt werden. Wird die
Minormatrix von R (Ordnung 100 X 9), welche aus -den Spalten’ mit den
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Doppelindizes 16, 26, 36, 46, 56, 57, 58, 59, 5,10 besteht, mit S, die qua-
dratische nichtsinguldre Matrix 9-ter Ordnung, welche aus den gemeinsamen
Elementen von S und §' besteht, mit T bezeichnet, so erhilt man die In-
verse L*V der zum L-Gebiet gehorigen Laplaceschen Operatormatrix aus fol-
gender Formel:

L*""—=R—ST'S".

Die Berechnung von T~ erfordert die Inversion einer Matrix 9-ter Ordnung,
und man hat — um die oben angegebene Kapazitit der Rechenmaschine
nicht zu iiberschreiten — die Matrix S in 10 Teilmatrizen (Ordnung 10 X 9)
zu partitionieren. '

(Eingegangen am 30. Dezember 1959.)
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