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E. EGERvARY ~ hat far ( n - -  1)-dimensionale orthozentrische Simplexe 2 in 
Verallgemeinerung der bekannten zwei- und dreidimensionalen F~ille die Folge 
~1, ~ . . . . .  ~,,~ Feuerbachscher Kugeln eingefahrt, unter welchen ~t, die 
Schwerpunkte und die Orthozentren aller (k--1)-dimensionalen Teilsimpiexe 
von 2 enthNt. Ist k = 2 ,  so ist dabei als Orthozentrum einer Kante die 
orthogonale Projektion des Orthozentrums yon 2 auf die Kante zu verstehen. 
Ist k ~ 1, so erhNt man die Umkugel ~ des Simplexes; ist k = n, so bedeutet q),, 
die Thaleskugel tiber die Verbindungsstrecke des Schwerpunktes und des 
Orthozentrums von 2. 

E. EGERVARV hat bei seiner Untersuchung auf ~, bezogene baryzentrische 
Koordinaten benutzt und u.a. bewiesen, daft die Folge der Feuerbachschen 
Kugeln einem Kugelbaschel zugeh0rt; dal~ ihre Mittelpunkte C1, C2,. . . ,  C, 
auf der durch das Orthozentrum O und den Schwerpunkt S bestimmten 
Eulerschen Geraden liegen und 

0Ct~: O S = n :  2k 

ist; dab weiter far ihre Halbmesser 1"1, lh , . . . ,  r,~ eine Relation 

(2 krT~) 2 = a ( n - - 2 k )  2 + b 

mit Konstanten a und b besteht, woraus insbesondere far die Halbmesser 
komplement~irer Feuerbachscher Kugeln die Relation 

folgt ; dal3 ferner, wenn O,~ k das Orthozentrum eines ( n - - k - -  1)-dimensionalen 
Teilsimplexes bedeutet und O; durch 

0 0 ; "  00~_~ = ( n - - k ) : k  

auf der Geraden OO,~_~ bestimmt ist, dann O~. auf ~k liegt; daft endlich bei 
einem orthozentrischen Punktsystem von n + l  Punkten [ira (n--1)-dimen- 

1 E. EGERVAI~Y, On orthocentric simplexes, Acta. Scient. Math. Szeged., 9 (!940), pp. 
218--226; On the Feuerbach-spheres of an orthocentric simplex, Acta Math. Hung., 1 (1950), 
pp. 5--15. 
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sionalen Raume] die Kugeln ~k aller enthaltenen Simplexe nur bei 2 k : n +  1 
gleiche Halbmesser besitzen. 

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, die erw~hnten Resultate mit Hilfe 
elementarer Vektorrechnung Zu beweisen. Die anzuwendende Methode entstand 
aus einer yon T. SZELFY gegebenen vektorarithmetischen Behandlung des 
Feuerbachschen Kreises in der Ebene. Unsere 0berlegungen werden auch 
gewisse Erg~inzungen der erw~ihnten Resultate liefern. 

1. Wir bezeichnen die Scheitelpunkte des (n--1)-dimensionalen (n > 2) 
orthozentrischen Simplexes 2, mit A1, A~,. . . ,  A,~ und ihre aus dem Orthozent- 
rum O auslaufenden Ortsvektoren mit al, a2 , . . . ,  a,~. 

Laut der Definition ist der Vektor. at auf alle nicht aus At auslaufenden 
Kanten orthogonal, also 

woraus folgt, dab 

eine yon der Wahl der 
unmittelbar der 

a~:(aj-- ak) - -  0 (L k ~ i), 

a , : a j :  c (i @ j; i, j :  1 ,2 , . . . ,  n) 

Indizes i , j  unabhangige Konstante ist. Daraus folgt 

HILFSSATZ. Ist I*~l = l*~] . . . . .  [~[ ~ 1, so bleibt die L~inge des Vektors 

ela  1 -]- e2a 2 @-. . .  @ ena~ 

unver~indert, wenn die Koeffizienten a~, e2, . . . ,  e,~ permutiert werden. 
Das Quadrat dieses Vektors ist n~imlich 

,. ~=~j 

welcher Ausdruck tats~ichlich keine Anderung unter einer Permutation der 
Zahlen e; erleidet. Um spatere Rechnung zu erleichtern, bemerken wit schon 
hier, dag fttr e~=e2 . . . . .  ek = - - 1 ,  ek+~ . . . . .  e,, = 1 

2 ~ , e . , e j = ( n - - 2 k ) 2 - - n  
~=~j 

ist. 
Wir werden nur yon O auslaufende Ortsvektoren benutzen und die 

Schreibweise A = a gebrauchen, wenn a der Ortsvektor yon A ist. Nit 2A 
bezeichnen wir den Punkt vom Ortsvektor 2a. 

2. Sei k =  1, 2 , . . . ,  n - -1 .  Wir betrachten die Schwerpunkte der (k - -1 ) -  
dimensionalen Teilsimplexe yon z. Einer von diesen ist 

1 
Sk = T (111 @ a2 @ " "  @ ak). 

Alle diese Schwerpunkte liegen auf einer um 

C~ : ~ (a~+ a ~ + . . .  + a~) 

2 T. SZELE, Elemi geometria! probl6mAk megold/tsa vektorokkal, A kOzdpiskolai mate- 
matikatanit6s kdrd~sei (Budapest, 1950), pp. 75--93. 
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geschlagenen Kugel g'k, denn die L~tnge des aus C~ in & ftihrenden Vektors 

k - a~-- a~ . . . . .  a,~ + a,:+l + + a,O 

bleibt nach dem Hilfssatz bei Permutation der Indizes unver~indert. 
Wir betrachten weiter die Schwerpunkte &-k der ( n - - k - -  1)-dimensionalen 

n - - k  
Teitsimptexe und behaupten, daft die Punkte &, und ~ S,,_~ paarweise 

diametral gegenfiber' einander auf ~k liegen. 1st n~imlich einer der Punkte &_~ 

1 
S,,+,, - -  n - -  k- (a~+i + a~+,+ + - . .  + a,,), 

also 

n T k  S,_~,. 1 
- - T  (a,,:§ + a~+,, + . . .  + a,,,), 

so ist mit dem obigen & 
n - - k  

& + ~ S,,_~., : 2 C,,., 

was eben unsere Behauptung beweist. 

3. Sei Ok das Orthozentrum eines (k--1)-dimensionalen Teilsimplexes 
AIA.,_. . .A, , .  Sein (k--1)-dimensionaler Raum ist total orthogonal auf den 
(n--.k)-dimensionalen, die Punkte O, A k + l , A k + s , . . . , A , ,  enthaltenden Raum. 
Da O,~ gemeinsamer Punkt beider R~iume ist, da ferner der eine Raum den 

Punkt & ,  der andere den Punkt ~ S,~.k enth~ilt, und beide genannten Punkte 

diametral gegentlber einander auf g'k liegen, liegt nach dem Thales'schen 
Satze auch 0~,. auf ~i,:. 

n - - k  O,, )i, hnliche 0berlegung zeigt, dal~ auch die Punkte ~ -k auf (gk liegen, 

wobei O.,,_~,: das Orthozentrum eines (n--k--1)-dimensionalen Teilsimplexes 
bezeichnet. 1st n/imlich On-l~ das Orthozentrum des durch die Punkte 

�9 

At,+~, A~,+2;..., A,, bestimmten Teilsimplexes, so ist O~,-k in beiden durch 

n - - k  n - - k  n - - k  
die Punkte O, A1, A~I . . ., A~., bzw. -~AT, ,+ , ,  ~ A~r . . . , k A,~ aus- 

gespannten, total ~176 R~iumen enthalten. Da aber der eine der ganannten 

R~iume den Punkt &, der andere den Punkt ~ -  S,,=k enth~ilt, l i e g t ~  - On-k 

nach dem Thales'schen Satze auf r 

Mit Hilfe der in der Einleitung fiber & und r,,-k erw~ihnten Formel folgt einfach, dab 
die Kugeln $~ und ~,_~ samt allen ihren oben erw~ihnten Punkten homothetisch beziiglich 
des Punktes O liegen. 
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4. Im Falle k - - n  kann yon der um 

1 
C,+ =2~n(a l@a2- [ - . . .  [-a~ 0 

geschlagenen, den Schwerpunkt S von Z enthaltenden Kugel ~,+ nur behauptet 
werden, daft sie auch das Orthozentrum O yon -~ enth~ilt und dab S und O 
diametral gegenaber einander auf ihr liegen. Das folgt mtmlich unmittelbar 
aus S ~ 2 C , .  Somit ergibt  sich die orthozentroidale Kugel <~++ von Z als 
AbschlieISung der Folge von Feuerbachschen Kugeln. 

5. Die Ortsvektoren der Mittelpunkte 6"1, C2, . . . ,  C,+ zeigen, dab sie auf 
der die Punkte O und S verbindenden Eulerschen Oeraden liegen und 

C7~ : 2 ~ S  

ist. Bei ungerader Dimensionszahl ist also auch S selbst Mittelpunkt einer 
Feuerbachschen Kugel. 

Far den Halbmesser rj, yon q~], ergibt sich nach I und 2 

o 2 
r ; =  ( - - a l  . . . . .  aj,+ @ ak+t @ . . .  -}- a,+ a+ @ c ( ( n - - 2 k ) 2 - - n  

womit wir die in der Einleitung erwfihnte Formel erhalten haben. Diese Formel 
1 

zeigt zugleich, daft r~+ eirl quadratisches Polynom yon ~ - ,  also auch cles Mittel- 

punktabstandes O C++ ist (mit yon k unabh~ngigen Koeffizienten), daft also die 
Feuerbachschen Kugeln demselben Kugelbtischel zugeh0ren. 

61 Die Eulersche Oerade enth~lt auch 

1 
E - -  (a~ q- a2 4 . . . .  -t- a . ) ,  nq-1 

den Schwerpunkt der Punkte O, Aa, A.2 . . . .  , A,+. Wegen CL: n + 1 E ergibt sich 
2k 

n +  1 
EC~,: E O ~  1 - -  OCt:: O E ~  1 

2k  

Wir betrachten nun das orthozentrische System der n + l  Punkte 
O, A~, A~ , . . . ,  A, .  Durch Weglassen eines yon diesen erh~ilt man n Punkte, die ein 
orthozentrisches Simplex bestimmen, dessen Orthozentrum der weggelassene 
Punkt ist. Nach den eben Bemerkten gehen die Eulerschen Geraden aller 
dieser n-l-1 Simplexe durch den Punkt E. Die zu diesen Simplexen gehO- 
renden Punkte C~ bilden ein mit dem ursprfinglichen orthozentrischen Punkt- 
system homothetisches Punktsystem. Das Zentrum dieser Homothetie ist E 

n + l  
und das Homothetieverh~ltnis ist 1 2k 
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7. Um die Halbmesser aller vorkommenden Feuerbachschen Kugeln 
vergleichen zu k6nnen, ffihren w k  die Quadratsumme aller Abst~inde der n @ 1 
Punkte ein, welche Quadratsumme 

q = ~ a~ @ ~ .  (a;--ai)-' = n ~a~--n(n--1)c 
ausfftllt. Somit ist nach 5 

r~=' ~f~_~l lq  @((n--2k)~--l)c ] 

Ist A~ der weggelassene Punkt, so tritt an Stelle yon c der Ausdruck 

a~(a,.-- aj) - -  a~--c .  

Sind alle diese Ausdrticke gleich c, so ist 

c 1 
cos (a,:, aj) --- 'all l a I - -  

und somit das Simplex I~ regelm~igig. Die Halbmesser der n @  1 Kugeln q)~ 
stimmen also far ein jedes k nur bei regelm~iBigen Simplexen tiberein. 

Ist ~ nicht regelm~igig, .so sind die Halbmesser der n@ 1 Kugeln q)~. 

nach der 0bigen Formel nur bei k - -  n ~  1 gleich, was nur be i  gerader Di- 
2 

mensionszahl vorkommen kann. Ist k n-F 1 2 , so stimmen nicht nur die 

Halbmesser tiberein, sondern die Kugeln r selbst fallen auch zusammen, da 
in diesem Falle das oben erw~ihnte Homothetieverh~iltnis 0 ist. 

(Eingegangen am 20. Dezember 1951.) 
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0 LLIAPAX qbEf IEPBAXA M H O F O M E P H b I X  O P T O I I E H T P F I t t E C K I / I X  

CI/IMFI./IEKCOB 

P. FAELII (By~anemT) 

(P e a m sx e) 

0. Drep~apH BSe~ noc~e~oBaTe.~bHOCTb tuapoB qbeiiep6axa r ~ , , . . . ,  O~ OTHOCHTenbHO 
n - - I  ~epHh~X OpTot~eHTpHYecK~x cuMn;zeUCOB. IiIap co~epx~HT t~eHTpS~ Tg~eCTH u opTo-  

t~eHTpb~ k - - 1  Mepnb~x cy6cuMnneucoB ~cxo~Horo cuMnneKca. D. Drepsap~ npn noMomH 
6apm~e~jTp~yecuux ~oop;cH~a~, OTUOC~XC~ U 0PTOt~e~vpuuecuo~ay c~naeucy,  onpe~e~u~ 
pacnpe~e~eu~e ,~T.X mapoB OTSOC~Te~b;qO ~pyr ~pyra ~ ~ouaaan p ~  x a p a ~ p n ~ x  ~n~ 
HHX CBO~CTB. 

HacTo~tIll, a~ pa6oTa ~o6~iBaeT 0TH ~ e  pesyYibTaTbI BCKTOpapHi~54eTII~IeCKHM IlyTe~ H 

HecNo/IbKO .~OIIO.rlH~leT HX. 


