UBER DIE FEUERBACHSCHEN KUGELN
MEHRDIMENSIONALER ORTHOZENTRISCHER SIMPLEXE

Von
G. HAJOS (Budapest), korrespondierendem Mitglied der Akademie

E. EGERVARY! hat fiir (n— 1)-dimensionale orthozentrische Simplexe X in
Verallgemeinerung der bekannten zwei- und dreidimensionalen Falle die Folge
D, Dy, ..., D, Feuerbachscher Kugeln eingefiihrt, unter welchen @, die
Schwerpunkte und die Orthozentren aller (k— 1)-dimensionalen Teilsimplexe
von & enthdlt. Ist k=2, so ist dabei als Orthozentrum einer Kante die
orthogonale Projektion des Orthozentrums von X auf die Kante zu verstehen.
Ist k=1, so erhdlt man die Umkugel @, des Simplexes; ist £ = n, so bedeutet @,
die Thaleskugel iiber die Verbindungsstrecke des Schwerpunktes und des
Orthozentrums von 3.

E. EGERVARY hat bei seiner Untersuchung auf 3 bezogene baryzentrische
Koordinaten benutzt und u.a. bewiesen, daf die Folge der Feuerbachschen
Kugeln einem Kugelbiischel zugehort; daf ihre Mittelpunkte C,, C,,..., C,
auf der durch das Orthozentrum O und den Schwerpunkt S bestimmten
Eulerschen Geraden liegen und

O0Ci.: OS=n:2k
ist; daf} weiter fiir ihre Halbmesser 1, rs, ..., r, eine Relation
kny=a(n—2k;+b
mit Konstanten ¢ und & besteht, woraus insbesondere fiir die Halbmesser
komplementdrer Feuerbachscher Kugeln die Relation
kti=m—kKk)r.,
folgt; daf ferner, wenn O, das Orthozentrum eines (n—k— 1)-dimensionalen
Teilsimplexes bedeutet und Oj durch
00i: 00, = (n—k):k
auf der Geraden OO0, ; bestimmt ist, dann O} auf @, liegt; daB endlich bei
einem orthozentrischen Punkisystem von n--1 Punkten [im (n— 1)-dimen-

! E. Ecervary, On orthocentric simplexes, Acta. Scient. Math. Szeged., 9 (1940), pp.
218—226; On the Feuerbach-spheres of an orthocentric simplex, Acta Math. Hung., 1 (1950),
pp. 5—15.
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sionalen Raume] die Kugeln @, aller enthaltenen Simplexe nur bei 2k = -~ 1
gleiche Halbmesser besitzen.

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, die erwdhnten Resultate mit Hilfe
elementarer Vektorrechnung zu beweisen. Die anzuwendende Methode entstand
aus einer von T. SzELE® gegebenen vektorarithmetischen Behandlung des
Feuerbachschen Kreises in der Ebene. Unsere Uberlegungen werden auch
gewisse Ergidnzungen der erwdhnten Resultate liefern.

1. Wir bezeichnen die Scheitelpunkte des (n— 1)-dimensionalen (1 > 2)
orthozentrischen Simplexes = mit A,, A,,..., A, und ihre aus dem Orthozent-
rum O auslaufenden Ortsvektoren mit a,, a,,..., a,.

Laut der Definition ist der Vektor a; auf alle nicht aus A; auslaufenden
Kanten orthogonal, also

a;(a;—a;) =0 (U, k=FD),
woraus folgt, daf
aa—c (G==54j=12,...,n)
eine von der Wahl der Indizes i,/ unabhingige Konstante ist. Daraus folgt
unmittelbar der
HiLFssATZ. Ist |&|=|&|=...=]&,| =1, so bleibt die Lénge des Vektors
8131‘}‘8232‘[‘ tte —l_gnan
unverdandert, wenn die Koeffizienten s, &, ..., &, permutiert werden.
Das Quadrat dieses Vektors ist nimlich

> ai +2¢ 2w,
g =

welcher Ausdruck tatsichlich keine Anderung unter einer Permutation der
Zahlen s; erleidet. Um spitere Rechnung zu erleichtern, bemerken wir schon
hier, daB fiir & =8=...=g=—1, 8 =-.- =&, =1

2 D e e— (n—2k)?—n
. iRy
ist.

Wir werden nur von O auslaufende Ortsvekioren benutzen und die
Schreibweise A=a gebrauchen, wenn a der Ortsvektor von A ist. Mit 14
bezeichnen wir den Punkt vom Ortsvektor Aa.

2. Sei k=1,2,...,n—1. Wir betrachten die Schwerpunkte der (k— 1)-
dimensionalen Teilsimplexe von 3. Einer von diesen ist

1
S = T(al—%ag—f— +ak)
Alle diese Schwerpunkte liegen auf einer um

Ck:ﬁ(&’}’az_l‘ oo ay)

2 T. Szeie, Elemi geometriai problémak megoldasa vektorokkal, A kozépiskolai mate-
matikatanitds kérdései (Budapest, 1950), pp. 75—93.
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geschlagenen Kugel @, denn die Linge des aus C. in S; fiihrenden Vektors

1
27(—31_‘32‘_' ""‘“ak_i“al.tﬁ—l + ree +an)

bleibt nach dem Hilfssatz bei Permutation der Indizes unveridndert.

Wir betrachten weiter die Schwerpunkle S, der (n—k—1)-dimensionalen
Teilsimplexe und behaupten, daf die Punkte S, und -’i;{——E S,
diametral gegeniiber” einander auf @, liegen. Ist namlich einer der Punkte S,_;

1
n——k (ak+l +ak+2+ e _,_an),

;. paarweise

SnAL' -

also

—k 1
"ZT Sr = % (a1 + A - a,),

so ist mit dem obigen S,

n—k
k
was eben unsere Behauptung beweist.

3. Sei O, das Orthozentrum eines (k— 1)-dimensionalen Teilsimplexes
A A, --Ay. Sein (k—T1)-dimensionaler Raum ist total orthogonal auf den
(n—k)-dimensionalen, die Punkte O, Awy, Aise,..., As enthaltenden Raum.
- Da O, gemeinsamer Punkt beider Raume ist, da ferner der eine Raum den

Punkt S;, der andere den Punktigﬁsn_k enthélt, und beide genannten Punkte

S = +

Snvh =2 CI.- H

diametral gegeniiber einander auf @; liegen, liegt nach dem Thales’schen
Satze auch O, auf @;.

n—k
k.
wobei O,-, das Orthozentrum eines (n—¥%— 1)-dimensionalen Teilsimplexes
bezeichnet. Ist nidmlich O, das Orthozentrum des durch die Punkte
Aiiy, Apia; ..., A, bestimmten Teilsimplexes, so ist n—/;—k O, in beiden durch

n—k n—k n—k
k A7i?+17 k A7£+2) sy __k__'An aus-

gespannten, total orthOgonaleh Raumen enthalten. Da aber der eine der ganannten

Ahnliche Uberlegung zeigt, daB auch die Punkte O, auf @, liegen,

die Punkte O, A,, As, ..., Az, bzw.

Ridume den Punkt S, der andere den Punkt n—;—k&,_k enthalt, liegtﬂb;E O x-

nach dem Thales’schen Satze auf @..3

8 Mit Hilfe der inder Einleitung iiber r, und r,—, erwihnten Formel folgt einfach, da8

die Kugeln @, und @,-, samt allen ihren oben erwihnten Punkten homothetisch beziiglich
des Punktes O liegen.
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4. Im Falle k=n kann von der um

1
C')) - ﬁ(al_i— a2+ b + a,n)

geschlagenen, den Schwerpunkt S von 2 enthaltenden Kugel @, nur behauptet
werden, dafi sie auch das Orthozentrum O von Z enthdlt und dafi S und O
diametral gegeniiber einander auf ihr liegen. Das folgt namlich unmittetbar
aus §==2C,. Somit ergibt sich die orthozentroidale Kugel @, von = als
Abschliefung der Folge von Feuerbachschen Kugeln.

5. Die Orisvektoren der Mittelpunkte C;, C,,..., C. zeigen, daff sie auf
der die Punkte O und S verbindenden Eulerschen Geraden liegen und

Ck—ZkS

ist. Bei ungerader Dimensionszahl ist also auch § selbst Mittelpunkt einer

Feuerbachschen Kugel.
Fiir den Halbmesser r, von @, ergibt sich nach 1 und 2

9

I'y=—

Zk( a— - —an+ ap+ - +a“)} 4k9[2al+c((n—2k)—n)J

womit wir die in der Einleitung erwahnte Formel erhalten haben. Diese Formel
zeigt zugleich, daB ry ein quadratisches Polynom von }{ , also auch des Mittel-
punktabstandes OC, ist (mit von k unabhidngigen Koeffizienten), daff also die
Feuerbachschen Kugeln demselben Kugelbiischel zugehoren.

6. Die Eulersche Gerade enthilt auch

1
*iT(&Jraz‘{‘ oo ay),

+

5r ———FE ergibt sich

den Schwerpunkt der Punkte O, A;, A,, ..., A.. Wegen Ci =
n+1
2k
Wir betrachten nun das orthozentrische System der n--1 Punkte
0, Ay, A, . .., A,. Durch Weglassen eines von diesen erhdlt man n Punkte, die ein
orthozentrisches Simplex bestimmen, dessen Orthozentrum der weggelassene
Punkt ist. Nach den eben Bemerkten gehen die Eulerschen Geraden aller
dieser n+1 Simplexe durch den Punkt E. Die zu diesen Simplexen geho-
renden Punkte C; bilden ein mit dem urspriinglichen orthozentrischen Punkt-
system homothetisches Punktsystem. Das Zentrum dieser Homothetie ist £
n4-1
2k -

EC:EO=1—0GC:0E=1—

und das Homothetieverhiltnis ist 1 —
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7. Um die Halbmesser aller vorkommenden Feuerbachschen Kugeln
vergleichen zu konnen, fiihren wir die Quadratsumme aller Abstande der n-+1
Punkte ein, welche Quadratsumme

g=2ai+ > (a—a)y —n_> al—n(n—1)c
ausfillt. Somit ist nach b
1

v [%+((n—2k)3-l)c .

2
Tt

T

Ist A; der weggelassene Punkt, so tritt an Stelle von ¢ der Ausdruck
a;(a—a)—a —c.
Sind alle diese Ausdriicke gleich ¢, so ist

c 1
cos (a;, a;)= Tallal 2
und somit das Simplex ¥ regelmafiig. Die Halbmesser der n-1 Kugeln @,
stimmen also fiir ein jedes & nur bei regelmafigen Simplexen iiberein.
Ist 3 nicht regelmdfig, ~so sind die Halbmesser der n41 Kugeln @,
nach der obigen Formel nur bei k= 1142;1 gleich, was nur bei gerader Di-
n+1
2 K
Halbmesser iiberein, sondern die Kugeln @ selbst fallen auch zusammen, da
in diesem Falle das oben erwihnte Homothetieverhiltnis O ist.

mensionszahl vorkommen kann. Ist k= so stimmen nicht nur die

(Eingegangen am 20. Dezember 1951.)
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O ILIAPAX ®ENEPBAXA MHOTOMEPHBLIX OPTOLIEEHTPUYECKHUX
CUMILIEKCOB

I. TAELI (Bynanewt)

(Peswme)

3. Orepsapu BBEN MOCAEI0RATENLHOCTE I1apoB Pdeilepbaxa @y, B, . . ., D, OTHOCHTEIHLHO
n—1 MepHLIX OPTOLEHTPHYECKMX CHMIVIERCOB. Illap COAEpIKHT HEHTDBI TSHKECTH W OPTO-
uenTpel k—1 MEpHBIX CyGCHMIJIEKCOB MCXOJHOTO CHMIUIEKCA. O. Jrepsapm NpPH TIOMOINU
GApHIEHTPHUECKUX KOOPAMHAT, OTHOCSIUMXCS K OPTONEHTPHYECKOMY CHMILIEKCY, OMpefean
pacnpegenesne STHX MAPOB  OTHOCHTENBHO [PYT [PYra ¥ AOKA3an DS XapaKTepHbIX AdA
HUX CBOJHCTB. '

Hacrosimmasi paboTa JOGHIBAET 3TH HKE PESYNBTATHl BEKTOPAPUIMETHICCKHM MyTEM M
HECKOJIBKO AOMONHAET HX.



