
UBER EINE LOSUNGSMETHODE 
GEWISSER FUNKTIONALGLEICHUNGEN 

Von 

I. FENYO (Budapest) 
(Vorgelegt yon A. t~.NYI) 

Jtingst hat J. ACZEL 1 eine allgemeine Methode zur LOsung gewisser 
Funktionalgleichungen mitgeteilt, welche die L0sung einer sehr weiten Ktasse 
yon Gteichungen liefert. Aul~er dieser verf/igen wit auch ~iber eine andere atl- 
gemeine Methode, die im wesentlichen darin besteht, dal3 dutch Bildung 
geeigneter partieller Ableitungen die Funktionalgleichung in eine Differential- 
gleichung oder in ein Differentialgleichungssystem [ibergefiihrt wird. Diese 
Methode ist in den meisten F~illen sehr einfach, sie kann aber blol~ dann 
benfitzt werden, wenn wir die Funktionalgleichung in der Klasse der genti- 
gend oft differenzierbaren Funktionen suchen, und die in der zu lOsenden 
Gleichung auftretenden gegebenen Funktionen auch gentigend oft differenzier- 
bar sind. 

Das Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen, dab mittels der Theorie der Dis- 
tributionen die Methode der 121berftihrung von Funktionalgleichungen in Dif- 
ferentialgleichungen unter fiui3erst geringen Voraussetzungen leicht durchfahrbar 
ist, Wir werden im allgemeinen gar nicht die FunktionenlOsungen, sondern 

xiie Distributionenl6sungen der Funktionalgleichung bestimmen. Wollen wir 
doch yon FunktionenlOsungen sprechen, so erhalten wit die Existenz der 
LOsung in der Klasse der integrierbaren Funktionen. 

tm folgenden werden wir die einfachslen Tatsachen der Distributionen- 
theorie in der dutch L.  SCHWARTZ ausgearbeiteten Form ben~tzen. Auch die 
Bezeichnungen und die Nomenklatur sind diejenigen, welche L. SCHWARTZ 
in seiner Monographie (ThdoriedesDistributions. I (Paris, 1950), II (Paris; 
1951)) eingef~hrt hat.-' 

Wit schicken einige Begriffe und Definitionen voraus. 

J. Aczl~L, GrundriB einer allgemeinen Beharldlung yon einigen Funktionatgleichtmgs- 
typen, PuOl. Math. Debrecen, 3 (1953), S. 119--132. 

2 Im folgenden wollen wir dieses Werk unter der Bezeichnung L. Scm I bzw. L. 
ScH. 1I zitieren. 



384 ~. FENY6 

w  

DEFINITION 1. ES sei T eine beliebige, il] einem Bereich von [?~ deft- 
nierte Distribution und u (X) r D,, eine festgehaltene Funktion. Wir werden unter 

Jinksseitigem multiplikativem Produkt yon u und T eine in R ~ definierte und mit  
(u )T  bezeichnete Distribution verstehen, welche folgendermafien definiert ist: 

(1.1) (u)T(c~)---- T[u(x)cf(y)] (~(y)~ D::). 
Dag (u) T wahrlich eine Distribution ist, ist trivial. 
Ganz analog definieren wir das rechtsseitige multiplikative Produkt von~ 

T mit einer beliebigeu Funktion r(y) aus der Funktionenklasse D~/. 
Im besonderen Fall, wenn T das direkte Produkt yon R und S ist (w(> 

R und S Distributionen in R' sind), ist das linksseitige multiplikative Pro- 
dukt yon u(x) ~ D,, und /? >," S die folgende Distribution" 

O. 2) (,.)R >," s =  R(,,).s. 
Sic ist also die Distribution S multipliziert mit der Zahl R(v). 

DEFINITION 2. Es sei T eine Distribution in einem Bereich yon R', cc 
und d sind reelle oder komplexe, von Null verschiedene Zahten. Unter T~,;+~,: 
wollen wir folgende, in ,R" definierte Distribution verstehen: 

+co +ca 1 

( 1 . 3 )  (q~(x, y) (D,v). 
+co 

~(D, . ,  so ist :~(t) . (~ (z ;  Wenn , = ,~ t - -e~d-~z)dz ~ D:, und konvergiert 
--co 

die Folge ~:(x,y) nebst allen partiellen Ableitungen gleichm~iNg gegen 0" 
so konvergiert auch die Folge g:j(t) nebst allen Abteitungen gleichm~il3ig ge- 
gen 0. Daraus folgt, dag das unter (1.3) definierte lineare und homogene 
Funktional wahrlich eine Distribution ist. Ist der Tr~iger von T der Bereich 
f~Jt, so ist der Tr~iger von T~.+/3~: die durch die Relation c,,x-~ #y ~='))i deft- 
nierte Menge2 

Wir bilden die partiellen Ableitungen von T=:,.+~,:: 
+co 

(1.4) 

- -  T d " g(( ,  l t__dc,_~z ; z ) d z  =: ,Ts  
d-t_. 

:~ hn Spezialfall,  wenn T(f)--.ff(x)a(x)dx ist, so ist 

: .O'V (x, y) a (c: x @ dy) dx dy. 

z)dz-I = 
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Ebenso erhalten wir die folgende Relation: 

(1 .5)  0 T~,.+~,I _ drL-+~:f. 
oy 

1st r . , = d =  l bzw. c , ,= 1, d---~-- t ,  so wird aus (I. 4) und (1 .5)  

(1 .6)  0 Z,.+, _ 0 Z,.+,, und 0 T ...... 0 G-~, 
Ox Oy Ox Oy 

DEnNmON 3. Wit  betrachten die Distributionen $1, &,  . . . ,  S,, als linear 
unabh~ingig, falls es eine Funktion <p ~ D gibt, so daft die mit ihr gebildete 
,Wronskische Determinante" yon Null verschieden ist, d. h 

S1(~) & ( ~ ) . . .  S.(q,) 

(1 .7)  s ; (~ )  . . . . . . . . .  s:,(~).  . . s,;of) ~: o :  

o ( n - l b  ~ o ( ,  1)z ,, o @ - 1 ) , ,  -, 
o~ "~)  o.2 U f ) . . .  a,~ ~q~) 

DEFINITION 4. E s  seien S und T zwei, i n  einem Bereich yon R ~ deft- 
nierte Distributionen. lhre direkte Summe ist eine in R ~ definierte und mit 
S - T  bezeichnete Distribution folgendermat~en definiert" 

+,~ + m  

Es bedarf keines Beweises, dal~ das unter (1.8),  im Funktionenraum D~,j d e -  
finierte lineare und homogene Funkti0nal eine Distribution ist. Sie besitzt 
folgende Eigenschaft: 

(1 .9 )  O"-(S" T) _ _ 0 .  
OxOy 

BEWEIS. 

OX ( q ) = - - ( S - -  T) 0 7  - - S  dy  - -  T " Ocp = 

+ m  

= - - S [  1" OtP dv  <D,.,,), 
I o x - ( ,r(x, y )  

denn 

<)<P ,t=+m 
., o y d Y  = [r (X, y)] ;~=_ ~ ~ 0. 

Existieren n Zahlen so, dab qS,+c~Sz--~-. . . --GS,,~O (mindestens ein c~=-0) 
ist, so ist die Determinante (1.7)gewiB gleich 0 und umgekehrL Ob die Giiltigkeit der 
Relation 0 .7)  notwendig flit die lineare UnabMngigkeit der Distributionen (ira Sinvt 
c~ S~ _ . . .  + c,,&,--S ~_ 0) is{, ist eine offene Frage. 
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Die rechte Seite ist aber unabh~ngig yon y,~ und deshalb ist die Be- 
hauptung (1.9) richtig. 

DEFINITON 5. Betrachten wir diejenigen, zur Funktionenklasse De:, gehO- 
lenden Funktionen, deren Tr~tger keinen gemeinsamen Punkt mit der X und Y 
Achse haben. Die Klasse dieser Funktionen sei mit G~.:, bezeichnet. Es 
ist G ~ c D , : ~ .  Betrachten wir die in einem Bereich y o n / ~  definierte Distribu- 
tion 7". Wit bilden aus ihr folgende, dutch T,v bezeichnete und in /~ be- 
stimmte Distribution folgendermal3'en: 

[! Z,,~j(q) T q,(u, l t t-~)u l du  = - -  T q(tu -I, tl)tl l d u  

{1. 10) " " 

(,r (x, y) < G~,,,). 

Die Funktion t" q)(n, tu  l ) u - l d u  und auch f q)(tu 1, u ) u q d u  geh0rt gewifi 

der Funktionenklasse D~, daher ist (1.10) eine Distribution. Wir werden fol- 
gende Eigenschaften dieser Distribution beniitzen: 

( 1 . 1 1 )  o 7:,.:, _. , o T~.:, _ _  x T.; . , , .  
Ox YT';u und 0y ' 

Um dies einzusehen, haben wir einerseits: 

O T,v 
Ox ( g ' ) =  --r..,.,/( 0q~l=  T 0 e l  . u._ld t d t  7,(tu -1, t , )du 

(~(x, y) < o~,~,). 
Anderseits ist 

yT:: , (r  = Z',.~,[<f(x, y ) y ] - ~  - -  T '  ~f(tu -~, u)u uqd t i  = 

d " i 
= T - -  q:(tu , u )du  

. d t .  

und damit ist unsere Behauptung bewiesen. Die zweite ldentit~t von (1.11) 
kann man in analoger Weise verifizieren. 

DEFINITION 6. Es sei T wieder eine Distribution in /~ und e eine be- 
liebige, yon 0 verschiedene reelle oder komplexe Zahl. Unter der Kontraktion 

s L. Scm I, S. 55. 
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~:on der GrOfie e der Distribution T verstehen wir eine mit z~T  bezeichnete 
Distribution /e ~, deren Definition die folgende ist: 

(1 .12 )  z~; T((j~) = (r (~r < D O. 

Die Ableitung von z~T  l~tl~t sich folgendermafien bilden: 

<1. 13) (z~T) ' -~ cez~T'. 

Das ist fast selbstverst~ndig, denn gilt ~.~ D, so haben wir 

(z~T)'(r - - e  --~ T[(f'((,.-'t)] ~:  r'[q,(c:-'t)]=er162 

w 

Als erstes Beispiel sei folgende, durch T. LEVI-CIVITN ~ und P. ST,~CKEL 7 
gel0ste Funktionalgleichung diskutiert: 

(2. 1) f(x +y) = Yx,.(x) v,.(y), 
" V - - I  

wo f,  X,,, i7,, unbekannte Funktionen sind. Diese Gleichung wurde von LEVl- 
OVITA und STACKEL unter Voraussetzung der Differenzierbarkeit dieser gelOst. 
Wi r  wollen jetzt f,X~, V,,, als unbekannle Distributionen auffassen, und start- 
(2. 1) folgende Distributionengleichung betrachten: 

(2 .2 )  f,~:, ~ ,~ '  X,, X i7,,. 

Setzen wir voraus, dab die Y,, linear unabh~ngig sind. Derivieren wir beide 
Seiten von (2.2),  so erhalten wir gemN3 einem Satz yon L. SCHWARTZ ~ 

oL,+,, , > Y, . .  - -  ~_~ X;, >< E,, und " ' 
Ox ~,~l Oy ,,-L 

Daraus folgt aber wegen (1.6)" 

Y 2 ,x ,  x,', "~ Y.,.-- ~ E: __ .z  / \  " �9 

"1"~1 "l' : [  

Differenzieren wir diese Oleichung (n--1)-mal ,  so erhalten wir folgendes 
Gleichungssystem" 

, . ~z(J') "~,-~ v V(~'+O (2 .3)  ~.,~>~X,, 5, x.,. = ~__~ ~,. )< .,, (p==-0, 1,2, . . . ,  n - - l ) .  

T. LEw-CwITA, Sulla funzioni che ammettono una formula d'addizione del tipo 
n 

t(x ' -~ 7-y) ~ ~ Xr(x)  Y,,(y), Atti della Reale Acc. dei Lincei, 22 (1913), S. 181--183. 
1 

7 p. STaCKEL, Sulla equazione funzionale, Atti della Reale Acc. dei Lincei, 22 (1913), 
S. 392--393. 

s L. SCH. I, S. 111, Thdor+me VII. 
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Es sei nun die Funktion g'o(Y)E D:I so gew~ihlt, dal~ die ,,Wronskische De- 
terminante" yon Null verschieden ist (siehe Definition 3 und (1.7)). Bilden 
wir das rechtsseitige multiplikative Produkt beider Seiten yon (2 .3)mi~  
%(y), so gelangen wir gem~ifi (1.2) zum folgenden Differentialgleichungs- 
system : 

<! y(p)(ff,o).X, r + y~p+l) = ( p  = o, 1, 2 , . . . ,  n -  ) .  
~*:1 ~'1 

Wegen der Voraussetzung tiber die Y,, und qJ0 ist dieses System mit dem 
folgenden aquivalent : 

(2.4) X / =  ~X~A~,~X,; ( i =  l, 2, . . . ,  n ) .  
/:=1 

Die Koeffizienten A~t.. sind reelle oder komplexe Zahlen. Dieses Oleiclmngs- 
system hat bekanntlich;' keine andere L6sung als unendlich oft differenzier- 
-bare Funktionen. Ebenso kann man beweisen, dab auch die Y~, nur Funk- 
tionen sein k6nnen. Dann muff aber wegen (2. 2) auch f,:,:/, folgliclt 
auch f eine unendlich oft differenzierbare Funktion sein. Nach Feststellung 
dieser Tatsache kann man dem Verfahren yon LEVI-CIVITA oder yon STA.CKEL 
foigen, und die L6sungsfunktionen - -  unter anderen - -  durch LOsung von 
(2.4)  bestimmen. 

Die klassische FunMionalgleichung 

(2. 5) f,,+u = f  >< f 
ist Spezialfall von (2.2). Sie hat nach unserem Satz keine anderen LOsunger~ 

a l s  Funktionen. 
Ein weiterer Spezialfall von (2.2) ist das folgende Funktionalgleichungs- 

system, welches yon OSGOOD u~ untersucht wurde: 

S (x @ y) = S (x) C (y) @ C (x) S (y), C (x @ y) = C (x) C ( y ) - -S  (x) S (y). 

OSGOOD behauptete, daft die allgemeinen LOsungen im Bereich tier stetiger; 
Funktionen die folgenden Funktionen sind : S (x) : e '~ sin !, x, C (x) - -  e" cos!, x. 
Auch im Bereich der Distributionen liefern obige Funktionen die allgemeine 
LSsung des Systems. 

B. KEREKJARTO stellte die Frage: ~ welche stetigen LOsungen besitzt fol- 
gendes Gleichungssystem: 

f~z (x '~, y) = fi, (x) fia(y) ~- f~(x)  fi~ (y), 
fl~( X + y) - -  fxi (x) f i ,(y) + fi.2(x) f,2(y), 
f,., (x + y) = f_,~ (x) fi~(y) ~- f22(x) fl_, (y), 
f22(x -~ y) - -  f2~ (x) fi2(y) -k A~(x) f,~(y). 

:~ L. Scm I, S. 139. 
m W. T. OsoooD, Lehrbuch der Funktionentheorie. 1 (1912), S. 582. 
~ B. Kzr~rgAwr6, Aufgabe 4, Mat. Fiz. Lapotc, 48 (t941), S. 369. 
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F. K;XRTESZl und F. ZIGANY ''2 bewiesen, dal3 die L{Ssung des Ker~kjfirtdschen 
Systems auf die L6sung des Osgoodschen Systems und auf die L{Ssung der 
Funktionalgleichungen (2. 5), (1.3) ( e ~ - - c , ~ :  1) zurackgefahrt werden k a n n .  
Da aber diese als allgemeinste Distributionent~sung unendlich oft differen- 
zierbare Funktionen besitzen, so kann das Ker~kjfirt6sche System auch keine 
anderen LOsungen haben. 

w 

Als zweites Beispiel betrachten wir die folgende Funktionalgleichung: 

{3. 1) f(,1 x 4:- e,_y) X(x) + Y(y). 

Diese enthSlt als Spezialfall die yon J. ACZEL ~'~ gel6ste Funktionalgleichung, 
falls X-~--,,~f(x) +p~ (x) und Y :  tS,f(y)-?p.,(y) +p,, ist. 

Wir bilden statt (3. 1) die Distributionen-Funktionalgleichung 

(3.2) f~,j+<,; = X 2 F Y. 

Wir erhalten nach (1.4) und (1.8): 

C~1 f 'qa,4~ ot2!l ---  X ' .  

Diese ist aber yon y unabh~ingig. In ganz ~_hnlicher Weise ist die Distribu- 
tion f;~:,+~:~; wegen 

auch yon y unabh0,ngig, d. h. J;q,+~, ist mit einer Konstante identisch. Daraus 
fo t~ ,  daft auch f '  eine Konstante ist. Denn hat die Funktion ~(t)  C D die Form 

+co 

.[ q~(e.i~t--c,.l~e2z; z)dz, so liefert f wegen (1.3) immer denselben Wert. Ist 
-CO 

({ D) nicht von tier geschilderten Form, claim kann man immer eine Folge 
yon Funktionen %, % , . . . ,  '~/J . . . . .  (~p,~ ~ D) finden, ~ deren Olieder vom Faltungs- 
typus, also in angegebener Form schreibbar sind und deren gleichm~il3iger 
Limes g, ist. Ftir jedes Olied dieser Folge gibt f denselben Wert; da f e i n  
stetiges Funktional ist, liefert es auch far ,qa diesen gemeinen Wert. 

Nun ist f '  eine Konstante, und daher f eine Funktion v o n d e r  Form 
.ax@b. Es sind nun X' und Y' auch Konstanten, also X und Y lineare 
Funktionen. 

1~ F. KARTESZl und F. ZmANY, L6sung der Aufgabe 4, Mal. Fiz. Lapok, 49 (1942), 
S. 292--296. 

1:~, j. Acz~zL, 15ber eine Klasse yon Funktionalgleichungen, Comm. Math. Helv., 21 
(1948), S. 247--252. 

~i L. Scn. I, S. 22, Th~or~me I. 



390 L FEr~V6 

In analoger Weise kann man die Funktionalgleichung 

(3. 3) f ( e  x -k ,~,Y -k 7) -~ e f (x) ~- elf(y) -t- 7 

16sen, welche in der L0sungsmethode der allgemeineren Gleichung 

f(cr x + ~y + 7) = ~ If(x), f(y)] 
eine wichtige Rolle spielt, denn sie kann auf (3. 3)zurtickgeftihrt werden (c/~ 
ist eine stetige, in beiden Argumenten streng monotone Funktion). 1~ 

Noch allgemeiner ist die folgende Gleichung: 

f ( a x  -k ,dy -[- 7) ~- X(x)  + r(y),  

wo f, X und Y unbekannte Funktionen sind. Die entsprechende Distributionen- 
gleichung lautet folgendermal~en: 1~ 

~:.~f~+~y - -  X~- Y. 
Die L0sungsmethode dieser ist die w6rtliche Wiederholung des vorigen L6sungs- 
prozesses. 

Etwas schneller gelangen wit zum Ziel, falls wit nicht die Distributionen~ 
16sungen, sondern die integrierbaren Funktionenl6sungen von (3. 1) suchen. 
Die zu den Funktionen f ( t )  und X(x)  geh6rigen DiStributionen seien f u n d  
X, y sei ein beliebiger festgehaltener Weft. Dann kann man statt (3.1) fol- 
gendes schreiben: 

�9 ,~.,2j(z,~,f) = X~-  Y(y).  

Bilden wir an beiden Seiten die Distributionenableitung" 

~ , ~ , , , ( z ~ j ) "  - -  X ' :  

Die rechte Seite h~ngt yon y nicht ab, d. h. ist (z~,f)" gegen jede Transla- 
tion invariant, also ist sie eine Konstante/  Das ist gem~il3 Definition 6 damit 
gleichbedeutend, dal3 f '  auch eine Konstante ist. Damit ist alles erledigt. 

w 

Die von G. VAN DER LYN 18 gel6ste Funktionalgleichung lautet folgender- 
malSen : 

(4. 1) f ( x  ~- y) ~- f (x- -y)  ~ 2f(x)g(y).  

1~, j. ACZEL, Sur une ~quation f0nctionnelle, Pubt. de l'Inst. Math. de t'Ac. Serbe de~ 
Sciences, 2 (1948), S. 257--262. 

16 ~ ist der  Transla t ionsoperator .  Siehe L. ScH. I, S. 55. 
17 L. Scu. I, S. 56. 
is G. VAN DER LVN, Sur l '6quation fonctionnelle f ( x - } - y ) + f ( x - - y ) = 2 f ( x ) g ( y ) , ,  

Mathematica (Cluj), 16 (1939), S. 91--96. - -  Bemerkung bei der KorreMur. Herr AcztL 
machte  reich aufmerksam, dab diese Funktionalgleichung nicht  yon G. VAN DEn LVN, sondern, 
yon W. H. W~LSON (Bull. Amer. Malh. Soc., 26 (1920), S. 300--312) zuerst  behandel t  wurde~ 
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Die entsprechende Distributionengleichung ist 

(4. 2) f,+~ + f,,_:, = 2 f  X g 
(siehe Definition 2). Aus ihr folgt wegen (I. 4) und (1.5) 

(4. 3) Of,,+;, k Ofi-,j 2 f ' X g ,  
Ox Ox 

(4. 4) oL+.~ + oL-:, _2/>.2g," 
O y  Oy 

Durch Addition und Substraktion yon (4. 3) und (4. 4) erhalten wir weger~ 
(1.6) folgendes Oleichungssystem : 

(4. 5) 0L+,, : _ f ,  X g-~-f•  g', 
Ox 

(4. 6) of,-,, - - f ' X  g - - f  X g'. 
Ox 

Nun sei q~(x) ~ D.  eine Funktion, far welche f(9~) 4-- 0. Wir halten sie fest- 
und bilden alas linksseitige multiplikative Produkt von (4. 5) und (4. 6) mit 

(4. 7) (~) oL+,,  
Ox 

o f~-,s (4.8) (~) 
Ox 

Nun bilden wir die 

- - f ' ( ~ ) g + f ( ~ ) g ' ,  

- - - f f (~)g- - f (~)g ' .  

,,zum Nullpunkt symmetrischen Distributionen" der irt 
(4. 8) betrachteten Distributionen: ~9 

0],=-,f __ f,(q~),~__f(9)~,. (4. 9) (~) ox  

Es is leicht einzusehen, daft 

or of.,+. 
(~) o ~  - (~) =ox " 

Denn ist w(y)~ D:/, so ist wegen der Definition der Operation fol- 
gendes gLiltig: 

q-c/3 

,iqr (u) ~[ --(u--t)] d .  
-(3O 

. . o L + , ,  ( . 
= tg:,) ~ vo.  

~o L. Scm 11, S. 23. 
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Schreiben wir also start (4.9) 

of,:+u __ f'(g,)6.--f(q)o.,. 
et) ox 

Das gibt aber rnit (4.7) folgendes: 

f@) (g + ) 9  + f '  (" ) (g - -g )  = 0. 

Bemerken wir nun: falls tg(y)~ D, so ist 

~ '  (,/ ') = g '  (v;) - -  - g ( ( , + ) ' )  = o - ( . e ' )  - - ( v ) '  ( ,~) ,  

also ~ . . . .  ()) ' ;  dadurch gelangen wir zur Differentialgleichung 

f(q~) (g---~)' + f '  (~;) (g - -g )  := 0. 

Das ist in h - ~ g - - g  eine homogene fileichung, welche keine anderen L6- 
sungen ais Funktionen hat. Nun ist g eine beliebig oft differenzierbare Funk- 
fion und wegen (4.7) auch f eine solche Funktion. Das bedeutet, dab die 
betrachtete Gleichung keine anderen L6sungen als die yon VA,,~ DER LYN ange- 
gebene besitzt. 

w 

Zum SchluB betrachten wir die Gleichung 

(5. 1 ) f (xy)  = ~ X,, (x) E,, (y). 

Ihr entspricht die folgende Distributionen-Funktionalgleichung: 
J t 

L ~  >7  Y,,, = , ,  X,, • 

wo f ,X,,,E,, unbekannte Dlstributionen sind. Wit setzen voraus, daf5 die 
Distributionen Y,. unabhfingig ~ind. Wegen (1.11) haben wir 

v v ,  ~ x ,  ' t Yfb  : ~  A,, X Y,, und xf,.~j: X Y,,. 

Bilden wir das multipIikafive Produkt der ersten Oleichung mit x, der zweiten 
mit y, so ist 

x X,', >,~ Y.,, = ~ 7  X,, X y Y,:. 
~e:l 7 '  I 

-Wir derivieren beide Seiten nach y (n--1)-mal:  

x~_~X,,: X Yo')~_'~X,, X (pY(,!')q-yK}/'=1)) (p== 0, 1, 2 . . . . .  n - - l ) .  
"l" i ",,e~l 
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W~ihlen wir o (y ) r  D,/ so, dab die ,,Wronskische Determinante" der E. nicht 
verschwinde. So erhalten wir folgendes Differentialgleichungssystem: 

(v) 

Wegen der Voraussetzung fiber die Y,, ist dieses mit dem folgenden 
.~iquivalent: 

~F 

(5. 2) x X [ : ~ A i , , X , ,  ( i =  1, 2 , . . . ,  17). 

Dieses Oleichungssystem besitzt, wie bekannt, wegen der singul~iren Stelle 
. x = 0  nicht nur Funktionen, sondern auch Distributionen als LOsungen?' 
Diese Di~tributionenl6sungen kOnnen wir aber meiden. Denn beschr~inken 
wir den Definitionsbereich der unbekannten Distributionen auf einen solchen, 
ftir welchen x~=-0, so ist (5.2) ein homogenes Differentialgleichungssystem 
.ohne singulare Stelle, die Koeffizienten der X,, sind unendlich oft differen- 
zierbare Funktionen. Will man sie aber fortsetzen in solche Bereiche, welche 
Punkte der Koordinatenachsen enthalten, so treten solche Distributionen auf, 
welche die Derivierten tier Dirac d oder die ,,pattie fini" von Hadamard 
gewisser Funktionen enthalten. Diese verschwinden in gentigend ,,schmalen", 
mit den Achsen gemeinsame Punkte besitzenden Bereichen; denn S~-:~ ist nut 
far die Funktionen G~,j bestimmt, sie verschwinden abet in diesen Bereichen. 

Ebenso gewinnt man, dab die Y,, auch nur  unendlich oft differenzier- 
bare Funktionen sein kOnnen, und daher ist f auch eine solche Funktion. 
Damit ist alles erledigt. 

Ist n =  1 und suchen wir die integrierbaren Funktionenl0sungen der 
Gleichung 

{5.3) f(xy) - -  X(x)Y(y), 

so k0nnen wir wieder etwas k0rzer zum Ziel gelangen, y sei ein beliebiger 
Parameter (y@0),  f u n d  X seien die zu den Funktionen f(t) und X(x) ge- 
h0rigen Distributionen. So l~il~t sich (5.3) auch folgenderweise schreiben: 

z , J :  Y(y)X. 
Daraus folgt (siehe (1.13)) 

y. z:jf' (q) = Y(y). X(q) (of ~ D 0 
oder 

Y 
. . . _ , .  = x 0 r ) ,  
I ~ 1 )  

2o L. SCH. l, S. 130. 

9 Acta Mathematica VII/3--4 
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vorausgesetzt, da~ Y(y)~=O ist. Nun ist die rechte Seite dieser Gleichung 
"y . 

yon y unabh~ngig, d. h. f '  gegen die Transformation ~ z ~ / i n v a r i a n t .  Dar- 

aus folgt 

y , I f ,  , g ( y )  f ,  Y(y)~/f.._ = Y(1) oder y.z,,f  

Nach Definition 6 und einem Satz yon L. SCHWARTZ ~1 ist abet y.z~jf'(q~)un- 
endlich oft differenzierbar nach y in jedem Intervall, wo y nicht verschwindet. 
Das ist nut so m0glich, falls Y(y) auch eine solche Funktion ist. Damit ist 
das Problem gelOst. 

Hier wurde vorausgesetzt, daf~ Y(1)~-0 ist. Falls Y(1) - -0  ist, so 
ergibt sich aus ( 5 . 3 ) f ( x ) ~ O .  In diesem Fall gewinnen wit also NoB die 
~riviale LOsung. 

Unsere zusammenfassende Behauptung ist also, dag die yon uns be- 
trachteten Funktionalgleichungen NoB durch mit unendlich oft differenzierbaren 
Funktionen identische Distributionen befriedigt werden kOnnen22 

(Eingegangen am 8. M&'z 1956.) 

~1 L. Scm I, S. 104, Thfior~me V. 
~ Nachtr(~gliche Bemerkung. Manche hier behandette Funktionatgteichungen kOnnen 

dutch geeignete Ver~inderlichentransformafionen in einfachere und schon frfiher behandelle 
Gleichungen ~iberfiihrt werden. Unser Ziel war aber, die Anwendungsart der Methode zu 
illustrieren. 
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OB O~HOM M E T O ~ E  PEIIIEHHT[ qbYHI(IIHOHAs YPABHEHHi;I 

H. op e n s ~ (By~anetuT) 

( P e a ~ o M e )  

I3,ea~ pa6oThl--npn~aenenHe o6oBmeHnLix ~]~ynKtm~ 31. LU B a p U a K pemem~o ct~yHK- 
IlnOna,TbUHX ypaBnennil. OCHOBHBIe onpeaIenenn~ n o6oananenn~ CoBHaRa~OT C TeMH, I~OYOpble 
npnMenna s ILl B a p n~ B cBoefi HgBeCTHOfi Monorpactmn. Hcxo~In n3 nnx, pa6oTa ;~aeT 
caeaymmHe onpeaeaenu~ : 

O n p e a e .ri e H H e 1. FIycTb T o n p e ~ e . ' I e H ~ a q  B H e K o T o p o ~  O6.1aCTH R "~ o 6 o 6 m ,  e n H a ~  

~0yHKn,H~ n t/(X) ~ D x. Toraa  no~ aeBt,IM MyabTnn.an~:aTHBm,~M nponaBe~tem, leM T c tt non~Ma- 
eTCq o603HaqaeMa~ ~epe3 t / (T)  H onpe~eae~na~ ~ R 2 Tai<a~ 0606m, enna~, c]~yHRIIH~, wro 

(u) T(~) = T[u(x), ~f (Y)I (~o (y) ~D: ) .  

aHa,~ornqHO onpe~en~eTc~ npaBoe MyabTnnanffaTHBROe nponaBe~e~e .  

O n p e ~ e  a e n n e 2. Flyc,~ T onpeaeaenna~ B ne~oTopofi o6aacTn R" o6o6menna~ 
(pyn~u, nu, a ~ 0  u fl ~ 0  am6s~e qncaa. Toraa  T,~:,:+~3,j. eCTh onpeaeaenna~ B R 2 cneaymmn~ 
o6paaoM 0606LRe~Ha~ ~t)yn~m~ : o)] 

1 T [ . ! ' 9  z , ~ t  Tr ,S 7 z  d z  ( ~ ( x , y ) {  D~.,~). 

Ona o6aaaaeT Te~x~ CBOfiCT~O~a, qWO 

0 T~+~!/ 
t 

0x - -  "T~x+~'~ " 

O n p e ~ e a e n H e 3. Onpeaeaenu~ie B R ~ o6o6me.uHe  r SI . . . .  , S, ua3~sa -  
mTC~ neaaBncma~i~n, ec,~n cytReCTByeT T a R a ~  9~ ~ D ,  qTO 

det SI':(~ ) ,;:=o . . . . . . .  1 ( ,, , o .  

O n p e ~ e a e ~ u e  4. Ilycw~ S n T onpeaeae~n~e  ~ R* o6o6me~H~e ~t3yH~m~H. 
HX np~,x~a~ cyMMa eCT~ onpe~eaenna~ ~ R e u o6oauaqenna~ qepea S 4- T Ta~a~ onpeae -  
aenna~ r ~TO 

[+C ] f+C l (S -~ T) (el) --- S ~o (x, y) dy  q- T o 2 (x, y) dx  (~ (x, y) ~ O~:,.).. 

HMeeT ~eCTO paBeuc~no 

o ~ ( s  4 T) = 0. 
Ox Oy 

0 n p e ~ e ~ e n n e 5. I1ycT~ G~.~ ~ D,v ecx~ MHO>ReCTBO ~yn~ni~ ,  onopbi KOTOp~IX 
npnna~3e~aT ~no:~eCTBy, ~onoannTea~no~y i< OC~M Koop,~u~aT, EcaH T neKoTopau 
o6o6u~en~a~ ~t)yH~im~ na R ~, n~ nee npoIaaBO/I~TCg~ o6o6me~na~ c[~yn~n,u~ 77~ v Ha R ~ Ta~, 
qTO 

+oo 

I/[MeIOT ,',~eCTO c,'m,~ymmHe COOTHOIIIeHI~Igl : 

0 Tw 0 T,!, 
T' n x T~!/. 0 x - -  y '~/ Oy 

9* 
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I4cno,~bgy~ npe;I~ayIaHe onpe;~e,~eHH~, pa6oTa u KauecTBe nptIMepa ~ccae~yeT 
cae~y~omue ypaBHe,u~ : 

,,%,, = xY,,, 

r;:],e f ,  X, v ~ Y.~. ne~.~3BeCTa~e O6061~eHH~le cl~yHKi~m,n MeTo;~oa np~,~Beaem~ K CnCTe,,,~e 
~H0~c[~epeH~,ra.,abHb:~x ypaBHeHm.i pa6oTa ,~o~aas~BaeT, ~TO ~:a~r o6o6meHHa~ rl)ym.:m~. 
pema~ou~a~ OTO ypa~.eH.e, ~O>~r 6SITS OTO~aecw~ae~a c 6ec~o~e~.o .~M~t~epe.m.~pyet~oi, i 

Ka~Aoe pemeH~e g ~TOrO ypaBUeHHYr No)KeT 6MTb OTO~ReCTBJ]eHo C 6ec~oHeuuo ~.cM)epe~,- 
tmpyeMoii o6b~u,oii ~by.~m~eli. 

3 ~ J~"~t~ -[- J~" u - 2f  7(. g 

-rmo~e ,neew "ro,~b~o peLueHue, COOTBeTCT~ymmee 6ec~o~euuo aHct~rl~epe.uupyet~o~ ~t~y~a.H. 
PemeH~g ypa~uem~ 

4~ f w  X ~ X ,  "X Y," 
�9 

ec;ii.i Fix IlCKaTB cpeaH 0606ILIeHHBIX ~tlytil4R.~], onopa KOTOpBIx n p n H a ~ a e ~ H w  NHo:~ecTBy, 

~OrlO;IHliTe,~bHONy K OC71N t(oopg~HHaT, TalOKe NOFyT 6BITB OTO)KAeCTBjIeHBI C 06BIHHB1M~{ 

6ecKoueu,o AHcl~(]~epe,m~pyeMh~MH ~]IyHI~III,I;L~IH. 


