UBER EINE LOSUNGSMETHODE
GEWISSER FUNKTIONALGLEICHUNGEN

Von

I. FENYO (Budapest)
(Vorgelegt von A. Rinv)

Jiingst hat J. Aczel' eine allgemeine Methode zur Losung gewisser
Funktionalgleichungen mitgeteilt, welche die Losung einer sehr weiten Klasse
von Gleichungen liefert. Aufier dieser verfiigen wir auch iiber eine andere all-
gemeine Methode, die im wesentlichen darin besteht, daf durch Bildung
geeigneter partieller Ableitungen die Funktionalgleichung in eine Differential-
gleichung oder in ein Differentialgleichungssystem iibergefiihrt wird. Diese
Methode ist in den meisten Fillen sehr einfach, sie kann aber bloB dann
beniifzt werden, wenn wir die Funktionalgleichung in der Klasse der genii-
gend oft differenzierbaren Funktionen suchen, und die in der zu lésenden
Gleichung auftretenden gegebenen Funktionen auch geniigend oft differenzier-
bar sind.

Das Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen, daf mittels der Theorie der Dis-
tributionen die Methode der Uberfiihrung von Funktionalgleichungen in Dif-
ferentialgleichungen unter duflerst geringen Voraussetzungen leicht durchfiihrbar
ist. Wir werden im allgemeinen gar nicht die Funktionenlosungen, sondern
_die Distributionenlosungen der Funktionalgleichung bestimmen. Wollen wir
doch von Funktionenlosungen sprechen, so erhalten wir die Existenz der
Losung in der Klasse der integrierbaren Funktionen.

Im folgenden werden wir die einfachsten Tatsachen der Distributionen-
theorie in der durch L. SCHWARTZ ausgearbeiteten Form beniitzen. ‘Auch die
Bezeichnungen und die Nomenklatur sind diejenigen, welche L. SCHwARTZ
in seiner Monographie (Théorie des Distributions. 1 (Paris, 1950), Il (Paris,
1951)) eingefiihrt hat.”

Wir schicken einige Begriffe und Definitionen voraus.

1 J. Aczér, Grundrifi einer aligemeinen Behandiung von einigen Funktionalgieichungs-
typen, Publ. Math. Debrecen, 3 (1953}, S. 119—132.

2 Im folgenden wollen wir dieses Werk unter der Bezeichnung L. Scu. I bzw. L.
Scu. 1l zitieren.
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§ 1

DefFINITION 1. Es sei T eine beliebige, in einem Bereich von A* defi-
nierte Distribution und u (x) € D.. eine festgehaltene Funktion. Wir werden unter
inksseitigem multiplikativem Produkt von u und T eine in R' definierte und mit
(u) T bezeichnete Distribution verstehen, welche folgendermafien definiert ist:
(1.1 @T()=Tu@eM (D).

Daf (u)7 wahrlich eine Distribution ist, ist trivial.

Ganz analog definieren wir das rechifsseitige multiplikative Produkt vor
T mit einer beliebigen Funktion +(y) aus der Funktionenklasse D,.

Im besonderen Fall, wenn 7 das direkte Produkt von R und § ist (wo
R und S Distributionen in R' sind), ist das linksseitige multiplikative Pro-
dukt von ¢(x)€D, und R X S die folgende Distribution:

(1.2) (MR AXS=R(»)-S.
Sie ist also die Distribution S multipliziert mit der Zahl R(v).

DEFINITION 2. Es sei T eine Distribution in einem Bereich von R', «
und g sind reelle oder komplexe, von Null verschiedene Zahten. Unter Ta. 4 p,
wollen wir folgende, in R’ definierte Distribution verstehen:

ERS) Rl
Taq-ﬂs;/((f):ﬁ"lT[ ‘ ¢(z;8 ' t—ap'2) dz} —e T[ ' gle t—pe 'z Z)dZE
(1.3) (9(x, )€ D.).

Wenn ¢¢€D,,, so ist ¥(t)= | ¢ (2; 8t — a3 2)dz € D;, und konvergiert

die Folge ¢;(x,y) nebst allen o;)Jartiellen Ableitungen gleichmifiig gegen O,
so konvergiert auch die Folge ,;(#) nebst allen Ableitungen gleichmalliig ge-
gen 0. Daraus folgt, daf das unter (1.3) definierte lineare und homogene
Funktional wahrlich eine Distribution ist. Ist der Trager von 7 der Bereich
W, so ist der Trager von T,..p, die durch die Relation ex 4 gy €M defi-
nierte Menge.’ :

Wir bilden die partiellen Ableitungen von Te.i,:

+o
f) Ta r 3y 0 (P -1 [ (7 -1 a1
Tix () = — Tarpy i:‘— ——c' T ,} ax gle t—pe z; 2)dz | —

dx
(1.4) o

e et — etz
= T[dl‘ ] g(et—paz; 2)dz

-

= Touip,() (p € Duy)-

3 Im  Spezialfall, wenn T(f)-= (f(x)a(x)dx ist, so ist Teripy(g(x, y))=
= ‘ ‘ @ (x, y) alax —3yydxdy.
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Ebenso erhalten wir die folgende Relation:

8 Tarip, s
(1. 5) —C,);Jﬂ“ = P L arify-
Ist ¢ =g3=1bzw. ¢=1, 3=—1, so wird aus (1. 4) und (1.5)
d r7'+}/ . d TH—]/ d T,-ﬂ‘/ . 7, T'r,‘]/
(1. 6) ix 4y und X = T

DerINITION 3. Wir betrachten die Distributionen 81, S, ..., S, als linéar
unabhéngig, falls es eine Funktion ¢ € D gibt, so daff die mit ihr gebildete
», Wronskische Determinante® von Null verschieden ist, d.h

Sig)  Sulp)... Sulp) |

!

Silg)  Si(p)... Sie)

1.7 D .
' SU ) SEg) .. SU T g)

DeFINITION 4. Es seien S und T zwei, in einem Bereich von R' defi-
nierte Distributionen. lhre direkte Summe ist eine in R* definierte und mit

S ° T bezeichnete Distribution folgendermafien definiert:

T +

a9 ©3n0=3| {swnn| ¢ 7| [eena] @,

Es bedarf keines Beweises, dali das unter (1. 8), im Funktionenraum D., de-
finierte lineare und homogene Funktional eine Distribution ist. Sie besitzt
folgende Eigenschaft:

HS=T)

(1.9) ixay 0
BEWEIS.
"+ i +o ’
WD ()= sy 2) = —s| [ 2Zay|— 7| [ 17 ay|=
o 0= = (e =s| | ey 1) | G|
—_—S j %a’y (([(x,y)GD-’"u))
denn h
T deg - T
7y =y (o NIZTE=0.

-

4 Existieren n Zahlen so, daB ¢ S; 4 ¢,S;-... +¢,S,=0 (mindestens ein ¢;=0)
ist, so ist die Determinante (1.7) gewif gleich 0 und umgekehrt. Ob die Giiltigkeit der
Relation (1.7) notwendig fiir die lineare Unabhingigkeit der Distributionen (im Sinn
¢S+ ... +¢,5,=8==0) ist, ist eine offene Frage.
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Die rechte Seite ist aber unabhdngig von y,” und deshalb ist die Be-
hauptung (1.9) richtig.

DerINtTON 5. Betrachten wir diejenigen, zur Funktionenklasse D,, geho-
renden Funktionen, deren Trager keinen gemeinsamen Punkt mit der X und V'
Achse haben. Die Klasse dieser Funktionen sei mit G., bezeichnet. Es
ist G.,<D,,. Betrachten wir die in einem Bereich von R’ definierte Distribu-
tion 7. Wir bilden aus ihr folgende, durch T,, bezeichnete und in B* be-
stimmte Distribution folgendermafien:

"+

Ty ((f) = T[ 'A

e

Rl

‘ g(u?, yudu

el

g (u, tuHudu

=—T
(1. 10) |
(g(x, 1) €G.,).

00 s

Die Funktion ( g, tutyu'tdu (und auch ( p(ult, u)a‘ldzz) gehort gewill

der Funktionenklasse D;, daher ist (1. 10) eine Distribution. Wir werden fol-
gende Eigenschaften dieser Distribution beniitzen :

8T, , 8 Toy ,
(1.1 7;’— ==y Ty und ——a—j)'—:x}”f,/.

Um dies einzusehen, haben wir einerseits:

Tt fs2)1| | erlt slova 7

B e

d -1
J E‘W” , inydu

—@

-

(‘[‘(x; J’) € G-r!/) .
Anderseits ist

YT (¢)=TI, [, )y]=—T"

+20 i
( g (fu', m)u zz'lduJ =

+

-1
i g(tu ,u)duJ,

-

und damit ist unsere Behauptung bewiesen. Die zweite Identitat von (1. 11)
kann man in analoger Weise verifizieren.

DEeFINITION 6. Es sei T wieder eine Distribution in R' und ¢« eine be-
liebige, von O verschiedene reelle oder komplexe Zahl. Unter der Kontraktion

5 L. Scu. I, S. 55.
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von der Grife « der Distribution T verstehen wir eine mit x, 7 bezeichnete
Distribution R', deren Definition die folgende ist:

(1.12) 2 T(@) =" Tlg(te")]  (p(t)€ D).
Die Ableitung von .7 146t sich folgendermafien bilden:
{1.13) (e TY ==an. T'.

Das ist fast seibstverstandig, denn gilt ¢ € D, so haben wir
(aT) (9) = — (#T) (g) = — e Tg ()] = T [y (e ] = (2 T') ().

§ 2

Als erstes Beispiel sei folgende, durch T. Levi-CiviTA® und P. STACKEL’
geloste Funktionalgleichung diskutiert:

@1) f 9= X V0),

wo f, X,, Y, unbekannte Funktionen sind. Diese Gleichung wurde von LEVI-
Civita und STACKEL unter Voraussetzung der Differenzierbarkeit dieser gelost.
Wir wollen jetzt /, X, Y, als unbekannfe Distributionen auffassen, und statt-
(2. 1) folgende Distributionengleichung betrachten:

(2.2) fr= > X, XY,.
=1

Setzen wir voraus, daB die Y, linear unabhadngig sind. Derivieren wir beide
Seiten von (2.2), so erhalten wir gemdf einem Satz von L. SCHWARTZ
af,rw/ Sﬁﬁ ) . ¢ z+y S .
= » XY, und —eiE = > XL XY
ix =0T 9y ‘>j o
Daraus folgt aber wegen (1.6):

7 1

N ! W
DX K Y= 2 X, XY
= 1

Differenzieren wir diese Gleichung (n—1)-mal, so erhalten wir folgendes
(leichungssystem =

(2.3) DX R Y= X, x Yy (p=0,1,2,..., n—1).
=1 »=1

6 T. Levi-Civrra, Sulla funzioni che ammettono una formula d’addizione del tipo
f(x %y):z X, ()Y, (y), Atti della Reale Acc. dei Lincej, 22 (1913), S. 181183,
T

7 P. Sticker, Sulla equazione funzionale, Atfi della Reale Acc. dei Lincei, 22 (1913),
S. 392393,
8 L. Scu. I, S. 111, Théoréme VIL
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Es sei nun die Funktion v,(y) € D, so gewahlt, dafl die ,Wronskische De-
terminante“ von Null verschieden ist (siehe Definition 3 und (1.7)). Bilden
wir das rechtsseitige multiplikative Produkt beider Seiten von (2.3) mit
Po(p), so gelangen wir gemif (1.2) zum folgenden Differentialgleichungs-
system :

2V @)X = 2V X (p=0,1,2,..., n—1).
Y= qre-

Wegen der Voraussetzung iiber die Y, und i, ist dieses System mit dem
folgenden &dquivalent:

K3

(2. 4) XL/:ZAH;X/; (i=1,2,...,n).

f==1
Die Koeffizienten A, sind reelle oder komplexe Zahlen. Dieses Gleichungs—
system hat bekanntlich’ keine andere Losung als unendlich oft differenzier-
-bare Funktionen. Ebenso kann man beweisen, daB auch die Y, nur Funk-
tionen sein konnen. Dann muff aber wegen (2.2) auch f..,, folglich
auch f eine unendlich oft differenzierbare Funktion sein. Nach Feststellung
dieser Tatsache kann man dem Verfahren von LEVI-CIvITA oder von STACKEL.
folgen, und die Losungsfunktionen — unter anderen — durch Losung von
(2. 4) bestimmen.
Die klassische Funktionalgleichung

(2.5) Loy =FXf
ist Spezialfall von (2. 2). Sie hat nach unserem Satz keine anderen Losungen
als Funktionen.

Ein weiterer Spezialfall von (2. 2) ist das folgende Funktionalgleichungs-
system, welches von OsGooD" untersucht wurde:

SEEN=SECH+CH)SH), Cx+p)=CHECEH—SX)SH.
OsGooD behauptete, dall die allgemeinen Losungen im Bereich der stetigen
Funktionen die folgenden Funktionen sind : S (x) =e"sinu x, C(x)=e" cospx.
Auch im Bereich der Distributionen liefern obige Funktionen die allgemeine
Losung des Systems.

B. KERekJARTO stellte die Frage:" welche stetigen Losungen besitzt fol-
gendes Gleichungssystem:

Fa(x+ ) =fu(@) [ (V) + F2(X) 2 (),

Ju(x+ )= Fi () fu(P) -+ () Lo (),

Ja(x+ ) =1u(X) fa () + f(X) 12 (D),

Fo(x—+¥) = fu () fi(3) + f2(X) f2 ()
o L. Scu. 1, S. 139,

10 W. T. Oscoon, Lehirbuch der Funktionentheorie. I (1912), S. 582.
1 B. Kerexjirto, Aufgabe 4, Mat. Fiz. Lapok, 48 (1941), S. 369.
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F. KArTESzI und F. ZIGANY™ bewiesen, dah die Losung des Kerékjartoschen
Systems auf die Losung des Osgoodschen Systems und auf die Losung der
Funktionalgleichungen (2.5), (1. 3) (¢,= e,=1) zuriickgefithrt werden kann.
Da aber diese als aligemeinste Distributionenldsung unendlich oft differen-
zierbare Funktionen besitzen, so kann das Kerékjartosche System auch keine
anderen Losungen haben.

§3
Als zweites Beispiel betrachten wir die folgende Funktionalgleichung :

3. 1) flex+ ay) = X(x)+ Y(p).
Diese. enthilt als Spezialfall die von J. AcziL™ geloste Funktionalgleichung,
falls X=3,f(x)+p(x) und Y= 5,/(y)+p(y) 4-po ist.
Wir bilden statt (3. 1) die Distributionen-Funktionalgleichung
(3' 2) fal‘r—#a/,!/ = X :]‘— y
Wir erhalten nach (1.4) und (1. 8):
ey foaray == X'

Diese ist aber von y unabhingig. In ganz dhnlicher Weise ist die Distribu-
Hon i, va, Wegen

azfo;m 2 Y’

auch von y unabhingig, d. h. fi..«, ist mit einer Konstante identisch. Daraus
folgt, dali auch f’ eine Konstante ist. Denn hat die Funktion v/(#) € D die Form
+m

’ @' t—ei @25 2)dz, so liefert f wegen (1.3) immer denselben Wert. Ist

w (€ D) nicht von der geschilderten Form, dann kann man immer eine Folge
von Funktionen v, ¢, . .., ¥.... (¥, € D) finden," deren Glieder vom Faltungs-
typus, also in angegebener Form schreibbar sind und deren gleichmaBiger
Limes ¢ ist. Fiir jedes Glied dieser Folge gibt f denselben Wert; da f ein
stetiges Funktional ist, liefert es auch fiir v diesen gemeinen Wert.

Nun ist f* eine Konstante, und daher f eine Funktion von der Form
.ax-b. Es sind nun X’ und Y’ auch Konstanten, also X und Y lineare
Funktionen.

12 F. Kérreszt und F. Ziciny, Losung der Aufgabe 4, Mat. Fiz. Lapok, 49 (1942),
S. 292—-296.

13 ]. Aczér, Uber eine Klasse von Funktionalgleichungen, Comm. Math. Helv., 21
-(1948), S. 247—252.
B L. Scn. I, 8. 22, Théoréme 1.
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In analoger Weise kann man die Funktionalgleichung

(3.3) fex+8y+y)y=ef(x)+3f)+v

losen, welche in der Losungsmethode der allgemeineren Gleichung

flex+8y+4-7) = PLf(x), f)]
eine wichtige Rolle spielt, denn sie kann auf (3. 3) zuriickgefiihrt werden (&
ist eine stetige, in beiden Argumenten streng monotone Funktion).”
Noch allgemeiner ist die folgende Gleichung:

Aex+8y+7)=X(x)+Y)
wo f, X und Y unbekannte Funktionen sind. Die entsprechende Distributionen-
gleichung lautet folgendermafien:*
‘ Ty fasipy =X - Y.
Die Losungsmethode dieser ist die wortliche Wiederholung des vorigen Losungs—
prozesses. . '

Etwas schneller gelangen wir zum Ziel, falls wir nicht die Distributionen~
losungen, sondern die integrierbaren Funktionenlosungen von (3.1) suchen.
Die zu den Funktionen f(f) und X (x) gehorigen Distributionen seien f und
X, y sei ein beliebiger festgehaltener Wert. Dann kann man statt (3. 1) fol-

gendes schreiben:
Tay (e, f)= X+ Y (5).
Bilden wir an beiden Seiten die Distributionenableitung:
Tay(#a [ — X'

Die rechte Seite hdngt von y nicht ab, d. h. ist (x. f)” gegen jede Transla-
tion invariant, also ist sie eine Konstante.” Das ist gemiB Definition 6 damit
gleichbedeutend, dafl f* auch eine Konstante ist. Damit ist alles erledigt.

§ 4
Die von G. vaAN DER LYN" geloste Funktionalgleichung lautet folgender-
mafien : :

@ 1) Jx49) + (=) = 2f(x)g (¥).

15 [. Aczer, Sur une équation fonctionnelle, Publ. de I'Inst. Math. de I’Ac. Serbe des
Sciences, 2 (1948), S. 257—262.

16 ¢ ist der Translationsoperator. Siehe L. Scu. I, S. 55.

17 L. Scu. I, S. 56.

18 Q. van pEr Lyn, Sur Péquation fonctionnelle f(x+y) -+ f(x—y)=2f(x)g()),
Mathematica (Cluj), 16 (1939), S. 91—96. — Bemerkung bei der Korrektur. Herr Aczir
machte mich aufmerksam, daB diese Funktionalgleichung nicht von G. van per Lyn, sondern.
von W. H. Wuson (Bull. Amer. Math. Soc., 26 {(1920), S. 300—312) zuerst behandelt wurde..
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Die entsprechende Distributionengleichung ist

(4.2) Jory +foy=2f X g
(siehe Definition 2). Aus ihr folgt wegen (1.4) und (1.5)

0fesy | 0fu-y ,
(4. 3) 0 4 Xx 2 %8,
afa:+u af'c—u ’
LA L A Y NG 1
4. 4) 3y T4y 2fXg

Durch Addition und Substraktion von (4. 3) und (4.4) erhalten wir wegen
(1. 6) folgendes Gleichungssystem :

(4. 5) 0{;“;” —=f'Xg+fxg,
(4.6) Wes gty

Nun sei ¢(x) € D, eine Funktlon, fir welche f(¢) = 0. Wir halten sie fest
und bilden das linksseitige multiplikative Produkt von (4.5) und (4.6) mit

4.7 (==~ af r=f(p)g+He)e’,
(4.9) (#) —%— ~ 1 @1 @)e"

Nun bilden wir die ,zum Nullpunkt symmetrischen Distributionen“ der im
(4. 8) betrachteten Distributionen:®

(4.9) L = re—19k

Es is leicht einzusehen, daf

Denn ist w(y)€ D,, so ist wegen der Definition der Operation  fol-
gendes giiltig:

0o af, ; , .

(9) f Yew ) Lo Gy =g [ 4 (u)¢[~(u—z)1du}:

. —

"+ 1

| ¢ @v—au |05

ﬁfl

=f ().

19 L. Scu. I, S. 23



392 L FENYS

Schreiben wir also statt (4.9)
j T, 7 v, *,;’

(1) e p () g —f)E
Das gibt aber mit (4. 7) folgendes:

)@ +8)+F (1) (g—&) 0.
Bemerken wir nun: falls v(y) € D, so ist

§(p) =g (1) =—g((¥)) =g() =~ (& W),

also g = —(g)'; dadurch gelangen wir zur Differentialgleichung

Flg)g—8) + 1 (g)(g—£&)—=0.
Das ist in /== g—g eine homogene Gleichung, welche keine anderen Lo-
sungen als Funktionen hat. Nun ist g eine beliebig oft differenzierbare Funk-
tion und wegen (4.7) auch f eine solche Funktion. Das bedeutet, daf die

betrachtete Gleichung keine anderen Losungen als die von VAN DER LYN ange-
gebene besitzt.

§5

Zum Schluf§ betrachten wir die Gleichung

(5.1) ) =2 XY 0).
Ihr entspricht -die folgende Distributionen-Funktionalgleichung:
foy=22 X, X Y,,
=1

wo f, X,, Y, unbekannte Distributionen sind. Wir setzen voraus, daff die
Distributionen Y, unabhdngig sind. Wegen (1. 11) haben wir

3

Vi :ZAX/ XY, und xfly= Z X XYy
=

=1

Bilden wir das multiplikative Produkt der ersten Gleichung mit x, der zweiten
mit y, so ist

D xXIXY, =X, Xy Y.
=1 7=l
‘Wir derivieren beide Seiten nach y (n—1)-mal:

X2 XX YO=" X, X (pY4yVY™y  (p==0,1,2,..., n—1).
grz]) ry=1 .
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‘Wihlen wir ¢ (y) € D, so, daf die ,Wronskische Determinante“ der Y, nicht
verschwinde. So erhalten wir folgendes Differentialgleichungssystem:

k3

x 2 VP Xy =2 [p VP (W) + VI ()] X,
r=1 . .

=1

Wegen der Voraussetzung iiber die Y, ist dieses mit dem folgenden
Aquivalent:

(5.2) x Xi=2> AnX, (i=1,2,...,1n).
»=1

Dieses Gleichungssystem besitzt, wie bekannt, wegen der singuldren Stelle
x==0 nicht nur Funktionen, sondern auch Distributionen als Losungen.”
Diese Distributionenlosungen konnen wir aber meiden. Denn beschranken
wir den Definitionsbereich der unbekannten Distributionen auf einen solchen,
fiir welchen x==0, so ist (5. 2) ein homogenes Differentialgleichungssystem
ohne singuldre Stelle, die Koeffizienten der X, sind unendlich oft differen-
zierbare Funktionen. Will man sie aber fortsetzen in solche Bereiche, welche
Punkte der Koordinatenachsen enthaltén, so treten solche Distributionen auf,
welche die Derivierten der Dirac d oder die ,partie fini“ von Hadamard
gewisser Funktionen enthalten. Diese verschwinden in geniigend ,schmalen®,
mit den Achsen gemeinsame Punkte besitzenden Bereichen; denn f,, ist nur
fiir die Funktionen G., bestimmt, sie verschwinden aber in diesen Bereichen.

Ebenso gewinnt man, daf die ¥, auch nur unendlich oft differenzier-
bare Funktionen sein konnen, und daher ist f auch eine solche Funktion.
Damit ist alles erledigt.

Ist =1 und suchen wir die integrierbaren Funktionenlosungen der
Gleichung

{5.3) Jxy)=XX)YO),

so konnen wir wieder etwas kiirzer zum Ziel gelangen. y sei ein beliebiger
Parameter (y=£0), f und X seien die zu den Funktionen f(f) und X(x) ge-
horigen Distributionen. So 146t sich (5. 3) auch folgenderweise schreiben:

. xz/f: Y(y)X
Daraus folgt (siehe (1.13))

y-2,f () =Y () X(g) (p€ D.)
oder

Y o oein g
W‘uf (p) = X(¢),

2 L. Scn. 1, 8. 130.

9 Acta Mathematica VII;3—4
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vorausgesetzt, dai Y(y)==0 ist. Nun ist die rechte Seite dieser Gleichung

von y unabhdngig, d. h. /' gegen die Transformation —=—-x, invariant. Dar-

Y()

LA ’:*1 ’ ¥ /___}i(}’)
voyel Tvay o =y T

aus folgt

Nach Definition 6 und einem Satz von L. ScHwaARTZ” ist aber y-x,f(¢) un-
endlich oft differenzierbar nach y in jedem Intervall, wo y nicht verschwindet.
Das ist nur so moglich, falls ¥(y) auch eine solche Funktion ist. Damit ist
das Problem gelost. :

Hier wurde vorausgesetzt, dafi Y(1)==0 ist. Falls Y(1)=0 ist, so
ergibt sich aus (5. 3) f(x)_O In diesem Fall gewinnen wir also blof die
triviale Losung.

Unsere zusammenfassende Behauptung ist also, da die von uns be-
trachteten Funktionalgleichungen blofi durch mit unendlich oft differenzierbaren
Funktionen identische Distributionen befriedigt werden konnen.”

(Eingegangen am 8. Mdrz 1956.)

21 L. Scu. [, S. 104, Théoréme V.

22 Nachirdgliche Bemerkung. Manche hier behandelte Funktionalgleichungen kénnen
durch geeignete Veradnderlichentransformationen in einfachere und schon friiher behandelte
Gleichungen iiberfithrt werden. Unser Ziel war aber, die Anwendungsart der Methode zu
ilfustrieren.
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OB OIHOM METOJE PELIEHHUS ®YHKUMOHAIBHBIX YPABHEHUI

U. ®enné (byranewr)

(Peswome)

Llear paGoThi—npumeHenne 06o6uienHbix Gynkuuid JI. HIBapuna k peweduio (hyHk-
IMOHAIbHBIX ypapHeHnil. OCHOBHBIE ONpefeneHna U 0003HAUCHNS COBNIAAAIOT C TEMH, KOTOPLIE
npumensa JI. HIsapun B ceoeil uasectHoii moHorpadun. Mcxogs u3 Hux, paGora jaer
CEYIOHHE Onpee/ieHus &

Onpepenenune I. Ilycre T onpepenednas 8 Hekoropoit obnactn R2 o606weHHas
pyexups 1 u(x)€D,. Torpa nop AeBLIM MyJbTANIMKATHBHBIM IponssenennemM T ¢ ¥ noHnMa-
ercst obosnadaenvas depes u(7T) w onpegenennas B R? Takasg o0600wieHHas QYHKUMS, 4TO

(1) T(g) = Tlu(x), p(M] (p(MED,).
AH&0THYHO ONPENEHSETCS NPABOE MYJbTHINIMKATUBHOE HPOH3BEJCHHUE.

Onpepgensenune 2. Ilycts T ompenenensas B HEKOTOPOH oGaacTi R2 060o6uiennast
pynxupst, ¢ =0 1 8 +0 mobsie uucna. Toraa 7, watgy- CCTh OTPENENEHHAS B R? caepyronum
06pa3om 0600wEeHHas PyHKIuS |

-t
1 * 1 a
Towis @) =5 T [ [ o[z t—52) dz] (P(x,9)€D,,).

Ona o6aapaet TeMm CBOACTBOM, 4TO

0 T Tantfy T
ox  “lawvipy
Onpepenenne 3. Onpegenenneie B R1 oGodmennsie gyuxnun Sp, ..., S, Hassa-
JOTCSl HEe3aBHCUMBbIME, €CJ1H CYIIECTByeT Takast ¢ € D, uto
Ep) =0 e el
det (S{@))i=y i+ 0.

Onpepeaeunne 4 Ilycte S m T onpenenennsie B8 K1 oGo0wenssie  dyHxunm,
Mx npsimast cymMa ecTh onpejejlensas B R2 u oOossavenHast uepes S T rtaxas onpepe-
nenHast QyHKUpA, yTO

+o +oo
S+ T =S$ [ | o) dy}v T[ R dx] (p(x, 1) €D,,).
-0 -0
Vimeer MECTO PaBEHCTBO
RS+
axay
Onpenenenne 5 Hycrs G, C D, eCrb MHOKECTBO (PYHKUMHA, ONOPH KOTOPBIX
IPUHANJEIKAT  MHOXECTBY, MAONOMHMTEIBHOMY K OCam koopaunar. Ecmm 7T sexotopas
o6obueHnas pyskuus Ha R1, 3 Hee DPOM3BOAMTCSH 06001eHHast PyHKupS T,, na R? Tax,
HTO

+1ED B
Tm):T[ [ w(u%)‘—du] (r(x D EGC,,).

u
VimeroT mMecTo ciegyroliue COOTHOUIEHHS :
ol aT

ay Yy

ax yT“/ 3! W:xTéy‘

g
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Mcnonbayst npedsiayumine  onpefencenns, padoTa B "KA4eCcTBE NPHMEPA  HCCaeRyer
Crenywoue ypaBHeHus ’

e
1° f»m/ . 2 X, XY,
r=1
rae f, X, u Y, neussecTHpie 000GuienHnbie (yHKuun. MeTOROM TnpuBefeHdss K cucteme
nudpepeHuuanbHBIX YPABHCHUM padoTa [OKasklBaeT, YTO Kakaash OGOOLIeHHAsT (PYHKUuS,
pelanuasd 3To0 yparHeHue, MOKET OBbiTh OTOKZECTBIeHA C GeckoHedHO autdepeHunpyemoi
OObIHON (yHKIMeENT.
2° XLV
Kaswpoe peluenne u aT0r0 ypasHeHHsi MOKET ObITh OTOKAECTBIEHO C GecKoHewHO audiepen-
uupyemoit o6siaHon (pynxUuet.

vty T

3° f'rﬁ/ +fl:—g/ =2f g

TAKKE HMEET TONbKO PeIleHHe, COOTBEeTCTEYIoLiee OeckoHeuno nuddeperunpyemonn dhyHkuuy.
Pewennsi ypassenud

"
Wl

4 f-r.l/:z./ Xy XY,
y1
€CIM MX HCKaTh Cpefr OOOOLICHHBIX (WYHKUMEl, OMOPa KOTOPHIX NPHHAZACIHKHT MHOMECTBY,
OTOIHHTEIBHOMY K OCHM KOOPJHMHAT, TAKKe MOUYT OBITh OTOXKAECTBJIEHBI C OOBIUYHBIMH
HeCKOHEeYHO An(depeHUUPYeMhIMI QYHKUHIMI,



