
DIE HOLOMORPHENTHEORIE FI]R GRUPPEN UND RINGE 

Yon 
LADISLAUS RI~DE1 (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 

w 1. Einleitung 

Die verschiedenen Zweige der Algebra haben sich mehr oder weniger 
voneinander unabh~ingig entwickelt und eine zielbewugte T~itigkeit zur Ver- 
einheitlichung der begrifflich zusammengeh6renden Teile ist erst in der neu- 
eren Zeit::bemerkbar, aber man hat i n  dieser Beziehung gewig noch vieles 
zu tun. Ein wichtiges Mittel dieser Vereinheitlichung besteht im Ausbau von 
analogen Theorien auf den verschiedenen Forschungsgebieten. 

In unserer Arbeit wird es sich um eine neue gruppen-ringtheoretische 
Analogie handeln, die zwischen der schon fertigen Holomorphentheorie fiir 
Gruppen und ether erst hier aufzustellenden Holomorphentheorie fiir Ringe 
besteht. Dabei verstehen wit unter ,,Holomorphentheorie ftir Gruppen" den- 
jenigen Teil der Gruppentheorie, der sich vor allem auf die zwei, bekannt- 
lich eng zusammenh~ingenden Begriffe ,,charakteristische Untergruppen" und 
,Hotomorph" ether Gruppe, ferner auf den mit diesen ebenfalls eng zusam- 
menh~ingenden Begriff ,,vollst~indige Gruppe" bezieht. Entsprechend werden 
auch in der ,,Holomorphentheorie" ftir Ringe die drei analogen Begriffe auf- 
treten. Die ersten zwei dieser Begriffe werden wir ~hnlichcharakteristische Unter- 
ringe bzw. Holomorphe ~ eines Ringes nennen (ihre Definition erfolgt sp~iter). 
Es wird eine l]berraschung, daI5 als zum dritten der erw~ihnten gruppentheo- 
retischen Begriffe, n~imlich zur ,,vollst~indigen Gruppe" analoger ringtheore- 
tischer Begriff der ,,Ring mit Einselement" auftreten wird.-' 

1 Die Mehrzahl ,Holomorphe" ist kein Druckfehter! Es wird sicll n~imlich heraus- 
s.tel-ten,~daB ein Ring'im Gegensatz zur Einzigkeit des Holomorphes einer Gruppe im all- 
gemeinen mehrere Hotomorphe hat. Diese Mehrheit l i e g t -  wie wit sehen w e r d e n -  
v611ig in tier Natur und ist etwa dem Umstand zuzuschreiben, dal3 der Begriff des Ringes 
mehr zusammengesetzt ist als der der Gruppe. 

2 DiePinge mit Einselement haben yon jeher eine bevorzugte Rolle unter allen 
Ringen gespielt (z. B. in der Teilbarkeitslehre, Idealtheorie , linearen Algebra usw.). Freilich 
findet diese Bevorzugung eine formale Erkl~irung im Umstand, dab die Anwesenheit des 
Einselementes betr~ichtliche rechnerische Vereinfachungen nach sich zieht. Demgegentiber 
erblicken wir in tier obigen Analogie sozusagen den inneren Grund ftir die bevorzugte 
Stellung der Ringe mit Einselement. Diese sollten wir fortan eigentlich auch ,,vollst~indige 
Ringe" nennen, was wir trotzdem nicht tun werden, raten abet dem Leser, tiberall statt 
,,Ring mit Einselement" auch ,,vollst~indigen Ring" zu verstehen. 
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Gleich wollen wir noch folgendes erw~ihnen. Bekanntlich spielen in allen 
Teilen der Algebra gewisse Abbi!dungen, n~imlich der Homo-, Iso-, Auto-, 
Endo-, Meromorphismus, eine Ffihrerrolle. Als ein wichtiges Ergebnis unserer 
Untersuchungen wird sich zu diesen ftinf Begriffen (ausschliel31ich flip Ringe) 
ein sechster, •icht minder wichtiger gesellen. Dieser wird gewisse Paare yon 
Abbildungen eines Ringes in sich bedeuten, ein solches Paar von Abbildun- 
gen werden wit einen Doppelhomothefismus nennen. Die Doppelhomothetis- 
men spielen, wie wir sehen werden, nicht nur in der Hotomorphentheorie, 
sondern auch in anderen Fragen beztiglich Ringe eine Rolle, und bilden, wie 
unglaublich das auch lautet, ein Analogon zu den Automorphismen einer 
Oruppe. 

Nachdem wit hiermit kurz fiber den Inhalt unserer Arbeit berichtet haben, 
wollen wir zur vorherigen Beleuchtung der erst im {} 2 beginnenden Unter- 
suchungen einiges fiber die Analogien zwischen gruppen- und ringtheoreti- 
schen Begriffen bemerken, a Dementsprechend kann der ttbrige Teil dieser 
etwas langen Einleitung flachtig gelesen werden. 

F und P bezeichnen durchgehend eine Oruppe bzw. einen Ring. 
P+ bezeichnet den Modul von P, d. h. den durch die Elemente yon P 

gebildeten Modul. ,, 
A . ' ,B  bezeichnet, daft A, B zwei analoge Begriffe sind, yon denen a 

gruppentheoretisch, B ringtheoretisch ist. 
Eine der wichtigsten Analogien solcher Art ist 

(1) Homomorphismus yon / ' . ' .  Homomorphismus yon P. 

Mit dieser h~ingt 

(2) Faktorgruppe yon F . ' .  Faktorring ~ yon P 

eng zusammen, da links im wesentlichen (d. 11. yon Isomorphie abgesehen) 
die samtlichen homomorphen Bilder von /7, rechts die yon P stehen. 

Kraft (2) gilt die ebenfalls sehg starke Analogie 

O) Normalteiler yon F . ' .  Ideal von P, 

da die Faktorgrulapen und Faktorringe auf bekannte Weise dutch die Nor- 
malteiler bzw. Ideale angebbar sind. 

Die Analogie 

(4) Untergruppe yon F . ' .  Unterring von P, 

ist weniger stark, da statt ihrer oft die eine oder andere der (allerdings 

:~ Es ist freilich stets eine Geschmackssache, ob man und in welchem Orade gewisse 
Begriffe als analog betrachtet. Wenn wir deshatb fiber Analogien sprechen und eventuell 

~auch ihren Grad mit ,,genau, stark, schwach" usw. bezeichnen, so soll das stets nut eine 
Au[fassung bedeuten. 

4 Wit sagen ,,Faktorring" Statt ,,Restklassenring". 
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schw~cheren) Analogien 

(5) Untergruppe von F . ' .  Untermodul von P, 

(6) Untergruppe von F . ' .  einseitiges Ideal von P 
J 

zu Kraft tritt, ferner kommt in gewissen Untersuchungen mehr die ebenfalls 
schwache Analogie 

(7) Normalteiier von F . ' .  einseitiges Ideal yon P 

(start (6)) zur Geltung. 
Dem Anschein nach ist 

(8) Automorphismus von F . ' .  Automorphismus von P 

eine ~ihnlich starke Analogie Wie (1)~ Wenn man aber (3)beachtet, und 
bedenkt, dab sich die Normalteiler yon F als die gegentiber gewissen (n~im- 
lich den inneren) Automorphismen von /7- zul~issigen Untergruppen charakte- 
risieren lassen, dagegen eine entsprechende Charakterisierung der Ideale yon 
P durch Automorphismen unm0glich ist,~' so ftihlt man sich gezwungen, d i e  
Analogie (8) abzulehnen. Eine andere ,,Schwfiche" der Analogie (8) ist, dab 
bekanntlich eine Gruppe mit mehr als zwei Elementen stets auch nichtiden- 
tische Automorphismen hat, wogegen es viele Ringe mit nur einem (dem 
identischen) Automorphismus gibt. ~ Schon aus diesem Grunde kann die 
rechte Seite von (8) nicht die ~ihnlich wichtige Rolle spielen wie die linke 
Seite, und man weif~ auch aus Erfahrungen, dab - -  im Gegensatz zur fort- 
w~hrenden Anwendung der Automorphismen in der Gruppentheorie - -  die 
Automorphismen eines Ringes sehr selten zu Wort kommen. 7 Nicht weniger 
entscheidendes gegen die Ana!ogie (8) ist endlich, dab die Automorphismen 
yon F eine Gruppe bilden, wogegen die Automorphismen yon P keinen Ring 
bilden: wegen des ersteren existiert die ,,Schreiersche Erweiterung yon F mit 
seiner vollen Automorphismengruppe", wegen des letzteren fehlt ein analoger 
Begriff far P, der ebenfalls durch P und seine volle Automorphismengruppe 
bestimmt w~ire, s 

Die inneren Automorphismen einer Gruppe haben innerhalb der Automorphismen 
eines Ringes ohne Einselement tiberhaupt keine Analoga. (Hierauf kommen wir bald'zur~ck.) 

" Z. B. hat der Ring I der ganzen Zahlen nut den identischen Automorphismus. 
Betrachten wir ferner den Polynomring I[x]. Selbst dieser hat bekanntlich unendlich viele 
Automorphismen, Und zwar lassen sich seine s~imtlichen Automorphismen durch x ~ x q-c 
und x ~ --x + c angeben (c E I). Bezeichnet aber f(x) ( ~ l[x]) ein Polynom, woftir alle 
_+f(7~- x +  c) verschieden sind, so hat der Ring f(x) I[x] offenbar nut den identis~hen 
Automorphismus. Ahnlich beschaffen ist auch der Ring {f-l(x), I[x]}.-- Wie bier so auch 
sp~iter bezeichnet {...} die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte (algebraische) 
Struktur. 

7 In (allerdings wenigen) Spezialf~illen, so vor allem ftir gewisse KSrper und Schief- 
k6rper sind jedoch die Automorphismen tiberaus wichtig, wie'z. 13. in der Theorie von 
GALOIS. Durch solche Sonderheiten wird jedoch alas oben Gesagte nicht beeinflugt. 

Diesen jetzt noch fehlenden analogen Begriff werden wir sp~iter dennoch linden. 
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Dagegen spielen die Endomorphismen des Moduls eines Ringes eine 
~ihnlich oftma!ige Rolle in der Ringtheorie wie die Automorphismen ether 
Gruppe in der Gruppentheorie. Deshalb kann 

(9) Automorphismus yon F . ' .  Endomorphismus von P+ 

einigermafSen als ein Ersatz ftir die nach vorigem sehr schwache Analogie 
(8) angesehen werden. Allerdings ist auch (9) far eine schwache Analogie zu 
halten schon aus dem (~runde, daf5 im allgemeinen in die rechte Seite, yon 
(9) die in P definierte Multiplikation gar nicht eingeht, 

In Spezialf~llen geschieht das doch, denn die Abbildungen 

(10) e -~  ~,e, e -~  e ; (o~ p) 

defirlieren far jedes cr z'wei Endomorphismen von P+. Diese nennen wir 
nach BOUeBAKI [119 den durch cr induzierten inneren L inks -  bzw. Rechtsho-  

mothe t i smus  yon p.,o Beide nennen wir kurz auch innere Homothet i smen.  

Dann gilt der ,,Teil" :~ 

(11) innerer Automorphismus von F . ' .  innerer Homothetismus yon P 

der schwachen Analogie (9) far eine starke Analogie. In der Tat ist (11) mit 
(3) gut vertr~glich, denn einerseits sind die Normalteiler yon F (wie schon 
erw~ihnt) die gegenfiber allen inneren Automorphismen yon F zul~issigen Unter- 
gruppen, andererseits sind die Ideale von 'P ~ihnlich die gegentiber allen inne- 
ren Homothetismen yon P zul~.ssigen Unterringe. (VgI. L) 

Damit beenden wir auch schon die Aufz~.hlung der im wesentlichen 
bekannten Analogie n zwischen gruppen- und ringtheoretischen Grundbegriffen, 
deren Zahl man noch vermehren kOnnte, abet ffir unseren Zweck, das sp~.- 
tere zu beleuchten, gentigt alas bisherige. 

Jetzt wollen wir kurz einige neue Untersuchungen erw~thnen, in denen 
Analogien zwischen Gruppen- und Ringtheorie ausgebaut wurden. 

EVEeETT [3] hat die Schreiersche Erweiterungstheorie far Ringe aufge- 
stellt. 12 Diese zwei analogen Theorien (die Schreiersche und Everettsche) 
beruhen vNlig auf der Analogie (3) und bilden einen ~ulSerst wichtigen Tell 
der Gruppen- bzw. Ringtheorie. 

:) Mit [ ] verweisen wir an das Literaturverzeichnis am Schlug unserer Arbeit. 
lo Selbst BOURBAK~ verwendet d ie  Benennungen ,,homoth6tie/~ gauche" bzw. ,,it droite '~. 

Hiernach h~itten wir ,,Homothetie" statt ,,Homothetismus" sagen sollen, uns gef~illt aber die 
Verwendung yon ,,-ismus" wegen der ~i, hnlichkeit mit Homo-, Iso-, Automorphismus usw. 

11 Wir nennen (11) in dem Sinne einen Teil yon (9), dab beide Seiten von (11)einen 
Spezialfall tier zwei Seiten yon (9) bilden. 

~ Beztiglich der Grundlagen tier Schreierschen Erweiterungstheorie ftir Gruppen und 
Ringe halten wir uns stets an R~DE~ [61. - -  Oleichf6rmigkeitshalber werden wir fiber Schrei- 
ersche statt Everettsche Erweiterungsringe sprechen, ferner sagen wir start ,Schreiersche 
Erweiterungsgruppe" und ,,Schreierscher Erweiterungsring" in beiden F/~llen kurz ,,Schreier- 
sche Erweiterung", wenn daraus kein MiBverst~tndnis entstehen kann. 
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Fucrts [4] hat den wichtigen Begriff der Frattinischen Untergruppe auf 
den Fall yon Gruppen mit Operatoren tibertragen und gezeigt, daf~ im Fall 
eines P mit Einsel.ement das Jacobsonsche Radikal. von P mi t  der Frattini- 
schen Untergruppe yon P§ fibereitl~timmt, Wenn man d'ie inneren Rechtsho- 
mothetismen yon P als Operatoren yon P+ deutet. 

R~DEI [9], [10] hat zwei verschiedene ringtheoretische Analoga der Hamil- 
tonschen Gruppen untersucht (die zweite dieser Untersuchungen noch nicht 
beendet)Y 

Mit den letzten zwei Beispielen sind wir yon unserem eigentlichen 
Gegen.stand abgewichen, abet wit kommen jetzt darauf zurtick. Und zwar 
wqllen wit statt der schwachen Analogie (8) unter Beibehaltung der linken 
Seite und passender Ver~inderung der rechten Seite eine starke Analogie auf- 
stellen. Dabei wollen wir an die vorige Bemerkung anknfipfen, dal~ (11) eine 
starke Analogie ist. Deshalb beabsichtigen wir (11) so zu ,,erweitern", dab 
hierdurch die gewtinschte Analogie entsteht, was auf eine ,,ric~ige" Verall- 
gemeinerung der rechten Seite yon (11) ankommt. Nun liegt diese Verallge- 
meinerung auf d~r Hand, so daf~ man in (10) das Element e (~P)  durch ein 
Element a eines Oberringes P yon P ersetzt, das man aber der Bedingung 
unterwirft, daf~ alle Produkte aQ, ~a in P liegen, damit auf diese Weise wirk- 
lich Abbildungen yon P in sich entstehen. Da die gesagte Bedingung bedeu- 
!e t, daf~ der Ring P als Ideal in P enthalten, d. h. P eine Schreiersche Erwei- 
terung von P ist, so greifen wir zur folgenden Definition" 

Ist a ein Element einer Schreierschen Erweiterung von P, so nennen 
wir die zwei Abbildungen 

(12) q ---~ a q, q --* Qa (q~P) 

den durch a induzierten Links- bzw. Rechtshomothetismus yon P. 1, Beide nen- 
hen wir kurz auch Homothetismen. Es ist klar,'daB die inneren Homothetis- 
men wirklich Spezialf~ille der Homothetismen sind. Einen Homothetismus yon 
P, der kein innerer ist, nennen wir einen Ciufleren Links- bzw. t?echtshomo- 
thetismus von P. ~ 

1:3 Bekanntlich nennt man eine Gruppe Hamiltonisch, wenn alle Untergruppen normal 
sind. Auf Grund der Analogie (3) und der Analogien (4), (5), (6) lassen sich drei verschie- 
dene ringtheoretische Analoga definieren, yon denen die ersten zwei von R~DE~ [I0], [9] 
,,Vollidealringe im weiteren Sinn" bzw. ,,Vollidealringe" genannt wurden. 

14 Die M6glichkeit nach weiterer Verallgemeinerung liegt vor, so dab man in den 
zwei Abbildungen (12) nur voraussetzt, daf5 a ein Element eines Oberringes von P ist, der 
Pals Links-, bzw. Rechtsideal enth~ilt. 

1~ BOURBAK~ [1] spricht fiber ,,homoth6tie externe" in wesentlich anderem Sinne. Nur 
ungern geraten wir durch unsere obige Definition der Homothetismen mit der Definition 
tier' ,,homoth6tie externe" von BOURBaKI in einen Konflikt, trolzdem kOnnen wir auf die 
Benennung ,,Homothetismus" der obigen Abbildungen nicht verzichten. Wir haben hierzu 
zwei Grtinde. Der eine ist, daf5 wir in unseren Homothetismen die nafiirlichste Verallge- 
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Ferner nennen wit das (geordnete) System der zwei Homothetismen (12) 
den dutch a induzierten Doppelhomothetismus yon P. TM Geh0rt dabei a in P, 
so, sprechen wir yon einem inneren Doppelhomolhetismus yon P, dagegen ver- 
stehen wir unter einem duJ3eren Doppelhomothetismus yon P einen solchen, 
der kein innerer ist. 

Wie oben schon gesagt wurde, werden far uns die Doppelhomothetismen 
yon grolSer Wichtigkeit sein. Diesbeztiglich bemerken wir vor allem, dab an 
Stelle von (1i) sich die noch sttirkere Analogie 

(13) innerer Automorphismus yon F . ' .  innerer Doppelhomothetismus yon P 

far viel nfitzlicher erweisen wird. Einerseits gilt n~mlich das fiber (11) 
bemerkte offenbar auch ffir (13). Andererseits bilden die inneren Doppelho- 
mothetismen von P ~ wie wit sehen werden - -  nach einfachen Rechnungs- 
regeln einen Ring, der sich als genaues Analogon der Gruppe der inneren 
Automorphismen yon F betrachten lassen wird. (Eine der letzteren fihnliche 
Bemerkung gilt far (11) nicht.) 

Ferner besteht als eine ,,Fortsetzung" yon (13) die unseres Erachtens sehr 
starke Analogie 

(t4) Automorphismus yon F . ' ,  Doppelhomothetismus von P, 

die wir auch schon oben angemeldei haben; diese mag an Stelle der sehr 
schwachen Analogie (8), undzwar mit viel mehr Recht als (9), far richtig 
hingenommen werden. Die eigentliche Rechtfertigung dieser AuffassUng wild 
durch unsere sp~iteren Betrachtungen geliefert, bier beschr~inken wir uns 
diesbeziiglich auf einige kurze Bemerkungen. 

Bekanntlich gewinnt man alle Automorphismen yon 1" und nur diese 
ats dutch die Elemente a tier Schreierschen Erweiterungen yon F gelieferten 

Abbildungen 
q --. a-~q a (e ~ F). 

Die Analogie zwischen dieser Definition und der der Doppelhomotlletismen 
ist auffallend. 

lm (3egensatz zu den fiber die Automorphismen yon P gesagten (vgl. 
auch ~') gibt es im Fall P ~= 0 stets mindestens zwei Doppelhomothetismen yon P. 

meinerung der inneren Homothetismen erblicken. Der zweite ist, dab unseres Wissens die 
Benennung ,,honaothgtie e~terne" (ira Sinne yon BOURBA~0 sich bisher wenig in der Litera- 
tur verbreitet haft [Wir kannen auch noch einen dritten Grund aufffihren. Die Algebra ent- 
lehnt n~imlich den Begriff ,,Homothetie" vonder Oeometrie in der man unter Homothetie 
Ois auf Translation) eine PUnkttransformation x --* cx (c reelI) des n-dimensionalen t~uklidi- 
schen Raumes versteht (x bezeichnet den Ortsvektor des Punktes), die also im wesentli- 
chert in der Verwendung eines ,,~hnlichkeitsfaktors" bedeutet, wie auch unser Homothetis- 
"mus, wogegen ~hnliches fi~r die ,,~omothetie externe" v0n BOURBA~:I nicht gilt.~ 

1~; Ein Doppelhomo~hetismus besteht also aus einem Links- und einem Rechtshomo- 
�9 lhetismus, die aber nicht beliebig sind, sondern beide durch ein Element induziert werden 
konnen, wie das oben unzweideutig gesagt wurde. 
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Unter diesen komrnen n~imlich der #-iviale und der identische DopFelhomothe- 
tismus stets vor; so nennen wir die beiden Spezialf~lle, wo alle Bildelernente 
a,o, Qa gleich 0 (Fall a ~ 0  yon (12)) bzw, gleich O sind. 17 

Die Dof)pelhornothetisrnen (~hnlich wie die inneren) werden sich nach 
einfachen Regeln addiererl und multiplizieren lassen. Wohl bildet dann die 
Menge aller Doppelhornothetisrnen yon P irn allgemeinen keinen Ring, dage- 
gen wird diese Menge gewisse Ringe enthalten, die die ~ihnliche Rolle irn 
Zusamrnenhang rni'i P spielen, wie die volle Autornorphisrnengruppe von F, 
weshalb sie als (genaue) ringtheoretische Analoga dieser Oruppe angesehen 
werden kOnnen. Die gesagten Ringe werden wir verwenden urn rnit ihnen 
gewisse Schreiersche Erweiterungen von P zu bilden, worauf wit schon in'~ 
angespielt haben; diese Erweiterungsringe werden die Holornorphe yon P sein. 

Endlich werde bemerkt, dab die charakteristischen Urltergruppen und 
-rirlge ~ihnlich rnit der Analogie (14) zusarnrnenh~ingen werden, wie auch 
die Norrnalteiler und Ideale mit der Arlalogie (11)(oder  (13)) im schon 
bernerkten Zusarnmenhang stehen. 

f)brigens werden wir irn w 2 bei (30) his (33) die Definition (12) der 
Doppelhornothetisrnen dutch eine rnehr explizite ersetzen. 

Unsere Arbeit, was noch fibrig ist, gliedert s ich so: 
Im w 2 machen wir einige Vorbereitungen. 
Im w 3 stellen wir die irn wesentlichen bekannten Orundlagen der Holo- 

rnorphentheorie for Gruppen in einer zu unseren Zweckerl geeigneten Form 
zusammen. 

lrn w 4 erfolgt die Begrtindung der arlalogen Theorie far Ringe. 
Irn w 5 untersuchen wir als Spezialfall die Ringe rnit Einselement (als 

Analogon zu den vollst~indigen Grupperl). 
Irn w 6 besch~ftigen wir uns mit einigen weiteren Spezialf~illen. 
Obwohl es sich hauptsachlich urn die Theorie der Ringe handeln wird, 

so werden wir doch auch in der Gruppentheorie wenig neues erzielen, lS 

w 2. Vorbereitungen 

Neben den irn w 1 eingeftihrten Bezeichnungen F, ?, P+ ftihren wir die 
folgenden, ebenfall s durchg~ingigen Bezeichnungen ein: 

17 Das letztere ist aueh ein m6glicher Fall, der n~imlich so entsteht, daI3 man fiir a 
in (12) das Einselement einer passen~den Schreierschen Erweiterung yon ? nimmt, die 
bekanntlich stets existiert. Gleich bemerken wir, dab der triviale Doppelhomothetismus yon 
P stets ein innerer, dagegegen der identisehe dann und nur dann ein innerer ist, wenn P 
ein Einselement enth~ilt. 

1~ Das Hauptproblem dieser Arbeit, eine Holomorphentheorie ftir Ringe zu schaffen, 
tauchte mir w~ihrend einer Be~prechung mit meinem Aspiranten, Herrn O. STE~NVELO, auf. 
Er und die Herren L. Foeas, G. POLLAK, J. SZeNOReI, Prof. L. KALMAR haben mit ihi'en nf, itz- 
lichen Bemerkungen zur endgiittigen Abfassung meiner Arbeit beigetan, weshalb ich ihnen 
herzlichst danke. 
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c,., f l , . . ,  bezeichnen beliebige Elemente yon F bzw. P, je nachdem yon 
Gruppen oder Ringen die Rede ist. Insbesondere bezeichnet ~ das Einselement 
yon /~ oder P, letzteres natarlich nur dann, wenn P ein Ring mit Einselement 
ist, Die Null in P wird mit 0 bezeiclineL 

F,,  P, bezeichnen das Zentrum yon F bzw. den Annullator von P; unter 
dem letzteren verstehen w i r d a s  Ideal derjenigen v, far die v P - - - P v = 0  gilt. 
Die ~hnlichen Bezeichnungen F. ,  P. verwenden wir deshalb, weil sich 

(I5) ( F , = )  Zentrum yon F . ." ( P , = )  Annullator yon P 

(im Zusammenhang mit (14)) als eine starke Analogie erweisen wird. 1~ 
e.  bezeichnet alas durch c~ reprfisentierte Element der FaktdNruppe FIT,  

bzw. des Faktorringes P/P., d. h. die Klasse ccF, bzw. cr  
X <  Y bezeichnet, dab entweder X, Y Oruppen sind und X Untergruppe 

yon Y ist, oder sie Ringe sind und X Unterring yon Y ist. 
X ~  Y bezeichnet, dab X <  Y gilt und dabei X normal 20 in g i s t ,  
X ~  Y bezeichnet, dab X <  Y gilt und dabei X charakteristisch~ 1 in 

Y ist. 
�9 a, b . . . .  be zeichnen entweder Abbildungen yon F in sich oder, (geord- 

nete) Paare yon Abbildungen, kurz Doppelabbildungen yon P in sich; genau 
gesprochen verstehen w i r  unter einei Doppelabbildung yon P in sich das 
System yon zwei Abbildungen yon P in sich, die wir als den ersten bzw. 
zweiten Bestandteil der Doppelabbildung unterscheiden. 

e bezeichnet insbesondere die identische Abbildung yon F, bzw. die 
(aus zwei identischen Abbildungen bestehende) identische Doppelabbildung 
yon P, je nachdem yon F oder von P die Rede ist. 

Far eine beliebige Abbildung a yon F in sich bezeichnen wir mit e~ ~ 
das entsprechende Bild von c~. Dann ist a gleich der Abbildung cr162 ~. In 
der Menge dieser Abbildungen definieren wir das Produkt ab als dasjenige 
Element der Menge, woft~r 

( 1 6 )  = 

gilt. 
Far eine beliebige Doppelabbildung a yon P in sich bezeichnen wir mit 

ac:, c~a die entsprechenden zwei Bilder yon c~, so daf~ dann a aus den zwei 
Abbildungen e . ~ a c ~ , c ~ c ~ a  besteht (in dieser Reihenfolge). In der Menge 
dieser Doppelabbildungen definieren wir die Summe a ~ b  und das Produkt 

~9 Dagegen ist 
Zentrum von 1~. ". Zentrum von P 

eine sehr schwache Analogie zu nennen. 
29 Einen Unterring nennen wir normal, wenn er ein Ideal ist. Die Bezeichnung ,,X <~ Y,, 

l~igt sich auch so erkl~ren, dab Y eine Schreiersche Erweiterung yon X ist (mit beliebiger 
Faktorstruktur Y/X). 

21 Wir definieren ,,charakteristisch" erst in den w167 3, 4, weshalb das Zeichen , , , "  
vorI~iufig noch nicht verwendet wird. 
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ab als dasjenige Element der Menge, woftir 

(17) (a+b)c;=ae+ba,  e.(a@b)=aa-j-c,.b, 
(18) abe~a(ba) ,  aab=(aa)b 

elten. -- 
Far Teilmengen H yon F bzw. P definieren wir die Bilder H ~ und 

all, Ha wie ablich als die Menge der entsprechenden Bilder der Elemente. 
Von was ftir eine Menge M yon Abbildungen von F oder Doppelab- 

bildungen yon P in sich die Rede sein wird, so werden wit eine Teilmenge 
H v0n F bzw. ? zutfssig nennen, wenn H ~ H  bzw.' all, H a ~ H  (aEM) 
gilt. 

0brigens werden wir unter allen Abbildungen von F in sich nur die Auto- 
morphismen yon F in Betracht ziehen. Diese bilden auf Grund der durch 
(16) definierten Multiplikation eine Gruppe, die voUe Automorphismengruppe 
yon F. Infe Untergruppen nennen wit schlechthin die Automorphismengrup' 
pen yon F. 

Ferner werden wir unter allen Doppelabbildungen yon P in sich nut 
diejenigen betrachten, die aus zwei Endomorphismen von P+ bestehen; diese 
nennen wit die Doppelendomorphismen yon P+. Hiervon bilden die Doppel- 
homothetismen von P nach der Definition (12)offenbar einen Spezialfall. Nur 
dieser Spezialfall wird uns sp~iter interessieren, aber wir haben auch auf den 
allgemeinen Fall einen Blick zu werfen. 

Zu diesem Zweck bezeiclmen wit einen Augenblick mit R den vollen 
Endomorphismenring von P+. Das ist, wie tiblich, so gemeint, dab man insbe- 
sondere das Produkt AB yon zwei Elementen yon R durch ABa=A(Be )  
definiert. Mit R' bezeichnen wir den zu R inversen Ring, der namlich aus R 
so entsteht, dais man v o n d e r  Multiplikation AB auf die ,,inverse Multipli- 
kation" BA ~ibergeht. Dann ersieht man aus (17), (18)sofort, daI~ die s~imt- 
lichen Doppelendomorphismen von P+ einen Ring bilden, den wir den vollen 
Doppelendomorphismenring yon P+ nermen, und Zwar dab dieser die direkte 
Summe des v011en Endomorphismenringes yon P+ und des hierzu inversen 
�9 Ringes ist.~ Alle sp~iter aufzutretenden Doppelhomothetismenringe von P, was 
wir hier ein far allemal schon im voraus bemerken wollen, werden lauter 
Unterringe des vollen Doppelendomorphismenringes yon P+ sein. Nur mit 
solchen Unterringen dieses Ringes werden w i r e s  zu tun haben. 

Wir setzen noch unsere Vorbereitungen fort, wobei wir nunmehr zwei 
F~lle unterscheiden. 

_~2 Wenn wir etwa aba,aoder a~ab schreiben, so meinen wir damit (ab)(ag) bzw. 
(a~) (ab)..~hnlich ist die linke Seite der Gleichungen (18) zu verstehen. 

2a Man bemerke, dab der Begriff des vollen Doppelendomorphismenringes yon P+ nicht 
yon der in P giiltigen Multiplikation abh~ingt (also ffir jeden Modul start P+ einen Sinn hm). 

12 Acta Mathematica 
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Fall F: 

Ist A eine (nicht notwendig die volle) Automorphismengruppe von F, 
so definieren wit in der Menge aller Paare 

(19) (a, c~) (a ~ A, c~E I') 
das Produkt 

(20) (a, (aO, 
So entsteht wegen (16) eine Gruppe mit dem Einselement (e,,'), die wir mit 

(21) A �9 V 

bezeichnen. Diese Oruppe ist n~imlich (vgl. REDEI [6] Korollar 1 yon Satz 1, 
S. 260) eine faktorenfreie (also zeffallende) Schreiersche Erweiterung yon F 
mit A, die wir deshalb kurz die A zugehOrige zerJallende Erweitemug yon F 
nennen.24 In dieser bilden die Elemente (e, co) einen mit F isomorphen Nor- 
malteiler, demgem~ifi wir die fibliche Einbettung (e, cc)--~cc stets ausgefahrt 
denken, wodurch 

(22) r ~ (A �9 F)  

in Erftillung geht. 
Ist A insbesondere eine innere Automorphismengruppe (d. h. eine Gruppe 

yon inneren Automorphismen) yon F, so k6nnen wit der Gruppe (21) eine 
mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck betrachten wit den durch cc 
induzierten inneren Automorphismus 

(23) ,o ~ ~-I ~o c~ 

yon F. Dieser h~ngt nur yon der Klasse c~, z c~I~ ab, weshalb wir ihn die- 
ser Klasse % zuordnen k6nnen. Diese Zuordnung ist auch rfickw~rts ein- 
deutig. Hiernach dfirfen wir (23) den ,,Automorphismus~c~," nennen und diesen 
ebenfalls mit co, bezeichnen, woraus kein MifSverstandnis entstehen wird. Dann 
gilt 

(24) 0~* = c~-10 co, 

ferner ist auch die (16) entsprechende Bedingung q~,~*~ (C*)/~* erffillt. Folg- 
lich ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen F/F, und der 
vollen inneren Automorpflismengruppe (d. h. der Oruppe aller inneren Auto- 
morphismen) yon F, weshalb wir die letztere nach Identifizierung der ent- 
sprechenden Elemente einfach mit F/F, bezeichnen dfiffen. Also laf~t sich 
obiges A als eine beliebige Untergruppe von ~./1~ annehmen. Dann besteht 
A ~ F aus den Elementen 

(25) (~,, #) (~, <A c (F/C0, # < r )  

-~4 Man beachte, dab es im allgemeinen mehrere, wesentlich verschiedene zerfallende 
Schreiersche Erweiterungen yon F mit A gibt, denn es geh6rt unter anderem auch das 
direkte Produkt von A und F darunter, dab aber die Gruppe (21) dutch ~, und F ein- 
deutig bestimmt ist. 
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und als Produktregel gilt nach (20), (24) 

(26) ((~,, fi) (7,, 6) = (%7',, 7q c~76), 

wobei man rechts fur 7 einen beiiebigen Repr~isentanten der Rlasse 7", ein- 
zusetzen hat. 

Wenn dabei F zentrumlos ist (d. h. F , = e  gilt), so dtirfen wir 
1 7 F , ~ F  , e,=cr schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt nach (25), (26) 
die Elemente der G r u p p e A . F u n d  die Produktregel in ihr durch 

,(27) (<  #) (c~ ~ ~4 ~ V, # ~ V), 

{28) (e, #) (7, 6) -= (c, 7, 7-1#76) 
angeben. 

Gleich zeigen wir, dab A �9 F in diesem Fall ein direktes Produkt ist: 
{29) A �9 F z A @ F, 

wobei ,,~", ,,@" die Isomorphie bzw. das direkte Produkt bezeichnet. Zu 
diesem Zweck nehme man die Permutation 

(m #) --, z/(c~, #) ----(cr #) 
tier Elemente yon A �9 1" zu Hilfe und gehe yon (28) auf die neue Multipli- 
kation 

(m ,8)• (7, 6 ) =  H6r~r-l(< #)Z;r 1(7 , d)) 

tiber. Die rechte Seite ist wegen H - l ( c r  cr (28) gleich 
J~((C.~, CC 1 # )  (~,r, 7' 10) ) = ]](~-r 7'-1Cr - - .  (~q~7' #(~)" 

]-tieraus folgt (vgl. REDEI [8] w 2) die Richtigkeit yon (29). 

Fall P: 

Wir wollen hier die den vorigen analogen Vorbereitungen schaffen. Zu 
diesem Zwecke verfahren wir am bequemsten so, daft wir vorlt~ufig die Defi- 
nition (12) der Doppeihomothetismen auf~er acht lassen und start deren von 
der folgenden Definition ausgehen, yon der wir aber sp~iter unten zeigen 
werden, dab diese mit der vorigen ~quivalent ist, 2=' 

Unter einem Doppdhomothetismus von P verstehen wir eine Doppel- 
abbildung a yon P in sich mit den Eigenschaften: 

(30) a((~ + #) = ac,. + a#, (c~ + #)a  = ~a + #a, 

(31) ac<g=(acO#, c~#a =c~(#a), 
,(32) (c; a) # = e (a #), 

(33) (a e) a = a (c, a). 

2.~ Diese ,,zweile" Definition entspricht mehr der ~iblichen Definition der Automor- 
phismen yon F und ist mehr explizit, dagegen begrifflich weniger einfach als die ,,erste" 
Definition (12), 

!2" 
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Wegen (30) ist jeder Doppelhomothetismus von P ein DolSpelendomor- 
phismus von P+. Entsprechend werden wir unter einem Ring yon Doppel- 
homothetismen yon P stets soiche Unlerringe des vollen Doppelendomorphis- 
menringes yon P+ verstehen, die aus Doppelhomothetismen vgn P bestehen. 
Nun bilden die s~imtlichen Doppelhomothetismen yon P, wie im w 1 schon 
erw~ihnt, im allgemeinen keinen Ring. Das werden wir erst im w 6 mit einem 
Beispiel zeigen (eilig ist es nicht). Dagegen zeigen wir bier zu einer ersten 
Orientierung folgendes: 

Far zwei Ddppelhomothetismen a, b yon P ist a-t-b dann und nur dann 
ebenfalls ein Doppelhomothetismus yon P, wenn die Bedingung 

(34) (aa)b + (bcOa = a(eb) + b(aa) 
erftillt ist. 

Wit wissen n~imlich, daft a @ b  jedenfalls ein Doppelendomorphismus 
von P+, also (30) far a + b  start a erftillt ist. Auch ist wegen (17) klar, dab 
(31), (32) mit a und b zusammen auch far a + b  erfallt sind. Damit also. 
a + b  ein Doppelhomothetismus yon P ist, ist notwendig und hinreichend, 
dais (33) far a@b statt a erffillt ist. Diese Bedingung lautet so: 

((a @ b)e) (a + b) ~- (a -t- b) (e(a + b)). 
Dies l~ifit sich wegen (33) und der ~ihnlichen Gleichung ffir b start a, ferner 
wegen (17) in (34) umformen, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun wird aber das eben gewonnene Kriterium (34) auger acht bleiben,~ 
denn wir werden es (glticklicherweise) auf einmal nur mit solchen Doppel- 
homothetismen a, b yon P zu tun haben, fa r  die die Bedingung 

(35) (acOb = a(ab), (ba)a = b(aa) 
erftillt ist; zwei Doppelhomothetismen a, b yon P mit dieser Eigenschaft (35} 
nennen wir befreundet. 26 Ferner verstehen wir unter einer Menge oder einem 
Ring yon befreundeten Doppelhomothetismen yon P eine Menge bzw. einen 
Ring yon paarweise befreundeten Doppelhomothetismen yon P. Uns werden 
in der Hauptsache (aus der Menge aller Doppelhomothetismen von P) nur 
die Ringe yon befreundeten Doppelhomothetismen yon P interessieren, l[lber- 
diese einen 12lberblick zu verschaffen ist unser n~ichster Zweck. 

Da (35) far a ~ b  in (33) abergeht, so sehen wir vor allem, dab jeder 
Doppelhomothetismus yon P mit sich selbst befreundet ist, d. h. ftir sich eine 
Menge yon befreundeten Doppelhomothetismen von P bildet. Das bedeutet 
insbesondere die Existenz der Mengen von befreundeten Doppelhomothetismen 
von P. 

26 Die Bedeutung obiger Definition liegt darin, dab -- wie wit Sp~iter zeigen werden 
- -  zwei Doppelhomothetismen yon P dann und nut dann befreundet sind, wenn sie durch 
zwei Elemente induziert werden, die in eine Schreiersche Erweiterung yon P gehSren. -- Da 
(34) eine Folgerung aus (35) ist, so gilt nach obigem jedenfalls, dab die Summe a-~ b 
zweier befreundeter Doppethomothetismen a, b yon P auch ein Doppelhomofhetismus isk 
Dieses Resultat wird durch die sp~iteren weit tiberholt. 
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Es ist wichtig, daf~ jede Menge yon befreundeten Doppelhomothetismen 
yon P in einer ebensolchen maximalen ~_7 Menge enthalten ist. 

Ist n~mlich M ~ c M 2 c . . .  eine (unendliche) Kette von Mengen von 
befreundeten Doppelhomothetismen v~ P, so ist offenbar auch die Vereini- 
gungsmenge yon M1,3'/2 . . . .  eine Menge yon befreundeten Doppelhomothe- 
tismen yon P. Hieraus folgt nach dem Lemma yon KURATOWSKI-ZORN die 
Richtigkeit der Behatlptung. 

Wir zeigen ferner, daf3 der dutch eine Menge M yon befi'eandeten Dop- 
pelhomothetismen yon P erzeugte Ring {M} stets ein Ring von befreundeten 
Doppelhomothetismen von P ist. 

Zun~chst ist n~mlich {M}, wie wit wisserl, ein Unterring des vollen 
Doppelendomorphismenringes yon P+. Zum Beweis der fibrigen Behauptung 
wollen wir eine Eigenschaft einer beliebigen Menge M' yon Doppelendomor- 
phismen yon P+ permanent nennen, wenn diese Eigenschaft auch der Menge 
tier Elemente des Ringes {M'} zukommt. Es folgt aus (17), (18) mit Induk- 
tion, daft die tiber alle Elemente bzw. alle Elementpaare a, b unserer Menge 
M vorausgesetzten Bedingungen (31), (32), (35) 2s lauter permanente Eigen: 
schaften yon M ausdracken. Das beendet den Beweis unserer Behauptung. 

Jede maximale Menge yon befreundeten Doppelhomothetismen von P 
bildet einen Ring; diese Ringe nennen wir die maximalen Ringe yon befreun- 
deten Doppelhomothetismen yon P. 

Ist namlich M eine maximale Menge yon befreundeten Doppelhomothe- 
fismen yon P, so ist {M} nach vorigem ein Ring yon befreundeten Doppel- 
homothetismen yon P. Da dabei .41~{M} gilt, so folgt aus der Maximal- 
eigenschaft yon M die Gleichung M--{M} ,  a l so  die Richtigkeit der 
Behauptung. 

Aus obigem folgt nunmehr auch, daft jeder Ring (und sogar tiberhaupt 
jede Menge) von befreundeten Doppelhomothetismen von P in mindestens einem 
ebensolchen maximalen Ring enthalten isL 

Betracliten wir nunmehr einen beliebfgen (nicht notwendig maximalen) 
Ring D yon befreundeten Doppelhomothetismen yon P, Wir wiederholen, dag 
das nach (17), (18), (30), (31), (32), (35) ~s folgendes bedeutet: D ist ein 
Ring yon Doppelabbildungen yon P in sich mit den Eigenschaften 

(36) a(c~ +#)-~-ac~ +a#, (e + # ) a ~ e . a + ~ a ,  
(37) ( a + b ) c ~ a c r  +be ,  a ( a + b ) = a a + e b ,  
(38) ae#=(acr cr 
{39) abcr a(bcr ccab ~ (tea)b, 
(40) (cr a) ~ --- c~ (a/:0, 
(41) (aeOb = a(ccb) 
~[tir alle a,b~D und c r  

-~7 ,,Maximal" wird stets im tiblichen mengentheoretischen Sinne gebraucht. 
~s Man braucht (33) nicht zu nennen, da dies in (35) enthalten ist. 
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Ftir ]eden dieser Ringe D definieren wir in der Menge aller Paare 

(42) (a, e) (a ~ D, cr ( P} 

die zwei Verknfipfungen (Summe und Pr0dukt) 

(43) (a, c 0 + (b, ~) - -  (a q- b, tz -[- d), (a, c~) (b, 3) = (a b, ~ b -t- a fl q- e.fl). 

So entsteht nach REPro [6] Satz 4 nebst Korollar 2~' eine faktorenfreie (also 
zerfallende) Schreiersche Erweiterung von P mit D, die wir mit 

(44) D �9 P 

bezeichnen und die D zugeh&'ige zerfallende Erweiterung yon P nennen. TM In, 
diesem Ring bilden die Elemente (0, c~) ein mit P isomorphes Ideal, demge- 
m~,l~ wir die Einbettung (0, e.)--,-cr stets ausgeffihrt denken, wodurch 

(45) P < (D �9 P) 

in Erffillung geht.:~l 
Hier schalten wir den Beweis ein, dab die ftir die Doppelhomothetis- 

men be/ (t2) bzw. (30) his (33) angegebenen zwei Definitionen ~.quivalent 
sind. Diese Definitionen unterscheiden wir kurz als erste bzw. zweite Defi- 
nition. 

Zum Beweis bezeichne a zuerst einen Doppelhomothetismus von P im 
Sinne der ersten Definition. Das bedeutet nach (12), dab es einen Ring P- mit 
P<~P und ein Element ~ in ihm gibt, so dab 

(46) ace : a e ,  c~a--- e ~  

gelten. (Die rechten Seiten bedeuten gew0hnliche Produkte im Ring P.) Nun` 
sind (30) bis (33) far a statt a trivial erfallt. Folglich ist a eine Doppelab- 
bildung von P in sich, far die wegen (46) die Qleiehungen (30) bis (33) 
ebenfalls erffillt sind, somit ist a ein Doppelhomothetismus yon P auch im 
Sinne der zweiten Definition. 

Umgekehrt bezeichne jetzt a einen Doppelhomothetismus wie eben 
gesagt.  Dann ist a in einem maximalen Ring D yon befreundeten Doppel- 
homothetismen von P enthalten. (Obrigens wtirden wir auch mit dem Ring 
{a} start D auskommen.) Wir nehmen den Rin, g (44) zu Hilfe, in dem wir 
jetzt aber die Einbettung (0, ~) --,- c,. vorl~iufig nicht ausffihren. In diesem Ring 
bilden die Elemente (0, cr ein Ideal P~. Hiernach induziert das Element (a, 0) 
von (44) einen Doppelhomothetismus von Pl im Sinne der ersten Definition, 

o,~ Wit berichtigen einen augenscheinlichen Fehler im oben zitierten Korollar, und 
zwar sind dort die Bedingungen (56) his (60) noch mit 

a b 7 : a ( b T ) ,  abc- - (ab)c  
zu erg~inzen. 

:~o Mutatis mutandis gilt e4 auch hierffir. 
a~ Schon aus obigem ersieht maa die Bedeutung der Doppelhomothetismen insbe-. 

sondere im Zusammenhang mit der Schreierschen Erweiterungstheorie. Im wesentlichen sind 
die Doppelhomothetismen (ohne diese Benennung) auch schon in R~DEZ [7].Satz 2 auf- 
getreten. 
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dessen zwei Bestandteile nach (12) die Abbildungen 

(o, o)--,  (a, o) (o, e), (o, e) ~ (o, r (a, 0) 
sind. Hierffir 1N~t sich nach. (432) 

(o, e) -"  (o, ae), (o, e) ~ (o, ca) 

schreiben. Dies geht nach der Einbettung eben in (12)fiber, womit wir 
gezeigt haben, da[J a ein Doppelhomothetismus yon [ auch im Sinne der 
ersten Definition ist. Damit haben wir die ,~quivalenz beicler Definitionen der 
Doppelhomothetismen ausgewiesen. 

Es ist nach (36) bis (41) Mar, dai~ die stimttichen inneren Doppelhomo- 
thetismen von P einen Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von P 
bilden, den wir kurz den vollen inneren Doppelhomothetismenring von P 
nennen. 

Ist D insbesondere ein innefer Doppelhomolhetismenring von P, worunter 
wir einen beliebigen Unterring des vorher genannten Ringes verstehen, so 
k0nnen wir dem Ring (44) eine mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck 
betrachten wir den durch a induzierten (inneren) Doppelhomothetismus yon 
P, der also aus den zwei Abbildungen 

(47) ~ --+ c~e, Q ---~ ~c~ 

besteht. Dieser h~ngt offenbar nur v o n d e r  Klasse cC ~ - a + P ,  ab, weshalb 
wir ihn dieser Klasse % zuordnen k0nnen. Diese Znordnung ist auch 
rtickw~irts eindeutig. Hiernach dtirfen wit (47) den ,,Doppelhomothetismus c.,i" 
nennen und diesen ebenfalls mit a, bezeichnen. Dann gilt 

(48) a , o = :  ae  , oc~,-:Oa. 

Dabei ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen P/P, und d e m  
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P, weshalb wir den letzteren 
nach Identifizierung der entsprechenden Elemente einfach mit P/P. bezeichnen 
d~irfen. Also l~iBt sic'h obiges D als ein beliebiger Unterring yon P/l. anneh- 
men. Dann besteht D .  P aus den Elementen 

(49) (c~., ~) (cr ~ D ~ (P/P,), ~ ~ P) 

und als Verkntipfungsregeln gelten nach (43), (48) 

(50) (~,,/~) + ( ; , ,  6) = (~, + 7,, # + 6), (a,, #) (y,, 6) = (~, ~,,, ~:d + #~, + ~6), 

wobei auf der rechten Seite der zweiten Gleichung beliebige Reprtisentanten 
e, ? der Klasse a,  bzw. 7, zu nehmen sind. 

Wenn dabei P annullatorfrei ist (d. h. P,~---0 gilt), so dfirfen wir 
P / P , -  P, a , = a  schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt nach (49), (50)die 
Elemente des Ringes D �9 P und die Verkntipfungsregeln in ihm durch 

(51) (a, #) (~ ( D ~  P, # (P), 
(52) (~, ~)+(7", o ) -  (,~+~,~-+-o), (~,/~) (y, o ) :@7,  ~o+,~,+~o) 
angeben. 
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Oleich zeigen wir, daf5 D �9 P in diesem Fall eine direkte Summe ist :'~ 

(53) D �9 P v D@P,  

wobei ,,@" die direkte Summe bezeichnet. Zu diesem Zweck nehme man die 
Permutation 

f t (e ,  V) = @, + 

der Elemente von D �9 P zu Hilfe und gehe yon (52.~) auf die neue Multiplikation 
(c~, ,4') X (7, (-~) =/~r(/~--l( Cg, V) ~1-1(7, ~)) 

tiber. Die rechte Seite ist wegen II- l (e ,  5)=(c~,IC,~@~) und (52._,) gleich 

+ ( r , - - 7  + I1 + = 
Da ferner (520 gegentiber der ahnlichen ,,Transformation" invariant bieibt, 
so folgt (vgl. REDEI [8] w 2) die Richtigkeit von (53). 

w 3. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Gruppen 

Wir stellen hier die bekannten grundlegenden Definitionen und S~itze 
beztiglich der charakterisfischen Untergruppen und des Holomorphes einer 
Gruppe zusammen. 

DEFINITION lo. Eine Unter~ruppe I"  der Gruppe F nennen wir charakteris- 
tisch, wenn F " i n  allen Sehreierschen Erweiterungen yon F normal ist. (In 
Zeichen" F ' ~  F bedeutet, dab F '  < F gilt und aus F <J F stets F ' ~ / Y  folgt.) 

SATZ 10. (Erstes Kriterium fiir die charakteristischen Untergruppen,) 
Eine Untergruppe f '  der Gruppe F i s t  dann und nut dann charakteristisch, 
wenn F '  gegeniiber allen Automorphismen yon F zuldssig aa ist. 

DEFINITION 20. Unter dem Holomorph der Gruppe F verslehen wit die 
der vollen Automorphismengruppe A yon F zugeh&'ige zerfallende Erweiterung 
A �9 F von F? ~ 

s~ Darauf hat mich Herr J. SZENDREI aufmerksam gemaeht und erst so wurde ich 
auch auf (29) aufmerksam. 

aa D. h. f ' ~ F '  ftir alle Automorphismen a yon F. Da auch a -~ ein Automorphis- 
mus yon r ,ist, so bedeutet diese Bedlngung, dal3 Y ' ~ =  F '  ftir alle a gilt, d. h. r '  gegen- 
fiber allen Automorphismen yon r (sogar) invariant ist. Man darf also wegen Satz I o auch 
diese Eigenschaft als Definition zum Ausgang nehmen, wie das in der Literatur iiblich ist, 
und dann gilt Definition lo a ls  Satz. Die yon uns vorgenommene Vertauschung yon Defini- 
tion und Satz ist also durchaus gestattet und wird sich i m w  4 lohnen. 

a4 Man pflegt das Hotomorph yon /" als eine Permutationsgruppe tier Elemente von 
F zu definieren (vgl. ZaSSENHaUS [! 6] S. 46), aber der Leser sieht leicht, daf~ beide Defini- 
tionen im wesentlichen iibereinstimmen. Obige Definition ist begrifflich einfacher und scheint 
uns zu allen Zwecken geeigneter zu sein als die althergebrachte. Mii ihr sind wir in tier 
Literatur nicht begegnet, aber nach ether brieflichen Mitteilung yon Herrn L. Fucns hat er 
sie auch entdeckt.  - - E r s t  naeh der Abfassung unserer Arbeit wurden wir einer der 0bigen 
~hnlichen Definition des Holomorphes der Grnppe in der folgenden Arbeit gewahr: W. H. 
MILLS, On the nonisomorphism of certain holomorphs, Transactions of  the Amer. Math. 
Soc., 74 (1953), S. 428--443. 



DIE HOLOMORPHENTHEORIE FOR ORUPPEN UND RINOE 185 

SATZ 20. (Zweites Kriterium ftir die charakteristischen Untergruppen.)  
Eine Untergruppe F '  der Gruppe F ist dann und nur dann charakteristiscti, 
wenn F '  im Holomorph yon F normal ist. 

F f i r  den Beweis der S~tze lo, 2o verweisen wir auf die Lehrbficher. 

w 4. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Ringe 

Ahnlich zur Definition 10 definieren wir, wie folgt: 3~ 

DEnNmON 1. Einen Unterring P' des Ringes P nennen wir charakteris- 
tisch, wenn 9' in al len Schreierschen Erweiterungen yon P normal (d. h. ein 
Idea 0 ist. (In Zeichen: P ' a  P bedeutet, dal3 P '<  P gilt und aus P <1 P stets 
P' ~ P folgt.) 

BEMERKUNG. Hiernach sind die charakteristischen Unterringe lauter Ideale, 
wie auch die charakteristischen Untergruppen lauter Normalteiler sind. Diese 
Analogie war yon einer trefflichen Begriffsbildung auch mit Recht zu erwar- 
~en, d a -  wie b e m e r k t -  Normalteiler und Ideale durchaus analoge Begriffe 
sind. H~ttten wir aber an die im Satz lo enthaltene Eigenschaft der charak- 
terisfischen Untergruppen angekntipft (mit der man diese - -  wie in ~ erw~ihnt - -  
zu definieren pflegt), so w/iren wir zu denjenigen Unterringen yon P gekom- 
men, die gegenf.iber allen Automorphismen yon P zul/issig, also (vgl. den 
Anfang yon 3~) invariant sind. Nun bilden zwar diese ,,invarianten Unterringe" 
einen bekanntlich sehr wichtigen Begriff, doch ist dieser keineswegs als das 
Analogon zu den charakterisfischen Untergruppen anzusehen, schon aus dem 
Grunde, dab die invarianten Unterringe keine Ideale zu sein brauchen. Das 
erk!~irt, warum wir uns bei obiger Definition 1 entschlossen haben. Aus 
diesen Auseinandersetzungen sieht man auch, dal~ die gruppen-ringtheoreti- 
Schen Analogien nicht immer etwas selbstverst~indliches, sondern oft ziemlich 
verborgen sind. 

SATZ 1. (Erstes Kriterium ffir die charakteristischen Unterringe.)Ein 
Unterring P' des Ringes P ist dann und nur dann charakteristise& wenn P" 
gegeniiber allen Doppelhomothetismen yon P zul~issig 3~ ist. 

BEMERKUNG. Durch die augenscheinliche Analogie der S~itze lo, 1 wurde 
auch die Analogie (14) wiederholt bekr~ftigt. 

Zum Beweis von Satz 1 betrachten wir einen charakteristischen Unter- 
ring P' und einen Doppelhomothetismus a yon P. Letzterer wird wegen der 
A, quivalenz beider Definitionen der Doppelhomothetismen durch ein Element 

a~ Analoge gruppen- und ringtheoretische Definifionen oder S~itze werden in der 
ganzen Arbeit mit 1o, 2o , . . .  bzw. l, 2 , . . ,  numeriert. 

~ D. h. aP' ,  P ' a ~ P  ffir alle" Doppelhomothetismen a v o n  P. 
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a einer Schreierschen Erweiterung P von P induziert. Wegen der Definition 
1 gilt P '~P ,  also ist 

(54) a P', P 'a ~ P'. 

Hierftir l~Bt sich 

(55) a P', P'a c p' 

schreiben, womit wir ,,nut dann" bewiesen haben. 
Um auch ,,dann" zu beweisen, nehmen wir (55)fiir  ein P ' (<P) und 

far alle Doppelhomothetismen a yon P an. Wir betrachten ein 15 mit P ~ P. 
Da jedes Element ~ yon I 3 einen Doppelhomothetismus yon P induziert, so 
folgt aus (55) das Bestehen yon (54). Dies bedeutet das Bestehen yon P'<lP. 
Somit haben wir Satz 1 bewiesen. 

.Ahnlich zur Definition 20 definieren wir, wie folgt: 

DEFINITION 2. Unter den. Holomorphen des t?inges P verstehen mir die 
den maximalen t?ingen D yon befreundelen Doppelhomothetismen yon P zuge- 
hOrigen zerfallenden Erweiterungen D �9 P yon P. 

BEMERKUNG. Die Benennung ,,Holomorphe des Ringes" ist auch durch 
den folgenden Satz 2 rechtfeltigt, der das Analogon zum Satz 20 bildet. Die 

Bildung eines Holomorphes D � 9  P aus P und D geschieht nach (43) sehr 
einfach. Will man also alle Holomorphe yon P kennen, so kommt das auf 
die Bestimmung der s~mtlichen maximalen Ringen D yon befreundeten Dop- 
pelhomothetismen von P an. Diese Frage far spezielle Ringe P zu untersuchen 
ist eine wtirdige und schwierige Aufgabe, mit der wir uns noch kaum 
besch~ftigt haben. (Far den sehr einfachen Fall von ,,P mit Einselement" s. 
Satz 3.) Far den allgemeinen Fall bemerken wir folgendes. Aus (35) folgt 
sofort, dab zwei Doppelhomothetismen von P befreundet sind, wenn mindes- 
tens der eine ein innerer oder der identische ist. Bezeichne Do(= P/P.) den 
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P und e (wie immer)den iden- 
tischen Doppelhomothetismus yon P. (Wir wissen, dab e nicht in Do gehOrt, 
wenn P kein Einselement hat.) Nach dem Qesagten muB {e, Do} in allen D 
enthalten sein, und sogar echt enthalten, wenn es augerhalb von {e, D,,} noch 
mindestens einen Doppelhomothetismus yon P gibt. Ferner gilt offenbar: 
Dann und nur dann gibt es mehr als ein D (d. h. mehr als ein Holomorph 
von P), wenn P zwei (~iul3ere) Doppelhomothetismen hat, die nichtbefreundet 
sind. Wir bemerken auch: Aus e ~ D und (43) folgt, da3 jedes Holomorph 
yon P das Einselement (e, 0) hat. 

SATZ 2. (Zweites Kriterium far die charakteristischen Unterringe.) Ein 
Unterring P' des Ringes P ist dann und nur dann charakleristisch, wenn P' 
in allen Holomorphen von P normal (d. h. ein Ideal) ist. 

,,Nur dann" folgt sofort aus den Definitionen 1,2. 



DIE HOLOMORPHENTHEORIE FOR GRUPPEN UND RINGE 187 

Um auch ,,dann" zu beweisen, nehmen wit das Erffilltsein der im Satz 2 
genannten Bedingung an und betrachten einen Doppelhomothetismus a yon 
P. Nach {} 2 ist a in einem maximalen Ring D von befreundeten Doppel- 
homothetismen von P enthalten. Nach der Annahme enth~lt das Holomorph 
D �9 P den Unterring P' als Ideal. Andererseits induziert das Element (a, 0) 
yon D e P, wie wir gesehen haben, eben den Doppelhomothetismus a, woraus 
(55) folgt. Nach Satz 1 ist also P ' , l  P, womit Satz 2 bewiesen ist. 

w 5. Vollstiindige Gruppen. Ringe mit Einselement 

Die im vorigen entwickelte Analogie zwischen Gruppen-und  Ring- 
theorie l~i~t sich noch welter ausbauen. So werden wir hier sehen, dal3 die 
Ringe mit Einselement sich zu den vollst~.ndigen Gruppen ~7 ana%g verha!ten. 

SATZ 30. Eine Gruppe ist dann und nut dann vollstdndig, wenn sie ein 
direkler Faktor in allen ihrea Schreierschen Erweiterungen ist. Wean eine Gruppe 
eia direkter Faktor in ihrem Holomorph ist, so ist sie vollst6ndig oder dax 
direkte Produkt einer vollst6ndigen Gruppe trod einer Grupye zweiter Ordnung. 

BEMEPKUNG. Die Behauptung ,,nut dann" ist bekannt (s. SPEISER [11] 
Salz 110, wo nut die endlichen Gruppen betrachtet werden). Die Behauptung 
,,dana" is{ im wesentlichen ein Satz von BAE:R [1]. Die zweite H~tIfte von Satz 
30 ist unseres Wissens neu. Wit werden Satz 3o sehr leicht im ganzen Um- 
fange beweisen. 

SATZ 3. ein Rillg hal dann und nur dann ein Einselement, wean er ein 
dimmer Summand in allen seinen Schreierschen Erweiterungen ist. Die Ringe 
mit Einselement lassea sich auch dadurch charakterisieren, daft sie nut innere 
Doppelhomothetismen haben. ~'s Folglich sind ihre s6mtlichen Ideale charak- 
teristich, ferner haben sie nut ein Holomorph2 ~:' Umgekehrt menn ein Ring ein 
direkter Summand in seinem irgendwelchen Holomorph ist, so ist er ein Ring 
mit Einselement (folglich hat er nur ein Holomorph). 4~ 

:~7 Bekanntlich nennt man eine Oruppe vollst~tndig, wenn sie nur innere Automor- 
phismen hat und ohne Zentrum ist (vgl. SPHsE~ [11], S. 125). Eine vollst~.ndige Gruppe ist 
also isomorph mit ihrer vollen Automorphismengruppe. 

as Da ein Ring mit Einselement auch annullatorfrei ist, so induzieren seine Elemente 
lauter verschiedene Doppelhomothetismen, folglich ist er isomorph mit seinem ,,vollen Dop- 
pelhomothetismenring" (vgl. den SchluB von ~ 7 ) . _  Im allgemeinen, wenn die s~imtlichen 
Doppelhomothetismen von P einen Ring bilden, so k6nnen wit diesen den vollen Doppel- 
homothetismenring von P nennen. Dieser kann natfir l ichauch dann existieren, wenn P kein 
Einselement hat. 

a9 Das Holomorph von einem Ring P mit EinseIement l~il~t sich einfach als P �9 p an-  
geben (S. Fall D ~ P von (51), (52)). 

40 Ausftihrlicher gespr0chen: Hat ein Ring kein Einselement, so ist er in keinem 
Holomorph yon ibm ein direkter Summand. Hat er das EinseIement, so hat er nur ein Holo- 
morph und ist ein direkter Summand in diesem. 
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Die Behauptung ,,dann" ist eine Folgerung aus der letzten Behauptung 
des Satzes. Die Behauptung ,,nur dann" war in einem Spezialfall schon 
TSCHEBOTAREFF [15] bekannt. 4~ Nach dem Anfang der S~itze 3o, 3 sind die 
vollst~indigen Gruppen und  die Ringe mit Einsetement als genaue Analoga 
voneinander anzusehen. Es is merkwiirdig, dab Satz 3 im ganzen viel reich- 
haltiger ist als Satz 30. ~1 Selbst das im ersten Tell yon Satz 3 gel0ste Pro- 
blem der Bestimmung der ringtheoretischen Analoga der vollst~indigen Grup- 
pen hat schon frtiher SZENDREI [14] aufgeworfen und beantwortet. 

BEWEIS VON SATJ~ 30. Wit fangen es mit ,,nut dann" an. Zu diesem 
Zweck betrachten wit eine vollst~indige Oruppe F u n d  eine Schreiersche 
Erweiterung /Tvon ihr. Wir haben zu zeigen, dab F als direkter Faktor in 
F-enthalten ist. Wegen der Annahme ist ftir jedes Element ~ von F die Ab- 
bildung 

- - - - 1  - -  ~o --, e O c~ (O~F) 

ein innerer Automorphismus yon F. Da ferner F ohne Zentrum ist, so gibt 
es zu g ein einziges Element ~'  yon F, alas diesen Automorphismus indu- 
ziert. Dann ist d lg, mit allen Elementen yon F vertauschbar, folglich gibt 
es in jeder Klasse yon /~ nach F ein einziges, mit allen Elementen yon 
F vertauschbares Element. Diese Etemente bilden eine Untergruppe F,, 
yon F, ferner ist Fo ein Repr~isentantensystem der Klassen nach F. Hiernach 
ist _F das direkte Produkt.von f u n d  Fo, womit wir ,,nur dann" bewiesen 
haben. 

Jetzt beweisen wir die letzte Behauptung von Satz 30. Hierzu nehmen 
wir an, dab eine Gruppe F ein direkter Faktor in ihrem Holomorph A � 9  
ist, wobei A die volle Automorphismengruppe von f bezeichnet. Nach (20) 
und R~DEI [6] Satz 3 gibt e s  wegen der Annahme eine Abbildung 

a--~ a' 

yon A in F, wofCir 

t[56) (ab) ' - la 'b '=~,  a'-loa ' =,o~ 

gilt. Aus (56,2) folgt, dab A aus lauter inneren Automorphismen von F be- 
steht. Dann l~igt sich A ~ F / F .  setzen, ferner folgt aus (56~) 

~Ja~ ,-1 o , % 

4o~ Erst nach der Abfassung dieser Arbeit bemerkten wir, dab die Behauptung ,,nur 
dann" yon Satz 3 in roller Allgemeinheit auch schon in der folgenden Arbeit vorkommt: 
B. B~owN and N. H. McCoy, The maximal regular ideal of a ring, Proceedings of the Amer. 
Math. Soc., 1 (1950), S. 165--171 (Lemma 3). 

n Auch sonst benehmen sich die Ringe mit Einselement in mancber Hinsicht ab- 
weichend yon den vollst~ndigen Gruppen. Es ist z. B. trivial, dab jeder Ring eine Schreier- 
sche Erweiterung mit Einselement hat, nach dem SchluB der Bemerkung nacfi Definition 2 
gilt sogar, dab jedes Holomorph eines Ringes ein Ring mit Einselement ist, demgegen- 
fiber ist unseres Wissens unbekannt, ob jede Gruppe sicli nach SCHRHER ZU einer voll- 
st~indigen Grul3pe erweitern l~igt. 
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wobei 
# 

G, ~ G, 

eine Abbildung yon F/F, in F ist. Aus (57~) u n d o ~  = ct 10c~ folgt, dab c~s 
in die Klasse e , ~ e F ,  geh0rt. Da ferner die cr wegen (57~) eine Unter- 
gruppe F' von F bilden, so zerf~llt F in das Produkt F'F,, worunter wit  
verstehen, dag sich jedes Element yon F e indeut ig  als ein Produkt 

O 0o (, ~ F  , o ~ F , )  schreiben l~ft. Da aber F ,  alas Zentrum von F istl so folgt 
hieraus 

F=F'@F,, 

ferner mug F '  zentrumlos sein. Hat ein direktes Produkt nur inhere Auto- 
morphismen, wie das nach obigem far F der Fall ist, so gilt fihnliches auch 
far die Faktoren. Hieraus folgt, dab F' vollst~ndig und F,  (als Abelsche 
Gruppe) aus h0chstens zwei Elementen besteht. Damit haben wir die letzte 
Behauptung von Satz 3o bewiesen. 

Aus Satz 30 haben wir nur noch ,,dann" zu beweisen. Da das Holo- 
morph eine Schreiersche Erweiterung ist, so genflgt es folgendes zu beweisen- 
Ist eine Gruppe 

(58) F = A | B 

das direkte Produkt von zwei Untergruppen A, B, von denen A ( 4 - 0  Abelsch 
und endlich ist, so hat F eine Schreiersche Erweiterung /~, in der F kein 
direkter Faktor ist. Wir nehmen eine ecllte Obergruppe A yon A, die keinen 
mit A isomorphen direkten Faktor enthfilt, und setzen 

(59) F =  f,| B. 

Dabei lalSt sich F <  F annehmen, und dann gilt sogar F<~ F. Es gentigt Z u 

zeigen, dab F kein direkter Faktor in /~ ist. Wir nehmen an, daft F ein 
direkter Faktor i n / ~  ist. Dann gilt wegen (58) 

(60) P =  A, | A | B 
mit einer Untergruppe A1 von F. Aus (59), (60) folgt die Isomorphie ~ 

Dieser Widerspruch beendet den Beweis von Satz 30. 

BEWEiS YON SATZ 3. Wir fangen es mit der zweiten Behauptung an. 
Hierzu betrachten wir einen .Ring P und nehmen zuerst an, dab P das Eins- 
element ~ hat. Dann folgt aus (31) far jeden Doppethomothetismus a von P: 

ao=a~=(aO9, oa=o~a=o(~a). 
Andererseits gilt nach (32) 

0a)  = 4 a 0 ,  

4-~ Gilt n~hnlich G=A@B~A'@B,  wobei A, A',B Untergruppen der Gruppe (7 
s i n g  so gilt A ~ A'. 
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d. 11. a~ ~ t a .  Hiernach ist a gleich dem durch a ~ ( ~ a a ) i n d u z i e r t e n  inneren 
Doppelhomothetismus von P. 

Umgekehrt wenn P nur innere Doppelhomothetismen hat, so ist auch 
der identische ein solcher, woraus die Existenz eines Elementes ~ mit 
c~e=.o, e r r=-0  folgt. Dann ist c~ eben das Einselement von P. Somit haben 
wir die zweite Behauptung yon Satz 3 bewiesen. 

Die in der Mitre yon Satz 3 erw/ihnten Folgerungen sind auch richtig, 
teils wegen Satz 1, teils weil die inneren Doppelhomothetismen paarweise 
befreundet sind. 

Uin die Behauptung ,nur dann" yon Satz 3 zu beweisen, nehmen wir 
im Ring P die Existenz des Einselementes t an und betrachten eine Schreier- 

sche Erweiterung P-von P. Wir haben zu zeigen, dab P ein direkter Sum, 
mand in P ist. Far ]edes Element ~- von F' bilden die zwei Abbildungen 

e .-~ c~ e , o --, q o: 

einen Doppelhomothetismus yon P. Folglich gibt es wegen der Annahme und 
des schon Bewiesenen ein cc (E P ) m i t  

(61) dq~-ccQ, e g ~ - ~ e e .  

Wegen der Annahme gilt auch P , =  0, folglich ist e eindeutig durch ~ be- 
stimmt. Schreibt man (61) in der form 

= = o ,  

so sieht man, dab 
~ =  e -f-iv 

gilt, wobei ~ ( E P ) d i e  Eigenschaft 

(62) ~ P = P.~ ~ 0 

hat. Die s~mtlichen ~ mit d e r  Eigenschaft (62) bilden ein Ideal n yon P 
(den ,,Annullator yon P in P"), das wege n d e r  Annahme kein yon 0 ver- 
schiedenes gemeinsames Element mit P hat. Wit haben gewonnen, dai~ P die 
direkte Summe seiner Ideale P, n ist, womit wir die Behauptung ,nur dann ~' 
von Satz 3 bewiesen haben. 

Um die letzte Behauptung yon Satz 3 zu beweisen, betrachten wir einen 
Ring P und ein Holomorph D| P yon ibm, wobei D ein maximaler Ring 
yon befreundeten Doppelhomothetismen yon P ist. Wit nehmen an, d a g P  
als direkter Summand in D �9 P enthalten ist, und dann haben wir zu beweisen, 
dab P das Einselement hat. Wegen der Annahme gibt es nach (43) und 
REDeI [6] Satz 6 eine Abbildung 

a ---~ a' 

von D in P, wofar ~:~ 

(63) a ' @ b ' - - ( a + b ) ' = O ,  a ' b + a b ' + a ' b ' = - ( a b ) ' = O '  I" (a, bED;  ce, SEP) 
eb47~zb ' -=O,  a ,~+a '  f l = O ,  

~.~ Wir berichtigen den Druckfehler im zitierten Satz, wo n~imlich in (74) ffir das 
erste (ab)' richtig (a q-O)' stehen soil 
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gelten. Aus (63~,4) folgt, dab D aus lauter inneren DoppeJhomothetismen 
yon P besteht. Da diese, wie erw~ihnt, mit jedem Doppelhomothetismus yon P 
befreundet s ing  so folgt aus der Maximaleigenschaft yon D, dab P tiber- 
haupt nut innere Doppelhomothetismen haben kann. Nach dem oben bewie- 
senen Tell yon Satz 3 bedeutet dies die Existenz des Einselementes in P, 
womit wir die letzte Behauptung yon Satz 3 bewiesen haben. 

Da jedes Holomorph eine Schreiersche Erweiterung ist, so folgt hieraus 
auch schon die Behauptung ,,dann" yon Satz 3, womit der Beweis dieses 
Satzes beendet ist. 

w 6. Weitere Anwendungen. Beispiele 

Nach Satz 3 sind alle Ideale eines .Ringes mit Einselement charakteri- 
stisch. Ein Oegenst~ck hierzu bildet d n  neulich gefundener Satz von NAGATA 
[5],44 der so lautet: Is t  ~ ein Primidea14~' in P und P <~ P, so gflt ~ ~ P. Dieser 
Satz l~ilSt sich nunmehr auch so aussprechen: 

SATZ 4. Die Primideate sind charakteristisch. 

Wir fahren auf Orund von Satz 1 einen kurzen Beweis aus. Bezeichne 
~ ein Primideai von P und a einen Doppelhomothetismus von P. Im Fall 
~ z  p ist der Satz richtig, weshalb wir nur noch den Fall ~ =~--P zu betrach- 
len brauchen. Wegen (32), (31~) gilt P(alJ), ( a p ) P ~ ,  folglich gelten 

< P. 
Aus diesen und der Annahme ergibt sich 

~ a ~ ,  

also a p G p .  Ebenso folgt ~ a ~ p .  Beide besagen nach Satz I die Richtigkeit 
von Satz 4. 

Merkw~rdig an Satz 4 ist, dab er (nach unserer Ansicht) aberhaupt 
kein gruppentheoretisches Analogon hat. Nach  beiden S~itzen 3, 4 scheinen 
die charakteristischen Unterringe eine h~iufigere Erscheinung zu sein als die 
charakteristischen Untergruppen. 

Gibt es tiberhaupt Ideale, die nicht charakteristisch s ind? Diese Frage 
bejahen wir mit einem Beispiel. Bezeichne p eine Primzahl, I den Ring der 
ganzen Zahlen. Die Polynome 

pT(x) + p (x) (/(x), (x) 1Ix]) 
4-~ S. auch STEINFELD [12]. Auch diese Arbeit yon STE~NFELD, die ich schon im Manu- 

:skript kannte, hat dem Entstehen meiner ,,Holomorphentheorie fiir Ringe" beigetan. 
4~ Wie das neuerdings iiblich ist, verstehen wit unter einem Primideal eines beliebi- 

gen Ringes P ein solches Ideal p von P, woftir aus a l[~ ~ t~ (r b <~] P) stets a ~ p oder 5 G p 
folgt. Die ,,Primideale im allen Sinn" nennt man heute (votlst~indig oder) komplett; diese 
werden bekanntlich durch die Eigenschaft definiert, dab aus aS ~  ~ stets , t~p oder : ~ 0  
folgt. Die kompletten Primideale sind ein Spezialfall der Primideale und ftir kommutative 
Ringe fallen beide Begriffe zusammen. 
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und 
lz(x) + pxk(x (h (x), k(x) qx]) 

bilden je einen Unterring P bzw. P' yon l[x]. F~r diese gilt P'<~ P, P <Jl[x] 
offenbar, dagegen gilt P'<~I[x] nicht mehr. Hiernach ist P' in der Tat ein 
Ideal in P, das  kein charakteristischer Unterring ist. 

Wir beweisen den folgenden merkwtirdigen Satz, der ebenfalls keir~ 
gruppentheoretisches Analogon zu haben scheint: 

SATZ 5. Alle Holomorphe eines kommutaliven nullteilerfreien Ringes sind 
kommutativ. (Vgl. Satz 6.) 

Bezeichne n~imlich [ einen solchen Ring. Ftir jeden Doppelhomothetis- 
mus a yon P gilt nach (32) (c~a)cc = c~(acO, woraus nach der Annahme zuerst 
c~(c~a) ~- r dann 

( 6 4 )  a = a 

folgt. (Hiernach besteht jetzt jeder Doppelhomothetismus yon P aus zwei 
gleichen Endomorphismen yon P+.) Sind nun: a, O zwei befreundete Doppel- 
homothetismen yon P, so folgt aus (18), (64), (35) 

abci=a(bc 0 a(c~b)~(aa)b=b(ac~)=bar 
d . h .  

(65) ab --ha.  
Da nach (43._,) die Elemente eines Holomorphes yon P nach der Regel 

(a, c~) (b, 5) =(ab,  e~b §  +cr 

multipliziert werden, woraus auch 

(b, f )  (a, e) = (ba, fa  @ bcc ~- fie) 
folgt, so zeigen (64), (65) die Richtigkeit von Satz 5. 

Beispiele ftir Ringe mit mehr als einem Hotomorph bilden die Zero- 
ringe? 6 Es gilt n/amlich der folgende: 

SATZ 6. FAn Zeroring ? hat dann uncl nut dann nur ein Holomorph, 
wenn der volle Endomorphismenring von P+ kommutativ is t f  Hat er mehrere 
Holomorphe, so gibt es darunter auch nichtkommutative. 

Wir schicken folgendes voran. Wegen der Annahme gilt co f = 0  
unbeschr~inkt, also sind (31), (32) identisch erftillt. Folglich stimmen jetzt 
nach (30), (33) die Doppelhomothetismen von P mit denjenigen Doppelendo- 
morphismen yon P+ tiberein, die aus zwei vertauschbaren Endomorphismen 
yon P§ bestehen. 

Ist nunmehr der .volle Endomorphismenring yon P+ kommutativ, so ist 
die Bedingung (35) auch erftillt. Das bedeutet, dab jetzt alle Doppelhomothe- 

~r Zeroring bedeutet einen Ring P mit p2 = 0 (d. h. P~ ~ P). 
~7 Das interessante Problem, wann der voile Endomorphismenring eines Moduls 

kommutativ ist, haben SZEL~ U. SZENDRE~ [13] unl~.ngst in Angriff genommen und teilweise 
gel~3st. Nach ihren Resuttaten gibt es verh/~ttnism~fSig sehr wenig Moduln dieser Art. 
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tismen yon P paarwejse befi'eundet sind, d. h. einen Ring bilden, der dann 
der einzige maximale Doppelhomothetismenring yon P ist, folglich hat P nur 
ein Holom0rph. 

Ist dagegen-der volle Endomorphismenring yon P+ nichtkommutafiv, so 
betrachten wir zwei nichtvertauschbare Endomorphismen A, B yon P+. Bezeichne 
a, b (nach obiger Bemerkung) die zwei Doppelhomothetismen von P, so dab 
beide Bestandteile yon a gleich A und die yon b gleich B sind. Diese a, b 
sind nach (35) nichtbefreundet, geh0ren somit in zwei verschiedene maximale 
Ringe yon befreundeten Doppelhomothetismen von P. Da durch sie zwei 
verschiedene Holomorphe yon P bestimmt sind, so haben wir die erste H~lfte 
yon Satz 6 bewiesen. 

Wird zu den vorigen A , B  je ein trivialer Endomorphismus 0 von P+ 
hinzugenommen, so entstehen offenbar zwei befreundete Doppelhomothetis- 
men a - - ( A ,  0), b = (B, 0) von P, far die a b ~  ba gilt. Diese sind also in 
einem nichtkommutativen maximalen Ring yon befi'eundeten Doppelhomothe- 
tismen von P enthalten. Durch diesen ist ein nichtkommutatives Holomorph 
yon P bestimmt, womit wir den Beweis yon Satz 6 beendet haben. 

Wir bemerken, dag selbstverst~.ndlich sich der Begriff der charakteri- 
sfischen Reihen auf die Ringe abertragen ltii3t. Und zwar verstehe man unter 
einer eharakteristischen 1-qeihe yon P jede nicht verfeinbare endliche Folge 

P-~- Po, P, , . . . ,  P,.= O, 
in der P;+l ein echter Unterring yon P,: ( i=-O, . . . .  r - - l )  ist und P,:,~P 
( i =  0 . . . . .  r) gilt. Im wesentlichen handelt es sich also um die Kompositions- 
reihen der (additiven) Oruppe P+, wenn man dieser die stimtlichen Doppel- 
tlomothetismen von P a l s  Operatoren zuordnet. Entsprechend lassen sich die 
bekannten S~itze von SCHREIER und JORDAN--HOLDER anwenden. 

Als Ergtinzung zu den i m w  1 erw~ihnten Analogien schreiben wir noch 
die folgenden (sehr starken) Analogien hin, auf die wir wtihrend unserer 
Betrachtungen gestol~en sind: 

charakteristische Untergruppe von F . ' .  charakteristischer Unterring von P, 
Holomorph von F . ' .  Hotomorphe yon P, 
voIlst~indige Gruppe . - .  Ring mit Einselement, 
charakteristische Reihe von F . ' .  charakteristische Reihe yon P. 

- (Eingegaagen am 3. Februar 1954.) 

13 Acta MMhematica 
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TEOPId9I  F O d l O M O P ~ O B  FPYFIII H KOdlEI4 

yI. P ~ D H  (Cere;0 

(Peg~o ta e) 

l~eabm ~tacTo~lJaei~ pa6OTbl ~B,I~teTCg/ nepeHeceHne TeopHH FO~OMOp~OB rpynn (noa; 
ROTOpOi;l aBTOp paayMeex qaCTl, TeopHH rpynn, Hayyam~y~o xapa~TepHcTHuecKHe no~lrpynnb~ 
H roaoMoptl0 rpynnH) B TeopH~O ~oneR. Teop .~  roaoMopc]mB Koae~t Mo*eT 6LITb nocTpOeHO 

TecHo~i aHanorHu c Teopuebi roaoMopcl~oB rpynn. At~TOp onpeaen;teT xapauwepHcTr/qecKHe 
no~I,coabua RaR noaRoagt~a, ~tBal~tmIJanecq uaeaaaM~ so BCnKOM tupei~epoBoM (oBepeTWOBO~) 
pacmHpeHH. Roabtta. B npOTnSOnOa]O:k~nOCTb Teopnu rpynn ROaSLtO BOO6me Mo~;eT utaeT~, 
HectcO.qbKO FO;IOMOpqbOB. FOIIOMOp~BI YlBdI~IOTC~ HeI;OTOpBIM~I clIeRHaaBHBI/~H tupe~eponBlm~ 
pactm~pe.u~aH ~auuoro RoabKa. DT~I tupeiaepoBb~ pacm~peu.~ 6eatl)aKTopH~], ~f c a ~ a ~  

~affTopRo.~Ra, npn no.s~OLRU KOTOpBIx pacmupeH~e npoucxoRnT, CyTb t;oabtta, COCTaBaettHble 
~8 HetCoTopBIX nap OTo6pa, eHn~ glattHOrO t;oabtta. DTU napbI OTo6pay~e~i~ ttaaBiBamTCg~ 
aBTOpOM ~I, BO~IHblMJd F0~OTeTU3Ma~aI~. OnpeAea~mTc~ OHH TaR: BOSBMeM nm60i~ a0ieMeHT 
ua am6oro mpe~epoBoro pactu~pe..~ aauuoro KoaBt~a, ~ nepeMuo..a as.~ (e[m~c~po~aHH~M) 
aaeMeRwoM cnpaua u cneBa aneMeHTBI r RooqbtI~a. WaffuM o6paao~ noayqaeM aBa 
owo6pax<eHu~ t;O21BLta B ce6~ (~Bamo~uec~, KOHeqHo, cI1elJ,~anbHBIMU a~RoMop~uaMaMu 
a~/mTrmUofi rpyunBi Roablaa). Tau ,e  napB~ OTO6pax<eH,i4 . cywb RBO~il-Ible FOMOTeTU3MBI. 
~BOi;1Hble FOMOTeTHgMH blO>KtlO CKJIa~BIBaTB H yMHO>KaTt. IlO npoCTblM npaBuaa~, O~RFIaI(O 
MHO~eCTB0 Bcex ~BOi~HblX FOMOTeTI,I3MOB ;I, flHHOFO t~O01blla ~oo6uae roBop~ He oBpaayeT RO31bI~O. 
Tea  He ~euee i/i8 MHO)I('eCTBa' gCeX ~BO~IHblX FOMOTeTI~SMOB ~aO~HO BBI6~paTB Hel<oTopBIe 
,,MaRcuMaa6u~ie" ~IO~HOY~ecTBa, o 6 p a w m m ,  e KOdlt~l~O. HMe.HO aXU ,,Mauc~Maa~n~e RoaBRa 

.~BOi4HBIX rOtaOTeTI~3MOg '~ I~ l~rpatOT npu-UbItueynoM~ttyTBlX tupefiepoB~1x pamunpeH~X poa~ 

tl~a~TopRoaeR. HuTepec~a;~ Oco6eHHOCTB Teopu~ roaO~aopqboB RoaeR 8affnm*taeTc~t B TOM, 
qTO npOCTBIe ~eaaBi  (B qaCTHOCT~ t n o a . e  IlpOCTt, le u~eaaBl) Tat; , e  Rate I~ BCe HReaa]i~t Ko01eR 
C e~,a~Ke~i xapaRTep~cTtI~Hb~: Boo6me ORaablBaexc~t, ~tTO t;OnbLka C e~unt~e~ ~rpatOT B 
Teopun KoneR ponB TOqttl,]X aHa01orog coBeptueuttB~x rpynn. TaR, Hanpn~aep, cnpaBea~auBa caea~y- 

m~a~ TeopeMa: t(oabtta c e~uHutte~i u TO~IBKO OHFI CyTb ~oaBtta, ~onycuammme TOdlBI(O 
np~MBIe tupefiepoBB] pactnupem~. ;gTa Teope~a aHanormlna HaBeCTHO~ Te0peTHKO rpynno- 
go~i meope~e o TOM, qTO COBepmeHHBle Fpyrliil, l u TOOlbRO OHH coAepY~awc~ B Ra~tecwBe np~t~oro 
MHOYRI~Te~Igl BO BCg/KOM HX mpei~epoBoM pacm,peHuu. Ha OCHOBe OTO~ aHa~lOrl~I MOYI<ttO 
~:Rasa'rB, nTO l<o~bll~a c e~tmm~e~i twpa~oT no Cyu~ecTsy pO~b ,,coBeptuem{~x ~oneR". 
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