DIE HOLOMORPHENTHEORIE FUR GRUPPEN UND RINGE

Von
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie

§ 1. Einleitung

Die verschiedenen Zweige der Algebra haben sich mehr oder weniger
voneinander unabhéngig entwickelt und eine zielbewufite Tatigkeit zur Ver-
einheitlichung der begrifflich zusammengehorenden Teile ist erst in der neu-
eren Zeit bemerkbar, aber man hat in dieser Beziehung gewiB noch vieles
zu tun. Ein wichtiges Mittel dieser Vereinheitlichung besteht im Ausbau von
analogen Theorien auf den verschiedenen Forschungsgebieten.

In unserer Arbeit wird es sich um eine neue gruppen-ringtheoretische
Analogie handeln, die zwischen der schon fertigen Holomorphentheorie fiir
Gruppen und einer erst hier aufzustellenden Holomorphentheorie fiir Ringe
besteht. Dabei verstehen wir unter ,Holomorphentheorie fiir Gruppen“ den-
jenigen Teil der Gruppentheorie, der sich vor allem auf die zwei, bekannt-
lich eng zusammenhingenden Begriffe ,charakteristische Untergruppen® und
yHolomorph“ einer Gruppe, ferner auf den mit diesen ebenfalls eng zusam-
menhédngenden Begriff ,vollstindige Gruppe“ bezieht. Entsprechend werden
auch in der ,Holomorphentheorie“ fiir Ringe die drei analogen Begriffe auf-
treten. Die ersten zwei dieser Begriffe werden wir dhnlich charakferistische Unter-
ringe bzw. Holomorphe® eines Ringes nennen (ihre Definition erfolgt spiter).
Es wird eine Uberraschung, dab als zum dritten der erwihnten gruppentheo-
retischen Begriffe, ndmlich zur ,vollstindigen Gruppe“ analoger ringtheore-
tischer Begriff der ,Ring mit Einselement“ auftreten wird.?

1 Die Mehrzahl ,Holomorphe® ist kein Druckfehler! Es wird sich nimlich heraus-
stellen,#dafi-ein Ring~im Gegensatz .zur Einzigkeit des Holomerphes einer Gruppe im all-
gemeinen. mehrere Holomorphe hat. Diese Mehrheit liegt — wie wir sehen werden —
vollig in der Natur und ist etwa dem Umstand -zuzuschreiben, daB der Begriff des Ringes
mehr zusammengesetzt ist als der der Gruppe.

2.Die- Ringe mit Einselement haben von jeher eine bevorzugte Rolle unter allen
Ringen gespielt (z. B. in der Teilbarkeitslehre, Idealtheorie, linearen Algebra usw.). Freilich
findet diese Bevorzugung eine formale Erklirung im Umstand, da8 die Anwesenheit des
Einselementes betréchtliche rechnerische Vereinfachungen nach sich zieht. Demgegeniiber
erblicken wir in der obigen Analogie sozusagen den inneren Grund fiir die bevorzugte
Stellung der Ringe mit Einselement. Diese sollten wir fortan eigentlich auch ,vollstindige
Ringe“ nennen, was wir trotzdem nicht tun werden, raten aber dem Leser, iiberall statt
»Ring mit Einselement® auch ,vollstindigen Ring* zu verstehen.
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Gleich wollen wir noch folgendes erwdhnen. Bekanntlich spielen in allen
Teilen der Algebra gewisse Abbildungen, ndmlich der Homo-, Iso-, Auto-,
Endo-, Meromorphismus, eine Fiihrerrolle. Als ein wichtiges Ergebnis unserer
Untersuchungen wird sich zu diesen fiinf Begriffen (ausschlieflich fiir Ringe)
ein sechster, nicht minder wichtiger gesellen. Dieser wird gewisse Paare von
Abbildungen eines Ringes in sich bedeuten, ein solches Paar von Abbildun-
gen werden wir einen Doppelhomothetismus nennen. Die Doppelhomothetis-
men spielen, wie wir sehen werden, nicht nur in der Holomorphentheorie,
sondern auch in anderen Fragen beziiglich Ringe eine Rolle, und bilden, wie
unglaublich das auch lautet, ein Analogon zu den Automorphismen einer
Gruppe.

Nachdem wir hiermit kurz iiber den Inhalt unserer Arbeit berichtet haben,
wollen wir zur vorherigen Beleuchtung der erst im § 2 beginnenden Unter-
suchungen einiges iiber die Analogien zwischen gruppen- und ringtheoreti-
schen Begriffen bemerken.” Dementsprechend kann der {ibrige Teil dieser
etwas langen Einleitung fliichtig gelesen werden.

I’ und P bezeichnen durchgehend eine Gruppe bzw. einen Ring.

P+ bezeichnet den Modul von P, d. h. den durch die Elemente von P
gebildeten Modul. -«

A.-.B .bezeichnet, daB A,B zwei analoge Begriffe sind, von denen A
gruppentheoretisch, B ringtheoretisch ist.

Eine der wichtigsten Analogien solcher Art ist

(1) Homomorphismus von I” .. Homomorphismus von P.
Mit dieser hidngt
(2) Faktorgruppe von " .-. Faktorring* von P
eng zusammen, da links im wesentlichen (d. h. von Isomorphie abgesehen)

die 'samtlichen homomorphen Bilder von I, rechts die von P stehen.
Kraft (2) gilt die ebenfalls sehr starke Analogie

3) Normalteiler von I .. ldeal von P,

da die Faktorgruppen und Faktorringe auf bekannte Weise durch die Nor-
malteiler bzw. Ideale angebbar sind.
Die Analogie

4) Untergruppe von I" .-. Unterring von P,

ist weniger stark, da statt ihrer oft die eine oder andere der (allerdings

3 Es ist freilich stets eine Geschmackssache, ob man und in welchem Grade gewisse
Begriffe als analog betrachtet. Wenn wir deshalb iiber Analogien sprechen und eventuell

.auch ihren Grad mit ,genau, stark, schwach® usw. bezeichnen, so soll das stets nur eine

Auffassung bedeuten.
4 Wir sagen ,Faktorring® statt ,Restklassenring®.
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schwicheren) Analogien
(5) Untergruppe von [I" . . Untermodul von P,
(6) Untergruppe von /7 .. einseitiges Ideal von P

zu Kraft tritt, ferner kommt in gewissen Untersuchungen mehr die ebenfalls
schwache Analogie
) Normalteiler von I .-. einseitiges Ideal von P

(statt (6)) zur Geltung.
Dem Anschein nach ist

) Automorphismus von 17 .. Automorphismus von P

eine dhnlich starke Analogie wie (1), Wenn man aber (3) beachtet, und
bedenkt, dafi sich die Normalteiler von I" als die gegentiber gewissen (nam-
lich den inneren) Automorphismen von I7 zuldssigen Untergruppen charakte-
risieren lassen, dagegen eine entsprechende Charakterisierung der Ideale von
P durch Automorphismen unméglich ist,” so fithlt man sich gezwungen, die
Analogie (8) abzulehnen. Eine andere ,Schwiche“ der Analogie (8) ist, daB
bekanntlich eine Gruppe mit mehr als zwei Elementen stets auch nichtiden-
tische Automorphismen hat, wogegen es viele Ringe mit nur' einem (dem
identischen) Automorphismus gibt.® Schon aus diesem Grunde kann die
rechte Seite von (8) nicht die dhnlich wichtige Rolle spielen wie die linke
Seite, und man weifi auch aus Erfahrungen, dal — im Gegensatz zur fort-
wéhrenden Anwendung der Automorphismen in der Gruppentheorie — die
Automorphismen eines Ringes sehr selten zu Wort kommen.” Nicht weniger
entscheidendes gegen die Analogie (8) ist endlich, daf die Automorphismen
von /" eine Gruppe bilden, wogegen die Automorphismen von P keinen Ring
bilden: wegen des ersteren existiert die ,Schreiersche Erweiterung von [” mit
seiner vollen Automorphismengruppe®, wegen des letzteren fehlt ein analoger
Begriff fiir P, der ebenfalls- durch P und seine volle Automorphismengruppe
bestimmt wire.”

» Die inneren Automorphismen einer Gruppe haben innerhalb der Automorphismen
eines Ringes ohne Einselement {iberhaupt keine Analoga. (Hierauf kommen wir bald zuriick.)

¢ Z. B. hat der Ring / der ganzen Zahlen nur den identischen Automorphismus.
Betrachten wir ferner den Polynomring /{x]. Selbst dieser hat bekanntlich unendlich viele
Automorphismen, und zwar lassen sich seine sdmtlichen Automorphismen durch x — x + ¢
und x — —x - ¢ angeben (¢ € /). Bezeichnet aber f(x)(<[x]) ein Polynom, wofiir alle
1 f(& x+4-c) verschieden sind, so hat der Ring f(x) /[x] offenbar nur den identischen
Automorphismus. Ahnlich beschaffen ist auch der Ring {f7'(x), I [x]}. — Wie hier so auch
spater bezeichnet {--.} die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte (algebraische)
Struktur.

“ In (allerdings wenigen) Spezialfillen, so vor allem fiir gewisse Kérper und Schief-
korper sind jedoch die Automorphismen iiberaus wichtig, wie'z. B. in der Theorie von
Gaross. Durch solche Sonderheiten wird jedoch das oben Gesagte nicht beeinfluBt.

5 Diesen jetzt noch fehlenden analogen Begriff werden wir spiter dennoch finden.
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Dagegen spielen die Endomorphismen des Moduls eines Ringes eine
dhnlich oftmalige Rolle in der Ringtheorie wie die Automorphismen einer
Gruppe in der Gruppentheorie. Deshalb kann

9) Automorphismus von /7 .-. Endomorphismus von P*

einigermafien als ein Ersatz fiir die nach vorigem sehr schwache Analogie
(8) angesehen werden. Allerdings ist auch (9) fiir eine schwache Analogie zu
halten schon aus dem Grunde, daf im allgemeinen in die rechte Seite. von
(9) die in P definierte Multiplikation gar nicht eingeht.

In Spezialfallen geschieht das doch, denn die Abbildungen

(10) 0—@p,0 00 (0€P)

definieren fiir jedes «(€P) zwei Endomorphismen von P*. Diese nennen wir
nach BOURBAKI [1]® den durch « induzierten inneren Links- bzw. Rechtsho-
mothetismus von P.® Beide nennen wir kurz auch innere Homothetismen.
Dann gilt der ,Teil*"

(11)  innerer Automorphismus von [I” .. innerer Homothetismus von P

der schwachen Analogie (9) fiir eine starke Analogie. In der Tat ist (11) mit
(3) gut vertrdglich, denn einerseits sind die Normalteiler von I" (wie schon
erwihnt) die gegeniiber allen inneren Automorphxsmen von I” zuldssigen Unter-
gruppen, andererseits sind die [deale von P ahnlich die gegeniiber allen inne-
ren Homothetismen von P zuldssigen Unterringe. (Vgl.’.)

Damit beenden wir auch schon die Aufzdhlung der im wesentlichen
bekannten Analogien zwischen gruppen- und ringtheoretischen Grundbegriffen,
deren Zahl man noch vermehren konnte, aber fiir unseren Zweck, das spi-
tere zu beleuchten, gentigt das bisherige.

Jetzt wollen wir kurz einige neue Untersuchungen erwdhnen, in denen
Analogien zwischen Gruppen- und Ringtheorie ausgebaut wurden.

EVERETT [3] hat die Schreiersche Erweiterungstheorie fiir Ringe aufge-
stellt. ™ Diese zwei analogen Theorien (die Schreiersche und Everettsche)
beruhen vollig auf der Analogie (3) und bilden einen dulerst wichtigen Teil
der Gruppen- bzw. Ringtheorie.

9 Mit [ ] verweisen wir an das Literaturverzeichnis am SchiuB unserer Arbeit.

10 Selbst Boursaki verwendet die Benennungen ,homothétie 4 gauche® bzw. ,a droite®.
Hiernach hitten wir ,Homothetie“ statt ,Homothetismus“ sagen sollen, uns gefalit aber die
Verwendung von ,-ismus“ wegen der Annlichkeit mit Homo-, Iso-, Automorphismus -usw.

11 Wir nennen (11) in dem Sinne einen Teil von (9), daB beide Seiten von (11) einen
Spezialfall der zwei Seiten von (9) bilden.

12 Beziiglich der Grundlagen der Schreierschen Erweiterungstheorie fiir Gruppen und
Ringe halten wir uns stets an Reéper [6]. — Gleichformigkeitshalber werden wir iiber Sclirei-
ersche statt Everettsche Erweiterungsringe sprechen, ferner sagen wir statt ,Schreiersche
Erweiterungsgruppe® und ,Schreierscher Erweiterungsring® in beiden Félien kurz ,Schrejer-
sche Erweiterung®, wenn daraus kein MiBverstindnis entstehen kann.
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Fuchs [4] hat den wichtigen Begriff der Frattinischen Untergruppe auf
den Fall von Gruppen mit Operatoren iibertragen und gezeigt, daB im Fall
eines P mit Einselement das Jacobsonsche Radikal von P mit der Frattini-
schen Untergrappe von P* iibereinstimmt, wenn man die  inneren Rechtsho-
mothetismen von P als Operatoren von P* deutet.

REDE! [9], [10] hat zwei verschiedene ringtheoretische Analoga der Hamil-
tonschen Gruppen untersucht (die zweite dieser Untersuchungen noch nicht
beendet).”

Mit den letzten zwei Beispielen sind wir von unserem eigentlichen
Gegenstand abgewichen, aber wir kommen jetzt darauf zuriick. Und zwar
wollen wir statt der schwachen Analogie (8) unter Beibehaltung der linken
Seite und passender Verdnderung der rechten Seite eine starke Analogie auf-
stellen. Dabei wollen wir an die vorige Bemerkung ankniipfen, daf (11) eine
starke Analogie ist. Deshalb beabsichtigen wir (11) so zu ,erweitern®, daB
hierdurch die gewiinschte Analogie entsteht, was auf eine ,rickige Verall-
gemeinerung der rechten Seite von (11) ankommt. Nun liegt diese Verallge-
meinerung auf dér Hand, so daf man in (10) das Element «(€P) durch ein
Element a eines Oberringes P von P ersetzt, das man aber der Bedingung
unterwirft, dall alle Produkte ag, 0oa in P liegen, damit auf diese Weise wirk-
lich Abbildungen von P in sich entstehen. Da die gesagte Bedingung bedeu-
tet, daff der Ring P als Ideal in P enthalten, d. h. P eine Schreiersche Erwei-
terung von P ist, so greifen wir zur folgenden Definition:

Ist @ ein Element einer Schreierschen Erweiterung von P, so nennen
wir die zwei Abbildungen

(12) 0 —ao,0—0a (e€P)
den durch a induzierten Links- bzw. Rechishomothetismus von P.'* Beide nen-
nen wir kurz auch Homothetismen. Es ist klar, 'daf die inneren Homothetis-
men wirklich Spezialfdlle der Homothetismen sind. Einen Homothetismus von

P, der kein innerer ist, nennen wir einen duferen Links- bzw. Rechtshomo-
thetismus von P.%

13 Bekanntlich nennt man eine Gruppe Hamiltonisch, wenn alle Untergruppen normal
sind. Auf Grund der Analogie (3) und der Analogien (4), (3), (6) lassen sich drei verschie-
dene ringtheoretische Analoga definieren, von denen die ersten zwei von Repsr [10], [9}
»Vollidealringe im weiteren Sinn“ bzw. ,Vollidealringe“ genannt wurden.

14 Die Moglichkeit nach weiterer Verallgemeinerung liegt vor, so daB man in den
zwei Abbildungen (12) nur voraussetzt, daB @ ein Element eines Oberringes von P ist, der
P als Links-, bzw. Rechtsideal enthilt.

15 Boursaxi [1] spricht iiber ,homothétie externe* in wesentlich anderem Sinne. Nur
ungern geraten wir durch unsere obige Definition der Homothetismen mit der Definition
der ,homothétie externe* von Boursaki in einen Konflikt, trotzdem konnen wir auf die
Benennung ,Homothetismus“ der obigen Abbildungen nicht verzichten. Wir haben hierzu
zwei Griinde. Der eine ist, da wir in unseren Homothetismen die natiirlichste Veralige-
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Ferner nennen wir das (geordnete) System der zwei Homothetismen (12)
den durch a induzierten Doppeliomothetismus von P." Gehort dabei a in P,
so* sprechen wir von einem inneren Doppelhomothetismus von P, dagegen ver-
stehen wir unter einem duferen Doppelhomothetismus von P einen solchen,
der kein innerer isf.

Wie oben schon gesagt wurde, werden fiir uns die Doppelhomothetismen
-von grofier Wichtigkeit sein. Diesbeziiglich bemerken wir vor allem, dafi an
Stelle von (11) sich die noch stirkere Analogie

(13) innerer Automorphismus von I .. innerer Doppelhomothetismus von P

fiir viel niitzlicher erweisen wird. Einerseits gilt nidmlich das iiber (11)
bemerkte offenbar auch fiir (13). Andererseits bilden die inneren Doppelho-
mothetismen von P — wie wir sehen werden — nach einfachen Rechnungs-
regeln einen Ring, der sich als genaues Analogon der Gruppe der inneren
Automorphismen von I” betrachten lassen wird. (Eine der letzteren #hnliche
Bemerkung gilt fiir (11) nicht.)

Ferner besteht als eine ,Fortsetzung® von (13) die unseres Erachtens sehr
starke Analogie
(14) Automorphismus von I” .-, Doppelhomothetismus von P,

die wir auch schon oben angemeldet haben; diese mag an Stelle der sehr
schwachen Analogie (8), undzwar mit viel mehr Recht als (9), fiir richtig
hingenommen werden. Die eigentliche Rechtfertigung dieser Auffassung witd
durch unsere spiteren Betrachtungen geliefert, hier beschrinken wir uns
diesbeziiglich auf einige kurze Bemerkungen.

Bekanntlich gewinnt man alle Automorphismen von [’ und nur diese
als durch die Elemente a der Schreierschen Erweiterungen von [I” gelieferten
Abbildungen

o—a'oa (o€Tl).
Die Analogie zwischen dieser Definition und der der Doppelhomothetismen

ist auffallend.
Im Gegensatz zu den iiber die Automorphismen von P gesagten (vgl.
auch *) gibt es im Fall P == 0 stets mindestens zwei Doppelhomothetismen von P.

meinerung der inneren Homothetismen erblicken. Der zweite ist, dafi unseres Wissens die
Benennung ,homothétie externe“ (im Sinne von Boursakr) sich bisher wenig in der Litera-
tur verbreitet hat. [Wir kénnen auch noch einen dritten Grund auffithren. Die Algebra ent-
lehnt niamlich den Begriff ,Homothetie* von der Geometrie in der man unter Homothetie
{bis auf Translation) eine Punkttransformation x — c¢x {c¢ reell) des n-dimensionalen Euklidi-
schen Raumes versteht (x bezeichnet den Ortsvektor des Punktes), die also im wesentli-
chen in der Verwendung eines ,Ahnlichkeitsfaktors“ bedeutet, wie auck unser Homothetis-
mus, wogegen zhnliches fiir die  homothetie externe“ von Boursaws nicht giltl

1 Ein Doppelhomothetismus besteht also aus einem Links- und einem Rechtshomo-
-thetismus, die aber nicht beliebig sind, sondern beide durch ein Element induziert werden
konnen, wie das oben unzweideutig gesagt wurde.
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Unter diesen kommen ndmlich der friviale und der identische Doppelhomothe-
tismus stets vor; so nennen wir die beiden Spezialfille, wo alle Bildelemente
a9, 0a gleich 0 (Fall a==0 von (12)) bzw. gleich ¢ sind.”

~ Die Doppelhomothetismen (dhnlich wie die inneren) werden sich nach
einfachen Regeln addieren und multiplizieren lassen. Wohl bildet dann die
Menge aller Doppelhomothetismen von P im allgemeinen keinen Ring, dage-
gen wird diese Menge gewisse Ringe enthalten, die die ahnliche Rolle im
Zusammenhang mit P spielen, wie die volle Automorphismengruppe von I,
weshalb sie als (genaue) ringtheoretische Analoga dieser Gruppe angesehen
werden konnen. Die gesagten Ringe werden wir verwenden um mit ihnen
gewisse Schreiersche Erweiterungen von P zu bilden, worauf wir schon in®
angespielt haben; diese Erweiterungsringe werden die Holomorphe von P sein.

Endlich werde bemerkt, dafi die charakteristischen Untergruppen und
-ringe dhnlich mit der Analogie (14) zusammenhingen werden, wie auch
die Normalteiler und Ideale mit der Analogie (11) (oder (13)) im schon
bemerkten Zusammenhang stehen.

Ubrigens werden wir im § 2 bei (30) bis (33) die Definition (12) der
Doppelhomothetismen durch eine mehr explizite ersetzen.

Unsere Arbeit, was noch iibrig ist, gliedert sich so:

Im § 2 machen wir einige Vorbereitungen.

Im § 3 stellen wir die im wesentlichen bekannten Grundlagen der Holo-
morphentheorie fiir Gruppen in einer zu unseren Zwecken geeigneten Form
zusammen.

Im § 4 erfolgt die Begriindung der analogen Theorie fiir Ringe.

Im § 5 untersuchen wir als Spezialfall die Ringe mit Einselement (als
Analogon zu den vollstindigen Gruppen).

Im '§ 6 beschaftigen wir uns mit einigen weiteren Spezialfalien.

Obwohl es sich hauptsachlich um die Theorie der Ringe handeln wird,
so werden wir doch auch in der Gruppentheorie wenig neues erzielen.

§ 2. Vorbereitungen

Neben den im § 1 eingefiihrten Bezeichnungen I, P, P* fiihren wir die
folgenden, ebenfalls durchgdngigen Bezeichnungen ein:

17 Das letztere ist auch ein moglicher Fall, der nimlich so entsteht, daB man fiir g
in (12) das FEinselement einer passenden Schreierschen Erweiterung von P nimmt, die
bekanntlich stets existiert. Gleich bemerken wir, daB der triviale Doppethomothetismus von
P stets ein innerer, dagegegen der identisehe dann und nur dann ein innerer ist, wenn P
ein Einselement enthilt.

® Das Hauptproblem dieser Arbeit, eine Holomorphentheorie fiir Ringe zu schaffen,
tauchte mir wihrend einer Besprechung mit meinem Aspiranten, Herrn O. StemrELD, auf,
Er und die Herren L. Fucns, G. PoLiik, J. Szewoger, Prof. L. Kaimir haben mit ihren niitz-

lichen Bemerkuncren zur endgiiltigen Abfassung meiner Arbeit beigetan, weshalb ich ihnen
herzlichst danke.
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e, 5, ... bezeichnen beliebige Elemente von I” bzw. P, je nachdem von
Gruppen oder Ringen die Rede ist. Insbesondere bezeichnet ¢ das Einselement
von [” oder P, letzteres natiirlich nur dann, wenn P ein Ring mit Einselement
ist. Die Null in P wird mit O bezeiclinet.

I',, P, bezeichnen das Zentrum-von I” bzw. den Annullator von P; unter
dem letzteren verstehen wir das Ideal derjenigen , fiir die vP = P» —0 gilt.
Die dhnlichen Bezeichnungen [/, P, verwenden wir deshalb, weil sich

(15) (I',=) Zentrum von I" .*. (P,=) Annullator von P
(im Zusammenhang mit (14)) als eine starke Analogie erweisen wird."

«, bezeichnet das durch « reprisentierte Element der Faktorgruppe I'/I",
bzw. des Faktorringes P/P,, d. h. die Klasse eI, bzw. «+P,.

X < Y bezeichnet, dafi entweder X, ¥ Gruppen sind und X Untergruppe
von Y ist, oder sie Ringe sind und X Unterring von Y ist.

X <1Y bezeichnet, dal X <V gilt und dabei X normal® in Y ist.

X4Y bezeichnet, dah X< Y gilt und dabei X charakteristisch™ in
Y ist.

- a,b, ... bezeichnen entweder Abbildungen von I in sich- oder- (geord-
nete) Paare von Abbildungen, kurz Doppelabbildungen von P in sich; genau
gesprochen verstehen “wir unter einer Doppelabbildung von P in sich das
System von zwei Abbildungen von P in sich, die wir als den ersfen bzw.
zweiten Bestandteil der Doppelabbildung unterscheiden.

e bezeichnet insbesondere die identische Abbildung von I, bzw. die
(aus zwei identischen Abbildungen bestehende) identische Doppelabbildung
von P, je nachdem von I' oder von P die Rede ist.

Fiir eine beliebige Abbildung a von I’ in sich bezeichnen wir mit «*
das entsprechende Bild von «. Dann ist a gleich der Abbildung ¢ —e*. In
der Menge dieser Abbildungen definieren wir das Produkt ab als dasjenige
Element der Menge, wofiir
(16) a® = (%)
gilt.

Fiir eine beliebige Doppelabbildung a von P in sich bezeichnen wir mit
ae, ca die entsprechenden zwei Bilder von ¢, so dafi dann a aus den zwei
Abbildungen ¢ —aa, @ —«ca besteht (in dieser Reihenfolge). In der Menge
dieser Doppelabbildungen definieren wir die Summe a-& und das Produkt

19 Dagegen ist
Zentrum von I'.-. Zentrum von P
eine sehr schwache Analogie :zu nennen.

2 Einen Unterring nennen wir normal, wenn er ein Ideal ist. Die Bezeichnung ,X <1 Y,
146t sich auch so erkliren, daB Y eine Schreiersche Erweiterung von X ist (mit beliebiger
Faktorstruktur ¥/X).

21 Wir definieren ,charakteristisch“ erst in den §§ 3, 4, weshalb das Zeichen ,«*
vorldufig noch nicht verwendet wird.
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ab als dasjenige Element der Menge, wofiir

(17) (@a-+be=aa-+be, ala+b)=ca-teb,
(18) abe=a(ba), cab=(za)b
gelten. »

Fiir Teilmengen H von I" bzw. P definieren wir die Bilder A" und
aH, Ha wie iiblich als die Menge der entsprechenden Bilder der Elemente.

Von was fiir eine Menge M von Abbildungen von I’ oder Doppelab-
bildungen von P in sich die Rede sein wird, so werden wir eine Teilmenge
H von I bzw. P zuldssig nennen, wenn H'SH bzw. aH, HeSH (aeM)
gilt.

Ubrigens werden wir unter allen Abbildungen von 7 in sich nur die Auto-
morphismen von I” in Betracht ziehen. Diese bilden auf Grund der durch
(16) definierten Multiplikation eine Gruppe, die volle Aufomorphismengruppe
von ['. Inre Untergruppen nennen wir schlechthin die Automorphismengrup-
pen von 7.

Ferner werden wir unter allen Doppelabbildungen von P in sich nur
diejenigen betrachten, die aus zwei Endomorphismen von P* bestehen; diese
nennen wir die Doppelendomorphismen von P*. Hiervon bilden die Doppel-
homothetismen von P nach der Definition (12) offenbar einen Spezialfall. Nur
dieser Spezialfall wird uns spéater interessieren, aber wir haben auch auf den
allgemeinen Fall einen Blick zu werfen.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir einen Augenblick mit R den vollen
Endomorphismenring von P*. Das ist, wie iiblich, so gemeint, da man insbe-
sondere das Produkt AS von zwei Elementen von R durch ABa=A(Bea)
definierf. Mit R’ bezeichnen wir den zu R inversen Ring, der ndmlich aus R
so entsteht, dafl man von der Multiplikation AB auf die ,inverse Multipli-
kation“ BA iibergeht. Dann ersieht man aus (17), (18) sofort, dafi die samt-
lichen Doppelendomorphismen von P* einen Ring bilden, den wir den vollen
Doppelendomorphismenring von P* nennen, und zwar daB dieser die direkte
Summe des vollen Endomorphismenringes von P* und des hierzu inversen
Ringes ist.* Alle spater aufzutretenden Doppelhomothetismenringe von P, was
wir hier ein fiir allemal schon im voraus bemerken wollen, werden lauter
Unterringe des vollen Doppelendomorphismenringes von P* sein. Nur mit
solchen Unterringen dieses Ririges werden wir es zu tun haben.

Wir setzen noch unsere Vorbereitungen fort, wobei wir nunmehr zwei
Falie unterscheiden.

* Wenn wir etwa abeg oder egab schreiben, so meinen wir damit (ab) (zf) bzw.
() (ab). Ahnlich ist die linke Seite der Gleichungen (18) zu verstehen.

2 Man bemerke, daf der Begriff des vollen Doppelendomorphismenringes von P+ nicht
von der in P giiltigen Multiplikation abhingt (also fiir jeden Modul statt P+ einen Sinn hat).

12 Acta Mathematica



178 L. REDEI

Fall [":

Ist A eine (nicht notwendig die volle) Automorphismengruppe von [,
so definieren wir in der Menge aller Paare

(19) (a, @) (€A, wel)
das Produkt

(20) (@, a){b, 8)=1(ab, &*p).

So entsteht wegen (16) eine Gruppe mit dem Einselement (e, ¢), die wir mit
(21) Aol

bezeichnen. Diese Gruppe ist namlich (vgl. REDEI [6] Korollar 1 von Satz 1,
S. 260) eine faktorenfreie (also zerfallende) Schreiersche Erweiterung von I
mit A, die wir deshalb kurz die A zugehdrige zerfallende Erweiterung von 1°
nennen. * In dieser bilden die Elemente (e, ) einen mit /" isomorphen Nor-
malteiler, demgemdfl wir die iibliche Einbettung (e, «)— ¢« stets ausgefiihrt
denken, wodurch

(22) I'<J(AeTl)

in Erfiillung geht.

Ist A insbesondere eine innere Automorphismengruppe (d. h. eine Gruppe
von inneren Automorphismen) von /7, so konnen wir der Gruppe (21) eine
mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck betrachten wir den durch e
induzierten inneren Automorphismus

(23) o—aloa

von I". Dieser hingt nur von der Klasse e¢,=«l’, ab, weshalb wir ihn die-
ser Klasse ¢, zuordnen koénnen. Diese Zuordnung ist.auch riickwirts ein-
deutig. Hiernach diirfen wir (23) den ,Automorphismus. ¢,“ nennen und diesen
ebenfalls mit e, bezeichnen, woraus kein Mifiverstandnis entstehen wird. Dann
gilt

(24) o =—alpq,

ferner ist auch die (16) entsprechende Bedingung o¢%fs=— (0% )P« erfiillt. Folg-
lich ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen [/7/1°, und der
vollen inneren Automorphismengruppe (d. h. der Gruppe aller inneren Auto-
morphismen) von I', weshalb wir die letztere nach Identifizierung der ent-
sprechenden Elemente einfach mit [7//, bezeichnen diirfen. Also 1aBt sich
obiges A als ecine beliebige Untergruppe von /I'/7', annehmen. Dann Dbesteht
A e[ aus den Elementen

(25) (e, 8) (e, c AL, BeT)

24 Man beachte, daB es im aligemeinen mehrere, wesentlich verschiedene zerfallende
Schreiersche Erweiterungen von I mit A gibt, denn es gehdrt unter anderem auch das
direkte Produkt von A und I” darunter, daB aber die Gruppe (21) durch 4 und [” ein-
deutig bestimmt ist.
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und als Produktregel gilt nach (20), (24)
(26) (€0 B) (70 0) = (¢12r v €7 9),
wobei man rechts fiir y einen beliebigen Reprasentanten der Kiasse y, ein-
zusetzen hat.

Wenn dabei I' zentrumlos ist (d. h. [I',=—¢ gilt), so diirffen wir
/I, =T, a,—« schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt nach (25), (26)
die Elemente der Gruppe A e I” und die Produktregel in ihr durch

(27) (@, &) - (@€AS T, 3el),
(28) (@, 8)(r, 0)= (e, v'870)
angeben.

Gleich zeigen wir, dal A e " in diesem Fall ein direktes Produkt ist:
{29) AeI'= AQT,

wobei ,~¢“, ,®“ die Isomorphie bzw. das direkte Produkt bezeichnet. Zu
diesem Zweck nehme man die Permutation

(C&, /6)) —'H(CC, ﬁ) :‘(CC, Céﬁ)
der Elemente von A e I zu Hilfe und gehe von (28) auf die neue Multipli-
kation
(¢, 8) X (y, O)=II(LT " (, 8)IT ' (y, 0))
iiber. Die rechte Seite ist wegen I7T (e, #) = (e, « '#) und (28) gleich
(e, &' 3) (7, v 0) = Ly, 7' e fO) = (a7, $9).
Hieraus folgt (vgl. REDE! [8] § 2) die Richtigkeit von (29).

Fall P:

Wir wollen hier die den vorigen analogen Vorbereitungen schaffen. Zu
diesem Zwecke verfahren wir am bequemsten so, dafl wir vorldufig die Defi-
nition (12) der Doppelhomothetismen auBer acht lassen und statt deren von
der folgenden. Definition ausgehen, von der wir aber spiter unten zeigen
werden, dafi diese mit der vorigen dquivalent ist.?

Unter einem Doppelhomothetismus von P verstehen wir eine Doppel-
abbildung a von P in sich mit den Eigenschaften:

(30) ale+pB)=ac+apB, (e¢+fB)a=ca-+tBa,
31 aef—=(ae)f, «pfa—=ca(Ba),

(32) (ea)p=a(ap),

(33) (ae)a=a(ca).

% Diese ,zweite“ Definition entspricht mehr der iiblichen Definiticn der Automor-
phismen von I” und ist mehr explizit, dagegen begrifflich weniger einfach als die ,erste
Definition (12).

12%
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Wegen (30) ist jeder Doppelhomothetismus von P ein Doppelendomor-
phismus von P*. Entsprechend werden wir unter einem Ring von Doppel-
homothetismen von P stets soiche Unterringe des vollen Doppelendomorphis-
menringes von P* verstehen, die aus Doppelhomothetismen von P bestehen.
Nun bilden die sdmtlichen Doppelhomothetismen von P, wie im § 1 schon
erwahnt, im allgemeinen keinen Ring. Das werden wir erst im § 6 mit einem
Beispiel zeigen (eilig ist es nicht). Dagegen zeigen wir hier zu einer ersten
Orientierung folgendes:

Fiir zwei Doppelhomothetismen a, & von P ist a6 dann und nur dann
ebenfalls ein Doppelhomothetismus von P, wenn die Bedingung
(34) (ae)b+ (be)a=a(ab)+ b(ea)
erfilllt ist.

Wir wissen ndmlich, daf a--b6 jedenfalls ein Doppelendomorphismus
von P+, also (30) fiir a+ b statt a erfillt ist. Auch ist wegen (17) klar, daf
(31), (32) mit a und & zusammen auch fiir a-+b erfiilllt sind. Damit also
a+ b ein Doppelhomothetismus von P ist, ist notwendig und hinreichend,
daB (33) fiir a-+b statt a erfiillt ist. Diese Bedingung lautet so:

((a+b)e)(a+b)=(a+b)(a(a+b)).
Dies 146t sich wegen (33) und der dhnlichen Gleichung fiir b statt a, ferner
wegen (17) in (34) umformen, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun wird aber das eben gewonnene Kriterium (34) auler acht bleiben,
denn wir werden es (gliicklicherweise) auf einmal nur mit solchen Doppel-
homothetismen a, & von P zu tun haben, fiir die die Bedingung
(35) (ae)b=a(ab), (ba)a=b(ca)
erfiillt ist; zwei Doppelhomothetismen a, b von P mit dieser Eigenschaft (35)
nennen wir befreundet.® Ferner verstehen wir unter einer Menge oder einem
Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von P eine Menge bzw. einen
Ring von paarweise befreundeten Doppelhomothetismen von -P. Uns werden
in der Hauptsache (aus der Menge aller Doppelhomothetismen von P) nur
die Ringe von befreundeten Doppelhomothetismen von P interessieren. Uber
diese einen Uberblick zu verschaffen ist unser nichster Zweck.

Da (35) fiir @ =5 in (33) tibergeht, so sehen wir vor allem, dafi jeder
Doppelhomothetismus von P mit sich selbst befreundet ist, d. h. fiir sich eine
Menge von befreundeten Doppelhomothetismen von P bildet. Das bedeutet
insbesondere die Existenz der Mengen von befreundeten Doppelhomothetismen
von P.

26 Die Bedeutung obiger Definition liegt darin, dah — wie wir spiter zeigen werden
— zwei Doppelhomothetisnen von P dann und nur dann befreundet sind, wenn sie durch
zwei Elemente induziert werden, die in eine Schreiersche Erweiterung von P gehdren. — Da.
(34) eine Folgering aus (35) ist, so gilt nach obigem jedenfalls, dafi die Summe a -+ b
zweier befreundeter Doppelhomothetismen ¢, b von P auch ein Doppelhomothetismus ist.
Dieses Resultat wird durch die spiteren weit {iberholt.
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Es ist wichtig, dali jede Menge von befreundeten Doppelhomothetismen
von P in einer ebensolchen maximalen® Menge enthalten ist.

Ist ndmlich M, cM,c... eine (unendliche) Kette von Mengen von
befreundeten Doppelhomothetismen von P, so ist offenbar auch die Vereini-
gungsmenge-von M, M,, ... eine Menge von befreundeten Doppelhomothe-
tismen von P. Hieraus folgt nach dem Lemma von KURATOWSKI-ZORN die
Richtigkeit der Behauptung.

Wir zeigen ferner, dafi der durch eine Menge M von befreundeten Dop-
pelhomothetismen von P erzeugte Ring {M} stets ein Ring von befreundeten
Doppelhomothetismen von P ist.

‘Zunichst ist namlich {M}, wie wir wissen, ein Unterring des vollen
Doppelendomorphismenringes von P*. Zum Beweis der iibrigen Behauptung
wollen wir eine Eigenschaft einer beliebigen Menge M’ von Doppelendomor-
phismen von P* permanent nennen, wenn diese Eigenschaft auch der Menge
der Elemente des Ringes {M’} zukommt. Es folgt aus (17), (18) mit Induk-
tion, daf die iiber alle Elemente bzw. alle Elementpaare g, b unserer Menge
M vorausgesetzten Bedingungen (31), (32), (35)® lauter permanente Eigen-
schaften von M ausdriicken. Das beendet den Beweis unserer Behauptung.

Jede maximale Menge von befreundeten Doppelhomothetismen von P
bildet einen Ring; diese Ringe nennen wir die maximalen Ringe von befreun-
deten Doppelliomothetismen von P.

Ist ndmlich M eine maximale Menge von befreundeten Doppelhomothe-
tismen von P, so ist {M} nach vorigem ein Ring von befreundeten Doppel-
homothetismen von P. Da dabei M C{M} gilt, so folgt aus der Maximal-
eigenschaft von M die Gleichung M={M}, also die Richtigkeit der
Behauptung.

Aus obigem folgt nunmehr auch, dafy jeder Ring (und sogar iiberhaupt
jede Menge) von befreundeten Doppelhomothetismen von P in mindestens einem
ebensolchen maximalen Ring enthalten ist.

Betracliten wir nunmehr einen beliebigen (nicht notwendig maximalen)
Ring D von befreundeten Doppelhomothetismen von P. Wir wiederholen, daf
das nach (17), (18), (30), (31),- (32), (35)* folgendes bedeutet: D ist ein
Ring von Doppelabbildungen von P in sich mit den Eigenschaften

(36) a(e+B)=ac+ap, (e+p)a=caa+pa,
37) (e+be=aa+be, ala+b)=eca+tab,
(38) aef=(ae)b, afa=«a(ba),

(39) abe=a(be), cab=/(ca)b,

(40) (ea)B=ea(ap),

41) (ac)b=a(ab)

fiir alle ¢, b¢D und «, B€P.

2 Maximal“ wird stets im iiblichen mengentheoretischen Sinne gebraucht.
¥ Man braucht (33) nicht zu nennen, ‘da dies in (35) enthalten ist.
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Fiir jeden dieser Ringe D definieren wir in der Menge aller Paare

(42) (a, @) (@a€D, acP)
die zwei Verkniipfungen (Summe und Produkt)

43) (@ o)+ p)=(@a+b a+8), (e a)(b, 68)=(ab cb+ab+af).
So entsteht nach REDE! [6] Satz 4 nebst Korollar® eine faktorenfreie (also
zerfallende) Schreiersche Erweiterung von P mit D, die wir mit

(44) DeP

bezeichnen und die D zugehdrige zerfallende Erweiterung von P nennen.™ In
diesem Ring bilden die Elemente (0, «) ein mit P isomorphes Ideal, demge-
miB wir die Einbettung (0, ) — e stets ausgefiihrt denken, wodurch

(45) P<(DeP)

in Erfiillung geht.”!

Hier schalten wir den Beweis ein, daf die fiir die Doppelhomothetis-
men bei (12) bzw. (30) bis (33) angegebenen zwei Definitionen dquivalent
sind. Diese Definitionen unterscheiden wir kurz als erste bzw. zweite Defi-
nition.

Zum Beweis bezeichne a zuerst einen Doppelhomothetismus von P im
Sinne der ersten Definition. Das bedeutet nach (12), dafi es einen Ring P mit
P<IP und ein Element @ in ihm gibt, so daB
(46) Qe —aa, ad=ad
gelten. (Die rechten Seiten bedeuten gewohnliche Produkte im Ring P.) Nun
sind (30) bis (33) fiir @ statt a trivial erfiillt. Folglich ist ¢ eine Doppelab-
bildung von P in sich, fiir die wegen (46) die Gleichungen (30) bis (33)
ebenfalls erfiillt sind, somit ist @ ein Doppelhomothetismus von P auch im
Sinne der zweiten Definition.

Umgekehrt bezeichne jetzt @ einen Doppelhomothetismus wie eben
gesagt. Dann ist ¢ in einem maximalen Ring D von befreundeten Doppel-
homothetismen von P enthalten. (Ubrigens wiirden wir auch mit dem Ring
{a} statt D auskommen.) Wir nehmen den Ring (44) zu Hilfe, in dem wir
jetzt aber die Einbettung (0, «) — e vorldufig nicht ausfiihren. In diesem Ring
bilden ‘die Elemente (0, &) ein Ideal P,. Hiernach induziert das Element (a, 0)
von (44) einen Doppelhomothetismus von P, im Sinne der ersten Definition,

20 Wir berichtigen einen augenscheinlichen Fehler im oben zitierten Korollar, und
zwar sind dort die Bedingungen (56) bis (60) noch mit

aby=a(by), abc={(ab)c
Zu erginzen.

30 Mutatis mutandis gilt >* auch hierfir.

81 Schon aus obigem ersieht man die Bedeutung der Doppelthomothetismen insbe-,
sondere im Zusammenhang mit der Schreierschen Erweiterungstheorie. Im wesentlichen sind
die Doppelhomothetismen (ohne diese Benennung) auch schon in Reper [7].Satz 2 auf-
getreten.
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dessen zwei Bestandteile nach (12) die Abbildungen

0, 09)~(@,0)(0,0), (0,0)—(0,0)(a,0)
sind. Hierftir 146t sich nach- (43,)
(0,0) = (0, a0), (0,0)— (0, 0a)
schreiben. Dies geht nach der Einbettung eben in (12) iiber, womit wir
gezeigt haben, dal a ein Doppelhomothetismus von P auch im Sinne der
ersten Definition ist. Damit haben wir die Aquivalenz beider Definitionen der
Doppelhomothetismen- ausgewiesen.

Es ist nach (36) bis (41) klar, dab die samtlichen inneren Doppelhomo-
thetismen von P einen Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von P
bilden, den wir kurz den vollen inneren Doppelhomothetismenring von P
nennen.

Ist D insbesondere ein innerer Doppelhomothetismenring von P, worunter
wir einen beliebigen Unterring des vorher genannten Ringes verstehen, so
konnen wir dem Ring (44) eine mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck
betrachten wir den durch e induzierten (inneren) Doppelhomothetismus von
P, der also aus den zwei Abbildungen

(47) e—co, 00— 0«

besteht. Dieser hdngt offenbar nur von der Klasse «,=a 4P, ab, weshalb
wir ihn dieser Klasse ¢, zuordnen konnen. Diese Zuordnung ist auch
riickwdrts eindeutig. Hiernach diirfen wir (47) den ,Doppelhomothetismus «,“
nennen und diesen ebenfalls mit e, bezeichnen. Dann gilt

(48) @,0==aQ, o, =gc.

Dabei ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen P/P, und dem
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P, weshalb wir den letzteren
nach ldentifizierung der entsprechenden Elemente einfach mit P/P, bezeichnen
durfen. Also lafit sich obiges D als ein beliebiger Unterring von P/P, anneh-
men. Dann besteht D e P aus den Elementen

(49) (e,, 8) (e, ¢ DES(PIP,), 8EP)
und als Verkniipfungsregeln gelten nach (43), (48)

(50) (CC*, Ib))_l_(;/*’ d) = (Cé*+y*, /6_}_ d)) (CC*, /6)) (7*’ ()‘) :(Cd*}/*, Cld+ﬂ;,+ﬂd‘)’
wobei auf der rechten Seite der zweiten Gleichung beliebige Reprisentanten
e,y der Klasse e, bzw. v, zu nehmen sind.

Wenn dabei P annullatorfrei ist (d.h. P,=0 gilt), so diirfen wir
PiP,=P, @,=« schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt nach (49), (50) die
Elemente des Ringes D e P und die Verkniipfungsregeln in ihm durch
(51) (¢, 8) (« €CDESP, g EP),
62) (& B+, 0)=(e+7,8+9), (& ) (y,0)=/(ay, ad4 8y +49)

angeben.
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Gleich zeigen wir, da D eP in diesem Fall eine direkte Summe ist:»
(53) DeP=DDP,

wobei ,D“ die direkte Summe bezeichnet. Zu diesem Zweck nehme man die
Permutation

(¢, 8) — I (e, 8) == (e, ¢+ B)
der Elemente von D e P zu Hilfe und gehe von (52,) auf die neue Multiplikation
(@ 8) X (7, )= (T (e, )IT (7, 0))
iiber. Die rechte Seite ist wegen II7' (e, 8) = (¢,—e--8) und (52,) gleich
{{ay—c+8) (r,—7+0)) = H(ay,—ay +£0) = («7, 89).
Da ferner (52,) gegeniiber der dhnlichen ,Transformation® invariant bleibt,
so folgt (vgl. REDEI [8] § 2) die Richtigkeit von (53).

§ 3. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Gruppen

Wir stellen hier die bekannten grundlegenden Definitionen und Sétze
beziiglich der charakteristischen Untergruppen und des Holomorphes einer
Gruppe zusammen.

DEFINITION 1,. Eine Untergruppe I der Gruppe I" nennen wir charakfteris-
tisch, wenn I in allen Schreierschen Erweiterungen von I' normal ist. (In
Zeichen: IV 4 [ bedeutet, daff I < [ gilt und aus " <[ stets [ <[ folgt.)

Satz 1, (Erstes Kriterium fiir die charakteristischen Untergruppen.)
Eine Untergruppe I der Gruppe I' ist dann und nur dann charakteristisch,
wenn I gegeniiber allen Aufomorphismen von I’ zuldssig® ist

DEFINITION 2,. Unfer dem Holomorph der Gruppe 17 verstehen wir die
der vollen Automorphismengruppe A von I' zugehdrige zerfallende Erweiterung
Aol von I'*

32 Darauf hat mich Herr ]. Szenpret aufmerksam gemacht und erst so wurde ich
auch auf (29) aufmerksam.

3 D.h. /T fiir alle Automorphismen a von I'. Da auch o ein Automorphis-
mus von I” ist, so bedeutet diese Bedingung, dafy I"*=1r7" fiir alle a gilt, d. h. I'" gegen-
iiber allen Automorphismen von I” (sogar) invariant ist. Man darf also wegen- Satz 1; auch
diese Eigenschaft-als Definition zum Ausgang nehmen, wie das in der Literatur iiblich ist,
und dann gilt Definition 1, als Satz. Die von uns vorgenommene Vertauschung von Defini-
tion und Satz ist also durchaus gestattet und wird sich im § 4 lohnen.

3. Man pflegt das Holomorph von I” als eine Permutationsgruppe der Elemente von
T zu definieren (vgl. Zassenuaus [16] S. 46), aber der Leser sieht leicht, daf beide Defini-
tionen im wesentlichen iibereinstimmen. Obige Definition ist begrifflich einfacher und scheint
uns zu-allen Zwecken geeigneter zu sein als die althergebrachte. Mit ihr sind wir in der
Literatur nicht begegnet, aber nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn L. Fucus hat er
sie auch ‘entdeckt. — FErst nach der Abfassung unserer Arbeit wurden wir einer der obigen
shnlichen Definition des Holomorphes der Gruppe in der foigenden Arbeit gewahr: W. H.
Mis, On the nonisomorphism of certain holomorphs, Transactions of the Amer. Math.
Soc., 74 (1953), S. 428—443.
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SATZ 2, (Zweites Kriterium fiir die charakteristischen Untergruppen.)
Eine Untergruppe I'" der Gruppe I' ist dann und nur dann charakferistisch,
wenn I'" im Holomorph von I' normal ist.

" Fiir den Beweis der Sitze 1,, 2, verweisen wir auf die Lehrbiicher.

§ 4. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Ringe

Ahnlich zur Definition 1, definieren wir, wie folgt:®

DEFINITION 1. Einen Unferring P’ des Ringes P nennen wir charakteris-
tisch, wenn P’ in allen . Schreierschen Erweiz‘er‘ungen von P normal (d. h. ein
ldeal) ist. (In Zeichen: P’ 4P bedeutet, daf P’< P gilt und aus P<IP stets
P’<IP folgt.)

BEMERKUNG. Hiernach sind die charakteristischen Unterringe lauter Ideale,
wie auch die charakteristischen Untergruppen lauter Normalteiler sind. Diese
Analogie war von einer trefflichen Begriffsbildung auch mit Recht zu erwar-
ten, da — wie bemerkt — Normalteiler und Ideale durchaus analoge Begriffe
sind. Hatten wir aber an die im Satz 1, enthaltene Eigenschaft der charak-
teristischen Untergruppen angekniipft (mit der man diese — wie in® erwihnt —
zu definieren pflegt), so waren wir zu denjenigen Unterringen von P gekom-
men, die gegenuber allen Automorphismen von P zuldssig, also (vgl. den
Anfang von®) invariant sind. Nun bilden zwar diese ,invarianten Unterringe“
einen bekanntlich sehr wichtigen Begriff, doch ist dieser keineswegs als das
Analogon zu den charakteristischen Untergruppen anzusehen, schon aus dem
Grunde, daB die invarianten Unterringe keine Ideale zu sein brauchen. Das
erkldrt, warum wir uns bei obiger Definition 1 entschlossen haben. Aus
diesen Auseinandersetzungen sieht man auch, daf die ‘gruppen-ringtheoreti-

schen Analogien nicht immer etwas selbstverstindliches, sondern oft ziemlich
verborgen sind.

Sarz 1. (Erstes Kriterium fiir die charakteristischen Unterringe.) Ein
Unterring P" des Ringes P ist dann und nur dann charakteristisch, wenn P’
gegeniiber allen Doppelhomothetismen von P zuldssig™ ist

BEMERKUNG. Durch die augenscheinliche Analogie der Satze 1,, 1 wurde
auch die Analogie (14) wiederholt bekriftigt.

Zum Beweis von Satz 1 betrachten wir einen charakteristischen Unter-
rmg P’ und einen Doppelhomothetismus a von P. Letzterer wird wegen der
Aquivalenz beider Definitionen der Doppelhomothetismen durch ein Element

% Analoge gruppen- und ringtheoretische Definitionen oder Sitze werden in der
ganzen Arbeit mit 1, 2,,... bzw. 1, 2,... numeriert,

3 D.h. aP’, PPa <P fiir alle’ Doppelhomothetismen ¢ von P,
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a einer Schreierschen Erweiterung P von P induziert. Wegen der Definition
1 gilt P"4P, also ist

(54) abP’,Pracsp’.
Hierfiir 146t sich
(55) aP’,PaS P’

schreiben, womit wir ,nur dann“ bewiesen haben.

Um auch ,dann“ zu beweisen, nehmen wir (55) fiir ein P'(<P) und
fiir alle Doppelhomothetismen @ von P an. Wir betrachten ein P mit P <IP.
Da jedes Element @ von P einen Doppelhomothetismus von P induziert, so
folgt aus (55) das Bestehen von (54). Dies bedeutet das Bestehen von P’ <IP.
Somit haben wir Satz 1 bewiesen.

Ahnlich zur Definition 2, definieren wir, wie folgt:

DEFINITION 2. Unfer den. Holomorphen des Ringes P verstehen wir die
den maximalen Ringen D von befreundeten Doppelhomothetismen von P zuge-
horigen zerfallenden Erweiterungen D e P von P.

BEMERKUNG. Die Benennung ,Holomorphe des Ringes“ ist auch durch
den folgenden Satz 2 rechifertigt, der das Analogon zum Satz 2, bildet. Die
Bildung eines Holomorphes DeP aus P und D geschieht nach (43) sehr
einfach. Will man also alle Holomorphe von P kennen, so kommt das auf
die Bestimmung der samtlichen maximalen Ringen D von befreundeten Dop-
pelhomothetismén von P an. Diese Frage fiir spezielle Ringe P zu untersuchen
ist eine wiirdige und schwierige Aufgabe, mit der wir uns noch kaum
beschaftigt haben. (Fiir den sehr einfachen Fall von ,P mit Einselement® s.
Satz 3.) Fiir den allgemeinen Fall bemerken wir folgendes. Aus (35) folgt
sofort, daB zwei Doppelhomothetismen von P befreundet sind, wenn mindes-
tens der eine ein innerer oder der identische ist. Bezeichne D.(=P/P,) den
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P und e (wie immer) den iden-
tischen Doppelhomothetismus von P. (Wir wissen, daf e nicht in D, gehort,
wenn P kein Einselement hat.) Nach dem Gesagten muf {e, D,} in allen D
enthalten sein, und sogar echt enthalten, wenn es auflerhalb von {e, D,} noch
mindestens einen Doppethomothetismus von P gibt. Ferner gilt offenbar:
Dann und nur dann gibt es mehr als ein D (d. h. mehr als ein Holomorph
von P), wenn P zwei (duBere) Doppelhomothetismen hat, die nichtbefreundet
sind. Wir bemerken auch: Aus e € I und (43) folgt, da3 jedes Holomorph
von P das Einselement (e, 0) hat.

SATZ 2. (Zweites Kriterium fiir die charakteristischen Unterringe.) Ein
Unterring P’ des Ringes P ist dann und nur dann charakteristisch, wenn p’
in allen Holomorphen von P normal (d. h. ein Ideal) ist.

,Nur dann“ folgt sofort aus den Definitionen 1,2.
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Um auch ,dann® zu beweisen, nehmen wir das Erfiilltsein der im Satz 2
genannten Bedingung an und betrachten einen Doppelhomothetismus a von
P. Nach § 2 ist a in einem maximalen Ring D von befreundeten Doppel-
homothetismen von P enthalten. Nach der Annahme -‘enthdlt das Holomorph
D e P den Unterring P" als Ideal. Andererseits induziert das Element (a, O)
von D e P, wie wir gesehen haben, eben den Doppelhomothetismus a, woraus.
(55) folgt. Nach Satz 1 ist also P’ P, womit Satz 2 bewiesen ist.

§ 5. Vollstandige Gruppen. Ringe mit Einselement

Die im vorigen entwickelte Analogie zwischen Gruppen- und Ring-
theorie 14ft sich noch weiter ausbauen. So werden wir hier sehen, daff die
Ringe mit Einselement sich zu den vollstindigen Gruppen' analog verhalten.

Satz-3,. Eine Gruppe ist dann und nur dann vollstindig, wenn sie ein
direkter Faktor in allen. ihren Schreierschen Erweiterungen ist. Wenn eine Gruppe
ein direkter Fakfor in ihrem Holomorph ist, so ist sie volistindig oder das
direkte Produkt einer vollstindigen Gruppe und einer Gruppe zweiter Ordnung.

BEMERKUNG. Die Behauptung ,nur dann ist bekannt (s. SPEISER [11]
Satz 110, wo nur die endlichen Gruppen betrachtet werden). Die Behauptung
»dann® ist im wesentlichen ein Satz von BAER [1]. Die zweite Hilfte von Satz
3, ist unseres Wissens rieu. Wir werden Satz 3, sehr leicht im ganzen Um-
fange beweisen.

Satz 3. Ein Ring hat dann und nur dann ein Einselement, wenn er ein
direkter Summand in allen seinen Schreierschen Erweiterungen ist. Die Ringe
mit Einselement lassen sich auch dadurch charakterisieren, daf3 sie nur innere
Doppelhomothetismen haben.” Folglich sind ihre sdmtlichen Ideale charak-
teristich, ferner haben sie nur ein Holomorph.” Umgekehrt wenn ein Ring ein
direkter Summand in seinem irgendwelchen Holomorph ist, so ist er ein Ring
mit Einselement (folglich hat er nur ein Holomorph).*

37 Bekanntlich nenpt man eine Gruppe vollstindig, wenn sie nur innere Automor-
phismen hat und ohne Zentrum ist (vgl. Seeiser [11], S. 125). Eine vollstindige Gruppe ist
also isomorph mit ihrer vollen Automorphismengruppe.

3 Da ein Ring mit Einselement auch annullatorfrei ist, so induzieren seine Elemente
lauter verschiedene Doppelhomothetismen, folglich ist er isomorph mit seinem ,vollen Dop-
pelhomothetismenring® (vgl. den Schluf von #). — Im allgemeinen, wenn die sdmtlichen
Doppelhomothetismen von P einen Ring bilden, so kénnen wir diesen den vollen Doppel-
homothetismenring von P nennen. Dieser kann natiirlich auch dann existieren, wenn P kein
Einselement hat.

39 Das Holomorph von einem Ring P mit Einselement 1468t sich einfach als P ®P an-
geben (s. Fall D="P von (51), (52)).

0 Ausfiihrlicher gesprochen: Hat ein Ring kein Einselement, so ist er in keinem
Holomorph von ihm ein direkter Summand. Hat er das Einselement, so hat er nur ein Holo-
morph und ist ein direkter Summand in diesem.
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Die Behauptung ,dann“ ist eine Folgerung aus der letzten Behauptung
des Satzes. Die Behauptung ,nur dann“ war in einem Spezialfall schon
TscHEBOTAREFF [15] bekannt.** Nach dem Anfang der Sitze 3,, 3 sind die
vollstdndigen Gruppen und die Ringe mit Einselement als genaue Analoga
voneinander anzusehen. Es is merkwiirdig, daf Satz 3 im ganzen viel reich-
haltiger ist als Satz 3,.* Selbst das im ersten Teil von Satz 3 geloste Pro-
blem der Bestimmung der ringtheoretischen Analoga der vollstindigen Grup-
pen hat schon frither SzENDREI {14] aufgeworfen und beantwortet.

BEWEIS VON SATZ 3,. Wir fangen es mit ,nur dann“ an. Zu diesem
Zweck betrachten wir eine vollstdndige Gruppe I' und eine Schreiersche
Erweiterung I von ihr. Wir haben zu zeigen, daB I" als direkter Faktor in
I" enthalten ist. Wegen der Annahme ist fiir jedes Element @ von I” die Ab-
bildung

0o—aoa (0€l)
ein innerer Automorphismus von I". Da ferner /" ohne Zentrum ist, so gibt
es zu ¢ ein einziges Element ¢’ von I', das diesen Automorphismus indu-
ziert. Dann ist ¢ '@’ mit allen Elementen von I' vertauschbar, folglich gibt
es in jeder Klasse von I nach I' ein einziges, mit allen Elementen von
I" vertauschbares Element. Diese Elemente bilden eine Untergruppe I,
von I, ferner ist I, ein Reprisentantensystem der Klassen nach /. Hiernach
ist 1" das direkte Produkt.von " und [, womit wir ,nur dann® bewiesen
haben.

Jetzt beweisen wir die letzte Behauptung von Satz 3,. Hierzu nehmen
wir an, daf eine Gruppe I’ ein direkter Faktor in ihrem Holomorph Ael”
ist, wobei A die volle Automorphismengruppe von I" bezeichnet. Nach (20)
und REDE! [6] Satz 3 gibt es wegen der Annahme eine Abbildung

a-—a
von A in [, wofiir
(56) (ab)’*la’b’:s, a"lga’:ga
gilt. Aus (56,) folgt, dall A aus lauter inneren Automorphismen von [ be-
steht. Dann 146t sich A=1I"/I", setzen, ferner folgt aus (56,)

%
-1

(57) (a.6) =B, @ oa,=0",

wa Erst nach der Abfassung dieser Arbeit bemerkten wir, daBl die Behauptung ,nur
dann“ von Satz 3 in vollér Allgemeinheit auch schon in der folgenden Arbeit vorkommt:
B. Brown and N. H. McCov, The maximal regular ideal of a ring, Proceedings of the Amer.
Math. Soc., 1 (1950), S. 165—171 (Lemma 3).

11 Auch sonst benehmen sich die Ringe mit Einselement in mancher Hinsicht ab-
weichend von den vollstindigen Gruppen. Es ist z. B, trivial, dafl jeder Ring eine Schreier-
sche Erweiterung mit Einselement hat, nach dem Schluff der Bemerkung nach Definition 2
gilt sogar, daB jedes Holomorph eines Ringes ein Ring mit Einselement ist, demgegen-
{iber ist unseres Wissens unbekannt, ob jede Gruppe sich nach Scureler zu einer voll-
stindigen Gruppe erweitern 146t
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wobei ,
CZ*—>CK*
eine Abbildung von I/, inI" ist. Aus (57,) und o% =« "'oe folgt, dah
in die Klasse «,=«al’, gehort. Da ferner die e, wegen (57,) eine Unter-
gruppe I von [ bilden, so zerfallt I in das Produkt II",, worunter wir
verstehen, daB sich ' jedes Element von I' eindeutig als ein Produkt
00 (0 €I, 0¢l) schreiben 146t. Da aber I', das Zentrum von I’ ist, so folgt
hieraus
Ir=rer.,,

ferner muff I zentrumlos sein. Hat ein direktes Produkt nur innere Auto-
morphismen, wie das nach obigem fiir I” der Fall ist, so gilt ahnliches auch
fiir die Faktoren. Hieraus folgt, dafi 7" vollstindig und I°, (als Abelsche
Gruppe) aus hochstens zwei Elementen besteht. Damit haben wir die letzte
Behauptung von Satz 3, bewiesen.

Aus Satz 3, haben wir nur noch ,dann“ zu beweisen. Da das Holo-
morph eine Schreiersche Erweiterung ist, so geniigt es folgendes zu beweisen:
Ist eine Gruppe

(58) I'=A®B

das, direkte Produkt von zwei Untergruppen A, B, von den'gn A (=F¢) Abelsch
und endlich ist, so hat I" eine Schreiersche Erweiterung I, in der I' kein
direkter Faktor ist. Wir nehmen eine echte Obergruppe A von A, die keinen
mit A isomorphen direkten Faktor enthilt, und setzen

(59) I'=A®B.

Dabei 146t sich I'< I annehmen, und dann gilt sogar I'<<I". Es geniigt zu

zeigen, daB I” keill direkter Faktor in I” ist. Wir nehmen an, daf I" ein
direkter Faktorin I” ist. Dann gilt wegen (58)

(60) r'=A5RQARB
mit einer Untergruppe A, von I". Aus (59), (60) folgt die Isomorphie®

Dieser Widerspruch beendet den Beweis von Satz 3,.

BEWEIS VON SATZ 3. Wir fangen es mit der zweiten Behauptung an.
Hierzu betrachten wir einen .Ring P und nehmen zuerst an, daf P das Eins-
element ¢ hat. Dann folgt aus (31) fiir jeden Doppelhomothetismus a von P:

ao=aspo—=(asg)e, o0a—o&a=o(cq).
Andererseits gilt nach (32)
(sa)s = s(as),

2 Gilt ndmlich G=A QX B=A'Q B, wobei A, A’, B Untergruppen der Gruppe G
sind, so gilt A= A'.
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«d. h. as=sa. Hiernach ist a gleich dem durch as(=+sa) induzierten inneren
Doppzlhomothetismus von P.

Umgekehrt wenn P nur innere Doppelhomothetismen hat, so ist auch
der identische ein solcher, woraus die Existenz eines FElementes « mit
ap =09, pa=0 folgt. Dann ist ¢ eben das Einselement von P. Somit haben
wir die zweite Behauptung von Satz 3 bewiesen.

Die in der Mitte von Satz 3 erwdhnten Folgerungen sind auch richtig,
teils wegen Satz 1, teils weil die inneren Doppelhomothetismen paarweise
befreundet sind.

U die Behauptung ,nur dann“ von Satz 3 zu beweisen, nehmen wir
im Ring P die Existenz des Einselementes ¢ an und betrachten eine Schreier-

sche Erweiterung P von P. Wir haben zu zeigen, daf P ein direkter Sum-
mand in P ist. Fiir jedes Element ¢ von P bilden die zwei Abbildungen
0—>ag, 0—Qa

einen Doppelhomothetismus von P. Folglich gibt es wegen der Annahme und
des schon Bewiesenen ein ¢ (€P) mit
{61) €o=ap, 0C=_gc.
Wegen der Annahme gilt auch P,=0, folglich ist e eindeutig durch « be-
stimmt. Schreibt man (61) in der form

(e—a)o=o(c—a)=0,
so sieht man, dab

a=a+7r
gilt, wobei »(¢P) die Eigenschaft
(62) 7P=—=Py=0

hat. Die samtlichen 7 mit der Eigenschaft (62) bilden ein Ideal n von p
(den ,Annullator von P in P¥), das wegen der Annahme kein von O ver-
schiedenes gemeinsames Element mit P hat. Wir haben gewonnen, dab P die
direkte Summe seiner Ideale P, n ist, womit wir die Behauptung ,nur dann“
von Satz 3 bewiesen haben.

Um die letzte Behauptung von Satz 3 zu beweisen, betrachten wir einen
Ring P und ein Holomorph D e P von ihm, wobei D ein maximaler Ring
von befreundeten Doppelhomothetismen von P ist. Wir nehmen an, daf P
als direkter Summand in D e P enthalten ist, und dann haben wir zu beweisen,
daB P das Einselement hat. Wegen der Annahme gibt es nach (43) und
REDEI [6] Satz 6 eine Abbildung

a—a
von D in P, wofiir®
a-+b—(+by=0, a’'b4ab +a'b'—(ab)y =0
ab+ab —0, ag+a =0,

13 Wir berichtigen den Druckfehler im zitierten Satz, wo ndmlich in (74) fiir das
erste (ab) richtig (¢ 1 &) stehen soll.

(63) L (@, bED; @, 8EP)
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gelten. Aus (63;, 5 folgt, dafi D aus lauter inneren Doppelhomothetismen
von P besteht. Da diese, wie erwihnt, mit jedem Doppelhomothetismus von P
befreundet sind, so folgt aus der Maximaleigenschaft von D, dab P iiber-
haupt nur innere Doppelhomothetismen haben kann. Nach dem oben bewie-
senen Teil von Satz 3 bedeutet dies die Existenz des Einselementes in P,
womit wir die letzte Behauptung von Satz 3 bewiesen haben.

Da jedes Holomorph eine Schreiersche Erweiterung ist, so folgt hieraus
auch schon die Behauptung ,dann“ von Satz 3, womit der Beweis diéses
Satzes beendet ist.

§ 6. Weitere Anwendungen. Beispiele

Nach Satz 3 sind alle Ideale eines Ringes mit Einselement charakteri-
stisch. Ein Gegenstiick hierzu bildet ein neulich gefundener Satz von NaGaTA
[5],4 der so lautet: Ist p ein Primideal® in P und P <P, so gilt v <1 P. Dieser
Satz 14aBt sich nunmehr auch so aussprechen:

Satz 4. Die Primideale sind charakieristisch.

Wir fithren auf Grund von Satz 1 einen kurzen Beweis aus. Bezeichne
p ein Primideai von P und a einen Doppelhomothetismus von P. Im Fall
p==P ist der Satz richtig, weshalb wir nur noch den Fall p==P zu betfrach-
ten brauchen. Wegen (32), (31,) gilt P(av), (av)PSp, foiglich gelten

Plop+anSy, p+ap<aP.
Aus diesen und der Annahme ergibt sich

pt+ap&y,
also apSyp. Ebenso folgt pa Sp. Beide besagen nach Satz 1 die Richtigkeit
von Satz 4.

Merkwiirdig an Satz 4 ist, daB er (mach .unserer Ansicht) {iberhaupt
kein gruppentheoretisches Analogon hat. Nach-beiden Sitzen 3,4 scheinen
die charakteristischen Unterringe eine hiufigere Erscheinung zu sein als die
charakteristischen Untergruppen.

Gibt es tiberhaupt Ideale, die nicht charakteristisch sind? Diese Frage
bejahen wir mit einem Beispiel. Bezeichne p eine Primzahl, / den Ring der
ganzen Zahlen. Die Polynome

1)+ pxg () (), @) €11

S, auch SteneeLp [12]. Auch diese Arbeit von Sreinrewp, die ich schon im Manu-
skript kannte, hat dem Entstehen meiner ,Holomorphentheorie fiir Ringe“ beigetan.

% Wie das neuerdings iiblich ist, verstehen wir unter einem Primideal eines beliebi-
gen Ringes P ein solches ldeal p von P, wofiir aus abSyp (a, b <]P) stets a Sp oder 8y
folgt. Die ,Primideale im alten Sinn“ nennt man heute (vollstindig oder) kompleit; diese
werden bekanntlich durch die Eigenschaft definiert, daB aus «g€p stets «€p oder g€ p
folgt. Die kompletten Primideale sind ein Spezialfall der Primideale und fiir kommutative
Ringe fallen beide Begriffe zusammen.
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und
PHh(x) + pxk(x?) (f(x), k(x) € /[x])
bilden je einen Unterring P bzw. P’ von 7[x]. Fiir diese gilt P'<qP, P < /[x]}
offenbar, dagegen gilt P’ < /[x] nicht mehr. Hiernach ist P in der Tat ein
Ideal in P, das kein charakteristischer Unterring ist.
Wir beweisen den folgenden merkwiirdigen Satz, der ebenfalls kein
gruppentheoretisches Analogon zu haben scheint:

SaTz 5. Alle Holomorphe eines kommutativen nullfeilerfreien Ringes sind
kommutativ. (Vgl. Satz 6.)

Bezeichne namlich P einen solchen Ring. Fiir jeden Doppelhomothetis-
mus @ von P gilt nach (32) (¢a)e=«(ae), woraus nach der Annahme zuerst
a(ea)=«a(ac), dann
(64) ca=aca
folgt. (Hiernach besteht jetzt jeder Doppelhomothetismus von P aus zwei
gleichen Endomorphismen von P*.) Sind nun a, b zwei befreundete Doppel-
homothetismen von P, so folgt aus (18), (64), (35)

- abe =a(ba) — a(eb)— (ae)b=—blae)—bae,

d. h.

(65) ab=ba.

Da nach (43,) die Elemente eines Holomorphes von P nach der Regel
(@, ) (b, 8)=(ab, cb+af+eaB)

multipliziert werden, woraus auch

(b, 8) (a, @)= (ba, fa+ ba -+ fe)
folgt, so zeigen (64), (65) die Richtigkeit von Satz 5.
Beispiele fiir Ringe mit mehr als einem Holomorph bilden die Zero-
ringe.” Es gilt namlich der folgende:

SATz 6. Ein Zeroring P hat dann und nur dann nur ein Holomorph,
wenn der volle Endomorphismenring von P* kommutativ ist* Hat er mehrere
Holomorphe, so gibt-es darunter auch nichthommutative.

Wir schicken folgendes voran. Wegen der Annahme gilt «f=0
unbeschrinkt, also sind (31), (32) identisch erfiillt. Folglich stimmen jetzt
nach (30), (33) die Doppelhomothetismen von P mit denjenigen Doppelendo-
morphismen von P* {iberein, die aus zwei vertauschbaren Endomorphismen
von P* bestehen.

Ist nunmehr der -volle Endomorphismenring von P* kommutativ, so ist
die Bedingung (35) auch erfiillt. Das bedeutet, dab jetzt alle Doppelhomothe-

16 Zeroring bedeutet einen Ring P mit P2=0 (d.h. P, =P).

47 Das interessante Problem, wann der volle Endomorphismenring eines Moduls

kommutativ ist, haben Szeie u. Szenorer [13] unldngst in Angriff genommen und teilweise
gelost. Nach ihren Resultaten gibt es verhiltnismibig sehr wenig Moduln dieser Art.
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tismen von P paarweise befreundet sind, d. h. einen Ring bilden, der dann
der einzige maximale Doppelhomothetismenring von P ist, folglich hat P nur
ein Holomorph.

Ist dagegen der volle Endomorphismenring von P* nichtkommutativ, so
betrachten wir zwei nichtvertauschbare Endomorphismen A, B von P*. Bezeichne
a, b (nach obiger Bemerkung) die zwei Doppelhomothetismen von P, so daB
beide Bestandteile von a gleich A und die von & gleich B sind. Diese a, b
sind nach (35) nichtbefreundet, gehoren somit in zwei verschiedene maximale
Ringe von befreundeten Doppelhomothetismen von P. Da durch sie zwei
verschiedene Holomorphe von P bestimmt sind, so haben wir die erste Hilfte
von Satz 6 bewiesen.

Wird zu den vorigen A, B je ein trivialer Endomorphismus O von P+
hinzugenommen, so entstehen offenbar zwei befreundete Doppelhomothetis-
men a==(4,0), b=(B,0) von P, fiir die ab==ba gilt. Diese sind also in
einem nichtkommutativen maximalen Ring von befreundeten Doppelhomothe-
tismen von P enthalten. Durch diesen ist ein nichtkommutatives Holomorph
von P bestimmt, womit wir den Beweis von Satz 6 beendet haben.

Wir bemerken, dafi selbstverstdndlich sich  der Begriff der charakteri-
stischen Reihen auf die Ringe tibertragen 146t. Und zwar verstehe man unter
einer charakteristischen Reihe von P jede nicht verfeinbare endliche Folge

P=P,Py,...,P.=0,
in der Py ein echter Unterring von P; (i=0,...,r—1) ist und P,;{P
(i=0,...,r) gilt. Im wesentlichen handelt es sich also um die Kompositions-
reihen der (additiven) Gruppe P*, wenn man dieser die simtlichen Doppel-
hiomothetismen von P als Operatoren zuordnet. Entsprechend lassen sich die
bekannten Sitze von SCHREIER und JORDAN—HOLDER anwenden.

Als Ergénzung zu den im § 1 erwdhnten Analogién schreiben wir noch
die folgenden (sehr starken) Analogien hin, auf die wir wihrend unserer
Betrachtungen gestofien sind:

charakteristische Untergruppe von I”. -. charakteristischer Unterring von P,

Holomorph von 7".-. Holomorphe von P,

vollstidndige ‘Gruppe .. Ring mit Einselement,

charakteristische Reihe von I'.'. charakteristische Reihe von P.

" (Eingegangen am 3. Februar 1954.)

13 Acta Mathematica
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TEOPUS I'OJOMOP®OB T'PYIIT U KOJIEL
J1. PAJOU (Ceren)

(Pezwome)

Henwio vactogumieid paGOThl SBISETCSA NEpeHeceHne Teopuu rojJomopdor rpyna (nog
KOTODO# aBTOP pasymeeT 4acTh TEOPHM TDYII, HBY4AOUIYI0 XAPAKTEPHCTHYECKHE NOATPYITib
H TOTOMOP( Tpynmel) B Teopuio Kojen. Teopus roromopoB Koel MOKeT GBITh NOCTPOEHO
B TECHOU aHanorum ¢ reopueil ronoMopdior rpynn. ABTOp ompefeisieT XapaxTEPHCTHYECKHE
MOAKOMbLA KAK HOJKONLIA, SIBASIOIMECS HMAEATAMH BO BCSIKOM IIPEHepOBOM (9BEpPETTOBOM)
paciuupenyy Konapia. B npoTHBONONOXKHOCTE TEOPUM TPYNT KOAbUO BOOGILE MOKET HMETh
HECKOJIBKO TOA0MOPJOB. T0M0MOPdEl ABASIOTCA HEKOTOPHIMKM CIEIMAIbHBIMK LIPERepOBLIMK
PacupeHnsIMn JAHHOTO KOiblid. OTH IpeliepoBs pacmnpesns GesfakToOpHbl, W Camu
{hakTOPKOALIA, NPH TOMOLLE KOTOPHIX PACIIMPEHHE DNPOUCXOANT, CYTh KOAbIA, COCTABIEHHBIE
13 HEKOTOPHIX Map OTOGPaKEHHid JAHHOTO KONbLA. ITH TAPhl OTOGPaKEHUu#l HA3LIBAIOTCS
aBTOpOM [ABOHHBIMH TOMOTETHBMamn. Onpenensiiorcsd Oy Tak: Bossmem m060it snement
13 M060r0 mpeiiepoROro PacUTMPEHNs! AAHHOTO KOJbIA, ¥ IEPEMHONHM TAM ((DAKCHPOBAHHBIM)
SNEMEHTOM CNpaBa M CIEBA BIEMEHTH JAHHOrO KOAeHA. Takum 06pasoM mnonyuaem paga
0TOOpaXKeHUs KOnbUA B Ce0s1 (ABIAIOIINECS, KOHEYHO, CHEHMAJbHBIMH 3SHAOMOD(UMaMH
AJAUTHEHOM Tpynmsl Koapua). Tawkwe mapel OTOGPAKEHUU M CYTh NBOWHEIE TOMOTETH3MBL
[lBONHBIE TOMOTETH3MEI MOMHO CKJAHBIBATH B YMHOMATh 1O NPOCTHIM NPARMJAM, OIHAKO
MHOMECTBO BCEX NBOHHBEIX rOMOTETHBMOB AIABHOTO KOJIbIA BOOGLUE FOBOPS HE 06PABYET KOBLO.
Tem ne MeHee 8 MHOKECTRZ BCEX JBOWHBIX FOMOTETUSMOB MOMKHO BLIGHDATH HEKOTOPBIC
»MAKCHMATBLHBIE NOAMHOXECTEA, O0Pasylomue KOMbIO. MMEHHO 9TH ,MaKCHMATBHBIE KOJIbUA
ABOHBIX TOMOTETHBMOB® M MTPAIOT TPH- BHIUEYTOMSHYTHIX IIPEHEPOBBIX PACHIMPEHHSX POIb
daxropronen. Mutepecuast 0COGEHHOCT TEOPHH TOJOMOP(OB KOl 3aKNOYAETCH B TOM,
YTO NPOCTHIE HEANbI (B YaCTHOCTY BIOJIHE IPOCTHIC ML) TAK JKE KK M BCE HAEAIBl KOJel|
¢ epuHuuell XapaxTepucTnusbl. Boobiie OxasblBaeTCs, HTO KOMbUA C epummueit urpaor B
TEOPHA KONEI| POIIb TOYHBIX AHANOTOR COBEPLIeHHBIX TPynn. Tak, nanpumep, copasexnzga creny-
wmas reopema: Kompua ¢ epuuuueil m TOABKO OHM CYTh KOMBUA, AOMYCKAIOHIME TOTBKO
npsIMBle IIPEAepOBsl paciIupennst. JTa Teopema aHANOTHYHA W3BECTHOH TEOPETUKO IDPymmo-
BOW TEOPEME O TOM, YTO COBEPILIEHHEIE TPYIINIBI M TOALKO OHU CONEPIRATCH B KAYECTBE npsiMoro
MHOHTENST BO BCAKOM ¥MX Iupeileposom paciumpennu. Ha OCHOBe 9TOR aBaIOruu MOMKHO
€KABATH, 4TO KOJbLA C EAMHMUEH HrPAIOT 1O CYLLeCTBY POfib ,COBEPHISHHBIX KONEL®.



