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Von 

L. FEJES TOTH (Veszpr6m) 
(Vorgelegt yon G. HAJ6S) 

In einer vorigen Arbeit 1 habe ich das Problem der dichtesten Kreis- 
lagerung auf Fl~ichen konstanter Krammung behandelt. Der vorliegende Auf- 
satz ist dem dualen Problem, n~mlich dem Problem der dt~nnsten Kreis~Jber- 
deckung gewidmet. 

Bekanntlich 2 ist die Dichte :~ eines Systems von kongruenten, die eukli- 
dische Ebene votlst~indig fiberdeckenden Kreisen 

2:r 
D > - -  1,209 . . . .  - 

Gleichheit wird in demjenigen Fall erreicht, wenn jeder Kreis durch die abrigen 
in den Ecken eines regul~iren Sechsecks geschnitten wird. Wir werden zeigen, 
dal3 in der hyperbolischen Ebene 

(1) D >  1:'12 _ 1 , 1 0 2 6 . . .  
Ug 

gilt? Die rechtsstehende Schranke l ~ t  sich durch keine gr0gere ersetzen. 
Dieses Resultat wird sich als Korollar einer allgemeinen Ungleichung ergeben, 
die auch gewisse frfihere, beztiglich der Kreisaberdeckungen de r  Kugel 
erhaltene Ergebnisse:' umfafit und bei deren Formulierung unter einer Kugel 
der Krammung k dem Vorzeichen yon k entsprechend entweder eine gew6hn- 
liche Kugelfl~che vom Radius l / k ,  oder die euklidische Ebene, oder die 
hyperbolische Ebene vom Parameter ] / - -k  verstanden wird. 

1 Kreisausftillungen der hyperbolischen Ebene, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), 
S. 103--110. 

2 Vgl. L. Fejes TOTH, Lagerungen in der Ebene, attf der Kt~gel und im 1?aura (Berlin- 
GOttingen-Heidelberg, 1953). 

Vgl. die unter i angeffihrte Arbeit. 
4 Im Sonderfall, dab jeder Ftfichenteil hOchstens zweifach bedeckt ist, land diese 

Ungleichung kurz vorher J. MOLNAR. 
S. das unter " zitierte Werk. 
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Wird die Kugel der Kriimmunff, k dutch wenigstens 
Kreise vom Radius r iiberdeckt, so ist die Oberdeckungsdichte 

drei kongruente 

[/12 ctg X - - 6  2 ~  
(2) D>=d(A)~ ; d ( 6 ) =  lira d(A)- -  

wobei A durch 

t,-ff cos ctg A- = 

definiert wird. 

Schlagen wir um die Ecken eines regularen Dreiecks J vom Umkreis- 
radius r je einen Kreis vom Radius r, so ist d(A) nichts anderes als die 
Dichte dieser Kreise in d-(Abb. 1). Ein Winkel yon J betragt 2=/A, sodal~ 
A sich als die ,,Anzahl" derjenigen mit d kongruenten Dreiecke interpretieren 
last, die sich um einen Punkt anlegen lassen. Es gilt den drei Fallen k ~ O  
entsprechend A <= 6. 
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Abb. 1 

Die Ungleichung (2) laBt sich ftir ganzzahlige Werte yon A ~ 2  nicht 
verbessern. Gleichheit besteht fiir das System der Fl~chenumkreise eines regu- 
laren Dreikantnetzes mit A-seitigen Flachen. 

Es l~ifit sich zeigen, dafa d(A) mit wachsendem A st~ndig abnehmend 
dem Orenzwert V ~ / ~  zustrebt (Abb. 2), sodal~ D im Einklang mit (1} 
oberhalb dieses Grenzwertes bleibt. Werden abet zur Uberdeckung auch 
Grenzkreise zugelassen, so kann in (1) auch Gleichheit zutreffen. Abb. 3 
stellt die ,,absolut" dtinnste Kreistiberdeckung der hyperbolischen Ebene im 
Poincar4schen Model1 dar. 

Wit kOnnen voraussetzen, dal~ die Kreismittelpunkte keinen Hgtufungs- 
punkt besitzen, da sonst dem Kreissystem eine unendliche Dichte zuge- 
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schrieben werden kOnnte. Wir betrachten dasjenige, auf die Kreismittelpunkte 
aufgespannte Dreiecksnetz, das dadurch charakterisiert ist, dab die Dreiecks- 
umkreise keine Ecken des Netzes in ihrem Inneren enthalten 6 (Abb. 4). 
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Abb.  2 

Abb .  3 Abb .  4 

Jeder Kreis wird durch die von seinem Mittelpunkt ausstrahlenden Kanten 
dieses Netzes in Kreisausschnitte zerlegt, Wir wollen bei der Berechnung 
der Dichte in einem Dreieck d die durch die Dreiecksseiten bestimmten drei 
Kreisausschnitte auch dann bei A in Betracht nehmen, wenn diese aus A 
herausragen. Wir denken also die eventuell herausragenden Kreisteile vom 
Kreis abgeschnitten und auf A gelegt. Nach einer anderen, mit der vorigen 

6 S. den  u n t e r  a z i t i e r ten  Aufsa tz .  

8 Acfa Mathematica 
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gleichbedeutenden Vorstellung kOnnen wit uns die ,,Massen" der Kreise auf 
konzentrische Kreisscheiben konzentriert denken, die in der Vereinigungs- 
menge der im betreffenden Kreismittelpunkt zusammentreffenden Dreiecke 
liegen. Dann ist die Dichte des Kreissystems in A 

O 
2--~- K: d, 

wo a die Winkelsumme yon A und K den lnhalt eines Kreises bedeuteU 
Wit machen jetzt yon der definierenden Eigenschaft des Netzes fie- 

brauch, nach der kein Kreismittelpunkt im Inneren des Umkreises yon A liegt. 
Da andererseits der Umkreismittelpunkt sicher in einem Kreis unseres Systems 
enthalten ist, so l~it~t sich schliel~en, dab der Umkreisradius yon A nie gr6~er 
als r sein kann. Folglich gilt (nach einer veohlbekannten, in der sph~irischen, 
euklidischen und hyperbolischen Oeometrie gleichfalls gtiltigen Maximaleigen- 
schaft des regul~ren Dreiecks) 

A<=A. 

Wir haben daher mit Rticksicht auf k A ~ a - - : ~  

a K: d k +  > k +  d(A). 
2.w 

Damit ist gezeigt, daft die Dichte des Kreissystems mit der obigen 
Vereinbarung in jedem Dreieck ~d(A)  ist. 8 Dasselbe gilt dann auch ftir die 
l~lberdeckungsdichte beztiglich der ganzen Kugel, wenn diese als irgendein 

Mittelwert der Dichten ~  definiert wird. 
2Yr " 

(Eingega~gen am 16. Mdrz 1953.) 

: el und ~ bezeichnen zugleich die Inhalte der Dreiecke. 
8 Diese Ungleichung gilt wahrscheinlich auch dann, wenn bei tier Berechnung tier 

Dichte in A nur die tats~tchlich in LI enthaltenen Kreisteile beriicksichtigt werden. Jedenfalls 
l~igt sich dutch unsere Vereinbarung tier Beweis dieser Vermutung ersparen. 

I1ORPBITFIE FFIHEPBOJ1FIqECI(OI~I FU1OCKOCTH RPYFAMH 

0I. OOEELLI TOT (BecnpeM) 

( P e a m M e )  

ABTOp ~a~T HepaBeI~CTBO ~JIq naOTHOCTI~ 0~1,Httai{OBblX KpyroB, noKpbmam~nx map, 
OBR0aH/LOBylO H.TIH rMnep6oanqecw~o YI~OCKOCTb, OTKya~a cae~ye% HTO aTa  I1.rIOTHOCTb BO BCeX 

cnyqa~x ~ V 1 2 .  PaBenCTBO ~ocTnraeTc~ ~a~ noKpbmamm~x rnnep6onnqecKy~o n~OCKOCTb 
7L 

op~Ii,~R~lOB, pacnonon<enub~x B onpe~eaeuuoM uop~Re.  


