KREISUBERDECKUNGEN DER HYPERBOLISCHEN EBENE

Von
L. FEJES TOTH (Veszprém)
(Vorgelegt von G. Hajos)

In einer vorigen Arbeit' habe ich das Problem der dichtesten Kreis-
lagerung auf Flachen konstanter Kriimmung behandelt. Der vorliegende Auf-
satz ist dem dualen Problem, ndmlich dem Problem der diinnsten Kreisiiber-
deckung gewidmet.

Bekanntlich® ist die Dichte® eines Systems von kongruenten, die eukli-
dische Ebene vollstindig iiberdeckenden Kreisen
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Gleichheit wird in demjenigen Fall erreicht, wenn jeder Kreis durch die iibrigen
in den Ecken eines reguldren Sechsecks geschnitten wird. Wir werden zeigen,
dali in der hyperbolischen Ebene
(1) Dzl,—f#zl,lo%...
gilt.* Die rechtsstehende Schranke l4fit sich durch keine grofiere ersetzen.
Dieses Resultat wird sich als Korollar einer aligemeinen Ungleichung ergeben,
die auch gewisse friihere, beziiglich der Kreisiiberdeckungen -der Kugel
erhaltene Ergebnisse” umfaft und bei deren Formulierung unter einer Kugel
der Kriimmung £ dem Vorzeichen von k entsprechend entweder eine gew6hn-
liche Kugelfliche vom Radius 11k, oder die euklidische Ebene, oder die
hyperbolische Ebene vom Parameter | —£% verstanden wird.

1 Kreisausfiillungen der hyperbolischen Ebene, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953),
S. 103—110.

2 Vgl. L. Fejes Torn, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum (Berlin-
Gottingen-Heidelberg, 1953).

8 Vgl. die unter ! angefiihrte Arbeit.

4 Im Sonderfall, dafl jeder Flichenteil hochstens zweifach bedeckt ist, fand diese
Ungleichung kurz vorher ]. MoLnARr.

5 S. das unter 2 zitierte Werk.
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Wird die Kugel der Kriimmung k durch wenigstens drei kongruenfe
Kreise vom Radius r iiberdeckt, so ist die Uberdeckungsdichfe

V12 ctg —6 9
2 D=d(A)— ©d(6)— lim d(A)— -T2
(2) (4) P (6) = lim d(4) ——,

wobei A durch
ctgA '3 cos Vkr

definiert wird.

Schlagen wir um die Ecken eines reguliren Dreiecks 4 vom Umkreis-
radius r je einen Kreis vom Radius r, so ist d(A) nichts anderes als die
Dichte dieser Kreise in 4 (Abb. 1). Ein Winkel von 4 betrigt 2:/A, sodaB
A sich als die ,Anzahl“ derjenigen mit 4 kongruenten Dreiecke interpretieren
1a8t, die sich um einen Punkt anlegen lassen. Es gilt den drei Fillen £20
entsprechend A =6.

Abb. 1

Die Ungleichung (2) 1aBt sich fiir ganzzahlige Werte von A =2 nicht
verbessern. Gleichheit besteht fiir das System der Flachenumkreise eines regu-
liren Dreikantnetzes mit A-seitigen Flachen.

Es 148t sich zeigen, daff d(A) mit wachsendem A stindig abnehmend
dem Grenzwert 12/ zustrebt (Abb. 2), sodaf D im Einklang mit (1)
oberhalb dieses Grenzwertes bleibt. Werden aber zur Uberdeckung auch
Grenzkreise zugelassen, so kann in (1) auch Gleichheit zutreffen. Abb. 3.
stellt die ,absolut“ diinnste Kreisiiberdeckung der hyperbolischen Ebene im
Poincaréschen Modell dar.

Wir konnen voraussetzen, dafi die Kreismittelpunkte keinen Haufungs—
punkt besitzen, da sonst dem Kreissystem eine unendliche Dichte zuge-
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schrieben werden konnte. Wir betrachten dasjenige, auf die Kreismittelpunkte
aufgespannte Dreiecksnetz, das dadurch charakterisiert ist, daff die Dreiecks-
umkreise keine Ecken des Netzes in ihrem Inneren enthalten® (Abb. 4).
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Jeder Kreis wird durch die von seinem Mittelpunkt ausstrahlenden Kanten
dieses Netzes in Kreisausschnitte zerlegt. Wir wollen bei der Berechnung
der Dichte in einem Dreieck 4 die durch die Dreiecksseiten bestimmten drei
Kreisausschnitte auch dann bei 4 in Betracht nehmen, wenn diese aus A4
herausragen. Wir denken also die eventuell herausragenden Kreisteile vom
Kreis abgeschnitten und auf 4 gelegt. Nach einer anderen, mit der vorigen

6 S, den unter 1 zitierten Aufsatz.

8 Acta Mathematica
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gleichbedeutenden Vorstellung konnen wir uns die ,Massen” der Kreise auf
konzentrische Kreisscheiben konzentriert denken, die in der Vereinigungs-
menge der im betreffenden Kreismittelpunkt zusammentreffenden Dreiecke
liegen. Dann ist die Dichte des Kreissystems in 4

o
—Z—YE—K d,

wo o die Winkelsumme von 4 und K den Inhalt eines Kreises bedeutet.”
Wir machen jetzt von der definierenden Eigenschaft des Netzes Ge-
brauch, nach der kein Kreismittelpunkt im Inneren des Umkreises von 4 liegt.
Da andererseits der Umkreismittelpunkt sicher in einem Kreis unseres Systems
enthalten ist, so 146t sich schliefen, daf der Umkreisradius von 4 nie groBer
als r sein kann. Folglich gilt (nach einer wohlbekannten, in der sphérischen,
euklidischen und hyperbolischen Geometrie gleichfalls giiltigen Maximaleigen-
schaft des reguldren Dreiecks)
A=4.
Wir haben daher mit Ricksicht auf kd=o0—mn
O oy K (N K ()
LK d— (k+ 4) = = (k+ Z) d(A).
Damit ist gezeigt, daf die Dichte des Kreissystems mit der obigen
Vereinbarung in jedem Dreieck =d(A) ist® Dasselbe gilt dann auch fiir die
Uberdeckungsdichte beziiglich der ganzen Kugel, wenn diese als irgendein

Mittelwert der Dichten 2%1{: A definiert wird.

(Eingegangen am 16. Mdrz 1953.)

T A und 4 bezeichnen zugleich die Inhalte der Dreiecke.

8 Diese Ungleichung gilt wahrscheinlich auch dann, wenn bei der Berechnung der
Dichte in 4 nur die tatsdchlich in A enthaltenen Kreisteile beriicksichtigt werden. Jedenfalls
4Bt sich durch unsere Vereinbarung der Beweis dieser Vermutung ersparen.

NOKPBLITUE TUMNEPBOJMYECKON TLIOCKOCTH KPYTAMY
JI. ®EELU TOT (Becupem)

(Peawome)
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ciny4dasax _%VE PaBeHCcTBO JOCTUraeTrcsl ISl NOKPHIBAIOMINX I‘MPIC})GOIIPI‘IECKY!O MINOCKOCTH
T

OPHLMKJIOB, PACIONOEHHBIX B ONPEENEHHOM HOPSIKE.



