UBER EIN PROBLEM VON K. ZARANKIEWICZ

Von
[. REIMAN (Budapest)
(Vorgelegt von P. Turin)

1. K. ZARANKIEWICZ stellte die folgende Frage: Es sei A, eine Matrix
mit n Zeilen und n Spalten, -dessen Elemente nur O-en und 1-er sind. Min-
destens wieviel 1-er mufi A, enthalten, damit darin gewil ein aus lauter
1-ern bestehender Minor zweiter Ordnung M, vorhanden sei [1].

Wir bezeichnen mit k,(n) die kleinste Zahl der 1-er, bei welcher A,
schon gewifi wenigstens einen Minor M, enthilt. S. HARTMAN, ]J. MYCIELSKI
und C. RYLL-NARDZEWSKI [2] haben

e n*B < ky(n) < cyn3?

bewiesen, wo ¢ und ¢, Konstanten sind. T. K&6vArL, VERA T. SOs und
P. TurAN [3] haben

(1.1) ky(n) <142n--[n*?]
und

lim S5~
bewiesen.

Es sei A, eine Matrix mit n, Zeilen und n, Spalten, dessen Elemente
nur 0-en und l-er sind, und sei ky(m, n,) die kleinste Anzahl der 1-er, bei
welcher A,,., schon einen Minor M, enthalten muB8. In [3] ist fiir n,=p*+p,
ny=p* (p prim)

1.2) k(' +p,P)=p(p+1)+1
bewiesen werden.

Im folgenden beweisen wir unter Anwendung des in [3] beniitzten
Gedankenganges, daf

(1.3) ky(ny, no) = %(n1+‘]/n?+4nln2(n2——1))+1

ist, was bei m,=n,==n in die Ungleichung
(1.4) kQ(n)g%(n+nl/4n~—,3)+l

tibergeht. Dies ist etwas genauer als (1.1). Mit Hilfe geometrischer Uber-
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legungen geben wir schliefilich unendlich viele solche Wertepaare (n,, n,) bzw.
Werte n an, bei welchen in (1.3) bzw. in (1.4) Gleichheit zutrifft.

2. Zum Beweise von (1. 3) fiihren wir

1 5
2. 1) 3:7(n1+Vn;+4n1n2(n2—1))
ein, das die Gleichung
(2. 2) (S—-ﬂl)SzlllIlg(llg—l)

erfiillt. Wir bezeichnen durch [, die Anzahl der l-er in der »-ten Zeile von
A.,., und nehmen an, daf} fiir die Anzahl der 1-er in A,,., die Ungleichung

ity

(2. 3) 2 l>s

v=1

gilt. Wir beweisen, dafl unter dieser Voraussetzung ein Minor M, aus A, .,
auswihlbar ist.

Es seien my, my, ..., m,, die Indizes der die 1-er der »-ten Zeile ent-
haltenden Spalten. Aus diesen konnen (12”) Zahlenpaare ausgewdhlt werden.
Die Giiltigkeit der Ungleichung

iy lq/ 1,
(2.4) g(z)>(2)

ist eine hinreichende Bedingung dafiir, daB A, ., einen Minor M, enthilt. Fiir
die nichtnegativen /, besteht die Ungleichung
7y 1 7y 2
Zliz-—(zlr),
v=1 n

und folglich ist

7y 11/ __1—- 1y 2 14 ( ) 7y
g(z)—z;” Zly_znl =1 21
Hieraus ergibt sich wegen (2. 3) und (2. 2)

Ny 11/ 1 & 7y S——Ill_ ng(ng—l)_/ng)
Z(z)iig’”( 2 b= ) n 2 _(2,

=1 n, y=1

womit wir (1. 3) bewiesen haben.

3. Wir nennen die Matrix A, ,, gesittigt, wenn aus ihr einerseits kein
Minor M, auswihlbar ist, andererseits aber dies ermoglicht wird, sobald man
die Anzahl ihrer 1-er mit Eins vermehrt. Es ist offenbar, daf jede Matrix



UBER EIN PROBLEM VON K. ZARANKIEWICZ 271

An ., gesdttigt ist, aus der kein Minor M, auswiéhlbar ist, und dabei die
Anzahl ihrer 1-er gleich [s] ist. Ist in einem solchen Falle s ganz, so gilt fiir
das entsprechende Wertepaar (m, n;) in (1.3) das Gleichheitszeichen, d. h.
es ist

@31 ky(ny, n2)=%(nl—1—1/n§+4n1n2(n2—1))+ 1.

Um gesittigte Matrizen zu konstruieren, betrachten wir den r-dimensio-
nalen endlichen projektiven Raum {iber einem endlichen Korper der Ordnung

N=p* (p prim).

Die Punkte dieses Raumes sind die aus Korperelementen bestehenden r--1-
tupeln (x, Xo, ..., X»r1) (nicht alle x; gleich 0). Die Punkte x(x;, x5, ..., X,+1)
und y(), ¥, - .., ¥r41) sind dann und nur dann identisch, wenn es ein Kor-
perelement 4 gibt, fiir welches

xl—:j-yb (121,2,,f+1)
gilt. Die Menge der Punkte ‘

ha +Aa, 4 o+ @ t<n

wird als f-dimensionaler Unterraum bezeichnet, wo Z,,4,,..., 41 Korper-
elemente und a,, a,, ..., a;; linear unabhidngige Punkte des Raumes sind.
Die eindimensionalen Unterrdume heifen Geraden. Eine beliebige Gerade des
r-dimensionalen Raumes befindet sich entweder génzlich in einem bestimmten
r—1-dimensionalen Unterraum, oder hat mit ihm genau einen Punkt gemein.
Zu zwei Punkten gehort eine und nur eine Gerade und zwei Geraden kon-
nen hochstens einen gemeinsamen Punkt besitzen.

Jede Gerade hat N+ 1 Punkte. Ein #-dimensionaler Unterraum kann
gewonnen werden, indem man jeden Punkt eines ¢/—1-dimensionalen Unter-
raumes mit einem nicht zugehdrigen Punkt verbindet; die Gesamtheit der
Punkte der Verbindungsgeraden bildet einen #-dimensionalen Unterraum. So
kann man, z.B. durch vollstindige Induktion, einsehen, daff die Punkteanzahl
des f-dimensionalen Unterraumes

Nt+1____1
N—1 "~
und die Punkteanzahl n, des r-dimensionalen projektiven Raumes
NT+1__1
3.2 ==
(-2) =N

ist. Es sei nun n, die Geradenanzahl des r-dimensionalen Raumes. Mit Riick-
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sicht darauf, dal jede Gerade N1 Punkte hat, gilt

0 _(nz).(N—l—l)~(Nr+1—1)(N’"——1)

Tl2)U 2 ) (NN (N—D)
Wir konstruieren nun die Inzidenzmatrix 7, ., der Geraden und Punkte
des Raumes. Die Zeilen von /, ., entsprechen den Geraden und die Spalten
den Punkten. Ein Element der Martix ist genau dann gleich 1, wenn die
seiner Zeile entsprechende Gerade den seiner Spalte entsprechenden Punkt
enthilt. Die so gewonnene Matrix ist gesattigt, d.h. es kann aus ihr kein
Minor M, ausgewdhlt werden, da dies bedeuten wiirde, daf zwei Geraden
zwei verschiedene gemeinsame Punkte haben. Ferner ist die Anzahl der in
I.», befindlichen 1-er n,(N-+1), da in jeder Zeile N+ 1 1-er sind. Diese
Anzahl ist genau der unseren in (3.3) und (3.2) angegebenen Werten n,,
und n, laut (2. 1) entsprechende Wert s, wie dies durch Einsetzen leicht
bestitigt werden kann. Damit haben wir das Bestehen von (3.1) bewiesen.

Ist =2, dann ist

(3.3)

(-4 = ny=n—N>+N+1=pe 4 pef 1.
In diesem Falle gilt also
(3-3) kg(ﬂ)r—%(n—]~n]/4n—3)+1.

Gesittigte Inzidenzmatrizen werden auch durch r-dimensionale endliche
affine Raume geliefert. L4t man aus dem r-dimensionalen projektiven Raum
einen r—1-dimensionalen Unterraum weg, so erhilt man einen r-dimensio-
nalen affinen Raum. Auf Grund obiger Uberlegungen gilt fiir die Geraden-
anzahl n, bzw. Punkteanzahl n, des r-dimensionalen affinen Raumes

N1‘—1(N1'__1) .
(3.6) n1:—’T:_1—, ﬂg:N.

Die Anzahl der Punkte auf jeder Geraden ist nun gleich N. Die Matrix 7, .,
hat somit n, NV 1-er, und das ist wiederum der durch (2. 1) angegebene Wert
s, was durch Einsetzen der Werte (3.6) bestitigt werden kann. Laut (3.1)
gilt dann in diesem Falle

G. 7 k(s 13) :lgvﬂix—%r 5.

Ist N==p, r=2, so ergibt (3.7) eben das Ergebnis (1.2).

Endlich sei als Beispiel die Inzidenzmatrix des zweidimensionalen pro-
jektiven Raumes, d.h. der projektiven Ebene mit 5 Punkten auf jeder Gera-
den, also der Spezialfall N==2°,r=2,n==21 angegeben. Die gestrichelt
abgegrenzte Teilmatrix ist die Inzidenzmatrix der affinen Ebene mit 4 Punk-

ten auf jeder Geraden.
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11 1 1 1 .
1 P11 11
1 ; . 1 1 11 .
1 ; . .o 11 1 1 .
1 - : . . 11 11
c : . 1 1 - o
1 | -1 1 1 - 1
1 3 1 -1 1 - 1
T I 1 - ool 1
o1 ! . 1 . | S 1
1 ; - 11 1
1 | 1 1 - . 1 1
1 - 1 1 1 1
N T . 1 -1 1 1
1 o 1 - . 1 1
1 1 . 1 1 -1
11 . 1. 1 1
- L . 11 1 - 1
1 oo -1 . 1 1
1; 1 1 -1 . 1
R B 1 .1 1

(Eingegangen am 6. Mdrz 1958.)
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