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AUSFULLUNGEN DER I-IYPERBOLISCtIEN EBENE 
DURCH KONGRUENTE HYPERZYKELBEREICtIE 

VOD_ 

I.  V E R M E S  (Budapest) 

Dem Andenken yon Herrn Pro/. P. Sz•sz gewidmet 

L. FEJES TOrH besch~ftigte sich in seinen Arbeiten [1] und [2] bzw. [3] 
(S. 224--238) mit den Kreisausftillungen der hyperbolischen Ebene und mit 
der diehtesten Horozyklenlagerung. Die Frage unserer Arbeit ist naheliegend, 
wie die kongruonten ttyperzykelbereiche in der hyperbolischen Ebene ihre 
dichtaste Lagorung bilden ksnnen. 

Man vorsteht unter einem Hyperzykel (odor einer Abatandslinie bzw. 
f~quidistante) die Gesamtheit derjenigen Punkte  der Ebene, die ven einor 
Geraden gleiehen Abstand l haben, und alle auf derselben SeRe yon ihr gelegen 
sind. Die beiden kongruenten /~quidistanten auf versehiedenen Seiten von 
der Geraden (d. h. der Grundlinie) begrenzen einen Toil der Ebene, dor als 
Hyperzykelbereich vom Abstand l heiBt. 

Betraehten wir ein System {Hi} l yon nicht iibereinandergreifenden kon- 
gruenten Hyporzykelbereichen veto Abstand I. Wir kSnnen voraussetzen, dab 
unser System {Hi} l ges~ttigt ist, d. h. dab jeder Hyperzykelbereich der Ebene 
gemoinsamo inhere Punkto mit oinom ttyporzykelboreich yon {Hi} l aufwoist. 

Zerlegon wit die Ebene in die Diriehletsehen Zellen des Systems der 
ttyporzykelbereichen {Hi} l. Die Dirichletschen Zellen der ttyperzykelberei- 
chert sind ouch eindeutig bestimmt, wie im Falle eines Systems yon nieht- 
iiberoinandergreifenden Kreisen, n/~mlich der Bogriff der Potenzlinie zweier 
~quidistanten kaan ebenso, wie fiir die Kreise definiert werden. Unter der 
Potenzlinie zweier J~quidistanten versteht man die Ges~mtheit derjenigen 
Punkte,  aus denen die gleiehen T~ngenten zu den/~quidistanten gezogen wer- 
den kSnnen. Diese Gesamtheit ist eine Greade, und die Potenzlinie zweier kon- 
gruenter ~kquidistanten ist die Symmotrieaehse ihrer Grundlinien. Die Eck- 
punkte dor Dirichletschen Zellen kSnnen nur die eigentlichen Punkte  bzw. 
die Endon -- im Sinne yon Hilbert -- dor hyperbolischen Ebene sein. Falls 
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die zu einem ))Eckpunkt~( der Dirichletschen Zellen gehSrigen Seiten -- als 
Geraden -- e in  gemeinsames Lot h~tten, so w~ixe das System {Hi} l offenbar 
nicht ges~ttigt, was aber unseren Voraussetzungen widerspricht. 

Nehmen wir jetzt die zu don Dirichletschen Zellen gehSrige duale Zer- 
legung der hyperbolischen Ebene. In  dieser Zerlegung gehSrt je ein recht- 
winkliges Vieleck zu jedem Eckpunkt  der Dirichletschen Zellen, dessen Seiten 
einerseits die gemeinsamen Lore der Grund]inien der Abstandslinien sind, deren 
Potenzlininen in diesem Eckpunkt  sich treffen; andererseits gehSren die 

S t r ~ k e n  zu den Seiten dieses Vieleekes, die zwischen den FuBpunkten der 
gemeinsamen Lore auf  den Grundlinien liegen. Die SeRe eines solehen :Vieleekes 
liegen abweehselnd auf  den Grundlinien bzw. auf  ihren gemeinsamen Loten. 
Ein solches Vieleck kann durch das Ziehen weiterer gemeinsamer Lore  der zu 
ihm gehSrigen Grundiinien in rechtwicklige Sechsecke zerlegt werden. Be- 
t rachten wir die Zerlegung der hyperbolischen Ebene auf  solche Weise in recht- 
winklige Sechsecke, in welchen wir die Dichte der Einlagerung untersuehen 
wollen. Ein solches Sechseck hat  drei Seiten a 1, a~, a a, die zu den Grundiinien 
gehOren, und die weiteren ihnen gegeniiberliegenden Seiten e 1, e 2 e3 sind die 
gemeinsamen L0te dieser Grundlinien. Der Fl~cheninhalt jedes Sechseckes 
ist gleich k~ ,  wobei k die Konstante  der hyperb01ischen Ebene ist (Fig. 1}. 

Es soll noch fiir alle Sechsecke bewiesen werden, dab die zu don Seiten 
a 1, a:, a 8 gehSrigen Bogen der Abstandslinien im Inneren des Sechseckes liegen. 

Setzen wit voraus, dal~ ein Sechseck existiert, dessen Seite e 1 die zu der 
Sei te  a 1 gehOrige Abstandslinie Hll schneider, und die Potenzlinien der H~ 
und der zu den Seiten a~ bzw. a a gehOrigen Abstandslinien sich in einem eigent- 
lichen Punkt  P treffen (Fig. 2). (Falls diese Potenzlinien zueinander parallel 
w~ren, so kann diese Voraussetzung auf  ~hnliche Weise zu einem Widerspruch 
ftihren.) 

l~allen wir die Lote b~ und b s aus dem Punkt  P auf die Grundiinien 
a 2 bzw. aa, 'und betraehten wit  die winkelhalbierende Gerade h yon ihnen. Die 
Gerade h und die Seito e i s c h n e i d e n  sich rechtwinklig JetZt drehen wir u m  
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den Punk t  P die Grundlinie a 3 und die Abstandslinie H31 bis zur Beriihrung 
der Abstandslinien//1: und H w In dieser neuen Lage seien a3, b8 und Hsz mit 
u p  t p t, b3 und//31 bezeichnet. Gleichzeitig wurde die Gerade h in h'  gedreht, folg- 
lich schneiden h' und e~ sich unter einem spitzen Winkel ~. Daraus folgt, dal~ 
die SeRe e~ in dieser neuen Lage zwischen den Geraden e~ und e~ liegt. Bei der 
ahnlichen Drehung yon ~/~ und a~ mu$ die SeRe e~ zwischen den Geraden 

, / 

e~ und e~ liegen, folglich schneiden e~ unr e~' die Abs~andlinie Hu. 

P 

Fig. 2 

Wir haben eine Konfiguration bekommen, in der zwei Abstandslinien 
H~ l u n d  H~l die Abstandslinie Hit berfihren, die gemeinsamen Tangenten sich 
schneiden (eventueU zueinander parallel sind), und das gemeinsame Lot e~' 
der Grundlinien a~ und a~ die Abstands]inie//11 schneider. Wir zeigen, dal] 
diese Konfiguration nicht existieren kann. 

Be~rachten wit zwei Abtsandlinien H~:, H3:, die die dri~r Abs~ndslinie / 

H~l beriihren, und das gemeinsame Lot  e~ der Grundlinien a~ und a a sei eine 
Tangente der Abstandslinie H u (Fig. 3). Spiegeln wir diese I~onfiguration an 
die Gerade el, so gehen H21 und //a: bzw. a 2 und  a 3 in sich selbst, und Hll, a 1 
in H~, a[, wobei H~ alle drei Abstandslinien berfihrt. Zu der Absfandslinien 
HI~, //2 l, H 5  bzw. HI~ , Hat , HI~ gehSren zwei rcchtwinklige Sechsecke, die 
durch die Potenzlinien yon ihnen in je drei kongruenCe Ffinfecl~e zerlegt sind. 
I)~raus folgt, dal] die gemeinsamen Tangenten yon//1:  und H21 bzw. Hll und 
H~l ein gemeinsames Lot haben, und es die Gerade a~* ist. 

] ,  �9 
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Q~ 
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i 

Fig. S 

% 

Falls man die Gorado el zu dor Grundlinie a~ bowegt, so miissen die 
Abstandslinion',H21 und H~t sioh vbnoinander offonbar entfornon~ folglich ont- 
fornon auch die g0moinsamon Tangenton sich vonoinandor, deswogon haben sie 
ein gemoins~mos Lot.  Also orhalton wir oinen Widorspruch. 

Betrachten wlr ein willldirliches Element S der Zerlegung, und die zu 
ihm gehSrigen drei Hyperzyklen veto Abstand t (Fig. 4). Dor Flgcheninhalt 1 

a ~ H  2 
H5 . 

S.z .B.  [&], S. 95. 



~R~F.~: AUSI~LLUNGEN D:EI~ HY.PERBOLISCHEN ]~BENE 221 

ist zwischen der Strecke a i und der zu ihr gehSrigen J~quidistante yore Ab- 
stand l: 

/ca i sh --/. 

Die Dichte ~ der Hyperzykelbereichen ~ist in einem Sechseck S 

s h -  , ,~  a t 
(1) d -  /~ i-1 
�9 k ~  ~ 

Natiirlich ist e i ~ 21 (i : 1, 2, 3). 

Wir bemerken noch, dab die folgenden ~trigonometrischen~ Beziehungen 
gelten, falls benutzt  man 3 die Bezeichnungen der Fig. ! bzw. der Fig. 4: 

(2) 

und 

sh a l  sh a2 
k k 

sh e l  s h  e2 
k k 

ch e_~ 

(3) ch a~ _ ~ -~ cth e2 cth e3 .  
k sh e2 sh e8 k k 

k b 

Daraus folgt, dab in einem rechtwinkligen Sechseck a i ~ a 1 gilt, falls e t ~ el 

besteht,, und umgekehrt.  Man sieht leicht, dab irgendwelche drei Seiten des 
Sechseckes es eindeutig bestimmen. 

Je tz t  betrachten wir eln rechtwinkliges Sechseck 2:, in dem e 1 --~ e 2 
---- e 3 = 21, ist, und folglich a 1 ~ a 2 ~ a s _~ a besteht. Die zum 2: gehSrigen 
Hyperzyklen beriihren sich paarweise (Fig. 5). Die gemeinsamen Tangenten 
dieser Hyperzyklen schneiden sich im Punkt  O, und zerlegen das Sechseck 2: 
in drei kongruente Teile. Jeder  Tefl ist in zwei kongruente Lambertsche u 
zerlegbar. Ein solches Viereck ist in der Fig. 5 mit O A . B C  bezeichnet, wo 
~ A O C  = n/3 ist. Auf  Grund der trigonometrischen Beziehungen der  Lambert-  

Man erkl~rt die Dichte eines Bereichsystems ~l in einem Bere,ich ~B :dureh 
den Quotient (2:(B N S i ) ) / B  , wo B N S l den Inha l t  des Durchschnittes yon B und 
S i bedeutet.  

s S.z.B. [5] w 4.8, S. 39--40;  bzw. Aufgabe 130, S. �9 
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V s5 

a / I1~ ka" 

g 2 a $I~ B 
rig. 5 

schon Viorooko t ergibt sich die folgondo Boziohung far  das Vioreck OABa:  

A B  1 ~r 
s h - -  ~ COS - - .  

k sh / 3 
k 

Weil 2 A B  = a ist, also besteht 

a =  2k arsh 
2sh--l  ' 

k 

und so ist die Dichte dor Hyporzykolboroichon im Sochsock X: 

I 
6 sh ~ arsh 

k 

(4) d(l) = k~  

Wir beweisen den folgenden SATz: 

2 s h !  
k 

Zu  ein~r beliebig vorgegebenen Lagerung yon kongruen~en nicht r 
andergreifen~en Hyperzykelbereiche~ l~$Bt sich stets eine Zerlegung der hyper- 
bolisvhe~ Ebe~e i~ revhtu~i~klige Sechsecke so angebe~, dab die Divhte der Hyper- 

6S .z .B .  [4]  w 10 u n d  w 15 (S. 3 7 - - 4 0  bzw.  S. 71 - -78 ) .  
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zykelbereichen ir~ jedem Sechseclr 

d ~ d(l) 

au~fiillt. 
3 

Aus (1) und (4)ist  es zu sehen, dail wir die UngIeichung ~ a t ~ 3a (die 
i=l 

Gleichheit besteht  nur im Falle e i = 21, i ---- 1, 2, 3) zum Beweis unserer Be- 
hauptung ableiten sollen. 

a'l 

c2 

~3 

a3 

$I 

H6 

F~g. 6 

Untersuchen wir die Summe der Seiten a t der rechtwinkligen Sechsecke 
$, falls e / =  21 (i ~ 1, 2, 3) ist. Es ist klar, dal~ nicht alle drei Seiten a i grSBer 
als a sein k0nnen, denn das Sechseck Xkbnnto im Inneren eines solchon Seohs- 
eckes S eingelagert werden. Das ist aber unmSglich, well die Sechsecke X und 
$ gleichen Fl~cheninhalt habon. 

Wir boweisen, dab nur eine der drei Strecken a i grSBor als a sein kann, 
und die beiden anderen miissen in diesem Fallo kleiner als a sein. Sotzen wir 
voraus, dab die zwei Soiton z. B. a a und a 2 des Sechseckes S grSl~er als a sind, 
und folglich ist a 1 < a. (Die Ecken yon S seien mit Ht, H~, Ha, H 4, Hs, H~ 
bezeichnet). Logen wir das Sechseck 27 -- dessert Ecken mit $1, Su, S a, $4, 85, 
S 6 be~zoichnot sind -- auf  das Sochsock S so, dab  HI und $1 iiberoinstimmen, 
und dio Seite S1S~ -~ a in der Soite H t H  ~ ~ ~ liegt (Fig. 6). In diesem FaUe 
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ist S e entweder ein Punk t  der Strecke H1H e, oder S 6 und H s stimmen tiberein. 
Wenn S s ein Punk t  der Strecke H~H e ist, so liegen die Ecken S 5 und Ss often- 
bur im Sechseck S. Es ist leicht, zu sehen, daI~ die t ta lbgeraden SaS4 bzw. 
$5S 4 die Geraden HsH 4 bzw. HsH ~ in den Halbebenen, die das Sechseck 27 
enthal ten und durch die Geraden der Seiten $2S a bzw. $5S s bestimmt sind, 
nicht schneiden,  folglich liegt der Punk t  S 4 im Inneren des Sechseckes $. 
Wenn abet S 6 und H 6 iibereinstimmen, so auch ergibt, es sich, dab das Sechs- 
eck $ enth/~lt das Sechseck 27, was offenbar unmSglich ist. Auf  ~hnliche Weise 
ist beweisbar, dal~ im Falle a s > a die Gleichungen a 1 -----a 2 = a bzw. die 
Gleichung a 2 = a und die Ungleichung a I < a sich nicht erfiillen kSnnen. Also 
miissen a 1 < a und a 2 < a sein, falls aa. > a ist. Fiir ein solches Sechseck $ 

3 

wird die Ungleichung ~ a  i < 3a bewiesen. I)er Beweis zeigt gleichzeitig, 
i = l  

dal] die Sechsecke $ und 2: kongruent  im Falle der Gleichheit sind. 

Setzen wit voraus, dal] a a > a und a > a 2 > a 1, ferner wegen (2) e a > 
> e 2 > e 1 > ,  21 sind. 

Betrachten wir die Abstandslinie durch den Punk t  H a yore Abstand e 2, 
deren Grundlinie die Gerade H1H 2 ist, und die die Seite H4H 5 schneidende 
Abstandslinie vom Abstand e 2, deren Grundlinie die Gerade HsH ~ ist. Nehmen 
wir die gemeins~me Tangente beider Abstandslinien, die in derselben I-Ialbe- 
bene, wie das Sechseck S in Bezug auf  der Gerade HxH ~ liegt (Fig. 7). Die 
Beriihrungspunkte sind mit H~ und H'4 bezeichnet, und die FuBpunkte der 
durch H~ und H~ zu den entsprechenden Grundiinien gef~llten Senkrechten 
seien H~ und H'5. Wegen H~H~ = H~H~ gilt auch die Gleichheit H1H~ = a~ = 

, / j , / / r  = H s H  s = a ' .  Auf Grund yon (3) kann man sehen, dab ~4 3 = a l > a 1  
und a~ = a~ > a~ gelten. I)araus folgt, dub a~ < a 3 und a~ > a 2 sein miissen, 

3 

folglich ist ~ a~ < 3a. Jetzt  beweisen wir noch die Ungleichung 
i = l  

3 3 

i = 1  i = I  

Dazu mtissen wir nur zeigen, cta$ aa -- a~ < a~ -- a 2. d.h. H2H~ _< H~H 5 ist. 
Die gemeinsame Tangonte H~H'4 schneider die Seite H3H4 in dem Punk~ T 1 

. . . . . . . . . . . .  t t 'TI und die Seite H4H 5 in dem Punk t  T 2. Well die Sechsecke $ unct ~1~ 2~3n4 5 8 
gleichen Fl~cheninhalt haben, so sind der Fl~cheninhalt des Lambertschen 
Viereckes H5H~H~T 2 und die Summe der Fl~cheinnhalt des rechtwinkligen 
I)reieckes T2HaT 1 und der Fiinfeckes H~H~T1HaH 2 zueinander gleich. Das 
Ftinfeck H~H~T1H~H 2 hat  eine Symmotrieachse durch T 1, die das Fiinfeck 
in zwei kongruente Lambertsche Vierecke zerlegt. Aus der oben erwi~hnten 
folgt, dab der F1/~cheninhalt eines der beiden Lambertschen u kle iner  

als tier Fl~cheninhalt des Viereckes HsH~H'tT2 ist. 
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\ 
\ 

13 

,t42 

~3 

Fig. 7 

Setzen wir  voraus,  d~B H~H 5 ~ H2H~ ist. Legen wir das Fi infeck H~ 
H~T1HaH 2 auf  das Lamber t s che  Viereck HJt~I~T2 so, dab die S t recken 
H ~ / a  und  H~H'4 zusammenfal len  und  die P u n k t e  H~, H~ und  T 1 in die P u n k t e  

* HsH~ bzw. H2, H~ und  T~ fallen, wobei H s und  T~ die P u n k t e  der St recken " * 
H~T 2 sind. Legen wi t  ferner  das Dreieck T1T,2rt~ so, dal~ der Winkel  H4T1T 2 
und  der  ihm kongruen te  Winkel  H *m*m zusammenfa l len  u n d  die rechtwink-  3 - L ]  ~ 2 

lige Ec ke  ein P u n k t  der  Ger~den T1T 2 ist. Die  en tsprechenden  Eck en  des 
Dreieckes sind in der neuen Lage  mit  T~, T~ und  H *  bezeichnet .  Die St recke  

T1T2 in dem Punk~ U. Wir  be t rach ten  dus Viereck T~H 5 schneider die s e r e  * * 

UT2H~T~, in dem <):T~I:t~T~ : ~/2, <~H~UT 2 > ~ / 2 ,  u n d  <~ UT~:t~ d-<~ 
$ * ~UT2Ha : - ~  sind. Oaraus  folgt, dal~ die Winke lsumme in diesem Viereck 

i r t  t grOl3er ~ls 2~ ist, was abe t  unm6glich ist, folglich bes teht  j-I~ < HsH ~. 
W e nn  a 1 ~ a 2 ist, so gibt  die obige KonsVruktion ein solches Sechseck, 

f �9 p �9 �9 / 
in dem a 1 ~ a2 --~ a3 und  el ~-- e2 ~ e3 ~-- el gelten. 

3 [<=3a, f~lls el>21, 
3a, falls e~ 21. i = I  = 

Worm a 1 ~ a 2 ist, so gibt eine ~hnliche K o n s t r u k t i o n  ein Sechseck 
H~H~H~H~H's'H~ ~us dora Sechseck H~H~H~H'4H~H e, w o  a~ ~--a~--~ a~ und  

= e2 es = e~ gelten. In  dieser K o n s t r u k t i o n  nehmen wir  die Abstandsl i -  
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nien (lurch die Punkte  H 6 und Hj, deren Grundlinien die Gerade HzH ~ bzw. 
die Gera~te Hell ~ sind. Die gemeinsame Tangento gibt die SoRe H[H~, und 
a'~ > a[ (i = 1, 2, 3) offenbar gilt. 

3 {<=3a, falls ez>2l, 
3a, falls e z : 2l. i=l  

Damit  haben wit unseren Satz volls~andig bewiesen. 

Die reguli~re Lagerung der Abstandslinien im Sechseck X kann in der 
Ebene unbegrenzt fortgesetzt werden. Die Existenz der regul~.ren Ausftillun- 
g e n d e r  hyperbolischen Ebene durch die kongruenten Hyperzykelbereiche ist 
in [6] bewiesen. 

Endlich untersuehen wit die Funkt ion d(1). Die Diehteschranke d(l) ist 
monoton zunehmend im (0, oo). Diese Behauptung ist dureh die Derivation 
der Funktion d(1)'boweisbar. 

Die Funkt ion ist 
6 

d(~) = ,  
k~ 

sh / arsh 1 

k 2 sh / ' 
k 

K=~ (Noroz'ykel) 

(Flyp~rzykel veto Abstond l ) 

Fig. 8 
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folglioh bestoht 

d'(l) : -  6 ch ! [arsh 1 1 .1. 

1 
Es ist loicht zu sehon, dab d'(1) > 0 im Fallo l > 0 ist, also ist die Funktion 
d(1) monoton zunohmond. Einfacho Rochnungon gobon die folgonden Grenz- 
werto: 

3 
lim d(l) -=- 0 und lira d(1) = - - .  
1~0 I ~  - 

Daraus folgt, dal~ die Diehte dor dichtosten Horozyklenlagerung yon der Dichte 
einer dichtesten Lagerung kongruenter Hyperzykelbereichen -- ftir gentigend 
grog 1 -- willkiirlich genau approximiert worden kann. 

Zum SchluB vergleichon wir die Fig. 8 und 9. Die Funktionen K(r), 
1 

K(l)  und K = ~-sind in Fig. 8 dargestollt, wo K(r) die Krt immung eines 

Kreisos vom Radius r, K(l) die Krtimmung eines Hyperzykels vom Abstand 
l u n d  K ---- l[k die Krtimmung dor Horozyklen angeben. Die Funktion d(r), 
d(l) und d = 3[~ sind in Fig. 9 dargestellt, wo d(r) die Dichtoschranke einer 

T 
o,~ ~ ~ " - ' -  

O,93 

0,89" 

0,87 " 

0,86 

O,85: 

F i g .  9 
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~11/I \\\\ 
/ / ' ' \ 

/ \ 

Fig. 10 

Kreislagerung vom Radiu s r, d(1)die Dichteschranke einer Hyperzykelbereich- 
lagerung veto Abstand 1 und d =  3]u die Dichteschranke einer tIorozyklen- 
lagerung angeben. Es ist leieh~?,z~u,.sehen, dab die Dicht,eschranke der Kreis- 
lagerungen fiir zunehmende Radien hzw. fiir abnehmende Krtimmungen 
monoton zunehmend istS: 

Im Falle der Lagerungen kongruepter  Hyperzykelbereichen vom Ab- 
stand 1 ist die Kriimmung der Hypei~zyklen immer kleiner, als die Krtimmung 
eines Horozykles, die Dichtesehranke ist ~ber kleiner als die Dichteschranke 
3/u der ttorozyklenlagerungen. Die Funktion d(1) ist fiir die zunehmenden 
Werte yon 1 und ftir die zunehmenden Werte der Kriimmungen monoton 
zunehmend. 

Zu jedem Weft yon l i m  (0, ~ )  gehSrt eine reguli~re Ausfiillung der 
hyperbohsehen Ebene dutch kongruente Hyperzykelbereiehen und diese Aus- 
ftillung ist die dichteste Lagerung. Fig. 10 zeigt einen Tell solcher Ausfiillung 
im Cayley--Kleinschen Modell der hyperbolisehen Ebene. 

Ganz besonderen Dank bin ich Herrn Prof. K. BO~SczKY fiir seine wort- 
woilen Bemerkungen beim Lesen dos Manuskriptes dieser Arbeit verpflichtet. 

s S. [3], S. 2 2 4 - - 2 3 2 ,  
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