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AUSFULLUNGEN DER HYPERBOLISCHEN EBENE
DURCH KONGRUENTE HYPERZYKELBEREICHE

von
I. VERMES (Budapest)
Dem Andenken von Herrn Prof. P. SzAsz gewidmet

L. Fesrs T6é1H beschiiftigte sich in seinen Arbeiten [1] und [2] bzw. [3]
(8. 224—238) mit den Kreisausfiillungen der hyperbolischen Ebene und mit
der dichtesten Horozyklenlagerung. Die Frage unserer Arbeit ist naheliegend,
wie die kongruenten Hyperzykelbereiche in der hyperbolischen Ebene ihre
dichteste Lagerung bilden konnen.

Man versteht unter einem Hyperzykel (oder einer Abstandslinie bzw.
Aquidistante) die Gesamtheit derjenigen Punkte der Ebene, die von einer
Geraden gleichen Abstand I haben, und alle auf derselben Seite von ihr gelegen
sind. Die beiden kongruenten Aquidistanten auf verschiedenen Seiten von
der Geraden (d. h. der Grundlinie) begrenzen einen Teil der Ebene, der als
Hyperzykelbereich vom Abstand ! heif3t.

~ Betrachten wir ein System {H;}, von nicht iibereinandergreifenden kon-
gruenten Hyperzykelbereichen vom Abstand I. Wir kénnen voraussetzen, da
unser System {H;}, gesittigt ist, d. h. daB jeder Hyperzykelbereich der Ebene
gemeinsame innere Punkte mit einem Hyperzykelbereich von {H,}, aufweist.

Zerlegen wir die Ebene in die Dirichletschen Zellen des Systems der
Hyperzykelbereichen {H}, Die Dirichletschen Zellen der Hyperzykelberei-
chen sind auch eindeutig bestimmt, wie im Falle eines Systems von nicht-
iibereinandergreifenden Kreisen, namlich der Begriff der Potenzlinie zweier
Aquidista,nten kann ebenso, wie fiir die Kreise definiert werden. Unter der
Potenzlinie zweier Aquidistanten versteht man die Gesamtheit derjenigen
Punkte, aus denen die gleichen Tangenten zu den Aquidistanten gezogen wer-
den kdnnen. Diese Gesamtheit ist eine Greade, und die Potenzlinie zweier kon-
gruenter Aquidistanten ist die Symmetrieachse ihrer Grundlinien. Die Eck-
punkte der Dirichletschen Zellen kénnen nur die eigentlichen Punkte bzw.
die Enden — im Sinne von Hilbert — der hyperbolischen Ebene sein. Falls
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die zu einem »Eckpunkt« der Dirichletschen Zellen gehorigen Seiten — als
Geraden — ein gemejnsames Lot hitten, so wire das System {H;}, offenbar
nicht gesittigt, was aber unseren Voraussetzungen widerspricht.

Nehmen wir jetzt die zu den Dirichletschen Zellen gehorige duale Zer-
legung der hyperbolischen Ebene. In dieser Zerlegung gehort je ein recht-
winkliges Vieleck zu jedem Eckpunkt der Dirichletschen Zellen, dessen Seiten
einerseits die gemeinsamen Lote der Grundlinien der Abstandslinien sind, deren
Potenzlininen in diesem Eckpunkt sich treffen; andererseits gehoren die

Fig. 1

Strecken zu den Seiten dieses Vieleckes, die zwischen den FuBpunkten der
gemeinsamen Lote auf den Grundlinien liegen. Die Seite eines solchen Vieleckes
liegen abwechselnd auf den Grundlinien bzw. auf ihren gemeinsamen Loten.
Ein solches Vieleck kann durch das Ziehen weiterer gemeinsamer Lote der zu
ihm gehorigen Grundlinien in rechtwicklige Sechsecke zerlegt werden. Be-
trachten wir die Zerlegung der hyperbolischen Ebene auf solche Weise in recht-
winklige Sechsecke, in welchen wir die Dichte der Einlagerung untersuchen
wollen. Ein solches Sechseck hat drei Seiten a,, ay, a;, die zu den Grundlinien
gehoren und die weiteren ihnen gegeniiberliegenden Seiten e, e, e, sind die
gemeinsamen Lote dieser Grundlinien. Der Flicheninbalt jedes Sechseckes
ist gleich A%z, wobei & die Konstante der hyperbohschen Ebene ist (Fig. 1)

Es soll noch fiir alle Sechsecke bewiesen werden, dafl die zu den Seiten
a4, Ay, Gy gehorlgen Bogen der Abstandshmen im Inneren des Sechseckes liegen.

Setzen wir voraus, daB ein Sechseck existiert, dessen Seite ¢; die zu der
Seite @, gehorige Abstandslinie H, schneidet, und die Potenzlinien der Hy
und der zu den Seiten a, bzw. a, gehorigen Abstandslinien sich in einem eigent-
lichen Punkt P treffen (Fig. 2). (Falls diese Potenzlinien zueinander parallel
wiren, so kann diese Voraussetzung auf dhnliche Weise zu einem Widerspruch
fiihren.)

Fallen wir die Lote b, und b, aus dem Punkt P auf die Grundlinien
a, bzw. a5, und betrachten wir die winkethalbierende Gerade & von ihnen. Die
Gerade % und die Seite e, schneiden sich rechtwinklig. Jetzt drehen wir um



VERMES: AUSFULLUNGEN DER HYPERBOLISCHEN EBENE 219

den Punkt P die Grundlinie a; und die Abstandslinie Hy, bis zur Berithrung
der Abstandslinien H,, und Hy,. In dieser neuen Lage seien a3, b3 und Hy, mit
a3, b und Hj, bezeichnet. Gleichzeitig wurde die Gerade % in 4’ gedreht, folg-
lich schneiden »’ und e, sich unter einem spitzen Winkel «. Daraus folgt, da3
die Seite ¢ in dieser neuen Lage zwischen den Geraden ¢, und e, liegt. Bei der
ahnlichen Drehung von H,, und a, muB die Seite ¢j zwischen den Geraden
e; und e} liegen, folglich schneiden e} und e; die Abstandlinie H,;.

Fig. 2

Wir haben eine Konfiguration bekommen, in der zwei Abstandslinien
Hjy und Hj, die Abstandslinie H,, beriibren, die gemeinsamen Tangenten sich
schneiden (eventuell zueinander parallel sind), und das gemeinsame Lot e
der Grundlinien a; und @3 die Abstandslinie H,, schneidet. Wir zeigen, daB
diese Konfiguration nicht existieren kann.

Betrachten wir zwei Abtsandlinien Hy, Hy;, die die dritte Abstandslinie
H,, beriihren, und das gemeinsame Lot ¢; der Grundlinien e, und ¢, sei eine
Tangente der Abstandslinie H,, (Fig. 3). Spiegeln wir diese Konfiguration an
die Gerade ¢,, so gehen Hy und Hj bzw. a, und a, in sich selbst, und H,,, a,
in HY, af, wobei HYj alle drei Abstandslinien beriihrt. Zu der Abstandslinien
Hy, Hy, Hii bzw. Hy, Hy, Hyf gehoren zwei rechtwinklige Sechsecke, die
durch die Potenzlinien von ihnen in je drei kongruente Fiinfecke zerlegt sind.
Daraus folgt, daB die gemeinsamen Tangenten von Hy, und Hy, bzw. H,, und
Hj, ein gemeinsames Lot haben, und es die Gerade af ist.

1*
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qf

L

Falls man die Gerade ¢, zu der Grundlinie a, bewegt, so miissen die
Abstandslinien- Hy und Hy, sich voneinander offenbar entfernen, folglich ent-
fernen auch die gemeinsamen Tangenten sich voneinander, deswegen haben sie
ein gemeinsames Lot. Also erhalten wir einen Widerspruch.

Betrachten wir ein willkiirliches Element S der Zerlegung, und die zu
ihm gehorigen drei Hyperzyklen vom Abstand ! (Fig. 4). Der Flicheninhalt!

H
a3

az

H3
a4
i
Fig. 4

1 8. z.B. [4], S. 95.
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ist zwischen der Strecke a; und der zu ihr gehorigen Aquidistante vom Ab-
stand I:

Ica,-shi.
ok

Die Dichte? der Hyperzykelbereichen st in einem Sechseck S

. 2‘\ 3
sh -1;2 a;
(1) d=—7=—,
Natiirlich ist ¢; > 21 (i = 1, 2, 3).

Wir bemerken noch, daB die folgenden »trigonométrischen« Beziehungen
gelten, falls benutzt man? die Bezeichnungen der Fig. 1 bzw. der Fig. 4:

sh 2L L]
) E_ &k
sh 2L 8 2
und
ch &
(3) O L SR S
k sh?2sh & k k

Daraus folgt, daB in einem rechtwinkligen Sechseck a; > a; gilt, falls ¢; > ¢;
besteht, und umgekehrt. Man sieht leicht, daB irgendwelche drei Seiten des
Sechseckes es eindeutig bestimmen.

Jetzt betrachten wir ein rechtwinkliges Sechseck X, in dem ¢; = ¢, =
= ¢g = 21, ist, und folglich @, = a, = a3 = a besteht. Die zum X gehorigen
Hyperzyklen beriihren sich paarweise (Fig. 5). Die gemeinsamen Tangenten
dieser Hyperzyklen schneiden sich im Punkt O, und zerlegen das Sechseck =
in drei kongruente Teile. Jeder Teil ist in zwei kongruente Lambertsche Vierecke
zerlegbar. Ein solches Viereck ist in der Fig. 5 mit 0ABC bezeichnet, wo
X A40C = n/3 ist. Auf Grund der trigonometrischen Beziehungen der Lambert-

?Man erklirt die Dichte eines Bereichsystems §; in einem Bereich :B. :durch
den Quotient (X(BN S))/B, wo BN S; den Inhalt des Durchschnittes von B und
8; bedeutet.

#8.z.B. [6] § 4.8, 8. 39—40; bzw. Aufgabe 130, S. 63.
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S a S1=8
Fig. 6

schen Vierecket ergibt sich die folgende Beziehung fiir das Viereck OARBC:

sh—lﬁ—.—— ll

k sh —
k

T
co8 — .

Weil 24 B = a ist, also besteht

a=2karsh—1——l—-,
2sh —
L

und so ist die Dichte der Hyperzykelbereichen im Sechseck X'

6sh—l-a,rsh ]
28h —
k

4) () = i

Wir beweisen den folgenden SATz:

Zu einer beliebig vorgegebenen Lagerung von kongruenten nichi iiberein-
andergreifenden Hyperzykelbercichen liBt sich stets eine Zerlegung der hyper-
bolischen Ebene in rechtwinklige Sechsecke so angeben, dal die Dichte der Hyper-

¢S.z.B. [4] § 10 und § 15 (8. 37—40 bzw. S. 71—718).
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zykelbereichen in jedem Sechseck
d < d(l)
ausfdllt.
. 3 )
Aus (1) und (4) ist es zu sehen, daBl wir die Ungleichung ¥ a; < 3a (die
s : . i=1

Gleichheit besteht nur im Falle e; = 21, i = 1, 2, 3) zum Beweis unserer Be-
hauptung ableiten sollen.

Hs

Fig. 6

Untersuchen wir die Summe der Seiten a, der rechtwinkligen Sechsecke
S, falls ¢; = 21 (i = 1, 2, 3) ist. Es ist klar, daB nicht alle drei Seiten a; groBer
als a sein konnen, denn das Sechseck X koénnte im Inneren eines solchen Sechs-
eckes S eingelagert werden. Das ist aber unmoglich, weil die Sechsecke 5 und
S gleichen Flicheninhalt haben.

Wir beweisen, dafl nur eine der drei Strecken a; groSer als a sein kann,
und die beiden anderen miissen in diesem Falle kleiner als a sein. Setzen wir
voraus, dafl die zwei Seiten z. B. a; und @, des Sechseckes S griBer als a sind,
und folglich ist a; < a. (Die Ecken von S seien mit H,, H,, H,, H,, Hg, H,
bezeichnet). Legen wir das Sechseck 3 — dessen Ecken mit 81, 85, 8,3, 8y, S,
Se bezeichnet sind — auf das Sechseck § so, daBl H, und S, iibereinstimmen,
und die Seite 5,5, = a in der Seite H,H, — a4 liegt (Fig. 6). In diesem Falle
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ist Sy entweder ein Punkt der Strecke H,H,, oder Sy und H stimmen iiberein.
Wenn S, ein Punkt der Strecke H, H, ist, so liegen die Ecken S; und S, offen-
bar im Sechseck S. Es ist leicht, zu sehen, daf3 die Halbgeraden S;S, bzw.
S8, die Geraden H,H, bzw. H.H, in den Halbebenen, die das Sechseck &
enthalten und durch die Geraden der Seiten 8,S; bzw. 8,8, bestimmt sind,
nicht schneiden, folglich liegt der Punkt S, im Inneren des Sechseckes S.
Wenn aber 8, und H, iibereinstimmen, so auch ergibt, es sich, daf das Sechs-
eck S enthilt das Sechseck X, was offenbar unmoglich ist. Auf ahnliche Weise
ist beweisbar, daBl im Falle a; > a die Gleichungen a, = a, = a bzw. die
Gleichung a, = a und die Ungleichung a, < a sich nicht erfiillen kénnen. Also
miissen @, <{ a und a, < a sein, falls a; > a ist. Fiir ein solches Sechseck S

wird die Ungleichung Za < 3a bewiesen. Der Beweis zeigt gleichzeitig,

daf die Sechsecke $ und X kongruent im Falle der Gleichheit sind.

Setzen wir voraus, dafl a; > a und a > a, > a, ferner wegen (2) eq >
> e, > ¢, > 21 sind.

Betrachten wir die Abstandslinie durch den Punkt H; vom Abstand e,,
deren Grundlinie die Gerade H,H, ist, und die die Seite H H; schneidende
Abstandslinie vom Abstand e,, deren Grundlinie die Gerade HyH  ist. Nehmen
wir die gemeinsame Tangente beider Abstandslinien, die in derselben Halbe-
bene, wie das Sechseck S in Bezug auf der Gerade H H, liegt (Fig. 7). Die
Beriihrungspunkte sind mit H; und Hj bezeichnet, und die FuBlpunkte der
durch H; und Hj zu den entsprechenden Grundlinien gefillten Senkrechten
seien Hy und Hj. Wegen H,H; = H,H} gilt auch die Gleichheit H \H; = a3 =
= H(H; = o’. Auf Grund von (3) kann man sehen, daf HHj; =ai>a;
und aj = as > aj gelten. Daraus folgt, daBl a; < a5 und a3 > a, sein miissen,

3
folglich ist ¥ a; < 3a. Jetzt beweisen wir noch die Ungleichung
F
3 3
S o< S
=1 =1

Dazu miissen wir nur zeigen, dafl a; — a3 < a5 — a,. d.h. HyH; < HyH; ist.
Die gemeinsame Tangente H3H; schneidet die Seite HyH, in dem Punkt T,
und die Seite H, H, in dem Punkt T,. Weil die Sechsecke § und H,HyH;H H:H g
gleichen Flicheninhalt haben, so sind der Flacheninhalt des Lambertschen
Viereckes H H,H,T, und die Summe der Flicheinnhalt des rechtwinkligen
Dreieckes T,H,T, und der Fiinfeckes H;H;T H,H, zueinander gleich. Das
Finfock H;HiT H,H, hat eine Symmetrieachse durch T, die das Fiinfeck
in zwei kongruente Lambertsche Vierecke zerlegt. Aus der oben erwihnten
folgt, daBl der Flicheninhalt eines der beiden Lambertschen Vierecke kleiner
als der Flicheninhalt des Viereckes H HHT, ist.
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Hy

Fig. 7

Setzen wir voraus, dafl HiH; < H,H; ist. Legen wir das Fiinfeck H;
H{I' H,H, auf das Lambertsche Viereck H.HHT, so, daf die Strecken
H,H, und HH; zusammenfallen und die Punkte H;, H; und T, in die Punkte
H¥, H} und T'{ fallen, wobei H und 7 die Punkte der Strecken HzHF bzw.
H,T, sind. Legen wir ferner das Dreieck T T,H, so, daB der Winkel H/T T,
und der ihm kongruente Winkel H3T'{T, zusammenfallen und die rechtwink-
lige Ecke ein Punkt der Geraden 7'T, ist. Die entsprechenden Ecken des
Dreieckes sind in der neuen Lage mit 7§, T'5 und Hf bezeichnet. Die Strecke
T,H schneidet die seite TTT5 in dem Punkt U. Wir betrachten das Viereck
UT HiTS, in dem <TH}Ts =n/2, SHUT, >n/2, und S UTH] + <
S UT$HF = a sind. Daraus folgt, daB die Winkelsumme in diesem Viereck
groBer als 2z ist, was aber unmdoglich ist, folglich besteht H,H; < H.H;.

Wenn a, = a, ist, 80 gibt die obige Konstruktion ein solches Sechseck,
in dem a7 = a3 = a3 und e] = ¢; = e; = ¢, gelten.

3
<< 8a, falls e, > 21,
é‘a,— {: 3a, falls ¢, — 2.

Wenn a, < a, ist, so gibt eine dhnliche Konstruktion ein Sechseck
H H;H3H;H:H,; aus dem Sechseck H H,H:H H.H, wo ai = a; = a3 und
€] = ey = €5 = e, gelten. In dieser Konstruktion nehmen wir die Abstandsli-
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nien durch die Punkte H, und H,, deren Grundlinien die Gerade H,H; bzw.
die Gerade H Hj; sind. Die gemeinsame Tangente gibt die Seite HjHg, und
a7 >a; (¢ =1, 2,3) offenbar gilt.

3
« << 3a, falls ¢ > 21,
2 {: 3a, falls e, =2l

=1
Damit haben wir unseren Satz vollstéindig bewiesen.

Die regulire Lagerung der Abstandslinien im Sechseck X kann in der
Ebene unbegrenzt fortgesetzt werden. Die Existenz der reguliren Ausfiillun-
gen der hyperbolischen Ebene durch die kongruenten Hyperzykelbereiche ist
in [6] bewiesen. :

Endlich untersuchen wir die Funktion d(l). Die Dichteschranke d(l) ist
monoton zunehmend im (0, oo). Diese Behauptung ist durch die Derivation
der Funktion d(l) beweisbar.

Die Funktion ist

6 l 1
d(l) = —sh —arsh T
kxn k 2 sh _k_

Kle)~Leotn L

(Kreis vom Radius r)

K-%— (Harozykel)

ESIN

Top d
K(I)-}-thi-

(Hyperzykel vom Abstand ()

il

Fig. 8
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folglich besteht
&) =3 ch L farsh —L— — ! }.

Pk l |/ o !
2sh—E 1+4sh—lz

Es ist leicht zu sehen, daB d’(f) > 0 im Falle I > 0 ist, also ist die Funktion
d(l) monoton zunehmend. Einfache Rechnungen geben die folgenden Grenz-
werte:

-0

limd() =0 und limd(l)—-..
{0 14

Daraus folgt, daB die Dichte der dichtesten Horozyklenlagerung von der Dichte
einer dichtesten Lagerung kongruenter Hyperzykelbereichen — fiir geniigend
grof} ! — willkiirlich genau approximiert werden kann.

Zum SchluB vergleichen wir die Fig. 8 und 9. Die Funktionen K(r),

K(l) und K :—,t—sind in Fig. 8 dargestellt, wo K(r) die Kriimmung eines

Kreises vom Radius r, K({) die Kriimmung eines Hyperzykels vom Abstand
! und K = 1k die Kriimmung der Horozyklen angeben. Die Funktion d(r),
d(l) und d = 3/x sind in Fig. 9 dargestellt, wo d(r) die Dichteschranke einer

e

dg

085 1

0%+

0’93..

09T

097+

050

0891

087 T
066 ""

085+

Fig. 9
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Fig. 10

Kreislagerung vom Radius r, d(l) die Dichteschranke einer Hyperzykelbereich-
lagerung vom Abstand ! und d = 3/x die Dichteschranke einer Horozyklen-
lagerung angeben. Es ist leichitzu sehen, daB die Dichteschranke der Kreis-
lagerungen fiir zunehmende Radien bzw. fiir abnehmende Kriimmungen
monoton zunehmend ist5.

Im Falle der Lagerungen kongruenter Hyperzykelbereichen vom Ab-
stand ! ist die Kriimmung der Hypérzyklen immer kleiner, als die Kriimmung
eines Horozykles, die Dichteschranke ist aber kleiner als die Dichteschranke
3/n der Horozyklenlagerungen. Die Funktion d(l) ist fir die zunehmenden
Werte von ! und fiir die zunehmenden Werte der Kriimmungen monoton
zunehmend.

Zu jedem Wert von [ im (0, o) gehort eine regulire Ausfiillung der
hyperbolischen Ebene durch kongruente Hyperzykelbereichen und diese Aus-
fiilllung ist die dichteste Lagerung. Fig. 10 zeigt einen Teil solcher Ausfiillung
im Cayley—Kleinschen Modell der hyperbolischen Ebene.

*

Ganz besonderen Dank bin ich Herrn Prof. K. BoroczKY fiir seine wert-
vollen Bemerkungen beim Lesen des Manuskriptes dieser Arbeit verpflichtet.

58, [3], S. 224—232.
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