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ENDLICHE »-NACHBARNPACKUNGEN
IN DER EBENE UND AUF DER KUGEL

von

J. LINHART (Salzburg)

Unter einer Scheibe verstehen wir eine beschrinkte offene konvexe Teil-
menge der euklidischen Ebene (bzw. der Kugeloberfliche, siehe weiter unten).
Eine Scheibe heifit glatt, wenn ihr Minimalwinkel gleich # ist [1]. Eine n-Nach-
barnpackung (kurz: n-Np.) ist eine Menge paarweise disjunkter Scheiben, bei
der jede Scheibe genau n andere berithrt. Wie L. Frirs TérH [1] bemerkte,
gibt es auf Grund des Eulerschen Polyedersatzes fiir n >>'5 keine n-Np. aus
endlich vielen glatten Scheiben. Fiir n = 5 gibt es dagegen sogar schon »-Np.
aus endlich vielen kongruenten glatten Scheiben [3, 4]. Wir befassen uns nun
mit der in [1] aufgeworfenen Frage, fiir welche n es endliche n-Np. von Schei-

ben mit beliebig vorgegebenem Minimalwinkel %&E gibt. FegEs TOTH vermutete

diesbeziiglich: n <l max (5, [A—1]). Wie Abb. 1 zeigt, bedarf diese Vermutung
jedoch einer Modifikation. Aus dem untenstehenden Satz ergibt sich: n <
< max (5; 2[A]—1). v

Bei den folgenden Betrachtungen ist eigentlich nicht der Minimalwinkel
ausschlaggebend, sondern die im folgenden beschriebene Grofe g. Wenn ein
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Abb. 1. Eine endliche 7-Nachbarnpackung fiir ¢ = [A] = 4
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Punkt Randpunkt von ¢ verschiedenen Scheiben ist, i < 3, so.nennen wir ihn
Berihrungsecke (kurz Be.) vom Grad i. Den maximalen Grad der Be. einer
gegebenen Packung bezeichnen wir mit g. Falls keine Be. vorliegen, setzen wir
g = 3. Wenn es Be. gibt, ist klarerweise g < [A]. '

Auf der Kugel nennen wir die kiirzeste Verbindungslinie zweier nicht
antipodischer Punkte P und ¢ auch geradlinige Verbindung oder Strecke PQ.
Eine Teilmenge der Kugeloberfliche mit Durchmesser < « heiflt konvex, wenn
mit je zwei Punkten P, @ auch die Strecke P@ zu ihr gehort. Eine offene
konvexe Teilmenge der Kugeloberfléiche (mit Durchmesser <(7) nennen wir
wieder Scheibe. '

Satz. Fir jede endliche n-Nachbarnpackung (in der Ebene oder auf der
Kugel) gilt: n < 29 — 1, und zumindest far g < 6 ist diese Abschdizung scharf
(d. h. zu jedem g < 6 gibt es eine endliche n-Np. mit n = 29 —1).

Brweis. Fiir glatte Scheiben ist ¢ = 3, und » = 5 ist moglich (siehe
oben). Die Abb. 1 zeigt eine 7-Np. fiir g = 4. Die Oberfliche eines Ikosaeders
liefert uns eine 9-Np. fiir ¢ = 5 auf der Kugel. Ein entsprechendes Beispiel
in der Ebene zeigt Abb. 2, es ist aus ikosaederartigen Teilen aufgebaut. Abb. 3
zeigt eine 11-Np. fiir g = 6 auf der Kugel. Es handelt sich dabei um das zum
Archimedischen Mosaik (5,6,6) duale Mosaik (vgl. [2]). In der Ebene erhalt
man daraus eine-solche 11-Np. durch eine analoge Konstruktion wie im Falle
g=>5.

Abb. 2. Endliche 9-Nachbarnpackung fir g =5
n. .. gehort nicht zur Packung
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Abb. 3 Eine 11-Nachbarnpackung auf der Kugel, fiir g = 6 (anigensihert
stereographische Projektion)

Zum Nachweis der Ungleichung » < 2g — 1 ordnen wir jeder n-Np.
folgenderweise einen (ungerichteten) Graphen G zu: Aus jeder Scheibe S;
wihlen wir einen Punkt P; aus. Diese Punkte bilden die Ecken von G (wohl
zu unterscheiden von den Be.). Zwei solche Ecken werden durch eine Kante
von (¢ verbunden, wenn sich die zugehorigen Scheiben beriihren. ¢ ist natiirlich
"im allgemeinen kein planarer Graph. Wir konstruieren nun dazu einen pla-
naren Graphen G”. Zu den Ecken von & nehmen wir die Be. hinzu. Die Kanten
von G denken wir uns folgendermaBien gezeichnet: Jeder Punkt P; wird
zundchst geradlinig mit allen Be. verbunden, die auf dem Rand von §; liegen.
Wenn es dann noch Scheiben Sy gibt, die §; zwar beriihren, aber nicht in einer
Be., so verbinden wir P; mit P, durch eine Kante, welche aus den beiden
Strecken P; By, und B P bestehe, wobei B wein beliebig gewéhlter Beriihrungs-
punkt der beiden Scheiben S; und Sy sei. Von jeder Be. Zj, i-ten Grades gehen
auf diese Weise ¢ geradlinige Kanten aus. Die anderen Endpunkte dieser Kan-
ten bezeichnen wir der Reihe nach im Uhrzeigersinn mit Ppy, ..., Py und
identifizieren Ppy mit P, Ppy mit P, 5. Wir verbinden jetzt je zwei auf-
einanderfolgende. Ecken P, Py, ;4 folgenderweise durch eine Kante (siehe
Abb. 4): Sei K, ein Kreis mit Mittelpunkt K, und Radius r, wobei r geniigend
klein sei (siehe weiter unten). Die Schnittpunkte der Strecken By, Pry mit
dem Kreis K, bezeichnen wir mit . Die @ mg sind innere Punkte der Scheiben
@img, daher gibt es um jeden Punkt Qg einen Kreis K, der ganz in Smgq liegt.
Sie Kreise K,y konnen sich daher nicht gegenseitig tiberschneiden und haben
Dnen Radius <r. Jeder Kreis Kpg hat zwei Schnittpunkte R, und L, mit
dem Kreis K, (rechts bzw. links von Qg Von B, aus gesehen). Die P,q und
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Abb, 47

P g4y verbindende Kante bestehe nun aus den Strecken PRy, Bpglimgi1
und Lm,q+1Pm,q+1' '

Wir iiberlegen uns nun, dafi der auf diese Weise gezeichnete Graph @&
keine Kanteniiberschneidungen aufweist. Dazu denken wir uns einen Grenz-
iibergang r» — 0 durchgefithrt. Dabei zieht sich bei jeder Be. &, der zugehérige
”Stern” (Abb. 4) auf die Vereinigung der Strecken P li, (¢ =1,2,...,1)
zusammen. Nach dem Grenziibergang besteht der Graph G nur mehr aus
Strecken der Gestalt P X, wobei X eine Be. oder ein Punkt By ist. P; X liegt,
abgesehen von X, in der Scheibe §;. Zwei verschiedene solche Strecken P;X
und .Y liegen daher entweder in derselben Scheibe, dann haben sie genau
den Punkt P; = P; gemeinsam, oder sie liegen in verschiedenen Scheiben,
dann haben sie hochstens den Punkt X = Y gemeinsam. Daraus kann man
ersehen, dafl bei geniigend kleinem r der Graph ¢ tatsiichlich planar ist.

Die Anzahl der Ecken von G sei e, die Kantenanzahl sei %k, und ent-
sprechend ¢’ und % bei G”. Bei @ kann es vorkommen, daB ein Eckenpaar
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durch zwei verschiedene Kanten verbunden wird. Das tritt genau dann ein,
wenn sich zwei Scheiben in zwei Be. berithren. Bei der Anzahl %’ zéhlen
wir eine solche Doppelkante nur einfach (m-fach-Kanten mit m > 2 gibt es
wegen der Konvexitét der Scheiben nicht). Die Anzahl der Be. vom Grad 4,
welche Randpunkte der Scheibe §; sind, bezeichnen wir mit bP. Die GroBe
e
b= —1—2 b9 ist dann die Gesamtanzahl der Be. vom Grad i. Jeder Be. vom
=1
Grad 1}1 der Scheibe §; entsprechen % — 1 Nachbarn. Es kann vorkommen, -
daB ein Nachbar zu zwei (aufeinanderfolgen) Be. gehort, wegen der Konvexitéit
der Scheiben kann es jedoch zu jedem Paar von Be. von §; nur hochstens einen
solchen Nachbarn geben. Zahlt man auf diese Weise die Nachbarn der Scheibe
ab, so konnen hochstens so viele Nachbarn doppelt gezihlt werden, als es Be.

& .

gibt. Da jede Scheibe hochstens n Nachbarn hat, folgt daraus: > (i—2)b¥ <n
__ i=3

fir jeden Punkt P; Durch Summation iiber alle Ecken erhalten wir (siehe

Def. von b;):
(*)

b

(6 — 2)ib; < ne.

i

Il
w

Bei jeder Be. vom Grad ¢ hat der Graph ¢ 3(1—;—2 Kanten. Wenn wir mit d
die Anzahl def vorhin erwédhnten Doppelkanten, bezeichnen, und mit «» die .
(e —1) by —
—d + u. Der Graph ¢ hat bei jeder Be. vom Grad i genau 2i Kanten, somit:
F=2X22b,—d-+u, also ¥ =% 1 2 |2 ——@J bi. Da & ein planarer

Anzahl der nicht zu einer Be. gehérigen Kanten, so folgt: £k = %

Graph ist, gilt nach dem Eulerschen Polyedersatz &’ < 3¢ — 6, und wegen
¢ =e-+ 2 b; und 2k = ne folgt: ne + 2 by(—i? + 5i) < 6e + 6 T b; — 12, und

g g
daher (n—6)e < >'bi(i®—5i + 6) —12 = D by(i — 2) (1 — 3) —12. Aus
i=3 i=3 N
i < gfolgti—3 < 22 und daher 5 bi(i—2) (i — 3) <=3 5 (i—9)ib,<
g g

g—3 g-—3
' g9

< ne (wegen (+)), somit (n — 6)e < ne, und das heiflt n < 2g,

womit der Satz bewiesen ist.
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