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Knickung gcrader Sdibe untcr Torsion 
Von HANS ZIEGLER, ETH., Ztirich 

1. Einleitung 

Seitdem A. G. GREENHILL [1] 1) die kritische Belastung der auf Druck und 
Torsion beanspruchten Welle untersucht hat, wird bei Stabilit~ttsproblemen 
~hnlicher Art vorausgesetzt, dab die Momentvektoren ~B, welche die belasten- 
den Kr~ftepaare darstellen, bei der Deformation axial gerichtet bleiben. Wie 
der Verfasser kfirzlich gezeigt hat [2], sind aber solche Kr~ftepaare nur aus- 
nahmsweise konservativ [3]; beiln Stab Init zwei Endmomenten (vgl. Tafel 1) 

Tafel 1 

Knickung durch ein axiales Moment 
k Knickfaktor in der Greenhfllschen Formel (1. 1) 
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beispielsweise nut  dann, wenn er an beiden Enden (entweder lest oder aber 
translatorisch verschieblich) eingespannt ist. Nach einer weiteren Untersuchung 
des Verfassers [4] 3) darf die kritische Belastung nur bei konservativen Pro- 
blemen mit Hilfe des statischen oder energetischen Stabilit~itskriteriums ermit- 
te l t  werden, w~ihrend im allgemeinen allein das kinetische Kriterium in Frage 
kommt. Dieses macht die Untersuchung der Biegeschwingungen unter der 
gegebenen Belastung n6tig und ffihrt auf Ergebnisse, die sich in vielen F~illen 

1) Die Zahlell in eckigen Klammern  verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 118. 
3) Vergleiche auch [5] und [6]. 
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nur schlecht mit  der Erfahrung decken, und zwar nicht nur in den Knickffillen 
von Tafel 1, sondern beispielsweise anch dann, wenn der Stab zus~ttzlich auf 
Druck beansprucht oder nach der kritischen Drehzahl einer gedrtickten und 
tordierten Welle gefragt wird. 

Von den ftinf einfachen, in Tafel 1 zusammengestellten Fallen von Knickung 
unter einem axialen Moment sind Ia  und I I a  konservativ;  das kritische Moment 
darf also mit  dem statischen Stabilit~itskriterium ermittelt  werden. Es ist flit 
den Stab mit  der L~tnge l und der vom Querschnitt und der Achse durch seinen 
Schwerpunkt unabh~ingigen Biegesteifigkeit e bereits durch A. G. GREENHILL 
[1] mit  

(1.1) Wk = -C- k ~ T 

angegeben worden, und zwar ist ibm zufolge im Fall Ia  k = 4 und im Fall I I a  
k ~ 2 einzusetzen. Bei der lJberprtifung dieser Werte hat  A.TR6sCH [7] fest- 
gestellt, dab der Greenhillsche Rfickschlug von I I a  auf Ia  unzul~issig nnd im 
Falle Ia  in ~bereinst immung mit  einem bereits von E. L. NICOLAI [8] gewon- 
nenen Resultat  k = 2,861 zu setzen ist. I m  Gegensatz zu diesen beiden F~illen 
sind aber die fibrigen nichtkonservativ. Mit Hilfe des kinetischen Kriteriums 
hat der Verfasser [2] nachgewiesen, dab der Stab im Fall I I I a  unter jedem 
Moment W :~ 0 labil ist, und dasselbe Ergebnis hat  A.TR6scH [7] seither ffir 
den Fall IVa erhalten. In  beiden F~llen ist rnithin in der Greenhillschen Formel 
(1.1) k = 0 zu setzen. Ferner ist der Weft  k = 2, den A. G. GREENHILL fiir 
Fall Va mit  dem statischen Kriterium gewonnen bat, fragwfirdig, da dieses 
Kriterium bier  illegitim ist. Er  ist aber durch eine Untersuchung yon 
A.TR6SCH [7] best~ttigt worden. 

Diese Ergebnisse -- vor allem diejenigen 
in den F~illen I I I a  und IVa sowie die Re- 
sultate analoger Untersuchungen [2], [7], 
denen zufolge bei gewissen Lagerungen 
unter einem axialen Moment jede Drehzahl 
einer Welle kritisch ist - haben, auch wenn 
mit  einer Verbesserung der StabiliEits~ 
verh~tltnisse bei Berficksichtigung der 
D~impfung [7] und der endlichen Dicke 
des Stabes gerechnet werden darf, etwas 
Unbefriedigendes an sich. Der Verfasser 
hat daher zun~ichst versucht, das Problem 
unter der Annahme neu zu bearbeiten, dab 

;r/// /.4, 

Fig. 

Belastung durch tangentiale Momente. 

die Momentvektoren ~[B der belastenden Kr~iftepaare bei der Deformation nicht 
axial, sondern tangential zur elastischen Linie bleiben (wobei die Knickfiille 
I I I a  bis Va in diejenigen yon Figur 1 iibergehen, w~hrend I a  und I I a  sich nicht 
~tndern). Bei der Berechnung der virtuellen Arbeit, welche das tangentiale 
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Moment bei einer virtuellen Deformation des Stabes leistet, stellt sich indessen 
heraus, dab ~ auch jetzt nicht konservativ ist, indem der entscheidende Rand- 
t e rm in ~2~, (7. 16), nicht verschwindet, sondern sein Vorzeichen wechselt. 
Dami t  ist einerseits wieder mit  Instabilit~ten unter beliebig kleiner Belastung 
zu rechnen; andererseits stellt sich aber die Frage, ob nicht mit  der Annahme 
eines halb axialen, halb tangentialen Momentes ein Fortschrit t  zu erzielen sei. 

Im  folgenden soll nun gezeigt werden, dab das Problem konservat iv wird 
und auf plausiblere Resultate ffihrt, wenn man auf Voraussetzungen fiber die 
Richtung des Momentvektors ~ verzichtet, s ta t t  dessen auf die ihn erzeugenden 
Einzelkr~fte zuriickgeh t und ffir diese zweckm~Bige Annahmen trifftl). Dabei 
wird sich herausstellen, dab ganz yon selbst ein u  ~ erhalten wird, der 
halbwegs tangential zur elastischen Linie ist. Da aber hinsichtlich der Einzel- 
krMte verschiedene Voraussetzungen m6glich und praktisch realisierbar sind, 
wird es n6tig, zwischen verschiedenen Arten yon belastenden Momenten ~ zu 
unterscheiden, die auch in ihren kritischen Werten erheblich voneinander ab- 
weichen k6nnen. Das Problem ist eben in Wirklichkeit viel differenzierter, als 
bisher angenommen wurde; die Konzeption eines axialen Momentes stellt ta t-  
s~ehlich nut  eine yon mehreren Arbeitshypothesen dar, und zwar eine ver- 
h~ltnism~Big ungtinstige, da sie den praktisch vorliegenden Verh~ltnissen nur 
~ul~erst selten entspricht. 

I m  einzelnen wird es sich da tum handeln, die vom praktischen Standpunkt  
aus wichtigsten Belastungsarten herauszugreifen, den Nachweis zu erbringen, 
dab die zugeh6rigen Momente ~ konservativ sind, und sodann in einzelnen 
F~llen ihre kritischen Werte zu bestimmen. Dabei sind die grunds~tzlichen Be- 
t rachtungen des n~chsten Abschnitts noch ganz allgemein gefaBt, mithin auch 
fiir kompliziertere Aufgaben dieser Art und insbesondere ftir Drehzahlprobleme 
giiltig. Von Abschnitt  3 an wird im Interesse einer einfacheren Darstellung 
vorausgesetzt, dab der Stab nur an den Enden belastet und prismatisch sei 
sowie nut  eine einzige Biegesteifigkeit besitze, wghrend in den weiteren Ab- 
schnitten, mit  Ausnahme yon 7, die Belastung auf Endmomente  beschr~nkt 
und als Beispiele nur noch die Knickf~lle I b i s  V unter den neuen Annahmen 
~iber die Richtung yon ~ behandelt  werden. 

2. Kra/tangriff und Moment 

Bezieht man einen geraden Stab auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
(x, y, z), dessert Ursprung im unteren Endquerschnit t  liegt und dessen z-Achse 
mit  der Stabachse zusammenf~llt, so ist man in der Wahl der Kr~fte, die eine 
Belastung des Schnittes z 1 durch einen Momentvektor ~ darstellen, noch weit- 

x) Wie mir Herr Prof. Dr. W.T.  KOITER brieflich mitteflt, hat  auch er diese Feststellung 
gemacht. Er  behandelt  in einer Arbeit, die vor der Ver~Sffentlichung steht, die Einleitung d e s  
Torsionsmomentes durch ein Kreuzgelenk. 
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gehend frei. Sitzt eine (etwa in zwei Punkten) in ihrer Ebene beaufschlagte 
Turbinenscheibe auf dem Stab, so hat man mit einem KrMtepaar zu tun, das 
sich auch bei der Deformation des Stabes nicht ~ndert, also ausnahmsweise mit 
einem axialen Moment. Im allgemeinen (zum Beispiel bei der schie/ beauf- 
schlagten Turbine) wandern indessen die Angriffspunkte bei der Deformation. 
Um den praktisch vorkommenden F~llen nach M6glichkeit gerecht zu werden, 
lassen wir eine solche Wanderung zu, setzen aber die KrMte nach Betrag und 
Richtung grunds~tzlich als konstant voraus und beschr~nken uns im iibrigen 
auf die Anordnungen von Figur 2, n~mlich 

o..( <. i  

x ~ (C) "~'Y x ~ (~) -~.y 

Fig. 2 
Belastung durch konstante Kr~ifte. (d) Querarm mit  Kr/iftepaar (pseudotangentiales Moment), 
(c) Scheibe init Kr/iftepaar (quasitangentiales Moment), (b) Seheibe mit  gleichm~iBiger Verteilung 

von mehr  als zwei Umfangskrfiften (semitangentiales Moment). 

(d) auf das Kr~tftepaar ~3, -- ~ ,  das an einem rechtwinklig und starr mit 
dem Stab verbundenen Querbalken der L~nge 2 a angreift, 

(c) auf das Kr~ftepaar an einer zum Stab normalen und starr mit ibm ver- 
bundenen Scheibe vom Radius a, 

(b) auf die gleichm~Bige Verteilung yon mehr als zwei gleich groBen, am 
Umfang einer solchen Scheibe wirkenden Azimutalkr/iften, die auch die kon- 
tinuierliche Belastung durch eine pro Bogeneinheit konstante Umfangskraft 
in sich schlieBt. 

Den Kraftangriff kann man sich in allen drei F~illen dutch F~iden realisiert 
denken; daneben kommt (d) im elektrischen oder magnetisehen Kraftfeld, 
(c) bei zweifach und (b) bei mehrfach sowie gleichm~iBig beaufschlagten Tur- 
binen in Fragel). 

Solange die Belastung genfigend klein ist, bleibt die Stabachse gerade, und 
der auf Torsion beanspruchte Stab erfiihrt lediglich eine Verdrehung, die im 
Sehnitt z dutch den - m6glieherweise groBen - Winkel T(z) gemessen werden 
kann. Fall (d) unterseheidet sieh von den beiden andern grundsXtzlich dadurch, 

1) Bei der Einleitnng des Torsionsmomentes durch~Kreuzgelenke naeh W.T.  I{OITER liegt ein 
mit  (c) verwandter Fall vor, der sich abet nur  unter  speziellen Randbedingungen nfit (c) deckt. 
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dab bei dieser Verdrehung das belastende Moment vom Wert W o auf 

ZAMp 

W = W0 cos T~ (2. 1) 

absinkt, w~ihrend ffir (c) und (b) W = W o gilt, und daraus folgt insbesondere, 
dab im Fall (d) T(z~) < ~/2 ist. 

Unter  der kritischen Belastung kr i immt sich die Stabachse und geht in die 
elastische Linie x(z), y(z) fiber: zugleich ~ndert sich die Verdrehung T(z) um 
e(z), und neben der Torsion t r i t t  im einzelnen Schnitt eine Biegebeanspruchung 
auf. Da  ffir die 13estimmung der kritischen Belastung nur der 13eginn des 
Knickens interessiert, kann man die Verschiebungen x, y als klein gegen die 
Stabl~nge l betrachten, ihre Ableitungen x', y' nach z sowie den Drehwinkel e 
als klein gegen i und die Biegemomente als klein gegen W. Sodann darf man 
sich - yon den Energiebetrachtungen des n~ichsten Abschnittes abgesehen, 
welche die Mitnahme von zweiter Ordnung kleiner Glieder erfordern - auf die 
Berticksichtigung der Terme erster Ordnung beschr~tnken. 

Die unter  der kritischen Belastung auftretende Verformung des Stabes hat  
ftir den Querschnitt z~ in erster N~herung eine Translation um den Vektor 
rl(Xi, Yl, 0) sowie eine Drehung um den vektoriellen Winkel o1(--Y~, x[, el) 
zur Folge. Orientiert man im Fall (d) das Koordinatensystem so, dab die 
y-Achse die Richtung von ~ (die x-Achse mithin diejenige des Querarms am 
unbelasteten Stab) hat, so resultiert ftir den Fahrstrahl  a(a COST 1, a sinT1, 0), 
welcher den Schwerpunkt S des Schnittes mit  dem Angriffspunkt A der Kraft  
~(0,  P, 0) verbindet, aus dieser Bewegung eine )~nderung 

01 • a = a (-- e 1 sinzk, el cosz'l, -- x' 1 COST1 -- Y'I sinzl) 

und ftir das statische Moment a x ~3 von ~ beziiglich S die )~nderung 

(o1• a) x ~3= P a (x' x cosT l+y ' l s i nTx ,  0 ,  - -e  l s i n ' Q ) .  

Der Momentvektor des Paares, der unmit telbar  vor dem Knicken die Kompo- 
nenten (0, 0, W = 2 P a cosT1) hat, geht also unter  der kritischen Belastung in 

f~B = W (x' 1 + Y'I tg T1, 0, 1 - el tg T1) (2.2) 

tiber. Er  neigt sich gegen die Stabachse, ohne indessen tangential  zur elasti- 
schen Linie zu bleiben, nnd soll, um die Diskussion zu erleichtern, als pseudo- 
tangential bezeichnet werden. Man hat  damit  

Satz 7. Der Momentvektor eines Kr~/tepaares, das aus zwei nach Betrag und 
Richtung konstanten, an einem Querarm angrei/enden Krd/ten besteht, ist pseudo- 
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tangential, das hei/3t, er besitzt im Koordinatensystem der Figur 2 (d) die Kom- 
ponenten (2.2). 

Fall (e) unterscheidet  sich von (d) dadurch,  dab sich der Fahr s t r ah l  des 
Angri f fspunktes  yon !13 w~thrend der dem Knicken vorangehenden  Torsion 
nicht  ~indert, so dab a(a, 0, 0) ist. Gibt  m a n  der y-Achse auch bier die R ich tung  
von ~ ,  so ha t  m a n  also (obschon Zl * 0 ist) in den soeben angeschriebenen 
Beziehungen nur  31 = 0 zu setzen, u m  sie dem neuen Fall  anzupassen.  Man er- 
h~tlt dami t  fiir den Momentvek to r  des Paares ,  der ursprtinglich die K o m p o -  
nenten  (0, 0, W ~ 2 Pa) aufweist,  s t a t t  (2.2) 

= W(x;, o, 1) .  (2.3) 

E r  ist, auf die (x, z)-Ebene projiziert ,  tangent ia l  zur  
Pro jek t ion  der elastischen Linie, in seiner Pro jek t ion  
auf die (y, z)-Ebene dagegen axial,  und  soll als 
quasitangential bezeichnet  werden. Man ha t  somit  : 

Satz 2. Der Momentvektor eines Krg/tepaares, das 
aus zwei nach Betrag und Richtung konstanten, an 
einer Kreisscheibe angrei/enden Krg/ten besteht, ist 
quasitangential, das heifit in seiner Proiektion au] 
die Normalebene zur einen Kraft ~3 des Paares tan- 
gential zur Proiektion der elastischen Linie, in der 
Pro~ektion au/ die durch ~ und die Stabachse au/- 
gespannte Ebene dagegen axial. 

Als Vorbere i tung ftir den Fall (b) be t rach ten  

p 

p 

A 

:a 
X 

F i g .  3 

B e l a s t u n g  d u t c h  g l e i c h m / i g i g  
v e r t e i l t e  U m f a n g s k r / i f t e .  

wir nochmals  die Kra f t  ~ ,  diesmal aber  ohne eine Vorausse tzung fiber die 
Orientierung des Koord ina tensys tems  zu treffen, so dab sie (Figur 3) un te r  
e inem beliebigen Winkel  fl gegen die x-Achse geneigt ist. Der  Fahrs t r ah l  yon  
A und  die Kra f t  ~ sind dann vor  dem Knicken  durch a(a cosfl, a sinfl, 0) 
bzw. ?~(-Psinf l ,  Pcosfl,  0) gegeben;  die Anderung yon a ist 

1) 1 X a = a (-- elsin/5 , elCOS/5 , -- x; cos/~ -- Yl sin/~) 

und die Nnderung von a x ~3 

! P t ! " 2 (01 x a) x ~3 = P a ( x l c o s 2 / 5 +  y lcosf l s in /~ ,  x l c o s / S s i n / ~ +  y l s ln  fl, 0). 

Geht  m a n  nun zur Vertei lung yon n Kr/if ten P mi t  den Zwischenwinkeln 
2 ~/n fiber, so erh/ilt m a n  ftir den Vektor  ~[B, der ursprtinglich die K o m p o n e n t e n  
(0, 0, W ~ n P a) hat ,  die neuen K o m p o n e n t e n  

W ~ = P a ( A x ' I + C y ' I )  , W ~ = P a ( C x ' I + B y ; )  , W , = n P a ,  (2.4) 
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wobei die Abkiirzungen A ,  B und C durch 

A 2 c o s 2 [ f l  + ( k -  1 ) - ~ ]  = 1 ; [2 (k 1 ) 4 x  ]/ ,  =ks ,  -2-~-~-1 {1 + c~ ~ - ] -  - -  ~ J J  

" 2 i t  

= yk.~=~l sin ( k - - 1 ) 4 z ~ ]  

gegeben sind. Diesen Beziehungen entnimmt man ohne weiteres 

A - - - l + c o s 2 f l ,  B = l - c o s 2 f l ,  C = s i n 2 f l ,  ( n = 2 )  (2.5) 

mit HiKe der (aus der Moivreschen Formel entspringenden) Identit~iten 1) 

cos[m+ (k - l )  ~]= 
~ ( ~ - 1 )  s m ~ - c o s  ~ +  ~ -  

sin ---~ 2 

n~ ( o _ 1 )  
s m ~  sin ~0 + _ ~ 2  ~o 

V '  sin IF + (k -- 1) ~o] = 
R~I sin 

2 
ferner 

A = B  = 2 '  C = 0 .  

/ 

I 
(W =1= 2 : ~ ,  4 ~  . . . .  ) 

J 

(n>2) (2.6) 

Setzt man (2. 5) in (2. 4) ein, so erh~ilt man die - bier nicht ben6tigte - 
Verallgemeinerung yon (2. 3) ffir ein beliebig orientiertes Achsenkreuz. Durch 
Einsetzen von (2. 6) dagegen gewinnt man - unabMngig von fi - 

1 t 1 t 
W~ ~ - ~  n P a x l  , W~ --- - z  n P a y l  , W~ ~ n P a , 

mithin den Momentvektor 

(~ 1 ,  ) 
g l 3 = W  x'l, ~-Yl ,  1 , (2. 7) 

1) Vergleiche etwa E. HAMMER, Lehr- und Handbuch der ebenen und sphdrischen Trigonometrie, 
3. Aufl. (Metzler, Stuttgart 1907), S. 216. 
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der halbwegs tangential zur elastischen Linie ist und als semitangential bezeich- 
net werden soll. Dieses Ergebnis, das sich tibrigens ffir n = 4 auch direkt durch 
~3berlagerung zweier F~tlle nach Figur 2 (c) ableiten l~il3t, ffihrt auf 

Satz 3. Der Momentvektor, der einer gleichmg/3igen Verteilung von mehr als 
zwei (und auch von unendlich vielen) gleich gro/3en und konstanten Azimutalkrd/- 
ten an einer Kreisscheibe entspricht, ist semitangential, das heiflt, er halbiert den 
Winkel zwischen der Achse und der Tangente an die elastische Linie. 

3. Virtuelle Arbeiten und Energien 

Wir beschr~inken uns nun auf den prismatischen Stab (Figur 4) mit einer 
einzigen Biegesteifigkeit ~ und nehmen, um uns bezfiglich der kinematischen 
Randbedingungen die n6tige Freiheit zu wahren, an, 
daI3 er nur am oberen Ende z ~ l, und zwar durch ein ~ 
Moment ~ ( W ~ ,  W~, W~) gem~il3 Abschnitt 2 sowie \ z 
durch eine zur Achse normale Kraft 2R(K~, K~, 0) be- /(y 
lastet sei. Fiihrt man mit ,(v~ = x', v~ ~- y', v, = 1) 
den tangentialen Einheitsvektor ein, so ist die elasti- ~ , 

! t < sche Linie durch die Krfimmungen vx, v~ ihrer Pro- y-, 
jektionen gegeben, die Torsion durch den spezifischen z 
Drehwinkel ~o + e', der sich aus dem konstanten, mit 
der Torsionssteifigkeit 7 gem~13 

W 
7 

Fig. 4 
zu berechnenden Anteil unmittelbar vor dem Aus- Belastung durch eine 
knicken und dem mit der Ausbiegung auftretenden Dyname ac~, ~[l~g. 

Zuwachs e' zusammensetzt. 
Die Deformationsenergie des Stabes ist in bekannter Weise durch 

l 

0 

bestimmt, die Arbeit der inneren Kr~ifte bei einer virtuellen, dutch die Varia- 
tionen dx, dy, de definierten Verformung mithin dutch 

l 
t t d%) 

o 

und daffir erMlt man, partiell integriert, 
l 

o (3 .3 )  



104 HANS Z I E G L E R  

Da sich das obere Stabende um 
l 

rz = / D  dz 
0 

verschiebt, ist ferner 

ZAMP 

(3.4) 

(3.7) 

Da ferner die virtuelle Drehung um die Tangente an die elastische Linie Oe'dz 
sein muB, ist 

&'  dz ~ Ou dz (~ + ~' dz) = ~ Ou dz , 
mithin 

&' = % d ~  + v~, ~ + ~,~; (3.8) 

man hat daher nach (3.7) und (3.8) 

t ~ t j t V ! , 

Mit Riicksicht auf das Momentengleichgewicht ffir die z-Achse kann man 

w,, = -w~o = wo (3.9) 

und damit in erster NAherung 

t ~v'~ = ~ y ,  ~vy = - ~ , , .  

! 

= - - j  (K~ % + K~ vu) dz (3.5) v~ 
0 

das Potential der Kraft  R und 
l 

~A~ = - ~VK -- / (K~ ~W + K~ ~v~) dz (3. 6) 
J 

0 

ihre virtuelle Arbeit. 
Mit der virtuellen Arbeit des Momentes ~3z kann gleichzeitig diejenige des 

Momentes ~Bo(Wxo, W~o, W~o ) am unteren Stabende berechnet werden, die 
unter Umst~nden (zum Beispiel im Knickfall V, Tafel 2) von Null verschieden 
sein kann. Denkt man sich zu diesem Zweck zun~chst ein einzelnes Stabele- 
ment dz mit festgehaltenem unterem Ende z deformiert, so gibt die )~nderung 
~o'dz  des Tangentenvektors D + o ' d z  am oberen Ende z + dz die virtuelle 
Verbiegung an, w~hrend die virtuelle Verdrehung durch &'  dz gegeben ist. 
Bezeichnet man den vektoriellen Winkel, nm den sich dabei das obere Ende 
des Elementes dem unteren gegenfiber verdreht, mit ~u dz, wobei $tt die Kom- 
ponenten ( ~ ,  ~v ,  ~.,) besitzt, so gilt 

~ "  dz = ~u dz • (~ + ~' dz) = ~u • D dz 
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setzen und erh~ilt jetzt mit 

Vy Wy / 
(3. 10) 

o I - -  (W.~  OVy - -  l /V- 0v~) o 
Y 

die virtuelle Arbeit der Momente ~ z  und ~/B o, wobei mit den Querstrichen im 
letzten Term der Tatsache Rechnung getragen wird, dab (Figur 5) im pseudo- 
und qnasitangentialen Fall das am unteren Ende an- 
greifende Kr~ftepaar dem oberen gegentiber verdreht 
sein kann. Diese Beziehung l~il3t sich mit Hilfe der 
Identit~it 

l 

W~ (v Vy-VyV x+2e')dz 
d 
0 

l 

f (  ' , 
= W~ v~ ~vy-  vy ~vx + & ' )  dz  

0 

1 
+ ~ W~ (v, ~v~ - v~ ~v,)~o 

noch umformen, und dabei darf der letzte Klammer- 
ausdruck fiir die untere Grenze durch (v~ dv~ -- v; dry)0 
ersetzt werden, da er his auf den Faktor 1/2 die bei 
der virtuellen Deformation yon der GrundriBprojektion 
des Vektors uo tiberstrichene Fl~tehe darstellt und somit einer Drehung des 
Koordinatensystems um die z-Achse gegeniiber invariant ist. Man hat also 

l 

[1 / , , ] 
dA  w = ~ W .  (v ~ v y - v y v , + 2 e') dz  

0 

(w~ y N  + [ ( W y - ~ -  W~v , )dv~-  __1 v,) dv@ (3.11) 

I( 1 ] ( W  i + _ ~ W z v ? )  Ovy]0 , 1  + 

und damit ist die virtnelle Arbeit yon ~13~ sowie ~ o  wenigstens teilweise als 
Variation eines Potentials dargestellt. 

Sind die Momentvektoren 2Bz, 2Bo a x i a l ,  also 

w , ,  = w , ,  = W~o = W~o = o ,  w ,  = w ,  

so reduzieren sich die beiden Randterme in (3. 11) auf 

_ Z w (v~ ~v~ - v~ ~v~)~ 2 

< 

7 

Fig. 5 
Belastung dutch 

gegeneinander verdrehte 
Kr~iftepaare. 
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und da sich dieser Ausdruck, solange 8v x und 8vv yon Null verschieden sein 
k6nnen, nicht als Variation einer Funktion von vx, vu schreiben 1/~Bt, ist das 
Prob]em - wie bereits in [21 festgestellt - nur bei eingespannten Enden (Knick- 
f/ille I u n d  II) konservativ. 

Sind ~13t und ~130 tangential, so ist 

w~, = w v . , ,  w ~  = w v ~ .  w~o = - - w  V~o, W~o : - w  ~ o ,  w~ : w ,  

und da hiemit die Randterme in (3.11) in 

• w (~. Ov. - vx ~v.)~ 2 

iibergehen, gilt hier dasselbe; insbesondere sind auch jetzt die Knickf/ille I I I  
bis V nichtkonservativ. 

Sind ~ und ~ o  semitangential, so ist nach (2. 7) 

1 Wy, 1 1 Wy ~ 1 W ~ z = ~ W v ~ z '  = y W v y  z' W ~ o = - 5 - W v ~ o '  = - y W v ~  ~ 

W ~ = w ,  

und da hiemit die Randterme in (3.11) s~tmtlich verschwinden, sind die semi- 
tangentialen Momente unabh/ingig yon den kinematischen Randbedingungen 
konservativ. Ihre potentielle Energie ist 

l 

�9 _ _  _ _ _ 1  Wf(v~Vy' -- Vy v~' + 2 e') dz, (3.12b) Vw 
0 

und ihre virtuelle Arbeit wird hieraus (unter Durchffihrung einer partiellen 
Integration) mit 

l 

, , 1 W ( v ~  ~vy - Vy ~vx) o 6A w= - b V  W= W (vy ~v~-- v~ ~vy + ~e') dz + ~- 
,) 

o (3. 13b) 
gewonnen. 

Sind ~1~ und ~ 0  quasitangential, so ist nach (2. 3) 

wx~ w ~ ,  w~,=o, W~o w W ; o = O  ~ = w  ~ - -  U ~ 0  ~ J �9 

Die Randglieder in (3.11) reduzieren sich also auf 

1 
2 W [(vy ~v~ + v~ ~vy)z - (v~ ~v~ + v~ ~Vy)o], 

und da man hieffir auch 
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schreiben kann, sind auch die quasi tangentialen Momente konservat iv.  Ihre 
potentielle Energie ist 

l 

1 [ , , 1 W(vx~ - V~oV~o) ( 3 . 1 2 c )  V w ~ - - ~ W  (v,  v y - - v y v  x + 2 e ' ) d z +  ~- vy l . 
0 

und ihre virtuelle Arbei t  

l 

[ ' dAre = W (vy dv~ - v~ dry + de') dz - W (Vy I dv~z - v~0 dV~o) �9 (3 .13c)  
d 
0 

Sind schliel31ich ~ und  ~ o  pseudotangential, so hat  man  nach (2. 2) 

W ~ 1 ~ W ( v , z + . v y  I tgTl ) ,  Wy z = 0 ,  W = o = - W ( v ~ o + V y o t g T o ) ,  Wy o = 0 ,  

W ~ - W ( 1 - - e  l t g ~ l ) ~ W ( 1  e o tgTo) ,  

und wenn man, wie es die Beschr~inkung auf Terme zweiter Ordnung erfordert ,  
hier W z = W setzt,  erh~lt man aus den Randgliedern in (3.11) 

1 W [(vy dv~ + v~ dvy)l -- (v~ dv~ + v~ dVy)o + 2 (vy z dvy z tg ~x -- Vyo dV~o tg ~o)l. 
2 

Da man hieffir auch 
1 

i 2  W (v , , vy  I -- VxoV~o + v2 yl t g T , - - v  2 yo tgzo)] 

schreiben kann, sind auch die pseudotangentialen Momente konservat iv.  Ihre 
potentielle Energie ist 

l 

1 W z F (  , , Vw - 2 J vx vy - vy v ,  + 2 e') dz 
o (3.12d) 

1 ~ tgz  l V~o tg%) + ~ W (v,z vy Z - V~o V~o + vy~ 

und ihre virtuelle Arbei t  

l 

f ,  , ~A w = W. (Vy ~v~ - v~ &,y + &') dz 
o ( 3 .  13d) 

- -  W Ivy z (dv~l + 3Vy z tgzz) -- Vyo (dV~o + ~vy o tgzo)l �9 

Durch Zusammenfassen s~imtlicher Ergebnisse erh~ilt man  endlich 
Satz d. Semi-,  quasi- und pseudotangentiale Momente sind im  Gegensatz zu 

den axialen und tangentialen stets konservativ. 
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Auf Grund dieses Satzes k6nnen Stabilit~ttsprobleme mit semi-, quasi- und 
pseudotangentialen Momenten mit Hilfe des statischen Stabilit~tskriteriums 
~4~ gel6st werden. 

4. DifferentialgIeichungen und Randbedingungen 

Die virtuelle Arbeit s/imtlicher inneren und /iuBeren Kr/ifte ist durch 
~A = ~Ai + ~AK + SAw gegeben und nimmt, wenn man (3.3), (3.6) und 
(3. 13) addiert, die Form 

l l 

r ' / " dA = ( e v ~ + W v y + K , ) r 3 v ~ d z +  ( ~ v y - W v , + K y )  dvydz 
.) 
o o (4. 1) 

1 

+ . /  y ~" ~ dz + R 
0 

an. Dabei ist mit R der Randterm bezeichnet, der im semitangentialen Fall mit 

R = -  ~ v ' ~ + ~ - W v y  c~v~+ ~ v y - - ~ - W v ~  dvy 
( 4 . 2 b )  

im quasitangentialen mit 

F t R = - [(~ v'~ + Wry)  ~v~ + ~ vy ~vy]~ + [(~ v~ + W v~) ~v~ + ~ v'~ ~V~]o 
(4.2 c) 

+ { E~ (~ + ~') - v~ ~ }'o 

und im pseudotangentialen mit 

t R = -- E(~ v', + W vy) dv, + (~ vy + W vy tgz) ~vy] l 

+ E(~ v" + W v~) av~ + (~ v'~ + W v~ tg , )  ~v~] 0 (4.2d) 

+ {Er(~ + ~') - w,~ ~ ) ~  

einzusetzen ist. 
Nach dem statischen Stabilit/itskriterium ist die kritische die kleinste Be- 

lastung, unter der eine nichttriviale, das heil3t mit einer Verbiegung der Stab- 
achse verbundene Gleichgewichtslage existiert. In dieser mul3 die virtuelle 
Arbeit OA ftir jede passende, das heil3t mit den kinematischen Randbedingun- 
gen vertr~gliche Verschiebung verschwinden. Hieraus folgt erstens, dab die 
spezifische Verdrehung e' konstant ist, und zwar hat sie im semi- und quasi- 
tangentialen Fall zufolge (3. 1) und (4. 2) den Wert Null, w~hrend sie im pseu- 
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dotangentialen Fall yon Null verschieden sein kann. Zweitens erh~ilt man fiir 
die Verbiegung die Differentialgleichungen 

// y t v x + W v y + K ~ = 0 ,  ~ v ~ - W v ~ + K y = 0  (4. 3) 

und fiir diejenigen Enden, an denen v~, vv frei, der Stab also nicht eingespannt 
ist, im semitangentialen Fall die Randbedingungen 

, 1 , 1 ( 4 . 4  b) o~vx+-~Wvy=O, ~ v y - ~ W v ~ = O ,  

im quasitangentialen 
! 

v" l + w v y  l = 0 ,  vy l = 0  ( 4 . 4 c )  
beziehungsweise 

! 
V~o+Wv~- o = 0  v' = , ~o 0 ( 4 . 5 c )  

und im pseudotangentialen 
t ~v~z+ Wvyl= O, 

beziehungsweise 
t ~V~o+ Wvy o~0, 

! vy Z+Wvy ztgT l = 0  

t V~o+Wvyotg ,  o = 0 .  

(4.4 d) 

Die Differentialgleicbungen (4. 3) sowie die dynamischen Randbedingungen 
(4. 4), (4. 5) lassen sich auch direkt dadurch erhalten, dab man unter Berfick- 
sichtigung der Neigung der eiastischen Linie die beiden Biegemomente bestimmt 
und gleich c~ v; bzw. e v~ setzt. Sie sind noch durch die kinematischen Rand- 
bedingungen, n~tmlich die an eingespannten Enden gtiltigen Beziehungen 

v~=0,  v ~ = 0  (4.6) 
sowie die Forderungen 

beziehungsweise 
K ~ = 0 ,  K ~ = 0  (4.7) 

l 1 

f v~ dz O, f v. dz = O 
o o 

(4. 8) 

zu erg~inzen, je nachdem das obere Ende frei verschieblich oder seitlich geffihrt 
ist. 

Die weitere Behandlung erfolgt zweckm~iBig komplex, und zwar dadurch, 
daB man 

v,+iv~=v, K~+iK~=K (4.9) 

setzt und die Abktirzungen 
W K 

--  w ,  - -  = c (4. 10) 
cr ~X 

(4. 5 d) 
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einftihrt. Die Differentialgleichungen (4. 3) lassen sich n~mlich auf diese Weise 
mit 

v" - i w v' + c = 0 (4. 11) 

zusammenfassen, die Randbedingungen (4.4) bis (4. 8) mit 

, 1 
v - y i w v =  O, (4. 12b) 

' ' ~ 0 ( 4 .  12c) Vxl  AV Zr I Vy l ~ 0 , Vy l , 

t t V~o+WV~o=0 ,  V~o=0 ,  (4.13c) 

t ! v x z + w v y  Z = O ,  vy z + w v y  z tgT  l = 0 ,  (4.12d) 

! t 
V~o+WVy o - - 0 ,  Vyo+WV;otgv o = 0 ,  (4.13d) 

v = O, (4.14) 

c = 0 ,  (4. 15) 

1 

v dz O . (4. 16) 
0 

In den n/ichsten Abschnitten sollen mit Hilfe dieser Beziehungen die kri- 
tischen Momente in den Knickf/illen I his V (Tafel 2) ermittelt werden, jetzt  
aber (ira Gegensatz zu Tafel 1) unter der Annahme einer semi', quasi- bzw. 
pseudotangentialen Einleitung des Torsionsmomentes. Da an nichteingespann- 
ten Enden ]e nach der Art des Kraftangriffs verschiedene Randbedingungen 
zu verwenden sind, gilt - unter dem Vorbehalt seiner Best~tigung in den Ab- 
schnitten 5, 6 und 8 - 

Satz 5. Ber Betrag des kritischen Momentes in einem bestimmten Knick/all 
hiingt im allgemeinen davon ab, ob es axial, tangential, semi-, quasi- oder pseudo- 
tangential angenommen wird. 

In den Knickf~llen I und II,  in denen beide Enden eingespannt sind, ist 
freilich das Knickmoment bei tangentialer, semi- und quasitangentialer Be- 
lastung dasselbe wie bei axialer, w~hrend aber mit Rticksicht auf (2. 1) bei 
pseudotangentialer Belastung auch hier ein neuer Weft zu erwarten ist. 

5. Knickung durch ein semitangentiales Moment 

Da das Stabilit/itsproblem nach Abschnitt 3 konservativ, das Knickmoment 
mithin sicher yon Null verschieden ist, darf man in (4. 11) w . 0 voraussetzen 
und erh~tlt dann mit 

v = A e ~w~-  i C z +  B (5. 1) 
ZV 
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die allgemeinste L6sung, die noch drei unbekannte komplexe Konstanten A, 
B und C enth~ilt. 

Im Knick~all IIIb, der sich von I I I a  (Tafel 1) nur in der Neigung von 
unterscheidet, reduziert sich (5.1) zufolge der am unteren Ende gtiltigen Rand- 
bedingung (4. 14) sowie (4. 15) auf 

v = A (e,w~ _ 1 ) .  (5 .2 )  

Die ftir das obere Ende Iormulierte Randbedingung (4. 12b) ftihrt alsdann auI 
die Eigenwertgleichung exp (i w l) = - 1  mit den absolut kleinsten Wurzeln 
w = ~ aft, nach (4.10) also auf das Knickmoment 

(5. 3) W~==~:~ T .  

Im Knick~all IV  b ftihrt die fiir das untere Ende formulierte Randbedingung 
(4. 14) zusammen mit (4. 16) auf 

[ ] v = A  e i w ~ + 2 -  1 ~ w l  z - 1  (5.4) 

und die Randbedingung (4. 12b) ftir das obere Ende mit 

l = w - = , ~  (5 .5 /  
6r 

auI die Eigenwertgleichung 
u u 2 

ctg 2 - 2 + ~ - '  

der man u/2 = -{-3,406 und damit das Knickmoment 

o~ 
wk = • 6 , s12  ~-  (5. 6) 

entnimmt. 
Im Knick/all Vb liefert die Randbedingung (4. 16) zun~ichst 

v = A ~ e  --K" iw-b z - - B  T z - 1  (5.7) 

und die fiir beide Enden formulierte Randbedingung (4. 12b) mit (5.5) 

u 1 zt] 0 .  t g ~ - + 7 . ~ =  

Hieraus gewinnt man u/2 = ~= 2,456 und hat somit 

~'. (5.8) W~ = j= 4,912 2- 
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Die hier un te rdr f ick te  Rechnung  ftir die Knickf~l le  I und  I I  b e s t i t i g t  die 
ffir ein axiales  Moment  e rha l tenen  Resul ta te .  Sie s ind m i t s a m t  den neuen 1) in 
Tafel  2 zusammenges te l l t ,  und  zwar  is t  k = u/~  der  in die Greenhil lsche F o r m e l  
(1.1) e inzuse tzende  Zahlenfaktor ,  

Tafel 2 
Knick!aktor I~ bei axialer, semi-, q~asi- und pseudotangentialer Belastung 

/(n /c k fd//e 

Ran#bed. 

(e) ax/ale~ 
Noment 

j 
~7 

2,881 2 0 0 

(6) sere/lang. _2,80/ 2 l 2,160 
Homent 

(c)quasitang" 2,061 2 0,5 1,578 
Nomen/ 

(d)pseudotan W 
I~omen/ 

Z 

I 

2 

/,58~ 

~=o..l 

sa:~- : 1,021 

0=0: oo 

6. Kn ickung  durch ein quasitangentiales Moment  

U m  das K n i c k m o m e n t  auch in den quas i t angen t i a l en  F~l len  zu e rmi t te ln ,  
kann  man  an die L6sungen (5. 2), (5.4) und  (5 .7 )ankn t ip fen ,  die aber  j e t z t  - d a  
sich die noch n icht  ve rwende ten  Randbed ingungen  (4. ]2c) ,  (4.13c) n icht  kom-  
p lex  schreiben ]assen - un te r  Zer legung der  K o n s t a n t e n  gemiB A = Ax + i Av, 
B = Bx + iBy  in ihre Real -  und  Imagin~r te i le  aufgespa l ten  werden mfissen. 

I m  Knick /a l l  I I I c  ]i2hrt (5. 2) mi t  der  R a n d b e d i n g u n g  (4. 12c) z u s a m m e n  
anf die Eigenwer tg le ichung  cos (w l) = 0 und  dami t  auf das  K n i c k m o m e n t  

~ (6.1) Wk-- ~ ~ - .  T . 

1) Die genauere Berechnung s/~mtlicher Zahlenwerte verdanke ich - wie auch die Kontrolle 
der flbrigen Resultate - Herrn U. HOCHSTRASSER, dipl. Phys. ETH. 
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Im Knick/all IVc hat  man (5.4) analog zu behandeln und kommt mit  
(5.5) auf die Eigenwertgleichung 

(~-, + 2 ) c o s u  + 2 u s i n u - - U ~ - - 2 = 0 .  

Die absolut kleinsten; von Null verschiedenen Wurzeln  derselben sind 
u = ~ 4,952, das Knickmoment mithin 

(6.2) l/Vk = ~_ 4,952 -K" 

Im Knick~all Vc enth~lt die Eigenwertgleichung, die mit (4. 12c) und 
(4. t3c) aus (5.7) gewonnen wird, den Winkel fl, um den (Figur 5) die beiden 
belastenden Kr~ftepaare gegeneinander verdreht sind. Sie lautet mit (5.5) 

uasinucos2/~ + [(~--~ '-- 2 u  2) sinu + (u ~ -  2 u ) c o s u  + 2 u ]  cosflsinfl 

Im praktisch Mchtigsten Sonderfall gegeneinander unverdrehter Krtiftepaare 
(fl = 0) reduziert sie sich auf sin u -- 0 und  ergibt das Knickmoment 

(6.3) W ~ = + ~  7 . 

Sind andererseits die Paare um einen rechten Winkel gegeneinander verdreht 
(fl = :~/2), so erh~ilt man 

(u44 - - 2 u 2 + 2 )  c o s u + 2 u s i n u + u 2  2 = 0  

und hieraus mit u -- ~ 3,207 das Knickmoment 

(6.4) Wk = -1- 3,207 7-" 

Auch diese Ergebnisse sind - zusammen mit den bekannten in den Knick- 
ftillen I und II  - in Tafel 2 eingetragenl). Im tibrigen liefert der Vergleich von 
(6. 3 ) und  (6.4) noch den 

Satz 6. Bei mehr als einem quasitangentialen Moment h~ngt die kritische Be- 
lastung von der gegenseitigen Lage der Krii/tepaare ab. 

7. Bindungen und kritische Belastung 

In der Theorie der Schwingungen wird gezeigt, dab die kleinste Eigenfre- 
quenz mit zunehmender Anzahl der Bindungen im allgemeinen anw~chst, 

1) Sie gelten, wie W.T.  I{OITER festgestellt hat, in den Ffillen I b i s  IV auch ffir Wellen, die 
durch ein Kreuzgelenk auf Torsion beansprucht werden. 

ZAMP HI/8 
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keinesfalls aber abnimmt.  Mit Rficksicht auf die Analogie, die zwischen Schwin- 
gungsaufgaben einerseits und Stabilit~tsproblemen bei statischer Behandlung 
andererseits besteht E4J, ~9J, ist zu erwarten, dab ein ~hnlicher Satz ganz all- 
gemein auch ffir die kritische Belastung gilt. In der Tat  zeigt Tafel 2, dab das 
Knickmoment  sowohl bei semitangentialer wie quasitangentialer Belastung 
von Knickfall I I I  fiber I I  his I, von I I I  bis IV und von V bis IV anw~chst, und 
beim Vergleich der zugeh6rigen Eulersehen Knicklasten stellt man dasselbe 
Verhalten fest. 

Ein beliebiges konservatives System A, das gewissen Bindungen unterliegt, 
ist stabil, solange seine potentielle Energie positiv definit, n~mlich in einer tri- 
vialen Gleichgewichtslage Null und in jeder anderen kinematisch m6glichen - 
das heiBt mit  den Bindungen vertr~glichen - Lage gr6Ber als Null ist. Dieser 
Satz liegt E4~ dem energetischen Stabilit~tskriterium zugrunde. Unterscheidet 
sich ein zweites System B nur darin yon A, dab es neben den Bindungen von A 
eine oder mehrere weitere starre, das heil3t keine Arbeit leistenden Bindungen 
aufweist, so besitzt es die gleiche potentielle Energie wie A. Solange diese ffir 
A positiv definit ist, ist sie es auch ffir B, da jede kinematisch m6gliche Lage 
yon B auch eine solche von A ist; die kritische Belastung yon B kann also 
nicht kleiner sein als diejenige yon A. Damit  gilt aber allgemein 

Satz 7. Die kritische Belastung eines konservativen Systems nimmt beim Hin- 
zu[iigen von starren, das hei/3t keine Arbeit leistenden Bindungen im allgemeinen 
zu, keines/alls aber ab. 

8. Knickung durch pseudotangentiale Momente 

Bei der Knickung dutch pseudotangentiale Momente treten einige neue 
Gesichtspunkte auf. 

Erstens enthalten die b ier  erstmals zur Verwendung kommenden Randbe- 
dingungen (4. 12 d) und (4. 13 d) die Drehwinkel z~ und To der Endquerschnitte. 
Diese hSngen yon der Querschnittsform und von der Querzahl des Materials 
ab, so dab mit der M6glichkeit von Knickf~llen zu rechnen ist, bei denen das 
kritische Moment und insbesondere der Faktor  k in der Greenhillschen Formel 
(1. 1) Funktionen des Werkstoffes und der Querschnittsform sind. 

Zweitens ist daran zu erinnern, dab die in der Differentialgleichung (4. 11) 
und in verschiedenen Randbedingungen auftretende Konstante w ~ W/o~ mit  
dem Moment W unmittelbar  vor dem Ausknicken gebildet ist, das nach (2. 1) 
und Figur 2 (d) gem~B 

W = Wo cos z~ = 2 P a cos z~ 

aus dem Moment W 0 : 2 P a vor der Belastung bzw. aus der am Querarm an- 
greifenden Kraf t  P hervorgeht. 

grir  dfirfen uns im folgenden aus Symmetriegrtinden auf positive Momente 
W und damit  aueh auf positive z~ besehrfinken. Als dritte Besonderheit der 



Vol. I I I ,  1952 K n i c k u n g  g e r a d e r  St/ibe u n t e r  To r s ion  115 

pseudotangentialen Belastung ist dann zu erw~thnen, daB der Stab nur ein 
beschr~nktes .Moment aufnimmt. Da n~imlich [wie aus Figur 2 (d) hervorgeht 
und bereits in Abschnitt  2 vermerkt  wurde] T~ < re/2 und ftir den Drehwinkel 
am unteren Ende, sofern der Stab hier um die Achse drehbar gelagert und wie 
oben quasitangential belastet ist, aus Gleichgewichtsgriinden 3 o = -- z~, mithin 
3o > - ~ / 2  gilt, bleibt der totale Drehwinkel des Stabes kleiner als a/2 (bei 
festem unterem Ende) bzw. re (bei drehbarem unterem Ende), und damit  bleibt 
auch W beschr~inkt. Jede Vergr6Berung der Kr~fte ~ ,  - - ~  hat  nur eine Ab- 
nahme der Paarbreite zur Folge, wodurch eine Steigerung yon W bis zum Be- 
trag, der einem totalen Drehwinkel ~/2 bzw. a entspricht, verunm6glicht wird. 

Is t  T, der totale Drehwinkel des Stabes und 7 dessen Torsionssteifigkeit, so 
gilt nach (5.5) 

W c~ 
T~ = ~ l = - - w l  = - - u .  

7 7 

Ftihrt man bier mit  E, G, m, I ,  I~, k den Elastizit/itsmodul, den Schubmodnl 
nnd die Qnerzahl, das axiale sowie das polare Tr/igheitsmoment des Quer- 
schnittes und sChlieBlich die ffir die Querschnittsform typische Konstante ~) 
ein, die fiir rotationssymmetrische Profile den Wert  1 hat  und ffir alle anderen 
gr6Ber ist, so gilt 

G I~ 1 m E  
~ = E I ,  ? , =  k k 2 ( m +  1) 2 1  

und damit 
T~ k m + l  

. . . . . .  . .  (8.1) 
mlg 

Ist  r~ -- T O = 2 T~ der totale DrehwinkeI, so kommt  stat t  (8. 1) 

.t.z = ] ~ m + l  u . . . . . . . . .  - - .  
m 2 

Da 

T~< 2 

(8.2) 

(8.3) 

ist, sind nach (8.1) bzw. (8. 2) gr6Bere Werte von u, n~imlich solche, die der 
Ungleichung 

m b z w .  m 
k m + ~ ' T  k m + l  ~ (8.4) 

widersprechen, nicht realisierbar, und wenn die kleinste positive Wurzel der 
Eigenwertgleichung der einen oder anderen Ungleichung (8.4) nicht gentigt, 
t r i t t  fiberhaupt kein Knicken ein; es ist also W ~ o0. Somit gilt 

1) Vergle iche  C. B. BIEZENO u n d  R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Spr inger ,  Ber l in  1939), 
S. 549. 
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Satz 8. Bei pseudotangentialer Belastung kann der Stab unabhdngig von ihrer 
Grdfie knick#st sein. 

Dieser Satz bildet das Gegenstiick zu der in Abschnitt  1 besprochenen, yon 
W unabh/ingigen Labilit~it unter einem axialen Moment. 

Mit der Tatsache, dab die Randbedingungen (4. 1 2 d ) u n d  (4. 13d) die 
Winkel Tt bzw. ~0 enthalten, h/ingt eine vierte Besonderheit des pseudotangen- 
tialen Problems zusammen, n~tm!ich die Notwendigkei t ,  die mit  I bis V be- 
zeichneten Knickf/ille weiter zu unterteilen. Die F~ille I und I I  (vgl. Tafel 2) 

m 

Fig. 6 
Lagerung an 

(~elngespannten~ Enden. 

lassen sich allgemein nur dadurch verwirklichen, dab 
m a n  sich mindestens einen der beiden Einspann- 
k6rper, beispielsweise den oberen, um die Achse 
drehbar (und im Fall I I  auch translatorisct! ver- 
schieblich) denkt. Damit  erhfilt die Axialkompo- 
nente yon ~[~ am betreffenden Ende den Charakter 
einer Last (im Gegensatz zu einer Reaktion), und 
die Randbedingungen wfirden besser durch ein 
langes Lager (Figur 6) dargestellt. In dieser Weise 
k a n n  man  aber auch die Einspannung am unteren 
Ende oder diejenige in den Knickfitllen I I I  und IV 
modifiziert denken, und da sich dabei die bisher 
verwendeten Randbedingungen nicht ~ndern, ist 
diese Modifikation bei axialer, tangentialer, semi- 
oder quasitangentialer Belastung bedeutungslos. Im  
pseudotangentialen Fall dagegen kommt  der yon u 

abh~tngige Winkel z~ in den Randbedingungen (4. 12d) [und Zo in (4. 13d)] vor. 
Da er eine obere Schranke besitzt, mul3 in den Knickfiillen I u n d  I I  mit  neuen 
Ergebnissen gerechnet werden. Da ferner sein Zusammenhang mit  u, je nach- 
dem nur ein Ende drehbar ist oder beide, durch (8.1) oder (8.2) gegeben wird, 
besteht die M6glichkeit verschiedener Knickmomente bei beiden Varianten ein 
tlnd desselben Knickfalles. Wir wollen diese Varianten dadurch unterscheiden, 
dab wir die Belastung bei festem unterem Ende einseitig, be idrehbarem da- 
gegen beidseitig pseudotangential nennen. I m  Knickfall V ist iibrigens aus prak- 
tischen Griinden nur die beidseitig pseudotangentiale Belastung yon Bedeutung. 

I m  Knick/all I I I d  kann man an die LOsung (5.2) anknfipfen und erhSlt, 
wenn man sie noch den Randbedingungen (4. 12d) anpal3t, die Eigenwert- 
gleichung 

c tgu  + tgzt  = 0 .  (8.5) 

Nach (8. 1) und (8. 2) ist auf alle F/ille ~:l > u/2, so dab man unter Berficksichti- 
gung von (8. 3) 

~ (8. 6) 0 < ~- < r~ < y 
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hat. Dieser Einschr~nkung zufolge ist abet 

t u 1 t g  2 (u /2)  w 1 
c t g u - - t g r , � 9  g y -  2tg(u/2) + t g ~ - - -  s m u '  

und da nach (8.6) 1/sin u �9 0 ist, die Eigenwertgleichung also im fraglichen 
Intervall  keine L6sung besitzt, gilt sowohl bei ein- wie bei beidseitig pseudo- 
tangentialer Belastung 

w k -  ~: o ~ .  (8. 7) 

Die Knick./dlle I d, I I  d und I V  d erledigen sich ohne Rechnung; anf Grund 
von Satz 7 gilt (8. 7) auch ffir sie, und zwar in beiden Unterf~llen. 

Im Knick /a l l  V d  kniipft man an die L6sung (5.7) an, die noch den Rand- 
bedingungen (4. 12d~ sowie (4. 13d~ zu unterwerfen ist. Beschr~nkt man sich 
dabei auf den Fall im unbelasteten Zustand paralleler Querarme, indem man 
in Figur 5 fl = 0 setzt und die Querstriche in (4.13d) wegl~f3t, so kommt  
man mlt  der Abktirzung 

tg v~ t �9 0 
auf die Eigenwertgleichung 

(u 2 t  - u t  2) s i n u - 2 t ( u T t ) c o s u  2 t  2 = 0 ,  

die man mit  
g(u) ~- 2 (1 cos u) u sin u 

auch in der Form 
/(u) t 2 g(u) + 2 t g' (u) + u sin u -- 0 

anschreiben kann. Da u und t positiv" vorausgesetzt werden durften und die 
Entwicklung g(u) ~ u4/12 . . .  gilt, i s t / (u)  ftir kleine u positiv. Da aber nach 
(8.6) 0 < u < ~ ist und, wie man durch Ableiten feststellt, g'(u) und g"(u) in 
diesem Intervall  gr613er als Null sind, gilt/(u) > 0 im ganzen Intervall.  Hieraus 
folgt, dab das Knickmoment  auch in beiden Unterf~llen von V d durch (8. 7) 
gegeben ist. 

Auch diese Resultate, die alle unabh~tngig yore Werkstoff und v o n d e r  
Querschnittsform sowie ftir ein- und beidseitig pseudotangentiale Belastung 
gelten, sind in Tafel 2 eingetragen. 

9. Schluf lbemerkungen 

Der Vergleich der in Tafel 2 zusammengestellten Resultate zeigt, dab die 
Knickgefahr yon der Art abh~tngt, wie das Torsionsmoment eingeleitet wird. Er  
best~tigt damit Satz 5 und gibt im fibrigen zu folgenden Bemerkungen Anlal3: 

a) Dutch pseudotangentiale Momente l~tl3t sich ein Stab der bier betrach- 
teten Art in den F~llen I bis V (im Fall V jedenfalls unter der Voraussetzung 
/5 = 0) nicht knicken. 
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b) In  den F~llen I und  I I  s t immt  das semi- und das quasitangentiale 
Kn ickmoment  mit  dem axialen fiberein; hier gilt also - vom pseudotangen-  
tialen Fall abgesehen - die Greenhillsche Formel  in der yon E. L. NlCOLAI [8] 
ffir I und  yon A. G. GREENHILL [1~ ffir I I  angegebenen Form.  

c) In  den F/illen I I I  bis V, in denen sich das semi- und das quasitangentiale 
Knickmoment  unterscheiden, ist das erste gr6i3er als das zweite. Die Knick- 
gefahr n immt  also - sonst gleiche Verh~tltnisse vorausgesetzt  - allgemein von 
der pseudotangentialen Belastung fiber die semitangentiale bis zur quasi tan- 
gentialen zu. 

d) Im  Fall V ist das von A. G. GREENmLL ~11 berechnete Knickmoment  
(vgl. Abschni t t  1) bei axialer Belastung durch A. TR6SCH [7] best~tigt;  bei 
semi- oder quasitangentialer Belastung unterschfitzt  es die Knickgefahr.  

e) Die Greenhillschen Ergebnisse sind - vor allem im Fall V - nach verschie- 
denen Richtungen erweitert worden ([1], [2], [10] his [14]), n~imlich durch Ein- 
bezug einer Druckkraft ,  durch Verallgemeinerung auf St~ibe mit  zwei verschie- 
denen Biegesteifigkeiten und dutch Llbertragung auf die Schraubenfeder sowie 
auf das Problem der kritischen Drehzahlen. Auch diese Erweiterungen be- 
diirfen unter  der Annahme einer semi-, quasi- oder pseudotangentialen Ein- 
leitung des Torsionsmomentes  gewisser Korrekturen.  
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Summary 

S t a b i l i t y  p r o b l e m s  c o n c e r n i n g  t h i n  rods  a n d  s h a f t s  s u b j e c t e d  to  t o r s i o n  a n d  
t h r u s t  are  u sua l ly  t r e a t e d  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  d u r i n g  de f l ec t ion  t h e  mo-  
m e n t  vec to r s  of t h e  e x t e r n a l  couples  r e m a i n  pa ra l l e l  to  t h e  axis .  I n  c o n s e q u e n c e  
of t h i s  r a t h e r  q u e s t i o n a b l e  a s s u m p t i o n  t h e s e  p r o b l e m s  are  n o n c o n s e r v a t i v e ;  ill  
some v e r y  s imple  b u c k l i n g  cases t h e  c r i t i ca l  load  is f o u n d  to  be  zero, a n d  in  
n u m e r o u s  p r o b l e m s  of c r i t i ca l  speed  e v e r y  a n g u l a r  v e l o c i t y  r e su l t s  to  be  c r i t i ca l .  

I t  seems  more  a p p r o p r i a t e  to  a s s u m e  t h a t  t h e  vec to r s  of t h e  forces c o n t r i b -  
u t i n g  to  t h e  e x t e r n a l  m o m e n t s  r e t a i n  t h e i r  d i rec t ions .  T h e n ,  as a rule,  t h e  
m o m e n t  v e c t o r  is inc l ined ,  i t s  slope, howeve r ,  d i f f e r ing  f r o m  t h a t  of t h e  de f l ec t ion  
c u r v e  a n d  d e p e n d i n g  on  t h e  m a n n e r  in  w h i c h  t h e  forces a re  app l ied .  U n d e r  t h i s  
a s s u m p t i o n  t h e  p r o b l e m  is c o n s e r v a t i v e  a n d  y ie lds  n e w  (in some  cases e v e n  
a r b i t r a r i l y  high)  va lues  for  t h e  c r i t i ca l  load.  

As a f i r s t  a p p l i c a t i o n  t h e  b u c k l i n g  m o m e n t s  are  r e c a l c u l a t e d  for  a p r i s m a t i c  
rod  w i t h  two  e q u a l  f l exu ra l  r igidi t ies ,  s u b j e c t e d  to  t o r s i o n  u n d e r  va r i ous  e n d  
cond i t ions .  

(Eingegangen: 27.8. 1951.) 

Zur Theorie des Magnetronvcrstiirkcrs 
V on  FRITZ LODI, B a d e n  1) 

Einleitung 

Im folgenden wird dargelegt, wie nach den Gleichungen einer frtiheren 
Untersuchung des Verfassers tiber das Magnetron ~) die Theorie des Magnetron- 
verst~irkers in einfachster Weise folgt und ffir Synchronismus zwischen elektro- 
magnetischer Welle und Elektronenwelle dieselben Resultate wie die Arbeit 
von ]3ROSSART und DOHLER 3) ergibt. Darfiber hinaus fiihrt eine Diskussion 
dieser Gleichungen auf die M6glichkeit der Verst~irkung, wenn die Elektronen- 
welle langsamer als die elektromagnetische Welle l~tuft. Dieser Untersynchro- 
nismus ist physikalisch deshalb m6glich (iIn Gegensatz zur Travelling-Wave- 

a) Brown, Boveri & Cie., Baden. 
2) F. LODI, Helv. Phys. Acta 1(3, 59 (1943) [mit I bezeichnet]. 
a) j .  BROSSART und O. DO~LER, Ann. Radio61eetr. 8, 328 (1948). 


