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Knickung gerader Stibe unter Torsion
Von Hans Z1EGLER, ETH., Ziirich

1. Einleitung

Seitdem A.G.GREENHILL [1]1) die kritische Belastung der auf Druck und
Torsion beanspruchten Welle untersucht hat, wird bei Stabilititsproblemen
dhnlicher Art vorausgesetzt, dafl die Momentvektoren I, welche die belasten-
den Kriftepaare darstellen, bei der Deformation axial gerichtet bleiben. Wie
der Verfasser kiirzlich gezeigt hat [2], sind aber solche Kriftepaare nur aus-
nahmsweise konservativ [3]; beim Stab mit zwei Endmomenten (vgl. Tafel 1)

Tafel 1
Knickung durch ein axiales Moment
k Knickfaktor in der Greenhillschen Formel (1. 1}
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beispielsweise nur dann, wenn-er an beiden Enden (entweder fest oder aber
translatorisch verschieblich) eingespannt ist. Nach einer weiteren Untersuchung
des Verfassers [4]%) darf die kritische Belastung nur bei konservativen Pro-
blemen mit Hilfe des statischen oder energetischen Stabilitdtskriteriums ermit-
telt werden, wihrend im allgemeinen allein das kinetische Kriterium in Frage
kommt. Dieses macht die Untersuchung der Biegeschwingungen unter der
gegebenen Belastung nétig und fithrt auf Ergebnisse, die sich in vielen Fillen

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 118.
2) Vergleiche auch [5] und {6].
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nur schlecht mit der Erfahrung decken, und zwar nicht nur in den Knickféllen
von Tafel 1, sondern beispielsweise auch dann, wenn der Stab zusitzlich auf
Druck beansprucht oder nach der kritischen Drehzahl einer gedriickten und
tordierten Welle gefragt wird.

Von den fiinf einfachen, in Tafel 1 zusammengestellten Fillen von Knickung
unter einem axialen Moment sind Ia und ITa konservativ; das kritische Moment
darf also mit dem statischen Stabilitdtskriterium ermittelt werden. Es ist fiir
den Stab mit der Linge / und der vom Querschnitt und der Achse durch seinen
Schwerpunkt unabhingigen Biegesteifigkeit o bereits durch A.G. GREENHILL
[1] mit

‘ Wy=+kn % (1.1)

angegeben worden, und zwar ist ihm zufolge im Fall Ia % = 4 und im Fall ITa
k = 2 einzusetzen. Bei der Uberpriifung dieser Werte hat A.TroscH [7] fest-
gestellt, daB der Greenhillsche Riickschlufl von ITa auf Ia unzulissig und im
Falle Ia in Ubereinstimmung mit einem bereits von E.L. N1corA1 [8] gewon-
nenen Resultat 2 = 2,861 zu setzen ist. Im Gegensatz zu diesen beiden Fillen
sind aber die iibrigen nichtkonservativ. Mit Hilfe des kinetischen Kriteriums
hat der Verfasser [2] nachgewiesen, daB der Stab im Fall Illa unter jedem
Moment W =+ 0 labil ist, und dasselbe Ergebnis hat A.TrOscH {7] seither fiir
den Fall IVa erhalten. In beiden Fillen ist mithin in der Greenhillschen Formel
(1.1) 2= 0 zu setzen. Ferner ist der Wert %k = 2, den A.G.GREENHILL fiir
Fall Va mit dem statischen Kriterium gewonnen hat, fragwiirdig, da dieses
Kriterium ‘hier illegitim ist. Er ist aber durch eine Untersuchung von
A.TRrOscH [7] bestitigt worden.

Diese Ergebnisse — vor allem diejenigen w
in den Fillen IITa und IVa sowie die Re- 2
sultate analoger Untersuchungen {2], [7], % %
denen zufolge bei gewissen Lagerungen
unter einem axialen Moment jede Drehzahl \
einer Welle kritisch ist — haben, auch wenn ‘
mit einer Verbesserung der Stabilitits- l
verhiltnisse bei Beriicksichtigung der
Dampfung [7] und der endlichen Dicke - 7
des Stabes gerechnet werden darf, etwas
Unbefriedigendes an sich. Der Verfasser
hat daher zunichst versucht, das Problem
unter der Annahme neu zu bearbeiten, daf3
die Momentvektoren 93 der belastenden Kriftepaare bei der Deformation nicht
axial, sondern tangential zur elastischen Linie bleiben (wobei die Knickfille
IIIa bis Va in diejenigen von Figur 1 iibergehen, wihrend Ia und Ila sich nicht
dndern). Bei der Berechnung der virtuellen Arbeit, welche das tangentiale

Fig. 1
Belastung durch tangentiale Momente.
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Moment bei einer virtuellen Deformation des Stabes leistet, stellt sich indessen
heraus, daB I auch jetzt nicht konservativ ist, indem der entscheidende Rand-
term in [2], (7. 16), nicht verschwindet, sondern sein Vorzeichen wechselt.
Damit ist einerseits wieder mit Instabilitdten unter beliebig kleiner Belastung
zu rechnen; andererseits stellt sich aber die Frage, ob nicht mit der Annahme
eines halb axialen, halb tangentialen Momentes ein Fortschritt zu erzielen sei.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB das Problem konservativ wird
und auf plausiblere Resultate fithrt, wenn man auf Voraussetzungen tiber die
Richtung des Momentvektors ¥B verzichtet, statt dessen auf die ihn erzeugenden
Einzelkrifte zuriickgeht und fiir diese zweckmiBige Annahmen trfft!). Dabei
wird sich herausstellen, daB ganz von selbst ein Vektor 3 erhalten wird, der
halbwegs tangential zur elastischen Linie ist. Da aber hinsichtlich der Einzel-
krifte verschiedene Voraussetzungen moglich und praktisch realisierbar sind,
wird es notig, zwischen verschiedenen Arten von belastenden Momenten I8 zu
unterscheiden, die auch in ihren kritischen Werten erheblich voneinander ab-
weichen kénnen. Das Problem ist eben in Wirklichkeit viel differenzierter, als
bisher angenommen wurde; die Konzeption eines axialen Momentes stellt tat-
sdchlich nur eine von mehreren Arbeitshypothesen dar, und zwar eine ver-
hiltnismabig ungiinstige, da sie den praktisch vorliegenden Verhiltnissen nur
FuBerst selten entspricht. ‘

Im einzelnen wird es sich darum handeln, die vom praktischen Standpunkt
aus wichtigsten Belastungsarten herauszugreifen, den Nachweis zu erbringen,
daB die zugehérigen Momente I8 konservativ sind, und sodann in einzelnen
Fillen ihre kritischen Werte zu bestimmen. Dabei sind die grundsitzlichen Be-
trachtungen des nichsten Abschnitts noch ganz allgemein gefaBt, mithin auch
fiir kompliziertere Aufgaben dieser Art und insbesondere fiir Drehzahlprobleme
giiltig. Von Abschnitt 3 an wird im Interesse einer einfacheren Darstellung
vorausgesetzt, daBl der Stab nur an den Enden belastet und prismatisch sei
sowie nur eine einzige Biegesteifigkeit besitze, wihrend in den weiteren Ab-
schnitten, mit Ausnahme von 7, die Belastung auf Endmomente beschrinkt
und als Beispiele nur noch die Knickfille I bis V unter den neuen Annahmen
iber die Richtung von B behandelt werden.

2. Kraftangriff und Mowment

Bezieht man einen geraden Stab auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem
(%, v, 2), dessen Ursprung im unteren Endquerschnitt liegt und dessen z-Achse
mit der Stabachse zusammenfillt, so ist man in der Wahl der Krifte, die eine
Belastung des Schnittes 2, durch einen Momentvektor I8 darstellen, noch weit-

1} Wie mir Herr Prof. Dr. W.T. Korrer brieflich mitteilt, hat auch er diese Feststellung
gemacht. Er behandelt in einer Arbeit, die vor der Verdffentlichung steht, die Einleitung des
Torsionsmomentes durch ein Kreuzgelenk.
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gehend frei. Sitzt eine (etwa in zwei Punkten) ¢n éhrer Ebene beaufschlagte
Turbinenscheibe auf dem Stab, so hat man mit einem Kriftepaar zu tun, das
sich auch bei der Deformation des Stabes nicht dndert, also ausnahmsweise mit
einem axialen Moment. Im allgemeinen (zum Beispiel bei der schief beauf-
schlagten Turbine) wandern indessen die Angriffspunkte bei der Deformation.
Um den praktisch vorkommenden Fillen nach Méglichkeit gerecht zu werden,
lassen wir eine solche Wanderung zu, setzen aber die Krifte nach Betrag und
Richtung grundsétzlich als konstant voraus und beschrinken uns im iibrigen
auf die Anordnungen von Figur 2, ndmlich

Fig. 2

Belastung durch konstante Krifte. (d) Querarm mit Kriftepaar (pseudotangentiales Moment),
(c) Scheibe mit Kriftepaar (quasitangentiales Moment), (b) Scheibe mit gleichmiBiger Verteilung
von mehr als zwei Umfangskraften (semitangentiales Moment).

(d) auf das Kriftepaar §§, — 3, das an einem rechtwinklig und starr mit
dem Stab verbundenen Querbalken der Linge 2 a angreift,

(c) auf das Kriftepaar an einer zum Stab normalen und starr mit ihm ver-
bundenen Scheibe vom Radius a,

(b) auf die gleichmiBige Verteilung von mehr als zwei gleich groBen, am
Umfang einer solchen Scheibe wirkenden Azimutalkriften, die auch die kon-
tinuierliche Belastung durch eine pro Bogeneinheit konstante Umfangskraft
in sich schlieBt. ,

Den Kraftangriff kann man sich in allen drei Fillen durch Faden realisiert
denken; daneben kommt (d) im elektrischen oder magnetischen Kraftfeld,
(c) bei zweifach und (b) bei mehrfach sowie gleichmiBig beaufschlagten Tur-
binen in Fragel).

Solange die Belastung geniigend klein ist, bleibt die Stabachse gerade, und
der auf Torsion beanspruchte Stab erfihrt lediglich eine Verdrehung, die im
Schnitt z durch den — méglicherweise groBen — Winkel 7(z) gemessen werden
kann. Fall (d) unterscheidet sich von den beiden andern grundsitzlich dadurch,

1) Bei der Einleitung des Torsionsmomentes durch Kreuzgelenke nach W.T. KoITER liegt ein
mit (¢) verwandter Fall vor, der sich aber nur unter speziellen Randbedingungen mit (¢) deckt.
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daB bei dieser Verdrehung das belastende Moment vom Wert W, auf
W = Wy costy 2.1)

absinkt, wihrend fiir (c) und () W= W, gilt, und daraus folgt insbesondere,
daB im Fall (d) 7(z) < 7/2 ist.

Unter der kritischen Belastung kriimmt sich die Stabachse und geht in die
elastische Linie x(z), v(z) itber: zugleich dndert sich die Verdrehung z(z) um
&(z), und neben der Torsion tritt im einzelnen Schnitt eine Biegebeanspruchung
auf. Da fiir die Bestimmung der kritischen Belastung nur der Beginn des
Knickens interessiert, kann man die Verschiebungen x, y als klein gegen die
Stablidnge / betrachten, ihre Ableitungen %', ¥" nach z sowie den Drehwinkel &
als klein gegen 1 und die Biegemomente als klein gegen W. Sodann darf man
sich — von den Energiebetrachtungen des nichsten Abschnittes abgesehen,
welche die Mitnahme von zweiter Ordnung kleiner Glieder erfordern — auf die
Beriicksichtigung der Terme erster Ordnung beschrinken.

Die unter der kritischen Belastung auftretende Verformung des Stabes hat
fiir den Querschnitt z, in erster Niherung eine Translation um den Vektor
(%1, ¥, 0) sowie eine Drehung um den vektoriellen Winkel p;(—1v;, %7, &)
zur Folge. Orientiert man im Fall (d) das Koordinatensystem so, daB die
y-Achse die Richtung von P (die x-Achse mithin diejenige des Querarms am
unbelasteten Stab) hat, so resultiert fiir den Fahrstrahl a(a costy, a sinty, 0),
welcher den Schwerpunkt S des Schnittes mit dem Angriffspunkt 4 der Kraft
PB(0, P, 0) verbindet, aus dieser Bewegung eine Anderung

0y X a=a{—gsint, &Cc0sT, - % COST;— V;sSinT,)
und fiir das statische Moment a X P von P beziiglich S die Anderung
(0, X a) X B= P a(x;costy + y;sinty, 0, —esin 7).

Der Momentvektor des Paares, der unmittelbar vor dem Knicken die Kompo-
nenten (0, 0, W = 2 P a costy) hat, geht also unter der kritischen Belastung in

W=W(x +yitgry, 0, 1--gtgm) (2. 2)

itber. Er neigt sich gegen die Stabachse, ohne indessen tangential zur elasti-
schen Linie zu bleiben, und soll, um die Diskussion zu erleichtern, als pseudo-
tangential bezeichnet werden. Man hat damit

Satz 1. Der Momentvekior eines Kriftepaares, das aus zwei nach Betrag und
Richtung konstanten, an einem Querarm angresfenden Kriiften besteht, ist pseudo-
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tangential, das heifit, er besitzt im Koordinatensystem der Figur 2 (d) die Kom-
ponenten (2.2). ,

Fall (c) unterscheidet sich von (d) dadurch, da8 sich der Fahrstrahl des
Angriffspunktes von P wihrend der dem Knicken vorangehenden Torsion
nicht dndert, so daB a(a, 0, 0) ist. Gibt man der y-Achse auch hier die Richtung
von B, so hat man also (obschon 7, + 0 ist) in den soeben angeschriebenen
Beziehungen nur 7, = 0 zu setzen, um sie dem neuen Fall anzupassen. Man er-
hilt damit fir den Momentvektor des Paares, der urspriinglich die Kompo-
nenten (0, 0, W = 2 Pa) aufweist, statt (2. 2)

W= W(x, 0, 1). 2.3)

Er ist, auf die (x, z)-Ebene projiziert, tangential zur
Projektion der elastischen Linie, in seiner Projektion
auf die (y, z)-Ebene dagegen axial, und soll als
quasitangential bezeichnet werden. Man hat somit:

Satz 2. Der Momentvektor eines Kriftepaares, das
aus zwer nach Betrag und Richtung konstanten, an
etner Kreisscheibe angreifenden Kriiften besteht, ist
quasitangential, das heifit in seiner Projektion auf
die Normalebene zur einen Kraft B des Paares tan-

gential zur Projektion der elastischen Linie, in der Fig. 3
Projektion auf die durch P und die Stabachse auf-  Belastung durch gleichmisig
gespannte Ebene dagegen axial. verteilte Umfangskrifte.

Als Vorbereitung fiir den Fall (b) betrachten
wir nochmals die Kraft 9B, diesmal aber ohne eine Voraussetzung iiber die
Orientierung des Koordinatensystems zu treffen, so daB sie (Figur 3) unter
einem beliebigen Winkel § gegen die x-Achse geneigt ist. Der Fahrstrahl von
A und die Kraft  sind dann vor dem Knicken durch a(acosf, asing, 0)
bzw. B(— PsinB, PcosB, 0) gegeben; die Anderung von a ist

0 X a=a(—é¢sinf, ecosf, — xjcosf — y;sinp)
und die Anderung von a x P
(03X a) x P=Pa (v, cos? B+ y;cosBsinf, x;cosPsinf -+ y;sin2b, 0).
Geht man nun zur Verteilung von # Kriften P mit den Zwischenwinkeln
2 7t/n tiber, so erhilt man fiir den Vektor M, der urspriinglich die Komponenten

(0, 0, W = n P a) hat, die neuen Komponenten

W,=Pa(Ax+Cy), W,—Pa(Cxi+By), W,=nPa, (2.4)
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wobei die Abkiirzungen 4, B und C durch
< 27 1
A:};%mﬁﬂ+m—4y7ﬁ 7, p+ampﬁ+wk~1 ]}
o 2z 1
B:éqmﬁp+wh_n77] p—a)[ﬁ+@_1 ]}
= Zﬁmp+k_n FmV+w~n ]
1w . 47
= ~é-ésmkﬂ-i— (B—1) 7]
gegeben sind. Diesen Beziehungen entnimmt man ohne weiteres

A=1+cos2f, B=1—cos2p, C=sin2p, (n=2) (2.5)

mit Hilfe der (aus der Moivreschen Formel entspringenden) Identitdten?)

. By n—1
n sin—= cos(<p + zp)
2 cos[p + (B —1) p] = -,
k=1 sin %

(w +2m, 4m,...)

no sin%sin(qy-}— n:l 1/))
Ysinfp+ k-] =" T
xo1 sin 2.
2
ferner
A=B=-7, C=0. (n>2) (2.6)

Setzt man (2. 5) in (2. 4) ein, so erhdlt man die — hier nicht bendtigte —
Verallgemeinerung von (2. 3) fiir ein beliebig orientiertes Achsenkreuz. Durch
Einsetzen von (2. 6) dagegen gewinnt man — unabhingig von f§ —

I/I/ac:-;«nPax{, Wyz—;—nPuy;, W,=nPa,
mithin den Momentvektor

W = W(xh;%,>, 2.7)

1) Vergleiche etwa E. HAMMER, Lehy- und Handbuch der ebenen und sphirischen Trigonometrie,
3. Aufl. (Metzler, Stuttgart 1907), S. 216.
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der halbwegs tangential zur elastischen Linie ist und als semitangential bezeich-
net werden soll. Dieses Ergebnis, das sich iibrigens fiir # == 4 auch direkt durch
Uberlagerung zweier Fille nach Figur 2 (c) ableiten 14Bt, fithrt auf

Satz 3. Der Momentvektor, der einer gleichmifigen Verteilung von mehy als
zwei (und auch vow unendlich vielen) gleich grofen und konstanten Azimutalkvif-
ten an einer Kreisscheibe entspricht, ist semitangential, das heifst, er halbiert den
Winkel zwischen der Achse und der Tangente an die elastische Linie.

3. Virtuelle Arbeiten und Energren

Wir beschrinken uns nun auf den prismatischen Stab (Figur 4) mit einer
einzigen Biegesteifigkeit « und nehmen, um uns beziiglich der kinematischen
Randbedingungen die nétige Freiheit zu wahren, an,
daB er nur am oberen Ende z = /, und zwar durch ein
Moment W, (W,,, W,;,, W,;) gemidB Abschnitt 2 sowie
durch eine zur Achse normale Kraft ®(K,, K,, 0) be-
lastet sei. Fiithrt man mit v(v, =", v, =9",v,=1)
den tangentialen Einheitsvektor ein, so ist die elasti-
sche Linie durch die Kriimmungen v, v, ihrer Pro-
jektionen gegeben, die Torsion durch den spezifischen
Drehwinkel o -+ &', der sich aus dem konstanten, mit
der Torsionssteifigkeit y gemil

w
W = — 3.1
g 6.1
Fig. 4
zu berechnenden Anteil unmittelbar vor dem Aus- Belastung durch eine
knicken und dem mit der Ausbiegung auftretenden Dyname R, 2.

Zuwachs ¢’ zusammensetzt.
Die Deformationsenergie des Stabes ist in bekannter Weise durch

l
U= [0y ty o) s 5.2)
0

bestimmt, die Arbeit der inneren Kriifte bei einer virtuellen, durch die Varia-
tionen dx, dy, de definierten Verformung mithin durch

!
84, = — 8U = —/[oc (o] 80, + v/, 00)) + ¥ (o + &) 0] dz,
0
und dafiir erhdlt man, partiell integriert,

l
SA, = / [ (v] 00, + ! 6v,) +y &" 0] dz — [ (v), &0, + v/, 6v,) + y (w0 + &) Oel},
g (3.3)
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Da sich das obere Stabende um

l
= / v dz (3. 4)
0
verschiebt, ist ferner
I
V= — / (K, v, -+ K, v,) dz (3. 5)
0
das Potential der Kraft & und
I
S = — OV, = / (K, dv, + K, 0v,) dz (3. 6)
(1]

ihre virtuelle Arbeit. ,

Mit der virtuellen Arbeit des Momentes 2B, kann gleichzeitig diejenige des
Momentes Wy(W,o, Wyo, W) am unteren Stabende berechnet werden, die
unter Umstanden (zum Beispiel im Knickfall V, Tafel 2) von Null verschieden
sein kann. Denkt man sich zu diesem Zweck zunichst ein einzelnes Stabele-
ment dz mit festgehaltenem unterem Ende z deformiert, so gibt die Anderung
Ov’ dz des Tangentenvektors v + v’ dz am oberen Ende z + dz die virtuelle
Verbiegung an, wihrend die virtuelle Verdrehung durch de’ dz gegeben ist.
Bezeichnet man den vektoriellen Winkel, um den sich dabei das obere Ende
des Elementes dem unteren gegeniiber verdreht, mit du dz, wobei du die Kom-
ponenten (dx,, dx,, dx,) besitzt, so gilt

o' dz=odudz x (04 v dz) = 6u x vdz
und damit in erster Niherung

0 = 8x, , OV, =—0n

% y y x°

3.7)

Da ferner die virtuelle Drehung um die Tangente an die elastische Linie d¢’ dz
sein mul, ist
0e' dz=oudz(»+ v dz) =vdudz,
mithin
0g" = vy 05ty + v, B3y + O2,; (3. 8)

man hat daher nach (3. 7) und (3. 8)
Ox, = —06v , Ox, = v

’ ! ’
. ) v w» Ox,=v, 0v, —v dv, + ¢ .

Mit Riicksicht auf das Momentengleichgewicht fiir die z-Achse kann man

I/Vzl:— z():Wz (39)
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setzen und erhilt jetzt mit

!
84, = W, f (0 00, v, 00l 4 0¢') dz — (W, v, = W, 00, |5 40
: :

— (W vy — W du)q

die virtuelle Arbeit der Momente 9B3; und I8, wobei mit den Querstrichen im
letzten Term der Tatsache Rechnung getragen wird, daB (Figur 5) im pseudo-
und quasitangentialen Fall das am unteren Ende an-
greifende Kriftepaar dem oberen gegeniiber verdreht :>
sein kann. Diese Beziehung 148t sich mit Hilfe der

Identitat <
i

1 , N
6[2 Wz/(vxvy v, v, + 2¢&) dz
0
14
’ ’ ~—
=W, / (v, 0v, — v, 00, - O¢’) dz
0 -
1 7 Y
+ 2 V[/; (U:V é‘vx " 67}3;)5} X - y
X
noch umformen, und dabei darf der letzte Klammer- Fig. 5
ausdruck fiir die untere Grenze durch (vy dvz — v; dvy), Belastung durch
: . . gegeneinander verdrehte
ersetzt werden, da er bis auf den Faktor 1/2 die bei Kriftepaare.

der virtuellen Deformation von der GrundriBprojektion
des Vektors v, iiberstrichene Fliche darstellt und somit einer Drehung des
Koordinatensystems um die z-Achse gegeniiber invariant ist. Man hat also

(5AW=(3[%I/Ifzf(vxv;——vyv;%—Ze’)dz]

+ [(Wy O_% W, vy) v, — <Wx —% W, vx> 67}le (3. 11)
1

+ [(WT +5 W;%) dvy ~<Wz + % W;”z) 57’7]0’

und damit ist die virtuelle Arbeit von ¥, sowie B, wenigstens teilweise als
Variation eines Potentials dargestellt.
Sind die Momentvektoren 2B,;, W, axial, also

W,= W;IZWJzo: VV;():O’ VVz:W:
so reduzieren sich die beiden Randterme in (3. 11) auf

- % W (v, 0v, — v, 0v,)} ,
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und da sich dieser Ausdruck, solange dv, und dv, von Null verschieden sein
koénnen, nicht als Variation einer Funktion von wv,, v, schreiben 14Bt, ist das
Problem — wie bereits in [2] festgestellt — nur bei eingespannten Enden (Knick-
falle I und II) konservativ.

Sind W, und W, tangential, so ist

leszxl’ VVyl;:WDyl’ VVE(}:‘-W'U"

zZ0°

und da hiemit die Randterme in (3. 11) in

W (v, 60, — v, 80,)}

iibergehen, gilt hier dasselbe; insbesondere sind auch jetzt die Knickfille 111
bis V nichtkonservativ.
Sind 93, und W, semitangential, so ist nach (2. 7)

1 1 1
Wl=7W‘le, Wl=7W‘vyl) %0=——2—va0, W70=—

x ¥y
w=W,
und da hiemit die Randterme in (3. 11) samtlich verschwinden, sind die semi-

tangentialen Momente unabhingig von den kinematischen Randbedingungen
konservativ. Ihre potentielle Energie ist

!
V= —+ Wf(vx o, — v, v, + 2¢) dz, (3. 12b)
0

und ihre virtuelle Arbeit wird hieraus (unter Durchfiihrung einer partiellen
Integration) mit
!
Sdy = — Vi =W / (v, bv, — o, Su, + 8¢') dz + 5 W(o, dv, — v, 8v,),
¢ (3.131b)

gewonnen.
Sind M, und W, quasitangential, so ist nach (2. 3)

lezwvxl’ I/Vyl:O’ Wzoz—W'U;o, I/V—;()ZO, W;:W
Die Randglieder in (3. 11) reduzieren sich also auf
1
— 5 W v, 0v, + v, 0v,), — (v; 0v; + v dvg)l ,

und da man hiefiir auch
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schreiben kann, sind auch die quasitangentialen Momente konservativ. Ihre
potentielle Energie ist

l

1 ’ , , 1 ; :
Vw = —7 W/(vxvy— v, v, + 2¢&) dz + 5 W (0,9, — Vs Uz0) (3. 12¢)
0
und ihre virtuelle Arbeit
1
A, =W / (v, 0v, — v/, Bu, + &) dz — W (v, 8v,, — v 005) - (3. 13¢)
0

Sind schlieBlich M; und W, pseudotangential, so hat man nach (2. 2)
W,=W, +.9,, tgT,), W,=0, Woo=—W (v;0+ v50t87), Wyo=0,

W= Wl—etgr)=W(1 &g,

und wenn man, wie es die Beschrinkung auf Terme zweiter Ordnung erfordert,
hier W, = W setzt, erhilt man aus den Randgliedern in (3. 11)

1
— 5 W, 0v, + v, 0v,), — (v5 0v; + vz 0vg)y + 2 (v, 00, 18 T, — vy 0v54tg 7)) -
Da man hiefiir auch

1
-9 [7 W (v, Yy Vg0 V50 + vgltgtl — v‘;;o tgto)]

schreiben kann, sind auch die pseudotangentialen Momente konservativ. Ihre
potentielle Energie ist

!
Vi = —% Wz/(vxv;~vyv;+28’) dz
b

(3.124)
+ % W (0,0, — Vg0 V50 + 03,187, — 034 187T)
und ihre virtuelle Arbeit
1
04y = W;O/ (v, v, — v, dv, + O¢’) dz 6. 134)

— W v, (v, + 0v,, tgT) — V50 (00, + 0050 t87)] -

Durch Zusammenfassen sidmtlicher Ergebnisse erhdlt man endlich
Satz 4. Semi-, quasi- und pseudotangentiale Momente sind im Gegensaiz zu
den axialen und tangentialen stets konservativ. :
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Auf Grund dieses Satzes kénnen Stabilititsprobleme mit semi-, quasi- und
pseudotangentialen Momenten mit Hilfe des statischen Stabilitdtskriteriums
[4] gelost werden.

4. Differentialgicichungen und Randbedingungen

Die virtuelle Arbeit simtlicher inneren und AuBeren Krifte ist durch
04 = 84, + 0Ax + Ay gegeben und nimmt, wenn man (3.3), (3.6) und
(3. 13) addiert, die Form

! 4
04 =/(uvZ+Wv;+K,,) v, dz +/(avg—Wv;+Ky) dv, dz
' ' (+.1)
+/ys”6edz+R
0

an. Dabei ist mit R der Randterm bezeichnet, der im semitangentialen Fall mit

R——{(av, + 5 Wo,) v, + (w0}, =5 Wo,) &v,

. (4. 2Db)
+ 0y (0 +¢) — Wb,
im quasitangentialen mit
R=—[(av,+ Wuv)dv, +av,dv)],+ [(« v% + W vy) dvs, + v} S, } .20
+{ly (@ + &) — W) oek
und im pseudotangentialen mit
R=—[(@v,+ Wuv) dv, + (xv, + Wuo,tgr) dv, ],
+ [ vy + W v;) vs + (v, + W o tg7) dugl, (4. 29)

+H{r(o+ &) — Wloe}

einzusetzen ist.

Nach dem statischen Stabilititskriterium ist die kritische die kleinste Be-
lastung, unter der eine nichttriviale, das heiBt mit einer Verbiegung der Stab-
achse verbundene Gleichgewichtslage existiert. In dieser muB die virtuelle
Arbeit 04 fiir jede passende, das heit mit den kinematischen Randbedingun-
gen vertrigliche Verschiebung verschwinden. Hieraus folgt erstens, dafBl die
spezifische Verdrehung ¢’ konstant ist, und zwar hat sie im semi- und quasi-
tangentialen Fall zufolge (3. 1) und (4. 2) den Wert Null, wihrend sie im pseu-
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dotangentialen Fall von Null verschieden sein kann. Zweitens erhilt man fiir
die Verbiegung die Differentialgleichungen

wv, + Wv,+ K, =0, av,—-Wv,+K =0 (4.3)

und fiir diejenigen Enden, an denen v,, v, irei, der Stab also nicht eingespannt
ist, im semitangentialen Fall die Randbedingungen

’ 1 ' 1
ocvx—{—?va:O, ocvy—Tva:O, 4. 4b)
im quasitangentialen
v, +Wuv, =0, v,=0 {4. 4c)
beziehungsweise
wvio+ Wuoyo=0, v,,=0 (4. 5¢)
und im pseudotangentialen
vy, +Wu,=0, av,,+Wo, tgr,=0 (4. 44)
beziehungsweise
aviy+ Wo,g=0, avg,+ Wo,tgr,=0. (4. 5d)

Die Differentialgleichungen (4. 3) sowie die dynamischen Randbedingungen
(4. 4), (4. 5) lassen sich auch direkt dadurch erhalten, daB man unter Beriick-
sichtigung der Neigung der elastischen Linie die beiden Biegemomente bestimmt
und gleich « v, bzw. « v, setzt. Sie sind noch durch die kinematischen Rand-
bedingungen, nimlich die an eingespannten Enden giiltigen Beziehungen

1,=0, v,=0 (4. 6)
sowie die Forderungen
K,=0, K,=0 4.7
beziehungsweise
1 !
/vﬁdz=0, /vﬂdz=0 4. 8)
6 ‘ 0

zu ergénzen, je nachdem das obere Ende frei verschieblich oder seitlich geftihrt
ist.

Die weitere Behandlung erfolgt zweckmiBig komplex, und zwar dadurch,
daB man

v,t+ivy,=v, K,+iK,=K “4.9
setzt und die Abkiirzungen
—. (4. 10)
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einfiihrt. Die Differentialgleichungen (4. 3) lassen sich ndmlich auf diese Weise
mit

v —dwv' +¢c=0 (4. 11)

zusammenfassen, die Randbedingungen (4. 4) bis (4. 8) mit

v—giwv=0, (4. 12b)
v, +wv, =0, v,=0, (4. 12¢)
Vgt W5, =0, v,=0, (4.13¢)
v, +wov, =0, vyl—l—wv,tgtl:O, (4.124)
Vpo+ @ 0=0, v+ wu,tgT,=0, (4. 134)
=0, (4. 14)
c=20, (4. 15)

!
/v&:O. (4. 16)

0

In den nichsten Abschnitten sollen mit Hilfe dieser Beziehungen die kri-
tischen Momente in den Knickfillen I bis V (Tafel 2) ermittelt werden, jetzt
aber (im Gegensatz zu Tafel 1) unter der Annahme einer semi-, quasi- bzw.
pseudotangentialen Einleitung des Torsionsmomentes. Da an nichteingespann-
ten Enden je nach der Art des Kraftangriffs verschiedene Randbedingungen
zu verwenden sind, gilt ~ unter dem Vorbehalt seiner Bestdtigung in den Ab-
schnitten 5, 6 und 8 -

Satz 5. Ber Betrag des kritischen Momentes in einem bestimmien Knickfall
hingt im allgemeinen davon ab, ob es axial, tangential, semi-, quasi- oder pseudo-
tangential angenommen wird.

In den Knickfillen I und II, in denen beide Enden eingespannt sind, ist
freilich das Knickmoment bei tangentialer, semi- und quasitangentialer Be-
lastung dasselbe wie bei axialer, wihrend aber mit Riicksicht auf (2. 1) bei
pseudotangentialer Belastung auch hier ein neuer Wert zu erwarten ist.

- 5. Knickung durch ein semitangentiales Moment

Da das Stabilititsproblem nach Abschnitt 3 konservativ, das Knickmoment
mithin sicher von Null verschieden ist, darf man in (4. 11) w =+ 0 voraussetzen
und erhdlt dann mit

v=Aeivi—i=z1 B (5.1)
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die allgemeinste Losung, die noch drei unbekannte komplexe Konstanten 4,
B und C enthalt.

Im Knickfall 1110, der sich von I11a (Tafel 1) nur in der Neigung von I
unterscheidet, reduziert sich (5. 1) zufolge der am unteren Ende giiltigen Rand-
bedingung (4. 14) sowie (4. 15) auf

v=24 (efwr —1). (5.2)

Die fiir das obere Ende formulierte Randbedingung (4. 12b) fiihrt alsdann auf
die Eigenwertgleichung exp ({ w /) = — 1 mit den absolut kleinsten Wurzeln
W = i zfl, nach (4. 10) also auf das Knickmoment

W=+ (5. 3)

Im Knackfall IV b fuhrt die fiir das untere Ende formulierte Randbedingung
(4. 14) zusammen mit (4. 16) auf

twil __
w:A[ww+§«1_ﬁfEJ§z_q (5. 4)
und die Randbedingung (4. 12b) fiir das obere Ende mit

wl=W L =u (5. 5)
auf die Eigenwertgleichung
' u u 2
gz =zt

der man #/2 = --3,406 und damit das Knickmoment

m=iwu% (5. 6)
entnimmt.
Im Kwnickfall Vb liefert die Randbedingung (4. 16) zunichst
. 2 eiwl_ 1 2
v:A(WW—7~ﬁ7Erw)—B<Tz—1) (5.7)

und die fiir beide Enden formulierte Randbedingung (4. 12b) mit (5. 5)

Hieraus gewinnt man #/2 = 4 2,456 und hat somit

W= 4912 . (5. 8)
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Die hier unterdriickte Rechnung fiir die Knickfille I und IT bestitigt die
fiir ein axiales Moment erhaltenen Resultate. Sie sind mitsamt den neuen?) in
Tafel 2 zusammengestellt, und zwar ist £ = »/x der in die Greenhillsche Formel
(1. 1) einzusetzende Zahlenfaktor.

Tafel 2
Kwnickfaktor k bei axialer, semi-, quasi-- und pseudotangentialer Belastung
Hnichtille 7 V4 /. V4 7
Randped.
3/
() axiales 2867 2 0 0 2
Moment '
(6) semitang. 2667 2 7 2768 1564
Moment
tong. ‘ Ae0:1
(c)quasitany. 2667 2 a5 1576
Moment o5 1021
(d)pseudolong. . o o oo f=0: o
Moment

6. Knickung durch ein quasitangentiales Moment

Um das Knickmoment auch in den quasitangentialen Fillen zu ermitteln,
kann man an die Lésungen (5. 2), (5. 4) und (5. 7) ankniipfen, die aber jetzt —da
sich die noch nicht verwendeten Randbedingungen (4. 12¢), (4. 13¢) nicht kom-
plex schreiben lassen — unter Zerlegung der Konstanten gemid A =4, +14¢ 4,,
B = B, + i B, in ihre Real- und Imaginirteile aufgespalten werden miissen.

Im Kwickfall I1Ic fithrt (5. 2) mit der Randbedingung (4. 12¢) zusammen
auf die Eigenwertgleichung cos (w /) = 0 und damit auf das Knickmoment

. N A1
Wk:j"_‘?'T. (6.1)
1} Die genauere Berechnung simtlicher Zahlenwerte verdanke ich — wie auch die Kontrolle
der tibrigen Resultate - Herrn U. HOCHSTRASSER, dipl. Phys. ETH.
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Im Kwnickfall 1V ¢ hat man (5.4) analog zu behandeln und kommt mit
(5. 5) auf die Eigenwertgleichung

4
(%«—k2)cosu+2usinu—~u2—2:0.

Die absolut kleinsten; von Null verschiedenén Wurzeln: derselben sind
u = -+ 4,952, das Knickmoment mithin -

W = == 4,952 —. (6. 2)
Im Knickfall Ve enthilt die Eigenwertgleichung, die mit (4. 12¢) und

(4. 13c) aus (5. 7) gewonnen wird, den Winkel 8, um den (Figur 5) die beiden
belastenden Kriftepaare gegeneinander verdreht sind. Sie lautet mit (5. 5)

4
u3sinu cos?f + [(MT =2 uz) sinu + (u3 — 2 u) cosu + 2 u] cosfsinf
4
+ [(% ~2u2+2) cosu + 2 wsinu 4 M2—2] sin?2f = 0.

Im praktisch wichtigsten Sonderfall gegeneinander unverdrehter Kriftepaare
(B = 0) reduziert sie sich auf sin # = 0 und ergibt das Knickmoment

W=t . (6. 3)

Sind andererseits die Paare um einen rechten Winkel gegeneinander verdreht
(B = 7/2), so erhilt man

4 .
<--1—fr — 2%2—(~2) cosu +2usinu + u?—2=20
und hieraus mit % = -+ 3,207 das Knickmoment
W, = =4 3,207 . (6. 4)

Auch diese Ergebnisse sind — zusammen mit den bekannten in den Knick-
fillen T und II — in Tafel 2 eingetragen'). Im iibrigen liefert der Vergleich von
(6. 3) und (6. 4) noch den

Satz 6. Bei mehy als einem quasitangentialen Moment hingt die kritische Be-
lastung von der gegenseitigen Lage der Kviftepaare ab.

7. Bindungen und kritische Belastung

In der Theorie der Schwingungen wird gezeigt, daB die kleinste Eigenire-
quenz mit zunehmender Anzahl der Bindungen im allgemeinen anwéchst,

1) sie gelten, wie W.T. KoITEr festgestellt hat, in den Fallen I bis IV auch fiir Wellen, die
durch ein Kreuzgelenk auf Torsion beansprucht werden.

ZAMP 111/8
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keinesfalls aber abnimmt. Mit Riicksicht auf die Analogie, die zwischen Schwin-
gungsaufgaben einerseits und Stabilitidtsproblemen bei statischer Behandlung
andererseits besteht [4], [9], ist zu erwarten, daB ein dhnlicher Satz ganz all-
gemein auch fiir die kritische Belastung gilt. In der Tat zeigt Tafel 2, daB das
Knickmoment sowohl bei semitangentialer wie quasitangentialer Belastung
von Knickfall ITT @iber IT bis I, von III bis IV und von V bis IV anwichst, und
beim Vergleich der zugehérigen Eulerschen Knicklasten stellt man dasselbe
Verhalten fest.

Ein beliebiges konservatives System 4, das gewissen Bindungen unterliegt,
ist stabil, solange seine potentielle Energie positiv definit, ndmlich in einer tri-
vialen Gleichgewichtslage Null und in jeder anderen kinematisch méglichen -
das heiBt mit den Bindungen vertriglichen — Lage groBer als Null ist. Dieser
Satz liegt [4] dem energetischen Stabilitdtskriterium zugrunde. Unterscheidet
sich ein zweites System B nur darin von 4, daB es neben den Bindungen von 4
eine oder mehrere weitere starre, das hei3t keine Arbeit leistenden Bindungen
aufweist, so besitzt es die gleiche potentielle Energie wie 4. Solange diese fiir
A positiv definit ist, ist sie es auch fiir B, da jede kinematisch mégliche Lage
von B auch eine solche von 4 ist; die kritische Belastung von B kann also
nicht kleiner sein als diejenige von 4. Damit gilt aber allgemein

Satz 7. Die kritische Belastung eines konservativen Systems nimmt beim Hin-
2ufiigen von starven, das heifst keine Arbeit leistenden Bindungen im allgemeinen
zu, keinesfalls aber ab.

8. Knickung durch pseudotangentiale Momente

Bei der Knickung durch pseudotangentiale Momente treten einige neue
Gesichtspunkte auf. i

Erstens enthalten die hier erstmals zur Verwendung kommenden Randbe-
dingungen (4. 12d) und (4. 13d) die Drehwinkel 7, und 7, der Endquerschnitte.
Diese hingen von der Querschnittsforrn und von der Querzahl des Materials
" ab, so daB mit der Moglichkeit von Knickfillen zu rechnen ist, bei denen das
kritische Moment und insbesondere der Faktor % in der Greenhillschen Formel
(1. 1) Funktionen des Werkstoffes und der Querschnittsform sind.

Zweitens ist daran zu erinnern, daB die in der Differentialgleichung (4. 11)
und in verschiedenen Randbedingungen auftretende Konstante w = W/« mit
dem Moment W unmittelbar vor dem Ausknicken gebildet ist, das nach (2. 1)
und Figur 2 (4) gemif

W = Wycost, =2 P acosT,

aus dem Moment W, = 2 P a vor der Belastung bzw. aus der am Querarm an-
greifenden Kraft P hervorgeht.

Wir diirfen uns im folgenden aus Symmetriegriinden auf positive Momente
W und damit auch auf positive 7; beschrinken. Als dritte Besonderheit der
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pseudotangentialen Belastung ist dann zu erwihnen, dafl der Stab nur ein
beschrinktes-Moment aufnimmt. Da niamlich [wie aus Figur 2 (d) hervorgeht
und bereits in Abschnitt 2 vermerkt wurde] 7, << #/2 und fiir den Drehwinkel
am unteren Ende, sofern der Stab hier um die Achse drehbar gelagert und wie
oben quasitangential belastet ist, aus Gleichgewichtsgriinden 7, = — 7;, mithin
Ty > —m/2 gilt, bleibt der totale Drehwinkel des Stabes kleiner als s/2 (bei
festem unterem Ende) bzw. 7z (bei drehbarem unterem Ende), und damit bleibt
auch W beschriankt. Jede VergroBerung der Krifte P8, —p hat nur eine Ab-
nahme der Paarbreite zur Folge, wodurch eine Steigerung von W bis zum Be-
trag, der einem totalen Drehwinkel /2 bzw.  entspricht, verunméglicht wird.

Tst v, der totale Drehwinkel des Stabes und ¢ dessen Torsionssteifigkeit, so
gilt nach (5. 5)

w o

‘rlz—AZ:Mwlziu.
Y Ve V4

Fithrt man hier mit E, G, m, I, I,, k den Elastizititsmodul, den Schubmodul
und die Querzahl, das axiale sowie das polare Trigheitsmoment des Quer-
schnittes und schliefllich die fiir die Querschnittsform typische Konstante?)
ein, die fiir rotationssymmetrische Profile den Wert 1 hat und fiir alle anderen
groBer ist, so gilt

‘ GI, 1 mE

A A A

= 21
k

und damit
o=kt (8. 1)

o =k m;:i ) % (8. 2)
Da

ist, sind nach (8. 1) bzw. (8. 2) groBere Werte von #, nimlich solche, die der
Ungleichung

A" (8. 4)

T
> bzw. u < e T

“m+ 12

|

widersprechen, nicht realisierbar, und wenn die kleinste positive Wurzel der
Eigenwertgleichung der einen oder anderen Ungleichung (8. 4) nicht geniigt,
tritt iberhaupt kein Knicken ein; es ist also W = co. Somit gilt

1) Vergleiche C. B. Biezeno und R. GramMmeL, Technische Dynamik (Springer, Berlin 1939),
S. 549.
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Satz 8. Bei pseudotangentialer Belastung kann der Stab unabhingig von threr
Grofie knickfest sein. .

Dieser Satz bildet das Gegenstiick zu der in Abschnitt 1 besprochenen, von
W unabhingigen Labilitit unter einem axialen Moment.

Mit der Tatsache, dafl die Randbedingungen (4.12d) und (4. 13d) die
Winkel 7, bzw. 7, enthalten, hingt eine vierte Besonderheit des pseudotangen-
tialen Problems zusammen, nimlich die Notwendigkeit, die mit I bis 'V be-
zeichneten Knickfédlle weiter zu unterteilen. Die Fille I und II (vgl. Tafel 2)
lassen sich allgemein nur dadurch verwirklichen, dal
man sich mindestens einen der beiden Einspann-
korper,. beispielsweise den-oberen, um die Achse

Z% | . %E drehbar (und im Fall IT auch translatorisch ver-

schieblich) denkt. Damit erhilt die Axialkompo-

w

’ nente von I3 am betreffenden Ende den Charakter
| einer Last (im Gegensatz zu einer Reaktion), und
‘ die Randbedingungen wiirden besser durch ein
! langes Lager (Figur 6) dargestellt. In dieser Weise
‘kann man aber auch die Einspannung am unteren
Ende oder diejenige in den Knickfillen III und IV
modifiziert denken, und da sich dabei die bisher
verwendeten Randbedingungen nicht dndern, ist
diese Modifikation bei axialer, tangentialer, semi-
oder quasitangentialer Belastung bedeutungslos. Im
pseudotangentialen Fall dagegen kommt der von #
abhingige Winkel 7; in den Randbedingungen (4. 12d) [und 7, in (4. 13d)] vor.
Da er eine obere Schranke besitzt, muB in den Knickféllen I und II mit neuen
Ergebnissen gerechnet werden. Da ferner sein Zusammenhang mit #, je nach-
dem nur ein Ende drehbar ist oder beide, durch (8. 1) oder (8. 2) gegeben wird,
besteht die Moglichkeit verschiedener Knickmomente bei beiden Varianten ein
und desselben Knickfalles. Wir wollen diese Varianten dadurch unterscheiden,
daB wir die Belastung bei festem unterem Ende einseitig, bei-drehbarem da-
gegen beidseitig pseudotangential nennen. Im Knickfall V ist iibrigens aus prak-
tischen Griinden nur die beidseitig pseudotangentiale Belastung von Bedeutung.

Im Kwickfall I11d kann man an die Lésung (5. 2) ankniipfen und erhilt,
wenn man sie noch den Randbedingungen (4. 12d) anpaft, die Eigenwert-
gleichung

Fig. 6
Lagerung an
«eingespannten» Enden.

ctgu +tgt; = 0. (8. 5)

Nach (8. 1) und (8. 2) ist auf alle Fille 7, > #/2, so daB man unter Beriicksichti-
gung von (8. 3)

o-<%<rl<g (8. 6)
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hat. Dieser Einschrankung zufolge ist aber

1 tg? (u/2) u
Tiigy T8T T

1
sin

ctgu+‘tgrl>,ctgu+tg%= )
und da nach (8. 6) 1/sin# > 0 ist, die Eigenwertgleichung also im fraglichen
Intervall keine Losung besitzt, gilt sowohl bei ein- wie bei beidseitig pseudo-
tangentialer Belastung

W,=J-00. 8.7

Die Knickfiille Id, IId und IV d erledigen sich ohne Rechnung; auf Grund
von Satz 7 gilt (8. 7) auch fir sie, und zwar in beiden Unterfillen.

Im Knickfall Vd kniipft man an die Losung (5. 7) an, die noch den Rand-
bedingungen (4. 12d) sowie (4. 13d) zu unterwerfen ist. Beschrinkt man sich
dabei auf den Fall im unbelasteten Zustand paralleler Querarme, indem man
in Figur5 p =0 setzt und die Querstriche in (4. 13d) wegldBt, so kommt
man mit der Abklirzung

‘ tgt, =£t>0
auf die Eigenwertgleichung

(w+2t—=ut?)sinu—2¢(uw+t)cosu+ 2t2=0,
die man mit
gu) = 2 (1 — cosu) — usinu
auch in der Form
Cfu) =t gu) + 21 (u) + usinu =0

anschreiben kann. Da » und ¢ positiv' vorausgesetzt werden durften und die
Entwicklung g(u) = u%/12 ... gilt, ist f(«) fiir kleine % positiv. Da aber nach
(8.6) 0 < u < g ist und, wie man durch Ableiten feststellt, g'(#) und g" (%) in
diesem Intervall groBer als Null sind, gilt f(#) > 0im ganzen Intervall. Hieraus
folgt, dafi das Knickmoment auch in beiden Unterfillen von Vd durch (8. 7)
gegeben ist.

Auch diese Resultate, die alle unabhingig vom Werkstoff und von der
Querschnittsform sowie fiir ein- und beidseitig pseudotangentiale Belastung
gelten, sind in Tafel 2 eingetragen.

9. Schiufbemerkungen

Der Vergleich der in Tafel 2 zusammengestellten Resultate zeigt, daB die
Knickgefahr von der Art abhingt, wie das Torsionsmoment eingeleitet wird. Er
bestétigt damit Satz 5 und gibt im {ibrigen zu folgenden Bemerkungen Anlaf:

a) Durch pseudotangentiale Momente 148t sich ein Stab der hier betrach-
teten Art in den Fillen I bis V (im Fall V jedenfalls unter der Voraussetzung
B = 0) nicht knicken.
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b) In den Fillen I und II stimmt das semi- und das quasitangentiale
Knickmoment mit dem axialen {iberein; hier gilt also — vom pseudotangen-
tialen Fall abgesehen — die Greenhillsche Formel in der von E. L. NicoLaI [§]
fiir I und von A. G. GREENHILL [1] fiir IT angegebenen Form.

¢) In den Fillen III bis V, in denen sich das semi- und das quasitangentiale
Knickmoment unterscheiden, ist das erste gréfler als das zweite. Die Knick-
gefahr nimmt also — sonst gleiche Verhiltnisse vorausgesetzt — allgemein von
der pseudotangentialen Belastung iiber die semitangentiale bis zur quasitan-
gentialen zu.

d) Im Fall V ist das von A. G. GREENHILL [1] berechnete Knickmoment
(vgl. Abschnitt 1) bei axialer Belastung durch A. TrROscH [7] bestitigt; bei
semi- oder quasitangentialer Belastung unterschitzt es die Knickgefahr.

e) Die Greenhillschen Ergebnisse sind — vor allem im Fall V —nach verschie-
denen Richtungen erweitert worden (1], [2], [10] bis [14]), ndmlich durch Ein-
bezug einer Druckkraft, durch Verallgemeinerung auf Stibe mit zwei verschie-
denen Biegesteifigkeiten und durch Ubertragung auf die Schraubenfeder sowie
auf das Problem der kritischen Drehzahlen. Auch diese Erweiterungen be-
diirfen unter der Annahme einer semi-, quasi- oder pseudotangentialen Ein-
leitung des Torsionsmomentes gewisser Korrekturen.
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Summary

Stability problems concerning thin rods and shafts subjected to torsion and
thrust are usually treated under the assumption that during deflection the mo-
ment vectors of the external couples remain parallel to the axis. In consequence
of this rather questionable assumption these problems are nonconservative; in
some very simple buckling cases the critical load is found to be zero, and in
numerous problems of critical speed every angular velocity results to be critical.

It seems more appropriate to assume that the vectors of the forces contrib-
uting to the external moments retain their directions. Then, as a rule, the
moment vector is inclined, its slope, however, differing from that of the deflection
curve and depending on the manner in which the forces are applied. Under this
assumption the problem is conservative and yields new (in some cases even
arbitrarily high) values for the critical load.

As a first application the buckling moments are recalculated for a prismatic
rod with two equal flexural rigidities, subjected to torsion under various end
conditions.

(Eingegangen: 27. 8. 1951.)

Zur Theorie des Magnetronverstirkers

Von Frirz Ltp1, Badenl)

Einleitung

Im folgenden wird dargelegt, wie nach den Gleichungen einer fritheren
Untersuchung des Verfassers iiber das Magnetron?) die Theorie des Magnetron-
verstirkers in einfachster Weise folgt und fiir Synchronismus zwischen elektro-
magnetischer Welle und Elektronenwelle dieselben Resultate wie die Arbeit
von BrossarRT und DOHLER®) ergibt. Dariiber hinaus fithrt eine Diskussion
dieser Gleichungen auf die Moglichkeit der Verstirkung, wenn die Elektronen-
welle langsamer als die elektromagnetische Welle 1iuft. Dieser Untersynchro-
nismus ist physikalisch deshalb méglich (im Gegensatz zur Travelling-Wave-

1} Brown, Boveri & Cie., Baden.
2) F. Lup1, Helv. Phys. Acta 16, 59 (1943) [mit I bezeichnet].
3) J. Brossart und O. DSHLER, Ann. Radioélectr. 3, 328 (1948).



