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Bemerkungen  zur Theorie der geometr ischen 

Kons t ruk t ionen .  

Von Richard Obl~th in Budapest. 

Die elementargeometrisehen Konstruktionen warden in neuerer 
Zeit ans sehr verschiedenen Gesichtspunkten untersucht. Kein Forscher 
erreichte jedoch die Bedeutung der H il b e r t schen Unterscheidung. 
Dieser zeigte bekanntlich in seinen ! 
,Grundlagen der Geometrie"~ daI~ , ,  I 

zur Ausftthrung gewisser Aufgaben 
zweiten Grades schon das Lineal 
und der ~Streckentibertrager ~* ge- 
ntigen. Es sind jene Aufgaben~ die 
mit Hilfe seiner vier ersten Axiom- 
gruppen l(isbar sind. Der Zirkel 
wird erst dann unenfbehrlich~ wenn 
zu den bisherigen Axiomen auch 
das Archimedische Axiom dazuge- 
nommen wird. Dieser wichtige Satz 
erfuhr bald bemerkenswerte Erwei- 
terungen. 

Herr K t i r s c h A k  hat be- 
wiesen~ 1) dag der Streckentiber- 
trager immer durch ein fixes Eich- 
mag vertreten werden dars Nattir- 

! .-") p 
l / k - " \  . . . . .  

-4 1 ""-3 \ /k'x. 
w -~.. ~J- \ 

' \ /  -'~r 

lich bleibt die L~tnge des Eiehmages 
wahrend einer und derselben Konstruktion konstant und braucht 
wahrend der Zeichnung weder ausgedehnt noeh zusammengeschoben 
werden. Seine Lange ist tibrigens ganz unwesentlich~ aber nicht 
seine Beweglichkeit. Es mugte gefordert werden, dag das Eichmafi 
an jede beliebige Gerade an allen ihren Punkten angelegt werden 
kSnne. In der Praxis liege sich das notwendige Werkzeug am ein- 
fachsten so herstellen~ da~ man am Lineal mit zwei Strichen irgend 
eine Entfernung bezeichnet. 

Es ist aber eine altbekannte Tatsach% dab si~mtliche Konstruk- 
tionen zweiten Grades auch blog mit dem Lineal ausgeftihrt werden 
kSnnen~ wenn ein (der sog. S t e in e r sche) Kreis saint Mittelpunkt 

1) Math. Ann. 55, p. 597. 
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bereits vorgezeichnet ist. 2) Da unsere Konstruktionen die Stetigkeits- 
axiome nicht beansprtmhen~ so sollte man erwarten~ da~l in unserem 
Falle der S t e in  e r sche Kreis sich entbehren und durch eine ein- 
fachere Figur ersetzen li~l]t. 

Um so tiberrasehender war das Resultat des Herrn M. B a u e r .  
Er  hat n~mlich dep Beweis erbraeht~ 3) da~ der S t e i n e r sche Kreis 
sich aueh bei den Etalonkonstruktionen nicht auf ein Polygon redu- 
zieren last, SoWeit ieh die Literatur fibersehen-kann, ~) gibt es noah 
immer keinen rein geometrisehen Beweis ftir diesen merkwtirdigen 
Satz. Herrn B a u e r s  Beweis ist ein arithmetischer und stiitzt sich 
auf den Satz, dal~ j eder orthoide Bereieh~ ~) der in einem Rationalitats- 
bereich enthalten ist~ wieder einen Rationalit~ttsbereich biIdet.  

Zu gewissen Vereinfaehungen konnte man doch gelangen. Ich 
kann z .B.  beweisen~ dal~ a l l e  u n s e r e  K o n s t r u k t i o n e n  m i t  
d a m  L i n e a l  a l l e i n  a u s g e f t i h r t  w a r d e n  k S n n e n ~  w e n n  
in  d e r  E b e n e  i r g e n d w o  e in  b e l i e b i g  k l e i n e r  - -  a b e r  
e n d l i e h e r  - -  B e g a n  e i n e s  K r e i s e s  s a i n t  M i t t e l p u n k t  
v o r g e z e i e h n e t  s i n d .  

Es kommen folgende Fundamentalkonstruktionen in Betraeht: 
1. die Parallel% 2. die Senkrechte zu ziehen, 3. das Winkel- und 
4. das Streekentibertragen. 5) 

Die 3. Aufgabe kann durch 1. und 2. gel(ist warden. Zur 
linearen Ausftihrung yon 1. und 2. gentigen sehon der Mittelpunkt 
and ftinf Peripheriepunkte eines Kreises. Das Streckentibertragen 
ist identiseh mit der Winkelhalbierung. (Dies geht aus der Figur 
K t i r s e h g ~ k s  hervor.) Diese letzte Aufgabe lSsen wir mit dam 
Lineal~ wenn ein gegebener Kreisbogen vorliegt. 

Wir sehlagen etwa das folgende Verfahren ein: 
Das Zentrum des Kreises sei O~ der Zentriwinkel des Bo- 

gens a~ der zu halbierende Winkel % 
Ist 

q ~ ,  

so kopieren wir q9 aus 0 auf einen der Sehenkel yon a (naeh innen). 

Den erhaltenen Winkel halbiert man mit Halbierung einer Sehne. 

wird jetzt aus dam Seheitel yon q0 auf einen seiner Sehenkel kopiert. 

~) Herr  Detlev C a u e r  hat  vor kurzer  Zeit (November 1912) bewiesen, dal~ 
tier MitteIpunkt unentbehrl ich ist (Math. Ann.  73, p. 90). 

2) Mathematikai  ds Physikai  Lapok 12, p. 251. Mathematische und naturw. 
Bcrichte aus Ungarn 20, pag 43. 

a) Wenigstens findet sieh in dam Jahrb .  ti. d. Fortschri t te  d. Math. 1902--1908 
nichts verzeichnet. Herr  V a h l c n  macht  in seinem j i ingst  erschienenen Buche 
pag. 61 die Bemerkung:  ,Der  Streckeniibertrager ist keinem gezoiehnet vor- 
liegenden Daium ~iquivalent~ da ein solehes, aus Punkten  und Geraden bestehend, 
ledigllch deren Koordinaten, abet  keine sonstigen Irrafionalit~ten einftihren wiirde." 
Wir  glaub.e.n, dlese Bemerkung wiedcrlegt die im Text ausgesprochene Meinung nicht.  

4) U. diese Terminologie siehe man : J. K li n i g  : Einl. in die allgem. Theoria 
d. algebr. Griigen. Leipzig~ Teubner. 

~) H i l b e r t  a. a. O. (3. Auflage, p. 108). 
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Ist hingegen 

so kopieren wir in den Winkel V den Winkel a so oft hinein, bis 
der Rest % 

wire1. 
Damit haben wit den vorausgesehiekten Satz bewiesen. 1) 
Eine andere interessante Reduktion entwickelt Herr Vah 1 e n 

ip einem an M. B a u e r  gerich}eten Briefe. Er  bemerkt~ dag das 
Etalon doeh nieht auf jeder Geraden aufgetragen werden mug. Man 
denke an den bekannten Satz yon S t e i n e r ~  dab zum Zeiehnen 
paralleler Linien schon das Lineal gentigt, wenn in tier Zeichnungs- 
ebene ein Parallelogramm gegeben ist. Es gilt also. der Satz~ daft 
jede Konstruktion zweiten Grades~ deren LSsung das Stetigkeits- 
axiom nieht erheiseht, mit dem Lineal ausft~hrbar ist, im Falle 
eine Streeke aus e i n e m  Punkte in jede bdiebige Richtung auf- 
getragen werden kann. 

Dutch diesen Verzieht auf die freie Bewegliehkeit des Etalons 
- -  V a h t e n  nennt dieses Instrument den ,Einheitsdreher" erleiden 
die gewShnlieh gebrauehten Konstruktionen nut eine Parallelver- 
schiebung. Da das Hilfsparallelogramm ohne Schwierigkeit reeht- 
winklig gewahlt werden kann~ so ist es wahrseheinlieh, da$ dadureh 
die eine oder die andere Konstruktion einfacher wird, als es auf 
den ersten Bliek erscheinen warde. Es gibt mehrere Satze yon 
S t e in  e r~ die den Ausgangspunkt dieser Untersuehungen bilden 
kSnnten. 

Auf diese Reduktionen will ieh aber jetzt nieht eingehen. Wir 
behandeln vielmehr eine Aufgabe, die wir mi~ dem bewegliehen 
Eiehmal3 ausftihren werden. (Wobei abrigens das Eiehmag nur aus 
einem einzigen Punkte abgemessen wird.) 

Wir errichten auf eine Gerade in einem gegebenen Punkte 
das Lot. 

H i lb  e r t 15st in seinem sehon zitier~en Buehe sehr schi~n die 
Aufgabe, auf eine Gerade nur mit Hilfe des Lineals und des Eieh- 
mafies die Senkreehte zu f'~llen. Seine LSsuag hat aus unserem 
Gesichtspunkte den Mangel, dal3 sie das Lot night in einem in 
vorhinein bezeiehneten Punkte liefert. Seine Bestimmung erfordert 
also das Ziehen einer Parallelen. 

1) Herr  V a h l e  n beweist in seinem schon erwithnten Buche ,Kons t rukt ionen  
und Approximationen ~ Leipzig (Teubners S amml ung  yon Lehrbi iehern der 
ma themat i sehen  Wissenschaf ten  Bd. XXXIII),  pag. 49, dM] die projektiven quadra-  
t ischen Konstrnktionen mit  dem Lineal allein R;sbar sind, worm ein beliebig 
kleines, abet  endliches Stiick elnes Kegelschni t tes  gegeben ist. Der Mit telpunkt  
der Kurve  braaeh t  nieht bekannt zu sein. 

Das ist nicht  identiseh mit  unserem Ergebnis  das ich sehon vor Er-  
seheinen des V a h l e n s e h e n  Buches  hatte,  jedoeh ist es, wie mir  Her r  V a h l e n  
am 94. April 1911 schrieb, implizite in seinem enthalten. 

Da  sleh unser  Sate. a u f  metr isehe Konstrukt ionen bezieht, sind die Beweise 
vol lkommen versehieden. 
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Aueh die tibrigen Autoren~ die solehe Konstruktionen angaben~ 1) 
befassen sich nicht mit unserer Aufgabe. 

Wir stellen also das Lot an die gegebene Gerade a~ in ihrem 
im voraus bestimmten Punkte A. 

Die LSsung ist die folgende: 
Von A ausgehend mit3t man die Einhelt auf a ab~ der End- 

punkt heifie 0. Durch 0 ziehe man zwei beliebige Geraden~ auf 
die wir das Eichmal3 gleich nach beiden Riehtungen ttbertragen. 
Ihre Endpunkte sind mit /~I~B~ bezw. C1, C ~ bezeiehnet. A C~ 
schneidet B 1 B~ in B ;  A B~ schneidet C 1 6~ in C. Der Sehnitt- 
punkt yon B C mit B~ C 1 ist A 1. Dann ist A A I das gesuehte Lot. 

Unser Vorgehen kann sehr leicht veriflziert werden. A ist 
n~mlich der Mittelpunkt einer zirkularen Involution~ die mit den 
Strahlenpaaren A BI~ A B~; A C1~ A C 2 vollst~ndig bestimmt ist 
und in welcher unser Verfahren dem a entspreehenden Strahi A A I 
liefert. (A Q nnd A B 1 sind in der Figur nieht gezeiehnet.) 

Die mitgeteilte LSsung kann auch durch dmi P a s c al  schen 
Satz gerechtfertigt werden~ wenn man dran denkt~ dal~ die Tangente 
den BerUhrungsradius senkrecht schneldet. Nun ist aber A A, die 
Tangente des Kreises A B 1 6~ B 2 C, ; bei tier in der Figur gew~hlten 
Konstruktion ist .BCA~ die P a s c a l s c h e  Gerade. Das Sechseck 
ist A 6'~ 6~ B 1 B~ A. 

Elementarer gelang mir der Beweis nieht. 
Es sei nun gestattet~ die angegeberm Konstruktion kurz mit 

der H i 1 b e r t schen zu vergleiehen. 
Beide bent~tzen seehs Hilfslinien~ das Eiehmal~ wird bei t t  i 1 b e r t 

viermal angesetzt und abgetragen~ bei uns ftinfmal.9) Die Anzahl der 
Elementaroperationen betrggt bei uns 29~ bei H i 1 b e r t 26~ wir erhalten 
aber das Lot im gewt~nschten Punkte. Die Erreiehung dieses Ergebnisses 
erfordert bei Gebraueh des H i 1 b e r t sehen Verfahrens noeh das Zieh,en 
einer Parallelen. Diese Konstruktion erfordert bei Besehr~,nkung auf 
das Eiehma{~ weitere vier Linien~ Einfaehheitsgrad 19 bezw. 45. 

Unsere Konstruktion kann also in der Praxis jedenfalls reiner 
vollzogen werden. H i 1 b e r t s Verfahren hat den nieht zn unter- 
seh~tzenden Vorzug~ dal3 es mit einem so elementaren Satze be- 
grt~ndet werden kann~ dug es auch den Seht~lern hSherer Sehulen 
zug~tnglieh ist~ wghrend wir an einige Grundbegriff% bezw, leiehte 
Sgtze der projektivisehen Geometrie angewiesen waren. 

1) Ich kenne die folgenden Arbeiten: F e l d b l u m :  U. elementargeometr .  
Konstr.  G~ttinger Inaugaraldisser ta t ion.  W a r s c h a u  1899. A d 1 e r : Theorie d. geom. 
Konstrukt ionen.  Leipzig, Sammlung  Schubert  Bd. 52. W al  l e n b  e r  g : Sitzungs- 
berichte d. Berliner Math. Ges. 4, pug 21. 

"*) Uber  die Geometrographie der E ichmagkons t ruk t ionen  ist mir  nichts  
bekannt,  Bei der Zithlung im Text  w a r d e n -  in m~glichster Anlehnung  an 
L e m o i n e  - -  das Ansetzen des Lineals  odor des Eichmal3es~ das Ziehen einer 

�9 Geraden und das Abmessen des ]~talons als gleichberechtigte Einheiten gez~,hlt. 
I ch  fflaube jedoch, daft da das Eichmafi in der Praxis  wohl immer  dureh zwei 
am Lineal  angebrachte  Striche dargestell t  wird, so kSnnte viellelcht das Anlegen 
des Lineals  und  des Eichmages  in gewissen F~llen als eine elnzige Grundoperation 
angesehen  werden. 


