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lJber eine spezielle Klasse reeller periodischer 
Funktionen. 

Von Celes tyn  Burs t in  in Wien. 

Nachdem ieh in einem ersten einleitenden Kapitel elne Reihe 
yon Satzen~ die sich auf  das Verhaltnis zwischen den im Lebesgue- 
schen Sinne me~baren Funkt ionen  und den Funkt ionen der ersten 
Klasse der Baireschen E-Menge beziehen und die ich zum Teit in 
einer frtiheren Arbeit  bewiesen~ 1) aufgestellt habe, verwende ich 
dieselben zur Untersuehung einer spezie]len Klasse reell periodischer 
Funktionen~ die folgende Eigenschaften haben. Die Wer te  der Pe- 
rioden~ mit denen diese Funkt ionen  periodisch sind, liegen in dem 
Definitionsintervall dieser Funkt ionen  tiberall dicht und ich habe 
mir daher  erlaubt~ solche Funkt ionen  tiberall dicht periodisch zu 
nennen. Ich  wende die aus dieser Untersuchung hervorgerufenen 
Satze auf  einige besondere Funktion.en dieser Klasse an~ die sich 
aus der Darstellung reeller Irrat ionalzahlen in bestimmten Zahlen- 
sysmmen und aus ihren Ket tenbruehentwicklungen ergeben und 
gelange so zu allgemeinen Resultaten, in denen bereits aufgestellte 
Theoreme won B e t e l  ~) und B e r n  s t e i n  ~) zum Tell als spezielle 
Falle enthalten sin& 

w  

E r s t e r S a t z : Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir~ da~ eine endliche Funkt ion  f ( x  I x 2 . . . x )  m e ' b a r  im Sinne L 
ist~ besteht in der Existenz einer zweiten Funkt ion ~? @1 x2. �9 . x )  won 
der ersten Klasse, welche wesentlich der Funkt ion  f ( x l x 2 . . . x )  

g|eieh ist. 4) 
Diesen Satz habe ich in meiner Arbei t  ~) ftir Funktionen yon 

einer Variablen mit Hilfe des Tangentensatzes yon L e b e s g u e 
bewiesen. In  dieser Arbeit  beweise ich den Satz mit ganz elemen- 
taren Hilfsmitteln fUr Funkt ionen  yon zwei Var iablen:  der Beweis 
fiir n Variablen ist ganz analog. 

1) Eigenschaften megbarer und nichtme]barer Mengen. Sitzungsberiehte der 
Kais. Akad. d. Wissenseh. in Wien, math.-naturw. Klasse. Bd. CXXIII, Abt. 2 a. 
Juli 1914 (Seite 1525 51). 

~) Rendieonti del circolo mat. di Palermo. Bd. 27, Seite 258--260. 
3~ Math. Annalen. Bd. 71. Seite 417 439. 
4) F. Y[ausdorf, Grundziige der Mengenlehre, 1914. S. 447. 
~) Eigenschaften mel~barer und niehtmeLlbarer Mengen. 



230 Celestyn Burstin." 

a) Die Bedingung ist hinreichend; denn istf(x~ x2)o.~ ~ (x 1 x2) , 1) 
so ist f(x~ x2) = ~ (x~ x~) -~- ~ (x 1 x~), wo ~ (x~ x~) tiberall, hSchstens 
mit Ausnahme einer ~qullmeng% Null ist. Es ist also f (xz  x~) als 
Summe yon zwei mel]baren Funktionen selbst mel3bar. 

~) Die Bedinffung ist notwendig. Wir beweisen es zuerst ftir 
Funktionen~ die nur zwei Werte 0 und 1 annehmen. Es sei /]I o 
die Menge der Punkte, wo f(x~ x~)2) gleich 0 ist~ und M~ die 
Menge der Punkt% wo f ( x  1 x~) gleieh 1 ist. 

Es sei [(_7go) = k~ also I(3/1)  = 1 k. Wir bilden jetzt eine 
unendliche Folge yon Quadratenmengen~ die wir mit Y ~ y(2)... Z(~o... 
bezeichnen. Die Quadratenmenge E (~) enthi~lt eine abzahlbare Menge 
yon Quadraten a '~) ~(~) ~(") ~(~) -~ , -~ ~ -~ . . . .  (,~)...yon folgenden Eigensehaften~ 

1. Y ('~ ist ganz in Z('~-:) enthalten~ 2. Z (') enthalt alle Punkte der 

Menge ~Io~ 3. ~ ~(')=k-~-s,~m 4. l i r a % = 0 .  Die MSglichkeit 

der Bildung e.iner solchen Folge Y(~)E(~)...~('~)... folgt unmittelbax 
aus der Definition des Lebesgueschen Inhalts. 

Man sieht unmittelbar, dag T(D {Z(~) ~(~ . . .  Z(~)... }) = I (M0)  und 
D (E (~) Z ( : ) . . . Z ( ' ) . . . ) ~  M o ist. Wir definieren jetzt eine Funktion 
f~ (x~ x~) folgendermal~en : 

J ,  (x~ x2) = 0 ftir die Punkte der Menge D (Z(,o/~) 

f,(x~x~) 1 far die Punkte der Menge C{D(E'~,~)} 

die Funktionenfolge f ~ f ~ . . . f . . ,  ist konvergent~ wie man leieht 
einsehen kann~ es sei also lim f~(x~x2)=d)(x~x~) und aus 

D (Z(~) ~(~)... Z(~)... ) ~,~ M 0 fo]gt, dug d) (x~x,~) ~f(x~x2) ist. Die Funk- 
tion fi~ (x~ x2) ist hSchstens yon der zweiten Klasse ~)~ also die Funktion 
d) (x~ x~) also Grenzfunktion yon f~ f ~ . . . f i  . . . .  hSchstens yon der 
dritten Klasse. Naeh einem Satz yon F r e c h e t  ~) ist aber jede 
Funktion der Baireschen Menge einer Funktion erster Klasse wesent- 
lieh gleich ; es ist also d) (x~ x~) rx~ ~ (x~ x~)~ wo ~ (x~ x~) yon der ersten 
Klasse ist. Darans folgt also, dal~ ~(x I x~)~,~ f(xx x2) ist. 

~ immt die Funktion f ( x  I x2) die Werte a und b an~ so nimlnt 

die Funkt ion  f(x~ x~) a die Werte 0 und 1 an; es gibt also eine 
b - - a  

I) D. h. f (xl  x2) ist hSchstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich �9 (xl x2). 
~) ?'(xl x2) sol[ im Quadrate E (0 _< xl ~<, 0 < x~ < 1) definiert sein. 
8) Bezeiehnen wir mit ~('~)r~ ~n  ~1x2) elne Funktion, welche fiir die Punkte 

der Quadrate "(1),~(n) "(.2),~'(~?) . . . .  ~0~)(m) gleieh Null ist und sonst i~berall Eins. Die Funk- 

tion f~)(xlx2) ist also hSchsteffs yon der ersten Klasse, da sie punktweise un- 

stetig ist. Andrerseits ist l imf~  ~n) (xa x2) = f n  (xl xz), also fn  (xl x2) 55chstens y o n  
der zweiten Klasse. m = ~  

4) Rendiconti del cireolo matematico. Bd. 22~ Seite 14. 
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Funktion ~(x 1 x~) yon der ersten Kiasse yon der Eigenschaft, da~ 
/(x, x~) - -  a 

"~ r (xix2) ist; es ist also 
b - - a  

f (x ,  x~) ~ a 4- (b - -a )  ~ (xl x~) ~ ~ (xl x~), 

wo ~0(x I x~) yon der ersten Klasse ist. 
Nimmt die Funktlon f ( x  1 xe) n Werto an, z. B. a i a 2 . . .a~ so 

bilden wir die Funktionen F i (x 1 x~), F2 (x 1 x~) . . .  F ( x  1 x~), wo 

Ft(xl x~)=f(x~ x~) ist, w~nn f (x ,  x~)~-at 
ist~ sonst ilberall Null ist  Es ist also/(x~ x2) : F I  (x I x~) 4 - F :  (x~ x~) 4-  
. . . 4 - F ( x  1 x2)~ jede dieser Funktlonen ist mefibar und nimmt nur 
zwei Werte an. Es gibt also n Funktionen 91 (xl x2)~ % (x 1 x2) . . .  
~% (x i x2) yon der ersten Klasse yon der Eigenschaft~ dag Fk(x  i x2) oo 
c~ 9t(xt x~) (k ~ 1, 2 ; . . n )  ist. Es ist also f(x~ x~) ~-  Fx (x~ x~) 4-  

~ (xl xg.) oder f ( x  1 x2) --.. ~ (x~ x~) ; daaber  .? (x 1 x~) als eine end- 
liche Samme yon Funktlonen yon der ersten Klass% selbst yon 
der ersten Klasse ist, so ist also f ( x  1 x~) wesentlich gleich einer 
Funktion yon der ersten Klasse. 

U m  den Satz fiir den allgemeinen Fall zu beweisen, mtissen 
wir zuerst einen Hilfssatz beweisen: 

1. H i l f s s a t z :  Ist f i r ' s - . . f~ , . . ,  irgend eine Folge yon Funk- 
tionen der Baireschen Klasse, so ist dann auch die Funktion F (x~ x~) 

lira supf~ (x 1 x~) eine Funktion der Baireschen Klasse. 

In der Tat ist a l a ~ . . . a . . ,  irgend eine Folge yon Zahlen 
und lira sup a,~ ~--- a~ so ist danu a -~- lira lim M t ~, (afar+ 1 . . . a)~ wo 

~'~ ~ OO k ~ O O  n : o o  ~ k ~ n  

Mk. n (at at+~. �9 �9 a )  die grNhe Zahl zwischen den Z-ahlen a t a t+~. . ,  a n 
k < n  

bedeutet. Bezeichnet man analog mit 2/i~ ~(f~ (xl x~), f~+:(x~ x ~ . . .  
t < n  

f~ (x~ x~)) den grtil3ten Wert unter den Wert-en f t  (x~ x~),f~+~ (x, x~),... 
f,,(x~x~)~ so ist~ w ie  man leicht einsehen kann, die Funktion 
Mr, ~ (f~ (x, x,~), f~§ (x i x~), .f,~ (xa x~)) eine Fanktion der Baireschen 
k ~ n  

K?assr da a~ r  F(Xl ~ )  = lim lim it,,~(f,(x~ ~), L+l(X~ ~) , . .  

f~(xix~) ) ist, so ist F(x~ x~) als Doppelgrenze yon Funktionen der 
Baireschen Klasse selbst eine Funktion der Baireschen Klasse. Das- 
selbe gilt ftir llm inf f~(x i x~) = 9 (xi x~). 

n ~ c - o  

Nachdem wir den Hilfssatz bewiesen haben~ gehen wir zum 
Beweis des allgemeinen Falles tiber. 

Es sei f(x~ x~) eine mNtbaro~ geschr~tnkte Funktion. Es gibt 
also zwei Zahlen l und L yon der Eigenschaft~ daft l ~ f ( x  i x~) ~ L 
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ist, Wir ktinnen dann zu jedem noeh so kleinen a eine Funktion 
f,~(x 1 x~) wihlen, welehe nur eine endliehe Anzahl yon Werten 
annimmt und die Eigensehaft besitzt, dal~ If(x1 x~) --f~, (x, x,) f < a 
ist. 1) Die Funktionenfolge f t f ,  z .  " f , i " "  konvergiert also gleieh- 
m~tgig gegen die Funktion )r 1 x2). Naeh dem vorhergehenden ist 
f,~(z 1 z~) c,o %,(x i z~), wo :p,~(z i ~2) eine Funktion yon der ersten 
Klasse ist. Die Funktionenfolge % ~ . .  % . . .  konvergiert also 
tiberall hSchstens mit Ausnahme einer Nullmenge gegen die Funk- 
tion f ( x  1 x~). Bezeichnen wir mit �9 (x 1 x2) den lim sup %, (X 1 X2), 

so ist dl)(xj x~) eine Funktion der Bairesehen Klasse und es ist 
f ( x  i x~) ~ O(x  1 x~), da ftir die Punkte, wo lim q0 (x i x,) existiert : 

lira q) @1 x2) ~ lim sup q0 (x i x~) ist. Die Funktion (I) @1 x~) ist als 

sine Funktion der Baireschen Klasse wesentlich gleich einer Funktion 
9 (xi x~) yon cler ersten Klasse. Es ist also f (x l  x~) c,o qo (x 1 x2) , 
w. z. b. w. 

Ist f.(x~ x~) mel~bar Und nicht geschr.Inkt (aber endlich), so 
ftthrt man dieselbe Transformation ein~ die ieh in meiner Arbeit 
eingeftihrt hab% ~) wodurch das Problem auf zwei geschr~nkte 
Funktionen zurtickgeftihrt wird. Dadurch ist der Satz vollstandig 
bewiesen. 

2. S a t z :  Ist M irgend eine mel~bare Menge, wetche im Be- 
reiehe 0 ~ x  i ~ l ,  0 ~ x , ~ l . . . 0 ~ x  ~ 1  definiertist, so gibt 
es in einem n dimensionalen Parallel0top 3) sin n dimensionales 
Parallelotop yon der Seitenl~nge ~, wo I ( 3 1 ) ~ - 6  '~ oder 0 ist. 

Der Beweis dieses Satzes wird geftihrt~ indem man die Funk- 
tion f ( x  1 x ~ . . . x )  einftihrt) so dal~ 

f (x~ x ~ . . . . x ) =  1 ftir die Punkte der Menge 21/[ 
f(x~ x s . . . x ~ ) ~ 0  ftir die Punkte der Menge C ( M ) ~ - X  ist. 

Nach dem 1. Satze gibt es eine Funktion q0 (x 1 x ~ . . . x )  yon 
der ersten Klasse, welehe der Funktion / ( x  i x 2 . . . x )  wesentlich 
gleieh ist. Es sei: 

q0 @1 xs . . .x ) - - -~  1 ftir die Punkte der Menge M l 
~0(x 1 x s . . . x )  ~--- 0 ftir die Pankte der Menge Ni~ 

so mug I(31") = I(2111) _~_ I { D  (M, M~)} und 1-(N) = Jl (ff~l) : 

=/-{D(N~N~)} sein. Bezeiehnet man D ( M ~ M 1 )  mit M~ und 

x) L eb e s g u e, Lemons sar  l ' intdgration. Seite 101. 
s) Eigenschaften mefibarer und  n ich tmegbarer  Mengen.  Seite 1527. 
a) d. h. n dimensionaler Bereich yon der Eigenschaft~ dag [xk - xk I <= 8 

ist, wo k ~ 1~ 2 . . .  n ist. Ich  benenne nachher  immer  ein n dimensionales Paral-  
lelotop n dlmensionales Ia terval l  g. 
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D(_N',5~) mit N: ,  so gibt es kein n-dimensionales Intervall, wo 
M~ und N~ tiberall dicht waren, da sonst cp @1 x ~ . . . x )  in diesem 
n-dimensionalen Intervall total unstetig ware. Daraus folgt also der 
2. Satz. 

3. S a t z :  Ist I (M)  in jedem noeh so kleinem n-dimensionalen 
Intervall yon Null versehieden, so mug ein n-dimensionales Inter- 
vall ~ yon der Seitenlange ~ existieren, wo I ( M ) =  ~ ist. 

Nach dem 2. Satze mug ein n-dimensionales Intervall yon tier 
Seitenlange ~ existieren, wo I ( M ) ~  ~'~ oder 0 ist; da aber in jedem 
noeh so kleinen Intervall I ( M )  yon Null verschieden ist, so mug in 
dem n-dimensionaIenIntervall yon der Seitenlange ~, I ( M ) =  ~'~ sein. 

Die Beweise der Satze 2 und 3 sind fur den Fall n = 1 in 
der Arbeit 1) auf dieselbe Weise gefi~hrt worden. 

4. S a t z :  Es seien gegeben zwei Mengen M und _h.~ wo 
N = C ( 3 I )  ist. Ist in jedem noch so kleinen n-dimensionalen 
Intervall I ~ ( M ) >  0. so gibt es ein n-dimensionales Interval1 yon 
der Seitenl~inge ~, wo I ~ ( M ) =  I , ( N ) =  ~* ist. In dem Interval1 
ist M und 5T nicht megbar im Sinne L. 

Der Beweis wird geftihrt anf dieselbe Weis% wie der Beweis 
des 2. Satzes in w 2 in meiner Arbeit. ,z) 

Sind zwei Mengen /~ und Q, welche nieht elementenfremd 
sein brauchen, gegeben, nnd ist in jedem noeh so kleinen Intervall 
I~(P) > 0 und I ~ ( Q ) > 0 ~  so gibt es ein Intervall ~, wo I ~ ( P ) =  

I~(Q) = 8 n ist; speziell sind die Mengen megbar (z. B. Komple- 
mentarmengen nirgends dichter perfekter Mengen), so gibt es ein 
IntervaU 8, wo  I (P)  = I(Q) = 8" ist. Dasselbe gilt far jede end- 
liehe Anzahl yon Mengen P1 P~---/~,~, es  gibt also ein Intervall 8, 
wo I~ (/)1) = I~ ( P ~ ) =  . . . .  L (P,~) ~--- ~ ist, speziell, wenn P~P2 
P~ megbar sind, ist I(P~) = I(P2) . . . . . .  [(P,~) : C. Man sieht 
aber unmittelbar i dal3 tier Satz fur abzahlbar viele Mengen P~ P~. . .  P ,  .... 
nieht gelten mug. Um das zu zeigen, konstruiere ich folgendes Beisplel : 
Es seien die Mengen P1 P2 - . -P ,  . . . .  alle megbar linear und im 
Intervall yon der L~nge 1 enthalten. Es sei C (P,~) die Komple- 
mentarmenge der 5Ienge P,, in bezug auf das Intervall 0 -  1 und 
es sei die Menge C (-P) nirgends dieht perfekt yore Inhalt 1 - -  am, 
wo lira %~ = 0 ist. 3) Far  jede Menge / )  gilt also die Beziehung 

I ( P )  > 0 in jedem noeh so kleinen Interval1 und doeh gibt es 
nicht ein Intervall ~, wo I ( P 1 ) =  I (P2)= . . . I ( JPm)  . . . . .  ~ ist, 
da wie klein aueh die GrSge ~ sein mag, es immer mSglich ist, 
einen Index ~ zn finden yon tier Eigensehaft~ dug e~ < ~ ist; es 

1) Eiffenschaften mefibarer und nichtmegbarer  Mengen. Seite 1593. 
2) Dieselbe Arbeit. Seite 1533. 
~) Die Menge C(C(P1)-[-- C(P2)-~-...C(P.~) -}-...) ist yon der zweiten 

Kategorie und vom Inhal t  Null. 



234 Celestyn Burstin. 

hat also die Menge P,, den Inhalt e,~, also einen kleineren Inhalt 
als ~, F a r  nlehtmettbare Mengen gilt aueh disselbe Bsmerkung 
(urn das zu zeigen~ mul3 man Pm niehtmeltbar voraussetzen). 

w  

W i t  wollen jetzt  d i e  Resultate des w 1 auf tiberall diehtperio- 
disehe Funktionen anwenden. Unter einer uberall diehtperiodischen 
Funktion f (x )  verstehe ich folgendss. Es sei a 1 a s . . . a  . . . . .  irgend 
eine abzahlbare t~berall diehte Menge anf dsr Strscke ( 0 -  1)7 dann 
Soll immer dis Relation gelten: 1) 

f ( x - ~ - a ; )  = f ( x ) ,  wo i =  1 , 2 . . . n . . .  

ist. Es gibt sshr einfaehe t~berall dichtperiodische Funktionen~ z.B. 
f(x)  = 1 fur die rationals Punkts  und f ( x ) =  0 fur die irrationale 
Punkto. Dieso Funktion hat ttberall dichte Perioden~ und zwar sind 
alia rationalen Zahlen Psrioclen. Wir  wollen uns hier nur mit mei3- 
baren tiberall dishtperiodischen Funktione~i besch~ftigen. ~) 

1. S a t z :  Jade stetige uberall dichtpsriodische Funktion ist 
konstant. 

Denn es i s t / ( o  @ a ~ ) = / ( a , ) = f ( o ) =  A und da die Menge 
ala~ . . .an . . ,  uberall dicht liegt~ so existiert ftir jeden Punkt  x 
eine Polge ak~ a~=.., ak . . . .  ~ welehe in der Menge a, a ~ . . .  a . . . . .  ent- 
halten ist , yon der Eigensehaft, dal~ lim at-. = x ist. Wegsn der 

Ststigkeit ist also limf(a~.)-----f(lim ak.), also f (x)=f(o)~---A.  

2. S a t z : Jede unstetige ~berall diehtperiodisehe Funktion ist 
total unstetig. 

In tier Tat ist f (x )  irgsnd eine unstetige tiberall diehtpsrio- 
disehe FUnktion~ so nimmt sie mindestsns zwei Wert% die yon- 
sinander versehieden sind~ an. Bezeiehnsn wir diese Werte mit 
bl~ b,~ und sei b 1 -b .2 - -=d .  Da f (x)  t~bsrall diehtperiodiseh ist~ so 
nimmt f(x) die Worts bi~b ~ in jedem noeh so Meinsn Intervall an, 
es ist also die Sehwankung der Funktion f(x) in jedem noeh so 
kleinen Intervall mindestens gleieh d~ also f(x) ist total unstetig. 
Es folgt daraus~ dag f (x )  keins Funktion yon dsr ersten Klasse 
sein kann, also keine Grenzfunktion yon stetigen Funktionen. 

3. S a t z :  Jede mel~bare ttberall diehtperiodisehe Funktion ist 
h~ehstens mit Ausnahme einer Nullmenge konstant. 

In der Tat sei f(x)irgend sine t~berall diehtperiodischs Funk- 
tion~ yon der wir einstweilen voraussetzen, daf~ sis gesehr~nkt ist. 
Es sxistieren also zwei Zahlen l nnd L yon der Eigensehaft~ dal~ 
l < f ( x )  ~ L i s t .  Betraehten wir die Funktion f(x) im Intervall 

i) Die Einsehrttnktmg ist nieht wesentlich. Die Menge al a~.. .an.. ,  kann 
aueh iiberall dicht zwisehen (--co, ~-oo) liegen. 

e) Eine niehtmol~bare iiberall diehtperiodische Funktion ist die vom 
Vital i  definierte Funktion, auch die in meiner Arbeit imw 4 definierte nicht- 
megbare Funktion ist i~berall dichtperiodisch. 
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0 - -  1 ; alle Eigenschaften der Funktion f(x) gelten- dann far jedes 
Intervall. Aus der Eigenschaft der tiberall dichten Periodizitat folgt 
unmittelbari dal], wenn der Inhalt der Mengo E(a <f (x)  ~ b)~ wo 
a und b irgend welche Zahlen sind~ in irgend einem Intervall yon 
Null verschieden ist~ dal~ dann der Inhalt der Menge E (a < f (x) ~ b) 
in jedem noch so kleinen Intervall yon Null verschieden ist und 
umgekehrt~ ist der Inhalt der Menge E (a <f(x)  _~ b) in irgend 
einem Intervall gleich Null~ so ist der Inhalt der Menge E (a <f(x) ~ b) 
tiberall gleich Null (also ist E (a < f ( x ) ~  b) eine Nullmenge). 

Es ist [ { E ( l < f ( x ) <  L)} = 1 im-Intervall 0 - -  1. Wir be- 

zeiehnen mit 11 die Zahl ~ dann ist 

E(Z < f ( x )  < L) = E ( / < f ( x )  < ll) -5  E (11 < f ( x )  < L). 
Eine ~ron diesen Mengen mug eine Nullmenge sein~ denn w~tren 
beide vom Inhalt grSl~er als Null~ so waren beide in jedem noeh 
so kleinen Intervall yon Null vorsehieden~ also nieht mel~bar naeh 
dem vierten Satze i m w  1. Wir haben aber vorausgesetzt, dal~ f(x) 
mel~bar ist. Es sei also die Menge E (11 <f(x)  < L) eine Null- 

menge. 1) Wir bezeiehnen jetzt mit l~ die Zahl ll @ 1 dann ist 
2 ' 

E(l <f(x)  ~ ll) = E ( l < f ( x )  ~12) + E(l 2 <f(x)  ~ lt), dann gilt 
wieder derselbe Sehlug, es sei also E(Z<f(x)~12) eine Null- 
menge; allgemein bezeiehnen wir die Menge E(l n < f ( x ) ~  ln+l) , zu 
der wir auf dieselbe Weise naeh n Sehritten gelangen. Die Menge 
E(l <f(x) <= l+~) sell folgende Eigensehaften haben, erstens es 
sell I{E,(1.<f(z)~'+l)l-= 1 im Intervall 0 - - 1  und zweitens 

L @ 1 sein. (Zu dieser Menge mUssen wir naeh soll / + ~ - -  1 -  2 ~ 

n Sehritten gelaI~gen~ wie man leieht einsehen kann.) Wir bezeiehnen 

jetzt mit l +  2 die Zahl l+~ Jr-1 n , dannist E ( 1  < f ( x )  ~ l + ~ )  ~--- 

: E(l <f(x)  ~ l +~) + E (l +2 <f(x)  ~ l +z), und es nlUl~ min- 
destens eine yon diesen beiden Mengen eine Nullmenge sein; es sei 
das die Menge E ( l  <f(x)<l, ,+2 ). Den Durehsehnitt aller so de- 
finierten Mengen yore Inhalt-Eins bezeiehnen wir mit D~ dann 
gilt folgende Relation: 

E (1 < f ( x )  < L) = E (l~ < f ( x )  < L) ~- E (l < f ( x )  ~ 12) -~-.,. 
. . . +  E ( l  < . f (x)  ~ ln+2) -~-...-~- D .  

Es ist also 

1 = I{E(1 <f(x) <Z, L)} = I { ~ ( / 1  < f ( x ) ~  L)} + I{E(l~f(x) ~/2)} +... 

. . . +  ~{E(Z <f(x) < ~n+~)} + . . ' +  I(D). 
a) Es ist also I{E(l<f(x)<= l l ) } ~  1 im Intervall 0 - - 1 .  
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Da jede der Mengen E (1 < f ( x )  ~ / + 2 )  eine Nullmenge ist, 
so mug I ( D ) =  1 im Intervall 0 -  1-sein. Ftir die Punkte der 
Menge D ist f(x) gleieh einer und nur einer Zahl~ und diese Zahl 
ist niehts anderes als der Durchsehnitt der Intervalle (1 n - -  l,~+2 ) (da 
die Intervalle (l n 1+2 ) mit waehsendem n gegen Null konver- 
gieren, so definiert der Durchsehnitt eine und nur eine Zahl, die wir 
mi tc  bezeiehnen), f(x) ist also hSehstens mit Ausnahme einer Null- 
menge im Intervall (0 - -  1)~ also auf einer Menge vom Inhalt Eins 
gleieh c, w. z. b. w. 

Ist die Funktion f(x) nieht gesehrankt, so kSnnen wir vor- 
aussetzen, dag sie positiv ist, denn es ist entweder E ( f ( x ) ~ 0 )  
oder E ( f ( x ) <  0) eine Nullmenge. Ist E(f(x) < 0) eine Nullmenge, 1) 
so ist /{E(f(z)>0)}= 1 im Intervall 0 - - 1 ;  die Funktion 
f(x) @ k, w o k  ~ ist, ist aueh Uberall diehtperiodiseh ; also es ist 

I { E (f(x) -~- k > 0) } = 1. Die Funktion 1 = f(x) -2r-~k - -  ~ (x) ist also 
aueh eine tiberall diehtperiodisehe und hat die Eigensehaft~ die Menge 

Es I { E ( 0 <  ~(x)__~k)}-~_l  und ftir die Funktion ~(x) 
s / 

ist also 

~ilt die Eigensehaft, die wir bewiesen haben~ also aueh ftir die 
Funktion f(x). Dadureh ist der Beweis vollstandig erbraeht. 

4. S a t z :  Jede im Sinne B~) mel3bare fiberall dieht peri- 
odisehe Funktioa ist hSehstens mit Ausnahme einer Menge erster 
Kategorie konstant. 

In der Tat sei f(x) irgend eine im Sinne B megbare, tiber- 
all diehtperiodisehe Funktion~ yon der wir voraussetzen~ dag sic 
gesehrgnkt ist. Es existieren zwei Zahlen 1 und L yon der Eigen- 
sehafr, dan l < f ( x )  % 1 ,  ist. Aus der Eigensehaft der iiberall 
diehten Periodizitat folgt unmittelbar, dal3, wenn die Menge 
E(a < f ( x ) ~  b) in irgend einem Intervall yon der ersten bezw. yon 
der zweiten Kategorie ist, dal3 dann die Menge E(a < f ( x )  S~ b) 
tiberall yon der ersten bezw. yon der zweiten Kategorie ist. --- 

Die Menge E ( l < f ( x ) < L )  ist also im ganzen Intervall 
( 0 -  1) yon der zweiten Kategorie. Bezeiehnen wir l~ die Zahl 
L - -  1 

~, -, won  > 2  ist, dannist E ( l < f ( x ) < L ) = E ( l < f ( x ) ~ l @  1~)-4- 

@ E (1 @ i~ < f(x) ~ l-J7 21 t)@... _qt_ E (1 @ (~z - -  1)l~ <f(x )  < L);  
yon diesen n Mengen k~nnen h~ehstens zwei aneinander stol3ende 

a) Ist I { L ' ( f ( x ) < 0 ) } = l ,  so ist i { E ( - - f ( x ) > 0 ) } = l .  
2) Dio im Sinne B mel~baren Funktionen gehiiren tier E-Menge an, d . i .  

der Menge aller Funktionen, die man aus den stetigen durch (beliebig oft) wieder- 
holte Grenzprozesse erzeugen kann. Diese Funktionen haben die Eigenschaft 
m {to' (f)} = 0 auf jeder perfekten Menge, d. h. ale sind hi3chstens punktweise 
unstetig nach Aussehluf~ einor Menge erster Kategorie. 
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Mengen yon der zweiten Kategorie sein, denn sonst ware 
m { to' (J) } ~ l~ > 0.1) Es seien das die Intervallmengen E (l ~-  
-~- ( r - -  1)1~ <f(x) ~ 1-Jfrl~) und E(l ~-rl 1 <f(x)  ~ Z ~-(r ~- 1)/1) , 
mit der Summe dieser beiden Mengen verfahren wir auf dieselbe 
Weise und wir kommen wie bei dem Beweise des 3. Satzes zu der 
Menge DO)S), die, wie man untnittelbar sieht, yon der zweiten 
Kategorie ist. Ftir die Punkte dieser Menge ist f(x) gleieh einem 
konstanten c(1)~ w. z. b. w. 

Ware f(x) nicht gesehrankt, so verfahren wir wie beim Be- 
weise des 3. Satzes. 

Die Mengen D und D(1) mtissen nicht identisch sein. Wir  
wollen das an einem Beisplel zeigen. Es sei P irgend eine perfekte 
nirgends dichte Menge vom Inhalt grSger als Null und es sei 
a 1 a 2 a 3 a~ . . .  a . . . . .  die Menge aller rationalen Zahlen. Wir bezeiehnen 
dann mit P~,,~ die Meng% welehe aus der Menge P durch die 
Translation um die Streeke a,~ entsteht. Bezeichnen wir jetzt mit II 
die Menge aller Punkt% die mindestens in einer der Mengen 
P~Po~... P~ ..... vorkommen, so hat die Menge FI die Eigensehaft 
I I , , , ~  [I, d. h. die Meng% welehe aus der Menge [I dureh die 
Translation u m  die Streeke a,~ (wo n =  1~ 1 . . . m . . . i s t )  entsteht, 
ist mit der Menge H iclentiseh. Die Menge 11 ist yon der ersten 
Kategorie als abzahlbare Menge yon Mengen erster Kategorie und 
hat in jedem noch so kleinen Intervall einen yon Null versehiedenen 
Inhalt. s) Die Komplementarmenge der Menge [I, die wir mit Q be- 
zeiehnen, ist yon der zweiten Kateg0rie (iiberall) und hat auch die 
Elgensehaft, dal3 Q ~  Q ist. Es mul~ also Q eine Nullmenge 
sein, denn ware Q in einem noeh so kleinen Intervall yore Inhalt 
grSl3er als Null, so ware tiberall Q vom Inhalt grtil~er als Null. Das 
ist abet unmSglieb, da Q megbar irn Sinne L i s t  und daher beide 
Mengen 11 und Q nicht tiberall yore Inhalt grSl3er als Null sein 
kSnnen. Wir definieren jetzt eine Funktion f(x) folgendermal3en: 

f(x) = 1 far die Punkte der Menge 11 
f(x) = 0 ftir die Punkte der Menge Q. 

Die Funktion f(x) hat, wie man sieht, die verlangte Eigenschag, 
denn als Menge D ergibt sich die Menge P~ als Menge D (~) die 
Menge Q. 

Wir bezeiehnen irgencl einen Punkt  z 1 z~... z,~ in dem n-dimen- 
sionalen Raume mit z I i 1 --~ z~ i~ --~- �9 - @ z,, i,,, wo i 1 i~ . . . i~  irgend 
welehe Einheitsvektoren des n-dimensionalen Raumes sind; wir ordnen 
also ganz einfaeh jedem Zahlkomplex z l zs . . .  z,, einen Vektor zu. Die 
Funktion f(zlzs...z~) ktinnen wir also in der Form schreiben 

a) A l l e n  Mengen kSnnen nicht von der  ersten Kategorie sein, denn sonst 
ware auch E(1 < f ( x ) . <  L) yon tier ersten Kategorie. 

2) DO)is t  der Durchschnitt fiir analog (wle boim Bowels des Satzes 3) 
gebildete Meugen zweiter Katogorie. 

8) Die Monge P ist  mel~bar als Vereinigung'smenge einer abzi~hlbaren 
Menge yon meBbaren Mengen. 
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f(z~ i~ -n t- z~ i 2 -@.. .@ z:in). Wir ordnen jedem Vektor (z~ i~ -~- z2~ ~ ~-  
...--~-z,~i,~) die Zahl f(. , t  i~ -@z 2 i s @ . . . @ z n i , d  zu, die wir mit y 
bezeiehnen ; es ist also y-~f(z~i~ -@ zeis -@... -~ z,i~) nieht anderes, 
als die reelle Funktion yon n Veranderliehen z~ z s . . . z . .  Es sei 
f (zl  i t @ z e i s @ . . .  @ z,~i,~) eine tiberall diehtperiodisehe Funktion, 
d. h. es gibt eine tiberall diehte Menge yon n dimensionalen Vek- 
toren, die wir mit g[(~)~ ~(2)...9.i(,~)... bezeichnen yon der Eigen- 
sehaft, dab 

f ( z  + ~1! '~) = f ( z )  
ist i we i = 1, 2 . . . m  . und Z = z~ i~ @ z~ i s .@. . . - ] -  z,,i,~ ist. 

Die S~tze 1, 2, "3"~ 4 7 die wir fiir die tibe~:~ll diehtperioclisehen 
Funktionen einer Veranderliehen bewiesen haben~ gelten ohne weiteres 
far diese Funktionen~ wie man leieht beweisen kann. 

Wir ordnen irgend einem n dimensionalen Vektor Z ( ' ~  
00. - -  0 0 ' - -  z~ ~ -i--Z~ %- t - " . .@ Zl:O i~ irgencl einen m dimensionalen Vektor 

Z(m) __ fl~n) �9 (.0 �9 (m). - - ~  ~I-~-Z2 ' ~ @ . . . - - ~ Z  ~,,~ ZU und bezeiehnen diese Zu- 
ordnung mit Z("~)~---d)(ZOO). Diese Zuordnung ist nights anderes 
als eine Funkt ion.  Es sei O(Z  ('~ eine tiberall diehtperiodische 
Funktion, d. h. es gibt eine ttberall diehte ~{enge yon n dimen- 
sionalen Vektoren~ die wit mit 9A(~)~ 9~(~)... ~l(k)... bezeiehnen yon 
der Eigensehaft~ daf~ 

ist, we i ~  1, 2 . . . k . . .  ist. 
Die Sgtze 1, 2, 3, 4, die wir ftir die tiberM1 diehtperiodisehen 

Funktionen einer Veranderliehen bewiesen haben, gelten ohne weiteres 
f~r diese Funktionen, nur entsprieht hier der Zahl y der Funktion 
f(x) ,  der Vektor Z (~) der Funktion (I)(Z(~~ 

w  

1. Die Menge aller tiberall diehtperiodischen Funktionen, writhe 
meSbar im Sinne 1) sind~ ist yon der M~ehtigkeit des Kontinuums. 
~u wollen hier den Satz beweisen: 

1. S a t z :  Die Menge aller tiberall dichtperiodisehen Funk- 
tionen~ wetehe megbar im Sinne L sind~ ist yon der Mi~chtigkeitf~ 
d. i. yon der Mgehtigkeit der ~enge aller reellen Funktionen. 

B e w e i s :  Es sei A irgend eine tiberall dichte and abz~thl- 
bare Menge yon Zahlen c~ 1 a .2 . . .a  . . . . .  yon der Eigenschaft~ dal~ 
A 2~_ a~ ~ - A  und _P irgend eine Nullmenge yon der Mgchtigkeit 
des Kontinuums. Wir bezeichnen mit P~= (so wie im w 2) di e Menge~ 
welehe aus der Menge /)  dureh die Translation um die Streeke 
a,~ entsteht. Es sei [I die Menge aller Punkt% die mindestens 
in einer der Mengen /),,L 2P,=/~,:~...P, . . . .  vorkommen~ so dal~ 
die Menge _P die Eigensehat~ H~,o ~ H besitzt~ d. h. die Meng% 
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welche aus der 5~enge H durch die Translation um die Strecke 
a , , ( m - - l , 2 . . . n . . . )  entsteht~ ist mit der Menge H identisch. 
Die Menge H ist, wie man unmittelbar sieht~ eine ~ullmenge 
(als abzahlbare Menge yon igullmengen). 

Aus der Menge I1 greifen wir folgende Teilmenge O heraus: 
sind b und c irgend welehe Zahlen der Menge Q, so soll nicht die 
Beziehung b -~- ak--  c -~- a, (wo ak and az irgend welehe Zahlen der 
Menge A sind) bestehen. Die 1V[enge O (wenn sie besteht) hat die 
Machtigkeit des Kontinuums. In der Tat bezeichnen wit mit x die 
Miichtigkeit der Menge Q, so ist, wie man unmittelbar sieht. 

~ 0  "X ---z_ C: 

also nach einem Satze 1) x -  c. 
Die Existenz der Menge Q kann man sehr leieht auf Grund 

der Wohlordnung des Kontinuums zeigen. Da die Menge Q die 
Maehtigkeit des Kontinuums besitzt, so ist die Menge aller msgliehen 
Teilmengen der Menge Q yon der Machtigkeit f - - :  tr ~. Es sei B 
irgend eine Teilmenge der Menge Q~ und F die Menge aller Punkte, 
die mindestens in einer der 5'Ienge B , , B , = . . .  B . . . . .  vorkommen, 
so definieren wit eine Funktion fB(x), welche der Teilmenge B 
entsprieht : 

fB(x) ~ 1 far die Punkte der Menge F 
j B ( x ) - - 0  far die Punkte der Menge C(F). 

Man sieht unmittelbar, dag .t~.(x) tiberall diehtperiodiseh und meg- 
bar im Sinne L ist. Da anderseits, wenn B~ und B: irgend welche 
zwei verschiedene Teilmengen der 5~enge Q sind, auch die ent- 
spreehenden tiberall dichtperiodischen Funktionen j~, (x) und fB~ (x) 
voneinander versehieden, so ist die M~tchtigkeit der Uberall dieht- 
periodischen und im Sinne L megbaren Funktionen mindestens 
gleich f - - i ~  also gleieh fl w. z. b. w. 

Unter Zugrundelegung der rationalen Zahlen a~ a ~ . . . a ~ . .  
als Periodensystem einer tiberall diehtperiodisehen Funktion~ kann 
man ohne V~Yohlordnung die Existenz dieser Menge O zeigen, also 
den Satz beweisen~ dag die Menge aller tibera11 diehtperiodisehen 
Funktionen yon der Maehtigkeit ~q~--f ist. Diese Bemerkung und 
Beispiel, das ich bier zur Beweisftihrung dieser Bemerkung anftihre~ 
verdanke ich dem Herrn Dr. Wilh. G ro  g. 

Jede Zahl l~tgt sieh bekanntlieh eineindeutig in der Form 
(Normalform) s) 

~) Eigensehaften mel~barer und niehtmel~barer Mengen. Seite 1544--1547.  
~) Die rat ionalen Zahlen lassen zwei versehiedene Daratel lungen z% eine 

endliehe und eine unendliche Darstellung. W e n n  m a n  aber die Bedingung hinzu-  
fiigt, dal~ es keine Dars te l lungen tier Zahlen (x) glbt, in welehen, yon einer be- 
s t immten  Stelle n anffefasgen, alle Zi~hler en ~ ~ -  1 sind., so ist dadurch  die 
Darstellurig jeder Zahl x eindeutig. Es  sollen also in jeder  Dars te l lung der Zahlen 
(x) unendl ich viele Zahlen en vorkommen, fiir welzhe en < n 1 ist. 
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C 2 U~ T C~.~ 
~ + ~ + ~ - - . . + ~ . . + . . .  

darstellen, woe  irgend eine ganze Zahl und die e~ den Bedingungen 
0 ~ en ~ n unterworfen sind. Speziell lassen sich die rationalen 
Zahlen in der Form darstellen, wo nut  endlich viel nullverschie- 
denen Zahlen e~ e~. . .e ,  . . . .  vorkommen. 

Es sei R die Menge der Zahlen x~ we 

X 1 X~ Xn 
x - -  ~ z,~. . .x~) . " - - ~ 6  ~ + ' " - ~  10'~"" 

ist~ und wo jedes x~,~ 1 oder 2 ist. Diese Menge ist. wie man ohne 
weiteres einsehen kann~ perfekt. Wir  ordnen je~zt cler Zahl z eine 
Zahl y folgendermal~en: 

Xl  X 2 X 3 

~] ~- 3.T + (3--~Xl)! -~ (3--~ 10X, "-I--X2)!-~--'" "--~ 

�9 + x,~ + . . .  
(3 ~- 10 n -  1 xl -T-. - �9 +x,~ _ ~) ! 

zu. Diese Zuordnung ist~ wie man leieht beweisen kann~ einein- 
deutig und stetig~ 1) es ist also die zugeordnete ~Ienge aueh perfekt. 
Bezeichnen wir sie mit (2. Wir  wollen .ietzt zeigen~ dal~ die Diffe- 
renz zweier Zahlen y,, y~ der Menge (2 nie eine rationale Zahl sein 
kann. In der Tat~ w~tre Yl y~ - - r  (Yl ~ Y2) eine rationale Zahl~ 
so w~tre Yl-=Y2 ~-r~ wlr wo]len zeigen~ dal~ das unmSglich ist. 
Sind Yl und y~ zwei versehiedene Zahlen der Menge (2~ so sind 
yon irgend einem Index n alle folgenden Nenner in der gew~thlten 
Darstellung voneinander versehieden. Das folgt unmittelbar aus der 
Zuordnung der Menge .R der Menge (2. Anderseits 1M3t sich die 
Zahl r darstellen in einer Form~ wo nur endlich viele yon Null 
verschiedene Zahlen e.~ e 3 . . . e  . . . . .  vorkommen; es gib~ einen Index 
m yon der Eigenschaf L dal~ alle e o~ wo ? ~ m  ist, versehwinden. 
Bezeichnen wir mit p die g'rSgere yon den b--~iden Zahlen m u n d  n~ 
so sind die Nenner der Zahlen Yl und y~ @ r  yon dem Index 2) 
angefangen voneinander versehieden, anderseits w~tren d i e t  1 ersten 
Stellen der Zahl y~ -~-r nieht in der Normalform, so kann man das 
ohne weiteres maehen und man sieht leieh L dag dadureh alle fol 
genden Stellen z~ wo r  ist~ nieht beeinflugt werden. Es sind 
also yore Index p angefangen alle Nenner der Zahlen Yl und 
(y~-~ r) voneinander verschieden, was aber unmSglich ist~ da die 
Darstellung in der Normalform eindeutig ist. Es mul~ also r eine 
irrationale Zahl sein. 

Bezeichnen wir mit (2~. die Menge, die aus der Menge (2 durch 
Translation am a,~ entsteht~ so haben zwei Mengen (2~,,, und (2~,,,,~ 

a) Siehe: Balre R., Acta Math. Bd. 32, Seite 106. 
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wo a,,, =~ a~,, ist, keinen Punkt gemeinsam. Dasselbe gilt ftir jade 
Teilmenge der Mange Q und da es 2 e ~ - f  versehiedene Teilmengen 
der Mange Q gibt (weil Q die M~chtigkeit e als perfekte Mange 
besitzt)~ so gibt es~ wie wir gesehen haben, auch 2 C ---~f versehie- 
dane ttberall dichtperiodische Funktionen, die, wio man leicht be- 
weisen kann, im Sinno L reel]bar sind. 1) 

Wir wollen jetzt noah die Mange Q anwenden~ um einen 
Satz zu beweisen~ dal3 innerhalb jeder Funktionenklasse der Mange E 
tiberall dichtperiodische Funktionen existieren. Eine Ausnahme bilden 
die Funktionen ersten Klasse~ wie wir gesehen haben. Ist also ~ irgend 
eine Klassenzahl~ die kleiner als Q1 und grSl~er als 1 ist, so gibt es eine 
Funktion f(x)~ wie wir zeigen wollen~ van der ~t~n Klasse~ welche 
t~berall dichtperiodisch ist. Wir  setzen also voraus, dal3 es Funktionen 
jeder Klasse a ~ L> 1 gibt, ~) und wollen dasselbe fur die tiberall dicht- 
poriodisehen Funktionen zeigen. Unter dieser Voraussetzung mul~ 
es auf jeder perfekten nirgendwo dichten Menge Funktionen jeder 
Klasse a ~ L) i geben, denn sonst existierten iiberhaupt van omer 
Klassenzahl ~ angefangen keine Funktionen, van Klasse a ~ ~ was 
gegen die Voraussetzung ist. Es existieren also auf der Mange Q 
Funktionen jeder Klasse ~ ~ ~21. Ist f(x) irgend eine Funktion, 
z. B. der Klasse ~ so wollen wir zeigen~ dal~ wir eine Funktion 
f(x) mittels dieser Funktion ~(x) definieren kSnnen~ die tiberall 
dichtperiodisch und vor der ~ Klasse ist. Wi t  definieren f(x) 
folgendermal~en : 

f(x) ~-~(x) ft~r die Punkte der Menge Q 

f(x -[- a,~) -~f(x) ftir die Punkte der Mange ~ Q,. 

(wo a 0 a 1 a 2 . . .  a . . . .  die Mange aller rationalen Zahlen ist) (a o --- 0) 

Die so definierte Funktion f(x) ist tiberall dichtperiodisch~ 
mit den Perioden a 1 a ~ . . . a  . . . . . .  wie man leicht einsehen kann. 
Anderseits ist f(x) mindestens van der ~t~ Klasse, da sie auf der 
Mange Q van der ~ Klasse ist. 8) Wir  wollen noch zeigen, da~ 
f(x) hSchstens van der ~t~ Klasse ist. In der Tat~ da q0 (x)van der 
~ Klasse ist~ so gibt es keine Funktionenfolge %, T ~ . . . ~  . . . .  

i) Die Mange Q ist  perfekt und  yam Inhal t  Null. In  der Tat, ware 
C,z,3 

I(Q) = ~ > 0 ,  so w~ra der Inhal t  der Mange D(.E,~ Qa~) yam Inhal t  gr~3t]er 

als jade Zahl (unendlich), was abet  unmSgl ieh  ist, da I(E)~ 1 ist. 
2) Dan Beweis fiir die Existonz van  Funkt ionen  jader K!asse a < ~-1 ha t  

L e b e s g u a  in sainer Arbeit: Sur les fonctions reprgsentablas ana ly t iquemant  
(Journal  de math.  1905) gageben. 

3) Is t  eine im Sinne B mel]bare Funkt ion  auf  irgend einer perfekten Menge 
van der ~ten K|ass% so ist diese mlndestens van  dar ~en Klasse. 

Monafsh. ftir Mathema~ik u. Physik. XXVI. Jahrg. 16 
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yon der ~ - - 1  ~n Klass% so dag lim q0, , (x)=~(x)  ist (auf der 

3/[enge Q). Wir  definieren jetzt die Funktlonenfolge f ~ f 2 . . . f ~ . ,  
k 

wo f,, (x) = ~o~ (x) ftir die Punkte der Menge Z Q~, sonst tiberall 
k ~ 0  

Null. Die Funktion f,~(k) ist also hOchstens yon der ~ -  P=Klas se  
(als Summe yon endlich vielen Funktionen ~ - -  1 ~en Klasse), anderseits 
ist, wie man leicht einsehen kann, lira fl,(x)--~-f(x), also ist f (x)  

hSchstens yon der ~=  Klasse. Das gilt ftir jede Klasse. Ware ~ eine 
Limeszahl~ so kann man eine unendllche Anzahl yon Klassenzahlen 
a 1 ~ . . . a  . . . . .  finden~ yon der Eigenschaft~ dal3 lim ~ ~--~ ist. Es 

gibt also eine Funktionenfolge % ~2..-%o . . . . .  yon der Eigenschaft~ 
dag q0n (x) yon der a,~ ~= Klasse ist und dal~ 

lira %~(x) = q0 (x) 

ist. i) Der Beweis wird in diesem FalIe nicht ge~ndert. Es gibt also 
tiberall dichtperiodische Funktionen innerhalb jeder Funktionen- 
klasse der Menge E (mit Ausnahme der 1 ten Klasse). 

2. Es sei im Intervall (0, 1) gegeben irgend eine tiberall 
dichte abz~thlbare Menge A-~(a~ a~. . .a  .. . . .  )~ dann sollen zwei 
Zahlen b and c wesentlich kongraent in bezug auf die Elemente 
der Menge A helgen~ wenn die Beziehung 

f~ir irgend ein Paar innerhalb der Menge A gilt. 
2. S a t  z: Ist P irgend eine im Sinne L mel~bare Menge vom 

Inhalt ~ 0~ so gibt es innerhalb der Menge P mindestens ein 
wesentlich kongruentes Zahlenpaar in bezug auf die Elemente der 
Menge A. Bezeichnet man die Menge der Zahlen b~ f~ir welche 
mindestens eine Zahl c existier~ 2) yon der Eigenschaft~ dal~ die 
Boziehung (1) besteht~ mit pO)  so ist die ~[enge p(1) me,bar  im 
Sinne L and yore Inhalt ~. 

B e w e i s : In der Tat w~re der erste Tell des Satzes falsch~ so 
hi~tten irgend welche zwei Mengen P~ und P~, (a~ 4= a~) keinen Punkt  
miteinander gemein. Da I (P)  ~--- ~ > 0 ist~ so kann man eine ganze 
Zahl n finden yon der Eigenschaft, dal? ~z ~ > 2 At-z ist. Es hatte 

also die ~ienge ~ P ~  den Inhalt I (  ~ P ~ / >  2 ~-~, was aber un- 
k ~ l  k ~ l  ] 

mSglich~ da die Menge im [ntervall hSchstens yon der L~nge 2 
cnthalt(m ist. Es gibt also mindestens ein Zahlenpaar b und c~ ftir 
welches die Beziehung (1) besteht. 

Wi t  wollen jetzt den zweiten Teil des Satzes beweisen. Ist 
P met]bar and vom Inhalt ~, so kann man eine abzahlbare Menge 
yon perfekten Mengen t)1 P ~ . . . P , ~ . .  finden, welche 1. in der 

~) p (x) soll von der ~on Klasse sein. 
~) b u n d c  Zahlen der Menge P. 
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Menge P enthalten sind~ 2. einen yon Null verschiedenen Inhalt 
cx:)  

haben~ 3. und ftir die ~ I(P,,)~---I(P) i st. 

Es soll I (P,,)~- ~, > 0 sein, wir wollen zeigen, da~ I(P~))~---8,, 
ist. Zu diesem Zweeke nehmen wir irgend welche zwei Zahlen ak 

M (') aller Zahlen b und und al (ak =4= at) und suchen die Gesamtheit -'-kz 
c innerhalb Pn yon der Eigenschaft, dal~ 

ist. Die Menge dieser Zahlen ist abgeschlossen; in der Tat ist irgend 
eine unendliche Menge b 1 b s . . . b  . . . .  gegeben yon der Eigenschaf~ 
dag b,~-~-a~=cn-[-az ist ( n = l i 2 . . . m . . )  und daft l i m b n = b  
ist~ so kann man aus der Menge c 1 c s . . . c  . . . . .  eine Teilmenge 
c~, c~2.., c . . . . .  herausgreifen~ welche gegen ein Grenzelement kon- 
vergiert. Es sei also lim c~, ~--c~ dann ist 

9r~ ~ O 9  

lira b,,~-~ ak --~ lim c~ = az also 

b -JF ak = c-~- az. 

Es hat also das Grenzelement b auch die Eigenschaft: 

b -~- ak -~  c ~ -  a~ 

und da die ]~Ienge P~ perfekt ist, so geh(iren b und c der Menge P,, an. 
Es ist also diese Gesamtheit M (~) abgeschlossen~ also me,  bar. Wenn 

- ' ~ k l  

wir jetzt alle mSgliehen Mengen 

Mk(~)(k~--l~2 .n.  ., l----~-1, 2, .n.  

nehmen und mit M (n~ die Menge aller Zahlen i die mindestens in 
einer der Mengen -Tt/~ ) enthalten ist, bezeiehnen~ so ist die Menge 
M 0.) mit der Menge /D~ ~) identiseh und im Sinne L mel~bar. Die 
M (~) hat den Inhalt 8,. In der Tat ware 1T(M ~ ) ) m - 8 : , ~ 8 ~  so 
kSnnten wir eine perfekte Menge P~: innerhalb der Menge /P,, - -  M(' )  
finden, welehe einen yon Null verschiedenen Inhalt hi~tte. F a r  diese 
Menge existieren mindestens zwei Zahlen b und c mit der Bezie- 
hung (1)~ andrerseits waren diese Zahlen in der Mange M (~) nieht ent- 
halten, was gegen die Definition der Menge M(~) verstS~t. Es ist 
also die Menge M(~) ~ P<~) yore Inh~lt 8~. 

Die Menge ~ ~po) ist in der Menge/P enthalten~ hat den In- n 
~ = 1  

halt ~ und besitzt nur wesentlieh kongruente Elemente in bezug auf 
co  

(tie iV~enge .A. Die ~enge ~(1) enthalt a]so die ~[enge ~ ~(1),~ und 
ist ihr wesentlieh gleich~ w. z. b . w .  '~=~ 

16" 
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Der Satz 2 gilt auch ftir die Beziehung: 

el, b = alc. (ak ~ a~) 

und ftir ~quivalente Zahlen, wie man leieht beweisen k~mn. 
Es sei gegeben irgend eine im Sinne L me,bare Menge P 

veto Inhalt ~ > 0. Wir verteilen jetzt die Zahlen der Menge P in 
eine Menge yon Klassen~ und zwar so, da~l einer und derselben 
Klasse alle and nur die Zahlen b, c, d . . .  angehSren, far welehe 
dis Beziehung : b -~- ak ~ c -J- a, besteht. Wir greifen jetzt aus jeder 
dieser Klasse eine bestimmte Zahl heraus; die Gesamtheit dieser 
Zahlen bestimmt eine )~Ienge, die wir mit 0 bezeiehnen, 1) und die 
Menge Q hat die Eigensehaft, da$~ wenn b~ und b 2 irgend zwei 
Zahlen der Menge O sind, daft dana nie die Bezeiehnung: 

bl --~ ak ~ b 2 -~- a~ = 1, 2 . n. 

bestehen kann. 
Wir  wollen zeigeu~ de/3 die Menge Q im Siane L nicht meG- 

bar ist. 
In der Tat, ware die Menge Q mel~bar, so mtil3te sie den 

Inhalt Null haben (nach dem 2. Satze), anderseits w~re die Menge 

Q~. eine Nullmenge und die Menge P ware in der Menge ~ Q~ 

enthalten, also aueh eine Nullmenge, was gegen die Voraussetzunff ist. 
Der Satz 2 grit auch, wie man unmittelbar aus der Definition 

tier Mel~barkeit im Sinne .B einsehen kann, ftir Mengen P1 zweiter 
Kategorie in bezug auf die Strecke 0 - 1, welche im Sinne B 
megbar sind. Die Menge Q1, die in bezug auf dis Menge P1 die- 
selben Eigenschaften besitzt, wie die Menge O in bezug auf die 
~r P, ist im Sinne B nieht megbar und es gibt mindestens eln 
Intervall, we Ol yon der zweiten Kategorie ist. 

w 

Betrachten wir eine irrationale 3) Zahl x zwischen 0 und 1 
und entwickeln sie in einem dyadischen Brueh: 

Xl X 2 Xn 
X = - ~ § 2 4 7  , §  . . . .  (XlX2...X ..... ) 

wo x~ = 0  oder 1 ist. 
Unter den n ersten Ziffern mSgen sichp bTullen, also q = n - - p  

Einser befindon. Dann gilt der Satz (E. B o r e l ) :  a) 

1) Um die Menge Q zu definieren, mul~ man des Auswahlprinzip yon 
Z o r m e l  o odor die Wohlordnung dos Kontinuums als giiltig voranssetzen. 

2) Die Menge der rationalen Zahlen bildet eine Mengo veto Lnhalt 3Null 
und ist deshalb ohne Einfltlfl auf die Resultate des 1. Satzes. 

a) Rendiconti del cireolo mat. di Palermo. Bd. 27, Seite 258--260. 
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1. S a t z :  Die Menge der Zahlen x~ far  welche lira P ~ - ~  1 
ist, hat den Inhalt Eins. ~=co n 2 

Wir  wollen hier einen viel spezielleren Satz beweisen, aus dem 
durch gewShnliche Abschatzung 1) der Satz yon B o r e 1 gefolgert 
werden kann. Dieser Satz lautet folgendermagen: 

Es gibt eine Zahl ~ ,  so dag die Menge der Zahlen x~ 

ftir welche lim sup P---= a ist, den Inhalt Eins besitzt. 
n = r  n 

Wir bewelsen diesen Satz~ indem wir uns auf den Satz 3 in 
w 2 stiitzen. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit px,, und q~,, 
die der Zahl x ftir ein bestimmtes n entsprechenden Zahlen p und q 
und bilden die Funktion: 

px,~. ~) f (x )  ~-- lim sup - -  
n ~ c o  n 

Die Funktion f (x )  ist tiberall dichtperiodisch~ und zwar mit den 

Perioden ~'~ am ---- 2~--~ w o m  ---- 1, 2 . .  It. . .  ist und a~ irgend eine ganzo 

Zahl ist. In der Tat ist y ~ x -~- a~, so ist lira sup 2y,,~ ~ lira sup Pz"~ 
n ~ (y:) n n ~ c o  n 

da sich die Zahl y yon der Zahl x hSchstens in m ersten Stellen 
unterscheidet. Es ist also: 

f ( .  + = f (x). 
Wir wollen noch zeigen~ dag f (x )  megbar im Sinne B istl In der 

Tat bezeiehnen wir mit f,, ( x ) - -2x '~  - -  n '  so ist f . ( x )  eine Funktion 

erster Klasse~ da sie streckenweise konstant ist und nur  eine end- 
lithe Anzahl yon Unstetigkeiten besitzt. Andrerseits ist aber 
f (x)  ~--- lira sup f~ (x), also nach dem Hilfssatz in w 1 eine Funktion 

n ~ (:X3 

der Baireschen Klasse. 
Da f (x )  tibera]l dichtperiodisch und mel~bar im Sinne B ist, 

so ist f ( x )  nach dem 3. Satz im w 2 hSchstens mit Ausnahme einer 
Nullmenge gleieh einer Konstanten. Diese Konstante ~ mug rain- 

1 1 
destens ~2 gleich sein. W~re ~ < ~-~ so witre ftir die Menge der 

1 
Punkte 1 - - x ~  lira sup p~-~'~ > ~ - ~  wenn l imsup p .... ~ -  

n~o(~ ~ n = o o  n 
ist. a) Da die Menge M,  (d. i. die Menge der Punkt% wo 

1) H a u s d o r f f ,  Mengenlehre. S. 419 421. 
2) Die Funk t ion  f ( x )  ist dadurch  auch  zwischen - - c ~  und  -q-co de- 

finiert und iiberall dich~periodisch. 

a) Es  i s t l im sup p x ,  n .2 V l im inf  q x ,  n _ _  1, also tim sup 2 x ' n  -~- lira in f  
n ~ c o  ~l~ ~ O O  Yt 7 t ~ C O  n ~ I ~ C O  

/91 --  x, n 1. I s t  also l im sup p x ,  n ~ ~, so ist l im inf p l  -- x. ~, 1 - -  a~ als(> 
n ~ C O  n ~ t ~ C O  ~ 

1 lira sup 2 ~  > l - - a > ~ - .  



246 Celes tyn  Burs t in .  

lira sup t0~, ~ __ ~ ist) denselben Inhalt Eins wie die Menge M~_~ hat, 

so sind wir hiemit auf einen Widerspruch gekommen. Es mul~ also 
1 ~ ~ s~i.. ~) 

Es sei x irgend eine irrationale Zahl zwischen 0 und 1~ wir 
entwiekeln sie in irgend einem System~ z. B. im g-adischen Systen b 
es ist also: 

X 1 X 2 X 3 Xn 
X = - - + - ~  ~ + .  . . + - - ~  + . . . .  (ZI X2 , , .Xn " , .  ) 

wo x~ = 0 r 17 2 . . . g  ~ 1 ist. Es gilt dann folgender Satz: 

gibt eine Zahl a ~ ~  so da~l die Menge der Zahlen x~ Es 

ftir welche lira sup xl -~- x~ -~-. . . -~- x~ = a ist~ den Inhalt Eins 
n ~  n 

besitzt. 
Durch i~hnliche Abschatzung~ wie bei den Zahlen im dya- 

dischen System~ kann man zeigen~ da$ a ~ g - - 1  2 ist~ also da~l die 

Menge der Zahlen~ ftir welche lira xl "~- x~ -~...-~- x,, __ g - -  I i s t ,  
~=co n 2 

den Inhalt Eins hat. 
Der Beweis dieses Satzes wird auf dieselbe Weise wie der 

vorhergehende geftihrt. 
Es sei ga g 2 . . . g  . . . . .  irgend eine Menge yon Zahlen yon der 

Eigensehaft~ dal~ lira sup g~ -~g~ -~-'" "-~'g~ ----~ A ist, wo A eine 
n ~ o o  n 

beliebige Zahl ist. Ist x irgend eine irrationale Zahl zwischen 0 
und 1 und 

x - ~ - ~ - ~  x~ xn 
- ~  + . . . §  ~ + . . . .  ( ~  ~ .  . . x  . . . . .  ) 

die Zahl x im dyadischen System~ so bilden wir den Ausdruck 
(gx),~ 

lim sup ~ ,  wo (g x)~ = gl x 1 -4- g2 x2 - ~ . . .  -4-g~ x,~ ist. 
n ~ o o  

2. S a t z :  Bezeichnen wir mit y ~- f (x)  eine Funktion~ welche 

far  die Zahl x ~  @ l x 2 - . . x  . . . .  ) gleich lira sup (gx) ist~ so ist 

1 
a) W~tre ~ - ,  so wi~re f i ir  e i n e M e n g e  v o m I n h a l t  E i n s  l i m  in f  px, n =  

~ l i m  sup P x ' n = l i m  px, n. Jedenf~l l s  i s t  die  Menge  der Zah l en  x~ fi ir  we l che  (1) 

l i ra sup/~z,  ,~ ~ ~ und  (2) l lm  in f  px, n ~ 1 - -  q ist ,  yore  I n h a l t  E ins .  
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hschstens mit Ausnahme einer Nullmenge f (x)  gleieh einer Kon- 
A 

stanten, die mindestens ~-  gleich ist. 

Der  Beweis wird auf dieselbe Weise, wie tier Beweis des 
Satzes 1 gefuhrt, da die Funktion f (x)  tiberall dichtperiodisch und 
m e ,  bar im Sinne B ist. 

Setzt man fiir g. ~-~-loge/~, so erh~lt man folgenden Satz: 
3. S a t z :  Bezeichnen wir mit y----.f(x) eine Funktion, welehe 

far  die Zahl x =~- (x I x~.. .  x . . . .  ), we x~ L ~ x~ - -  . . . .  xk. - -  . . . .  1 
n 

und alle anderen Ziffern Null slnd, gleich lira sup ]/lk, lk.....l~o ist, 

so ist hSchstens mit einer Ausnahme t~ullmenge f (x)  gleich einer 

lira sup 1/l 1 l~ . . .  l~ 
Konstanten: die mindestens .=co 2 gleieh ist. 

Es sei x irgend eine Zahl, wir entwiekeln sic im g-adisehen 
System, also es ist 

x 1 , x 2 
. . . .  . . . . .  ) ,  

we x ~ 0 , 1 , . . . g - - 1  ist. 
Unter  den n ersten Ziffern mSgen sich p(k)Ziffern, welehe 

gleich k sind, 1) befinden. Dann gilt s Satz: 
2(k) 

4. S a t z :  Die Menge der Zahlen % fiir welche lira sup - -  ---~ a 
1 n = c ~  n 

ist, we ~ mindestens - -  ist, hat den Inhalt Eins. Um den ~atz zu 
g 

beweisen , bilden wir die Funktion 

(0) 2)(~) p(g- ~) ~) 
f (x) ~--- i o lim sup ~ -~ i~ lira sup ..... -~-... -~  ig_~ lira sup .... �9 

Die Funktion f(x) ist iiberall dichtperiodisch und mel~bar im Sinne B, 
sie ist also (3 Satz in w 2) gleich einem konstanten Vektor hSehstens 
mit Ausnahme einer Nullmenge. Man kann aueh beweisen, d a [ ~  
wenn dieser konstante Vektor g le ich  A 0i o - ~ A  l i  1-~- . . .  § 
~- Aa_~ ia_l  ist, da~ dann A o ~--- A~ . . . . .  Ak . . . . .  Ag=l ist. 
In der Tat, es seien k und l irgend welehe ganze Zahlen aus der 
Reihe 0, 1, 2 . . . g - - 1 ,  so wollen wir zeigen, dai] Ak---~ A~ ist. Zu 
diesem Zweeke bilden wir eine Funktion f ( x ) ,d ie  folgendermal~en 
definiert ist: ist x irgend eine irrationale Zaht, Welche im g-adischen 
System geschrieben ist, dann ersetzen wir in ihr alle k durch l und 
alle l durch k und bezeichnen diese Zahl mit (y~)i die Funktion 
f(x) sei an der Stelle x gleich y~, ftir die rationalen Punkte aber 

~) ] c - - 0 , 1 , 2  . . . g - - 1 .  

2) W e  io ,  i I  . . . i g - - I  E i u h e i t s v e k t o r e n  s i n d .  
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Null. Die Funktion f ( x )  ist auf der Menge der irrationalen Punkte 
eineindeutig und stetig. ~) Die Funktion ist also ttberall~ mit Aus- 
nahme der Menge der rationalen Zahlen stetig, also naeh einem Satze 
yon B a i r  e, e) hSehstens von der zweiten Klasse. Aul~erdem hat die 
Funktion f (x) die wichtige Eigensehaft, dal3 sie jede megbare Menge 
veto Inhalt g in eine Menge yon demselben Inhalt tiberftihrt. In 

1 der Tat, ist g irgend ein Intervall yon der L~nge .~Z mit den End- 

punkten (x 1 x2 . . .x~)  and (x 1 x 2 x 3 . .  , x n ) _ ~ _ 1  so entspricht diesem 

Intervall in x (wenn man yon rationalen Zahlen absieht, was ja 
b '  

ohne Einflug auf unsere Betraehtungen ist) ein Intervall yon der- 
selben L~nge in yx, und zwar mit dem Endpunkte (Yl Y~- �9 .Y-) und 

Y2. �9 -Y~) n t- -~, we (Yl Y2...Y,~:) aus der Zahl (x 1 x.~...x,~) dureh 
1 

Vertauschung yon l in k und ]~ in 1 entstanden ist. Ist ~ kein 
Intervall~ dessen Endpunkte die Form (x~ x~...  x~,) und (x 1 x~.. .  x~) -~- 

@_ 1 haben~ so kann man ~ wenn seine Endpunkte im g'adisehen 
9" 

System endlieh darste]lbar sind, als eine endliehe Summe yon lauter 
Intervallen mit Endpankten yon der Form ( x l x ,~ . . . x~ )  und 

x~...x,~) @ ~;  darstellen, es wird also jedes Intervall ~ in x, 

dessert Endpunkte endlich darstellbar im g-adischen System sind~ 
in ein Intervall yon derselben L~nge g in y~ tibergeftihrt. Es folgt 
daraus unmittelbar~ dag jede Menge veto Inhalt ~ (in x) in eine 
Menge veto Inhalt ~ (in y~) aberftihrt wird. Es wird also jede 
Nullmenge (oder eine Menge veto Inhalt Eins) in eine Nullmenge 
(oder eine Menge veto Inhalt Eins) tiberftihrt. 

Da ftir jede Zahl x der Menge ~]~ die Beziehung 

- -  ~--- lim sup/));' '~ lira sup ~"* 
n ~ c o  ~ r  f t  

p(l) 
z ,  ft  

1) Unter Sgetlgkeit auf einer Menge M verstohen wlr folgendes: Ist irgend 
ein Punkt der Menge Mund zugleich Grenzpunkt dieser Meng% und ist z ~ lim Zn 
(we zl z~ . . .  Zn... der Monge M~ngehtiren), so sell lira f (z,,) ~ f ( z )  sein. n=co 

2) Acta mathematica, Bc]. 32. S. 97--175. n:co 

gilt, so entsprieht der 3/[enge, ftir welehe lim sup ~-Azist und 
n ~ O O  

welehe in der ~enge 2Fs enthalten ist (also vom Inhalt Eins ist), 
(k) 

3'Ienge mit dem lim sup ~Y*'~ - -  Aa in y, .  Es ist also die Meng% die 
n--co ~t 
p(k) 

ftir welehe lim sup yx,~ = At ist, vom Inhalt Eins. Da aber die 
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p(k) 
Meng% ftir welche lira sup .... - - A k  ist, yore Inha|t Eins ist, so 

n ~  
folgt daraus, da~ A z -  Ak ist. 

Da diese Gleichung Ak A1 ftir jedes k und 1 der Reihe 
0, 1, 2 . . . g - - 1  gilt, so folgt daraus, da$ A o - - : - A 1 - - . . . - - A g _ l  
ist. Auf  dieselbe Weise zeigt man: dag a o ~ a 1 - - . . . - -  ay_ ,  ist, wo 

2(z) 
a z -  lim inf-~ '~  ist (tiberall h(ichstens mit Ausnahme einer Null- 

n--c(3 
menge). 

Da 

~0(0) p(l) .~(g - -  1) 

lira sup ~ ' ~ - ~ l i m  suo ~'~--~-. . . -~-l im sup/G'~ > 

lira sup - -  1 

(P!~ 1 ist,*) w. z. b. w. ist~ so folgt daraus, da[3)im= sup , ~  > ~-  

Es ist also die ~Ienge der Zahlen x ~ (x I x . z . . . x~ . . . ) ,  wo 
alle Zahlen 0~ 1~. . .g  1 unendlich oft vorkommen, vom Inhalt 
Eins. Ist x irgend eine Zahl im dyadisehen Sysmm: 

X 1 X 2 Xn x - -  . . . . .  ) - -  § + . . .  § §  

so ist dieselbe Zahl (x) im System mit der Basis 2 ~ gleich: 

X - -  (2 21 + 22, 2 X 3 + Xr . . . 2 X2 ~t -~1 + 22~) : .  

2 Z I + X  2 2 X 3 + X  4 2X2~ 1 + X 2 ~  

und dieselbe Zahl im System mit der Basis 2 k gleich: 

2 ~ 

2k 

1) Durch  einfache Absch~tzung kaun  man  zeigen, da$ Al ~ ~ ist. Siehe 
H a u S d o r f f ,  Mengenlehre,  S. 420- -422 .  g 
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Bezeiehnen wir mit {x 1 x2. . .x~} die Zahl 

2n-- l xi -I- 2n-- 2 X 9. -JF.  . 2 F  Xn , 

so ist die Zahl x im System mit der Basis 2 ~ gleich: 

x = ({xs 

dann ist die Menge der Zahlen x, in welchen die Zahl {x 1 x2...x~}, 
we {x sx~.. .xk} irgend eine yon den Zahlen 0 ~ 1 ~ 2 . . . 2  k - 1  ist~ 
unendlieh oft vorkommt, vom Inhalt Eins. Das gilt ftir jedes 
k - - ~ l ~ 2 . . . n . . .  Bezeiehnen wir mit Mk die Menge der Zahlen 
(x), fur welehejede der Zahlen {xs x2 . . .  x~}, we {xs x , . . . xk}  irgend 
eine der Zahlen 0~ 1 ~ 2 . . . 2  k -  1 ist~ unendlich oft vorkommt, und 

zwar s% dag lira sup ~'~ - ~  A< ....... ~k > ist~ so ist die Menge 
n ~ c o  n 

39 ( M  s M ~ . . .  M . . . .  ) =- M auch vom Inhalt Eins. 1) Daraus kSnnen 
wit  folgendes sehliegen: 

Die Menge der Zahlen x~ in weleheu jede ganze Zahl q: we 
2~-s<~I<~2k  ist~ unendlieh oft vorkomrat~ und zwar s% dal~ 

P(~q.~ 1 
2i_mooSUp ? ~ ~-~-ist, hat den Inhalt Eins. 

Ist x irgend eine Zahl im dyadisehen System~ also 

(xs ), x = - E  § §  .. 

so ordnen wir der Zahl x zwei Zahlen x(s) und x(2) zu~ we 

x(n = (x 1 x~ x s . .  x2~ _ i . . . )  und x(e) ----- (x~ x~ x G . . .  x2 . . . . .  ) ist. 

Diese Zuordnung bezeiehnen wir mit i s x(1) -~- i: x(~) -= f (x). 
Wie man leieht einsehen kann~ hat diese Zaordnung die Eigen- 
sehaft, daI3 jeder Nullmenge in (x) eine Nullmenge in (x(1), x(~)) 
und jeder Menge vom Inhalt grSl~er als Null in (x) eine Menge 
veto Inhalt grsl3er als Null in (x(~)~ x(2)) entsprieht. 

5. S a t z :  Die 5Ienge der Zahlen (x(1), x('2)), .z) ftir welehe 

i ~ 1 p(2) 1 3 lim sun ~ ' n = a  < und lim sup x , ~ = _ a >  (1) 

�9 x) Die Zahlen der Menge M kiinnte man mit B o r e l  als Normalzahlen 
bezeiehnen, und zwar Normalzahlen in bezug auf das System mit den Basis- 
zahlen 22 23 , . . . 2  k, . . .  

'0 0 = < x ( 1 ) ~ l  und 0=<x( 2 ) < 1 .  

3) n(1) ~ n ( 2 ) ~  n 
2 
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ist~ hat den Inhalt Eins. Bezeichnet man die Menge der Zahlen x, 

ftir welche lira sup P~' ~ = a > 1 ~=c~ n ~ -2- ist~ mit M~ und die Menge~ welche 

auf Grund der Zuordnung i I xO)  - ~  i s x (~) = f ( x )  der Menge M~ 
entspricht mit M~,x~ so hat die Menge der Punkt% fttr welche 

P(~) 1 T (~) 1 . . . . . . . . . . .  (2) hm sup ~-53 ~ a > ~-  und hm sup -7~- ~ r :> ~-  
~CX3 ~ ~ n~cx3 n~' l  

ist und welche zugleich der Menge MxO)~<2) angehSren~ den Inhalt Eins. 
Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem 1. Satze 

und aus der Eigensehaft der Zuordnung i 1 x <~) -~- is  x <2) - - .  f ( x ) .  
Der Satz 5 gilt ftir allgemeinere Zuordnungen: und z w a r  ist 

x irgend eine Zahl im dyadischen System: 

X 1 X~ Xn 
X = ~ -4- - ~  § . . . d -  ~ § . . . .  (Xl X~ . . . ~  . . . . .  ), 

so ordnen wir der Zahl x zwei Zahlen x <k) und x (*) zu, wo 

x(~> = (x~, x ~ .  . . x~o . . . ) und x~ ~> = ( x ~  x ~ .  . . x~o. . . ) 

ist und wo die Menge der Indizes k~ k ~ . . . k , . . . l ~  l ~ . . . l  . . . .  mit 
der Mange der Indizes 1 ~ 2 . . . n . . .  zusammenfiillt. ~) Ftir diese 
Zuordnung gilt auch~ wie man unmittelbar einsehen kann~ ein dem 
Satze 5 analoger Satz. 

Ist x irgend eine Zahl im dyadischen System~ also 

Xl X2 I Xn , 
x =  ~ - + - ~ + . ,  . T - ~ . .  . (x l  x ~ . . . x  . . . . .  ), 

so ordnen wir der Zahl x m Zahlen x O ) x ( ~ " ) . . . x C , O  wo 

x(~)  = (xi~> x i~> .  . . ~ i ~ .  . . ) ,  x (2 )  = ( x i ?  x i ~ / .  . . x i ~ .  . . ) 

und 
x<m> = (z i?>  x i ' ~  �9 �9 �9 x ( 2 ) , . . )  

ist und wo die Menge der Indizes 

k(1) 1+(1) ~(1) /.(2) 7/2) ]~(U'., 7/m) 7.(m) . ~ m ) .  
I r u 2  �9 �9 �9 ~ ,  �9 �9 �9 ~ r U l  rt'2 �9 �9 �9 ~ ,  �9 �9 �9 ) r u t  I v 2  . . . .  

mit der ~r der Indizes 1, 2 . . . n . . .  zusammenfitllt. ~) Ftir diese 
Zuordnung gilt derselbe Satz~ den wir ftir die Zuordnung (x (~) x(2)) 
bewiesen haben. 

1) Hiebe i  ha t  m a n  un te r  n( i )  die A n z a h l  der  k l ,  k ~ , . . .  ~ n  zu ve rs tehen .  
2~, Der  Satz  gi l t  auch~ w e n n  die Men go  der  Ind izes  "k(1)k(1)l 2 ' "  " k ( i ) " "  

is(a) k(2) k(S) k(m) k0~) (m) i 2 " ' "  n ' ' "  i 2 . . . ] c ~  . . .  elne T e i l m e n g e  der  M e n g e  der  Indizes  
1, 2 . . . n . . .  ist. 
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6. S a t z :  Ist 

x (1) - -  (xll x12 . . . x l  . . . . .  )~ wo 0 <_ x(1) ~ 1 ist, 

x ( ~ ) ~ ( x ~ l x 2 ~ . . . x 2  . . . . .  ), wo 0 ~ x ( 2 ) ~ l  ist, 

x ( " ) - - ( x , ~ l x m 2 . . . x  . . . . . .  ), wo 0 ~ x ( ~ ) ~ l  ist, 

und wo die Zahlen x(~) x(~).., x~'~..., im dyadischen System gebildet 
sind~ so ordnen wir jeder Zahl ( x ( ~ ) x ( ~ > . . . x ( , o . . . )  die Zahl x ~  
- ~ ( x l ~  x ~  x21 x ~  x~2 x 3 ~ . . . x ~ ,~  x ~  ~ . . . x ~ a . . . )  zu. Diese Zuord- 
nung~ die wir mit f ( x )  bezeichnen, ist eineindeutig. Bezeichnet 

1 man die Menge der Zahlen x~ ftir welche lira sup T n' n __ u ~ 2-  ist~ 
n ~ o o  

mit M~ und die Menge der Zahlen, welche auf Grund der Zu- 
ordnung f ( x )  der Menge M~ entspricht~ mit M~(I)~(~) . . . .  (~0...~ so 

hat die Menge der Zahlen~ ftir welche (1) lim sup P~(+') 1 

ist ( m - - 1 , 2  . . k . . . )  , ,c l  welche zugie~c~ (2) der Menge 
Mg~) x(2) . . . .  ( ,~). .  angehSren~ auf jeder Strecke 0 < x ('~) < 1 
(m--1~ 2 . . . k . . . )  den Inhalt Eins. Der Beweis des Sat-~zes ~ g t  
unmittelbar aus dem Satze 5~ da dieser Satz ftir ' jede Zuordnung 
x ~  (x(~)x(~)...x<'~))~ w o m  irgend eine ganze Zahl ist~ gilt und da 
die Menge auf der Strecke 0 < x  l_~l:M~(~)x(2) . . . .  ( - 0 . . . - -  
- -  D (A~/~x(1), M~c(1 ) x ( 2 ) . . .  MX(1 ) x(2) . . . .  (m)...) ist und auf der Strecke 
0 ~ x (k) ~ 1 : M~(~) ~(2) . . . .  (,,)... - -  D (MA~) x(~) . . . .  (~)... MA~) ~(2)... 
~ - (~) . . . /%. . . )  ist. Die Menge Mg~)x(~)... g ,o . . ,  als Durchschnitt 
yon Mengen~ deren Inhalt gleich Eins ist~ ist auf jeder Strecke 
0 ~ x ( ' ~ ) ~ l  (m--1~ 2 . . . ] ~ . . . )  yore Inhalt Eins. Der Satz 6 gilt~ 
wm man unmittelbar einsehen kann~ auch fiir andere Zuordnungen 
der Zahlen (x) und der Zahlen (x(~) x('~)...x(+)...). 

w 
Betrachten wir eine Zahl x zrcischen 0 und 1 und entwickeln 

sie in einen dyadischen Bruch 

371 X, 2 Xk . Xn . 
x = F §  " §  §  " +  V + . . . .  x2 .. .xk . . . z  . . . . .  ), 

x , ~  0 oder 1. 

Bezeichnen wir mit x(k) die Zahl 

X(k) _~_ Xk Xk-t-1 -2- . Xn 
§  . 2,~_k+ ~ + . . . .  ( : ~ X k + ~ . . . X  . . . . .  ), 

so gilt der folgende Satz: 



Uber  eine spezie l le  Klasse  reel ler  pe r iod i sche r  Funk t ionen .  ZDD 

1. S a t z : Die Menge der Zahlen x, far  welche lim sup x (k) = 1 
ist~ hat den Inhalt Eins. 1) ~=r 

B e w e i s : Wir  definieren eine Funktion f (x) folgendermal~en : 

f ( x )  ~-lira sup x (k). 

Die Funktion f ( x )  ist tiberall dichtperiodisch~ da f (x)  den Wert 
nicht i~ndert, wenn man in der Zahl x die n ersten Ziffern beliebig 
abi~ndert. E s  ist also 

f (x) --~ f (x -1- a~,), 

wo a ~ ;  ist ( n ~ - - - 1 , 2 . . . m . . .  und ~ , ~ = 0 , 1 , . . . 2  ~ ' - 1 ) .  

Wir  wollen noch zeigen, dal~ f (x )  mel~bar im Sinne B ist. 
Zu diesem Zweeke definieren wir eine Funktionenfolge: 

f l  (x)f2 (x). . . f , ,  ( x ) . . . ,  wo fk (x) = x(k) 

ist. Die Funktion fk (x) ist yon der ersten Klass% da sie abteilungs- 
weise monoton ist und eine endliche Anzahl yon Unstetigkeiten 
besitzt. Da aber f ( x ) ~ l i m  supf i  (x) ist~ so ist f ( x )  nach dem 

qz~ (x3 

1. tlilfssatze in w 1 eine Funktion der Baireschen Klasse. Naeh 
dem 3. Satze in w 2 ist also f (x )  hi3chstens mit Ausnahme einer 
Nullmenge eine Konstante. Wir  wollen zeigen~ dag dieSe Konstante 
gleich Eins ist. Ware  diese Konstante ~ ~ 1, so kiinnten wir eine 

1 1 1 
Zahl ~,~ finden yon der Eigenschaft, dal~ ~-  -~- )-~ @ .. -~- ~;7 > 

ist. Bezeichnen wir die Zahl 2 " -  ~ @ 2 '~-~ @ . . .  @ 2 -~- 1 mit q, 

ist ~q ~ q. Da die Menge der Zahlen x~ in welchen die SO ganze 

Zahl q unendlieh oft vorkommt~ yore Inhalt Eins ist~ so ist jeden- 
q 

falls lira sup x (k) mindestens gleieh )5; ~ ~ mit Ausnahme einer 

Nullmenge. Da aber lim sup x(~)~ 1 ist~ so folgt daraus~ dag 
k~O0 - - -  

lim sup x (k) = f  (x) htichstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich 
k=O0 
Eins ist, w. z. b. w. 

Wit  verstehen unter [x] die grSl~te ganze Zahl~ die kleiner 
oder gleich x is b und bezeichnen die Differenz x -  [x] mit (x), 
dann ist, wie man unmittelbar sieht: x(k) -=-(2~.x). Es ist also die 
Menge der Zahlen x~ ftir welche lira sup (2k .x )~  1 ist, yore In- 
halt Eins. k=~ 

1) Die  Menge  der  Zah l en  x~ ftir we lche  l im in f  x(D ~ 0 ist, ha t  den I n h a l t  
k~o2) 

E i n s ;  der  Beweis  wi rd  au f  dieselbe W e i s e  geft ihrt ,  w le  ftir  l i ra  sup x(k) ~ 1. E s  
k = cx:) 

i s t  also der  Inha l t  der  Zah len  x,  fi ir  we l che  1. l i ra sup x (k ) - -1  und  2. l im  in f  
x(k) ~---0 ist,  g l e i c h  Eins.  k = c o  k = e o  
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Man kann auch leieht beweisen, dag die Menge der Zahlen. 
wo lira sup ( 2 ~ . x ) =  1 ist (wo nx n~'.. ,  n ~ . . .  irgend welche stets 

k ~ (:x3 

waehsende Folge ganzer Zahlen ist), yore Inhalt Eins ist, also, dag 
die Konstante a gleieh 1 ist. ~) 

Dasselbe gilt fur jede andere Zahl~ wir k~nnen ganz allgemein 
den Satz ausspreehen: Ist m irgend eine ganze Zahl und n~ n ~ . . .  
n ~ . . .  irgend welche stets wachsende Folge ganzer Zahlen, so ist 
die Menge der Zahlen~ ftir welche 1. lira sup (m'~ .x ) -~ - i  und 

k = o o  

2. lira inf (m~:x)-~ 0 ist, yore Inhalt Eins. 
k ~ O O  

1) Die Zahl ~ ist jedenfalls hSchstens gleich 1. Wir  wollen zeigen, dal~ 
a ~ l  ist. In  der Tat, ware a < l ,  so kSnntea wir eine Zahl n yon der Eigen- 

2n - -  1 
schaft finden, dal3 ~ < ~ ist. Da lira sup (2nk x) ~ ~t < 1 sein soll, So miil~te 

k ~ O o  
P f t 

fiir jede Teilfolg'e n l n u . . . n  k . . ,  (der Folge n ~ n ~ . . . n k . . . )  lira sup (2nkrx) 
k = o o  

- -  i~ < ch sein. Wir  wo]ien zeigen~ dal~ sich aus der F o I g e  n l  n ~ . . . n  k . . .  eine Tell- s! r~ p y 

folge n I n 2 . . . n  k . . .  herausgreifen lg~l, fiir welehe lira sup (2~ k x ) > - ~  ist. In  
k ~ O O  py rp p!  

der Tat, sei n 1 n 2 . . .  n k . .  �9 eine Teilfolge der Folge n l  n ~ . . .  n k . . .  yon tier Eigen- 
schaft, daft 

t? F! 

ist (die MSffliehkeit einer solehen Teilfolge kann man ohne weiteres einsehen), 
dann ordnen wit  der ZahL x ~ (x~ x2. �9 .x~z.. ) im dyadischen System das Zahlen- 
paar xO) x(~); wo 

x,~, + . . . . .  ) 

und 

x(~) = (xz~ xT~ .. .  x~ . . .)  

yr Pr tp  
ist, und wo die Menge der Indlzes l l l 2 . . . / n . . . n ~ - b ~ ,  n ~ - b 2 . . ,  n 2 - b ~ . . .  

n ~ ' + ~ . . ,  mit der )s tier Indizes 1, 2, 3 . . .  n . . .  iiberelnstlmmt. Die Zahl 
(2n~'x) beginnt mlt dem Index n~' @ 1 und stimmt mit  tier Zahl x yon dem 
n~'-4-1 Index an iiberein. Anderseits ist die Abbildung x co (x(D x(2)) eineindeutig 
und stetig (hSchstens mit Ausnahme der rationalen Stellen) und hat die Eigen- 
schaft, dab sie Nullmengen (Mengen veto Inhalt Eins) in Nullmengen (Mengen vom 
Inhalt  Eins) tiberfiihrt. Die Menge der Punkte in (xO)  x(~)), ftir welche in x0) : 2 n  
aufeinanderfolgende Einser unendlich oft vorkommen, ist yore Inhalt  ]gins; 
ihr entspricht in (r) eine Menge yore Inhalt :Eins, welehe die Eigenschaft besitzt, 
daft in ihr n aufelnanderfolgende Einser unendlich oft vorkommen, und zwar an den 
Stellen n '  1' -~  l ,  n '  1' @ 2 . . . .  ~t' 1' @ ~ , . .  n k' -}- 1, n~.' -}- 2 . . . .  n~.' @ ~t . . . .  wie man 

unmittelbar einsehen kann. Es folgt daraus, dal~ klim= cosup (2n~' x) ~ 2n2 ~ - - -  1 ist 

(hSehstens mit Ausnahme der Nullmeng'e), was geffen die Voraussetzunff ist. Es 
mug also lira sup ( 2 n ~ x ) ~ 1  sein (hSchstens mit Ausnahme einer Nullmenge~ 

k = o O  

Auf dieselbe Weise zeifft man, da$ lira inf (2nk x ) ~  0 ist (hSehsens mlt Ans- 
nahme einer :Nullmenge). ~=c~ 
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Es sei Yl Ys. .  Y . . . .  irgend eine Menge der Zahlen zwisehen 
0 und 1. Es sei  lim sup y , , = y ~  und es sei 

~ = C O  

Yl = (xll x12- - ,  x ~ , , , . . )  die Zahl y, im dyadisehen System 
ys ~ (xs, xs2 x~m .) die Zahl ~,e im dyadisehen System 

y , ~ = ( x ~ i x , ~ 2 . . ,  x . . . . .  ~ die Zahl y,, im dyadisehen System 

Wir ordnen der Menge Yl ~ 2 . . .  Y , , . .  die Zahl x zu, 2) we 

x ~ (xn,  x~s, x~ ,  x,8 , x,2 , xs~ , . . .  x lm,  x . , . m - ~ . . .  Xml �9 �9 . )  ist. 

Wir  kSnnen folgenden Satz beweisen: 
2. S a t z :  Unter Zugrundelegung der Zuordnung der Zahlen 

Yl Y~ - . - Y  . . . .  zu der Zahl x bezeichnen wir mit f ( x )  die Funktion 

f (x) = lim sup y,, = y~ 

dann ist die Menge der Zahlen x~ fur welche f ( x )  gleieh einer 
Konstanten ist, welche gleieh Eins ist, veto Inhalt Eins. 

B e w e is. Die Funktion f (x) ist tiberall diehtperiodisch, da 
lim sup y~ ~ y  den Wert  nicht itndert, wenn man in der Zahl 

~ ~ c x D  

x~ die n ersten Ziffern beliebig gndert. Es ist also 

~n 
f ( x + a , O = f ( x ) ,  we a,, = ~-~ ist 

( n ~ - l ,  2 , . . . m . . . ,  ~ n = 0 , 1 , - - - 2  ' ~ - 1 ) .  

Andrerseits ist die Funktion f (x) mel~bar im Sinne B ;  in der 
Ta% bezeiehnen wir die Funktion fk (x)~ we 

fk (x) = y~ = (xkl, xku . . ,  xk . . . . .  ) ,  

so ist, wie man leieht einsehen kann, die Funktion fk (x) eine 
Funktion hSchstens yon der zweiten Klasse. Es ist also f ( x )  als 
lim sup )re (x) eine im Sinne B mel~bare Funktion. Es folgt daraus, 

k ~ o o  

dat~ f ( x )  hSehstens mit Ausnahme einer Nttllmenge gleieh einer 
Konstanten ~ ist. Mittels kurzer  {~berlegung kann man zeigen, daft 

= 1 ist. 
Die Menge der Zahlen x~ ftir welehe lira inf y,, ~---0 ist~ ist 

vom Inhalt Eins. Der  Beweis wird auf dieselbe Weise wie far  

1) Das Cantorsche DiagonMverfahren. 
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lim sup y,~ geftihrt. Es ist aIso der Inhalt der Zahlen, ftir welche 
n ~ o o  

lim sup y . ~ l  und lim i n f y ~ O  
~ t ~ O 0  n ~ O 0  

ist, yore Inhalt Eins. 
Es sei f(z) irgend eine analytisehe Funktion 

f(~) = ~ o  +, ,~  ~ + ~ ~ + . . .  + ~ ~ + . . . ,  

wo die Koeffizienten positive reelle Zahlen sind~ welehe hSehstens 
gleich 1 sin& 

Es seien 

ao ~ @01 Xo~ �9 �9 �9 Xo . . . . .  ) 
~1 = ( x l l  x l ~  . . .  x l  . . . .  ) 
�9 im dyadisehen System 

a~ = (x~ I x.~ ~ . . .  x , ~ , . . . )  gesehrieben, 

so ordnen wir der Funktion f(z) die Zahl x zu, wo 

X ~ ( X 0 1  X 0 2  X l l  X 0 3  2 1 2  X 2 1  . . . X 0 m  X l ,  m _ _  1 . . . X m 0  . . . )  

ist. 1) Wir  beweisen jetzt folgenden Satz: 
3. S a t z :  Bezeiehnen wir mit �9 (x) die Funktion~ welche ftir 

x gleich dem Konvergenzradius der Funktion f(z) ist, wo die 
Funktion f(z) der Zahl x zugeordnet is L so ist q)(x)hSehstens 
mit Ausnahme einer Nullmenge gleieh 1. 

1 
B e w e i s .  Es ist also O ( x ) - -  ,,__~ es folgt daraus 

lim sup 1/a,~ 

unmittelbar, dag �9 (x) t~berall diehtperiodiseh ist. Anderseits ist 
1 

O (x) eine im Sinne B melgbare Funktion~ da O k ( x ) -  ~ eine 

Funktion hiSehstens yon der zweiten Klasse ist, und da qb (x )~-  
1 1 

----lim inf k = lim inf (p~ ( x ) -  k ist. Es mug (I)(x) 
k ~ c ~  - -  k ~ o o  

]/ak lim s~lp ]/~- 

hSehstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleieh einer Konstanten 
sein. Wir wollen zeigen, dag ~ ~ - 1  ist. In der Tat ware ~ yon 

Eins versehieden, so ware ~ ~ 1. Bezeiehnen wir die Menge der 
Zahlen x i ftir welehe �9 ( x ) ~  ~ ist, nfit M~, so hat die Menge der 
Zahlen 1 - - x  (also MI-~.)  denselben Inhalt, also sie mul~ mit der 
Menge M~ his ant eine Nullmenge zusammenfallen. Es mtifiten also 
zwei Werte x 1 und 1 - -  x 1 existieren, welehe gleiehzeitig der Menge 

1) Also nach dem Cantorschen Diagonalverfahren. 
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M~ angehSrten (denn w~re dies nieht  der Fall~ so ware  M~ nieht  
yore  Inhal t  Eins). W a r e  also auf  der Menge M~ : (P (xl) = a > 1, 
so w~ire aueh (I) (1 - -  xl)  ~ ~ > 1. Das  ist aber  unmiSglieh~ denn 
einerseits hat ten die Potenzreihen~ die den Wer t en  x~ und 1 - - x ~  
entsprechen~ den Konvergenzrad ius  a > 1, anderseits hatte die S u m m e  
dieser Potenzreihen (1 q -  z -~- z ~ ~ - . - . - q - z " - ]  - . . .) den Konvergenz-  
radius 1~ was unmtiglieh ist. Es  mug  also a ~ 1 sein. 

B e m e r k u n g .  D a  alle in w167 3 und 4 untersuehten Funkt ionen  
im Sinne B mel3bar sind~ so gelten naeh dem 4. Satze in w 2 alle 
Satze in w167 3 und 4 ftir Mengen der Zahlen x h~chstens mi t  Aus- 
nahme  einer Menge erster  Kategorie .  1) 

w  

1. Es sei x i rgend eine reelle irrat ionale Zahl  und 

1 

x,+A 
§ 1 7 7  

x3q- 1 
x~q-" -4-1 

X n + "  �9 " : ( X  1 X 2 , ,  . X  . . . . .  ) 

die Zahl  x in einen Ket tenbrueh  entwiekelt .  

1) W e n n  wir aus  der Menge der Zahlen im g-adischen System eine Menge 
P herausgreifen~ wo eine 4er Ziffern~ z. B. g - -  1 fehlt~ so ist die l~Ienge P nach 
dem Satze 1 in w 4 vom Inha]t N u l l  Da anderseits elne eineindeutige und stetiffe 
(hiichstens mit Ausnahme einer abzf~hlbaren Menge) Transformation zwischen den 
Zahlen der Menge P und den Zahlen x im , g - - 1 - S y s t e m "  existier~ yon der 

.~q_ x~ x,, .. aus der Menge P die Eigensehaft ,  dag der Zahl y = ~ - t - . . .  @O~. 

X 1 X 2 X~ 
z a h l y = , - : ~ - ~ ,  - ( g _ ~ ) , l - - . . ( a _ l ) n +  . . . .  (~,x~ . .~ ,~ . . . ) , im g - - I -  
System entsprich~ so entspricht der Menge zweiter Kategorie ira IntervMl 0 -  1 
eine Menge zweiter Kategorie in der Menge t ). Es ist also die Menge der Zahlen x 

in der Menge P~ wo lim sup xr@'xu-~-"'@x~v = a > ~  ~ und lira inf  

~, + x.. §  q- x,, 
n g - -  2 - -  a = ~ ist, yon der zweiten Kategorle. Das- 

selbe kann  man  bewelsen~ wenn nicht  eine Ziffer, sondern mehrere Ziffern fehlen. 
x~+ x~+...  + x , ~ =  

Es folgt daraus,  dag die Meng'e der Zahien x, wo lim sup 

1 + +. . .  + Xl X2 Xn 
= 1 - -  ~ _< ~ ,  ~na ~ o  x = ( z ~  x2 --  a > ~- una llm inf z �9 

x n . . . )  (x~ '=  0 oder 1) ist, in bezug auf  die Menge x =  (x~ x:  . . .  x ~ . . . . )  yon der 
zweiten Kategorie ist, unabh~ngi~ davon, in welchem System m a n  die Zal~len x 
betrachtet. 

Monatsh. ft ir  Maihemat ik  u. Physik .  X X V I .  5ahrg.  1 7  
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Es sei 

X(2> ~ 1 
X~--~ 1 

ZO~ @ �9 

und allgemein 

1 
x (k) ~ - -  

. + 1  
Xn - ] - .  

1 

xk+~ -}- 1 
xk+2 -~-. 

�9 ~ ( x ~  x ~  . . . x ~ , . . . )  

. + 1  
Xk+n --~-," . 

-~- (XkXk+l Xk+~ . . .  Xk+~, �9  

SO k(innea wir  folgenden Satz beweisen. 
1. S a t z :  Die ~[enge der Zahlen x, ftir welche 

lira sup x (k) ~ a (1) 
k~(:x3 

(~ eine Konstanto) ist, hat den Inhal t  Eins. 
B e  w e is. Es seien ~' und ~" zwei aquivalente Zahlen, also 

"(,~ ~, + ~,., wo ~n % - -  = = 

dann ist lira sup ~,(k)~ lira sup i,,(k) da Ket tenbruchentwicklungen 
k~oo k ~ (::x:) 

zweier aquivalenter Zahlen yon einom gewissen Teilnenner an 
miteinander iibereinstimmen. 1) Bezeichnen wir die Funkt ion  
lim sup x (k) mit f ( x ) ,  so ist 

Wi r  wollen zuerst zeiffen~ dal3 f ( x )  megbar  im Sinne B ist; 
zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit f k ( x ) ~  x (k). Die Funkt ion  
fk(x) ist, wie man leicht einsehen kann,  hSchstens yon der zweiten 
Klasse, es ist also f ( x )  als lim sup f~(x) eine Funkt ion  der Baire- 
schen Klasse. ,~=o~ 

1) -~quivalente Zahlen bilden eine iiberall diehte abzahlbare Menge. In  der 
Tat ist ~ irgend eine Zahl und ~ irffen4 ein Intervall, so kann man zwei Ketten- 
briiche finden 
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Die Funktion f ( x )  ist hSchstens mit Ausnahme einer Null- 
menge gleich einer Konst~nten. In der Tat, hat die Menge 
E ( a ~ f ( x )  ~ b) in irgend einem Intervall einen yon Null ver- 
schiedenen Inhalt, so hat die Menge E (a ~ f  (x) ~ b) in jedem 
noch so kleinen Intervall einen yon Null ve--rschiedenen Inhalg 1) 
und ist dagegen E ( a ~ _ f ( x ) ~  b) in einem noch so kleinen Inter- 
vail eine ~ullmeng% so ist die Menge E ( a ~ f ( x ) ~  b) im ganzen 
Interwll  0 -  1 eine Nullmenge. Daraus folgt auf Grund derselben 
Uberlegung~ wie bei dem Beweise des 3. Satzes in w 2, da~ f (x)  
hSchstens mit Ausnahme einer ~ullmenge gleich einer Konstanten 

ist. 
2. Es sd  x irgend eine reelle irrationale Zahl und 

1 
x ,  q-I 

x ~ q - 1  
X3 + �9 

"§ 

= ( x , x ~  . .  x . . . .  ) 

die Zahl x in einem Kettenbruch entwickelt. Unter den n ersten 
Zahlen x 1 x~ . . .  xn der Zahl x mSgen sieh io~ ) Zahlen (k) und 
p~) Zahlen (1) befinden. Dann gilt der Satz: p<~). 

2. S a t z :  Die Menge der Zahlen x, fur welche lira sup-~k)----- 

--~ Azk ist~ wo A~ irgend due  Konstante ist~ h~t den Inhalt Eins. 
Diese Konstante ist yon Null verschieden and es ist 

A k I  ~ ~Ak, l, 

w o k  # l and k'~= l' ist~ 

k ~  l ,  2 . . . n  . .  . 
1 ~ - l ~ 2 . . . n . . .  

k ' - ~ 1 , 2  . . . n . . .  
l' -~- l~ 2 . . . n . . . 

1 1 
a~ ,-}- 1 a~ d- 1 

a2 ~-. and a~ d- �9 
. + 1  .§ :t 

an an -{- 1 

yon der Eigenschaft, daft a and b im Intervall ~ liegen, es liegt also auch die 
1 

Zahl a -4 -1~  im Intervall 8, da a - 4 - ~ -  zwischen a und b liegt. Andrerseits ist 

die Zahl a--~---1 ~quivalent der zahl  6, es ist also die Menge ~quivalenter Zahlen 

iiberall dicht. Die Abzahlbarkeit ist unmittelbar klax. 

17 ~ 
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B e w e i s .  Sind ~' und ~" zwei aquivalente Zahlen, also 

)(0 1)(0 
ist, dann ist lira sup - - ~  hm sup ~ Bezeiehnen wir die Funk- ~(k) ~ 9" 

tion lim sup -N mit f(x), so ist 

ist. Andrerseits ist die Funktion f(x) im Sinne B mel~bar, da die 

Funktlonf~ (x) = ~ ,  wo T~O, 0 die Anzahl  der (1) Zahlen und 
x (m) 

/)(~) die Anzahl der (k)Zahlen unter den m ersten Zahlen x 1 x~ . . .  
z~ der Zahl x ist, der Bairesehen Klasse angeh0rt, wie man un- 
mittelbar einsehen kann. Da aber f(x)= lim sup f~ (x) ist, so ist 

f(x) im Sinne B megbar. Es folgt daraus, dag f ( x )  hSehstens mit 
Ausnahme einer Nullmenge gleieh einer Konstanten ist, die wir 
mit A,~ bezeiehnen. 

Wit  wollen zuerst zeigen, dal~ diese Konstante yon Null ver- 
sehieden ist. Zu diesem Zweeke definieren wir die Funktion /~' (x). 
tblgendermagen: Ist x irgend eine reelle irrationale Zahl entwiekelt 
in einem Kettenbruch, so ersetzen wir in (x) atle l durch k und 
alle k dureh l und bezeichnen diese Zahl mit y~, die Funktion 
t7' (x) sei ftir die irrationalen x gleieh y~, ftir die rationalen gleieh 
Null. Die so definierte Funktion F (x) ist auf der Menge der 
irrationalen Stellen eineindeutig und stetig, sie ist also naeh einem 
Satze yon B a i r e  h~ehstens yon der zweiten Klasse. ~) Aul~erdem 
hat die Funktion F ( x )  die wichtige Eigensehaft, dal~ sie jede 
megbare Menge in (x) vom Inhalt g in eine 5Ienge yore Inhalt ;~ 
in y~ tiberftihrt~ was man sehr leieht, wie bei den Zahlen des 
g-adisehen Systems, einsehen kann. Da ftir jedes (x) die Beziehung 

p(~) p(k) 
x y~ 

,,=oolim sup 2~(z) @ p~<~) ~-~-2im SUpp(x ) _  y~ @p~z!�9 gilt s) trod es ist 2)~ ~) ---~--~ ~)(k) 

~) Aeta  mathemat iea ,  Bd. 82. - -  B a l r e ,  Sur  1~ representa t ion  des fonef ions  
d iscont inues ,  Seite 103. 

S )  
"*) Die Menge  der P un k t e ,  wo l lm sup  /% hgchs t ens  mi t  A u s n a h m e  

~ = oo p(Z) -4- p(k) 
x - -  z 

e iner  N u l l m e n g e  g le ich  einer  Kons t an t en ,  we lche  g le lch  A 1 ist, beze i chnen  wir  
p(k) 

,x, 
mi t  M l ;  ana l0~  der Meng'e der  Punkte~ wo l im sup  -~' . ht~chstens ml t  Aus -  

n = c o  p(1) 4_ ~(k) :v / ~ - x  
n a h m e  einer  N u l l m e n g e  g le ich  e iner  Kons tan ten ,  welche  g le ich  A k ist, beze ic tmen  
wir  ml t  M k. 



Ober eine spezielle Klasse reeller periodischer Funktionen. ~ g l  

p(z)_t_.~(k) so entspricht der Menge Mt in (x) die Menge Mk in 

p(2 p? (y~). Da lim sup p(~)_q_p(k) -{- lira inf (0@2(f) 1 und lira sup 
~ - -  cx3 ) z ~ ( D o  ~0 x ~ - -cxD 

> lira infp,,;) _~_p(~) ist, so mug Az mindestens ~ gleieh 
- - r t - - o o  x 

sein. Es folgt daraus unmittelbar~ dal] Akz > 1 ist. Da k und 1 

beliebige Zahlen sind~ so ist A ~ >  1 (wenn k--= 17 2 . . .  n . . .  ist) 
1-= l ~ 2 . . . n . . .  

und k :4= 1 ist. Wir wollen jetzt zeigen~ daI~ Ak~ - -  Ak,~, ist. Zu diesem 
Zweeke nehmen wir irgend drei Zahlen k~ l~ o und zeigen, dal] 
Akz -= Alo - -  A~o ist~ da ]q l~ o beliebige Zahlen sind, so folgt daraus 
unmittelbar die Behaupmng. Die Funktion F (x) bildet die Menge 

2(o x der Zahlen (x)~ ftir welche ),-lim~oSUp ~ -  A~o ist~ ab auf die Menge 

(y~), ftir welche lim sup ~ - -  A~o ist~ und zwar s% da$ A~o - -  A~o 
~ ~ (Do A60o~ 

ist. Dadurch ist der Sa~z vollstandig bewiesen. ~) 
Es ist also die Menge der Zahlen 

1 
~ =  

x, -~- 1 
X2 + . 

§  
X ~  + . 

. - - ( X  1 X 2 . . .  X . . . .  ) 

fur welche lira sup - - A z k - - A i s t ,  wo k ~ l - - 1 7 2  . . m . .  ist~ 

(k 4= l) vom Inhalt Eins. 
In der Tat~ bezeichnet man mit Dzk die Menge der Zahlen x~ 

ftir welehc lim s u p ~ -  Azk ist, so ist der Durchschnitt aller 
)b--Oo 

~) Mun kann sog~r noch mehr bewelsen. Bezeichnet man p(0 die Anzahl x 
tier Zahlen l auf n ersten Stellen des Kettenbruches x. so ist die Menge der 

~q) 1 
Kettenbrfieh% ffir welehe lira sup / ' x  Al > ~ -  ist. und zwar wo A1 - -  A2 . . .  

It 

AT..  ist. yore Inhalt Eins. Der Beweis wird gefiihrt, indem man eine ganz 
analoge Funktion definiert, wie bei dem Beweise des zweiten Satzes. Es folgt 
daraus der Satz 2. den B e r n s t e i n  in seiner Arbeit (Math. Annalen, Bd. 71, 
Seite 428) bewiesen hat. der folgendermal~en lautet: Die irrationalen Zahlen 
x (0 < x -~ 1)~ fiir welche yon irgend einem n ~ n(r) an die Bedingunffen: an /c 
oder (~n ~ / c  f[ir alle r - - 0 . 1 . 2 . . ,  m (wo n(r) < n ( r ~ D  ist) erfiillt sind, bilden 
Punktmengen yore Inhalt  Null. 
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Mengen D~(k~l~---17 2 . . . m . . . ) 7  als Durchschnitt yon einer 
abz~ihlbaren Menge yon mef~baren Mengen mit dem Inhalt Eins 
wieder eine me'bare  Menge mit dora Inhalt Eins. Bezeichnen 
wir diesen Durchschnitt mit D~ so enthalt die Menge D alle Zahlen 

x~ ftir welche ~=~olim sup ~ )  ~ A~k ~ A ist 7 w o k  7 l ~ 17 2 . . . m . . .  ist. 

Der Satz 2 gilt auch s irgend welche unendliche Teilmenge 
der Indizesmenge (17 2 . . � 9  n . . . ) ,  also z. B. far die Indizesmenge 
n 1 n 2 . . .  n . . . .  Es ist also die Menge der Kettenbrtiche, fttr welche 
an den Stellen n l n s . . ,  n . . . .  alle mSglichen ganzen Zahlen 
17 2 . , .  n . . .  unendlich oft vorkommen, und zwar so, da~ die 

lira sup ~)7 ffir die Indizesmenge n l ~  s . .  n,~. . gebildet~ alle 

gleich A~k ~ A sind 7 vom Inhalt Eins. Dasselbe gilt 7 wie man un- 
mittelbar einsehen kann 7 wenn man die Menge der Indizes (17 2 . . .  n . . . )  
in eine unendliche Menge yon Indizesmengen spaltet 7 deren jede 
unendlich ist. Es ist also die Menge der Kettenbrach% far welche 

auf jeder dieser Indizesmengen lira. sup ~ = Alk = A ist~ yore In- 

halt Eins. Es sei x dargestellt in einem Kettenbruch~ also 

1 

X2 ~ �9 

. §  

�9 = ( x ~  x . ~  . . .  x . . . . .  ) 

und es sei {xk x k + l . . ,  xk+~,~} irgend ein Teil in dem Kettenbruche, 
wo die Zahlen X k X k + l . . .  Xk+m bestimmte ganze Zahlen sind~ so 
ist die Menge der Kettenbruch% wo der. Tell {XkXk+~. . . xk+, , }  
unendlich oft vorkommt yore Inhalt Eins. Der Beweis wird auf 
dieselbe Weise geftihrt, wie der Beweis des Satzes 2. Da die Menge 
aller mSglichen Teile endlicher Ordnung abz~hlbar ist, so folgt 
daraus, da~ die Menge der Kettenbruche, wo alle mSglichen Teile 
unendlich oft vorkommen~ vom Inhalt Eins sein mu~. Es folgt 
daraus unmittelbar 7 da~ lira sup x(k)~ hSchstens mit Ausnahme einer 

k~c<) 
l~ullmenge gleich 1 ist. 

Da alle Funktlonen 7 die wir in w 6 definiert haben~ im Sinne B 
me,bar  und tiberall dichtperiodisch sind 7 so gelten alle diese Siitze 
fur die Zahlen (x) hSchstens mit Ausnahme einer Menge erster 
Kategorie. 


