229

Uber eine spezielle Klasse reeller periodischer
Funktionen,

Von Celestyn Burstin in Wien.

Nachdem ich in einem ersten einleitenden Kapitel eine Reihe
von Stitzen, die sich auf das Verhdltnis zwischen den im Lebesgue-
schen Sinne mefibaren Funktionen und den Funktionen der ersten
Klasse der Baireschen F-Menge beziehen und die ich zum Teil in
einer fritheren Arbeit bewiesen,?) aufgestellt habe, verwende ich
dieselben zur Untersuchung einer speziellen Klasse reell periodischer
Funktionen, die folgende Eigenschaften haben. Die Werte der Pe-
rioden, mit denen diese Funktionen periodisch sind, liegeén in dem
Definitionsintervall dieser Funktionen iiberall dicht und ich habe
mir daher erlaubt, soleche Funktionen iberall dicht periodisch zu
nennen. Ich wende die aus dieser Untersuchung hervorgerufenen
Sitze auf einige besondere Funktionen dieser Klasse an, die sich
aus der Darstellung reeller Irrationalzahlen in bestimmten Zahlen-
systemen und aus ihren Kettenbruchentwicklungen ergeben und
gelange so zu allgemeinen Resultaten, in denen bereits aufgestellte
Theoreme von Borel?) und Bernstein?3) zum Teil als spezielle
Fille enthalten sind. :

§1.

Erster Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, da eine endliche Funktion f(2, #,...#,) mefibar im Sinne L

ist, besteht in der Existenz einer zweiten Funktion ¢ (#; z,. . .z,) von

der ersten Klasse, welche wesentlich der Funktion f(z, ;.. .z,)
gleich ist. %)

Diesen Satz habe ich in meiner Arbeit?) fiir Funktionen von
einer Variablen mit Hilfe des Tangentensatzes von Lebesgue
bewiesen. In dieser Arbeit beweise ich den Satz mit ganz elemen-
taren Hilfsmitteln fir Funktionen von zwei Variablen; der Beweis
fir » Variablen ist ganz analog.

1) Figenschaften mefibarer und nichtmeBbarer Mengen. Sitzungsberichte der
Kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, math.-naturw. Klasse. Bd. CXXIII, Abt. 2 a.
Juli 1914 (Seite 1525—51). -

?) Rendiconti del circolo mat. di Palermo. Bd. 27, Seite 258 —260.

3) Math. Annalen. Bd. 71, Seite 417—439,

4 F. Hausdorf, Grandziige der Mengenlehre, 1914. 8. 447.

%) Eigenschaften mefbarer und nichtmefibarer Mengen.
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) Die Bedingung ist hinreichend ; denn ist f(z, 2,) o @ (2, 2,), 1)
so ist f(®, 25) == @ (w, xy) + 1 (2, ,), wo n (z, 2,) tiberall, hochstens
mit Ausnahme einer Nullmenge, Null ist. Es 1st also f(z, 2,) als
Summe von zwei mefbaren Funktionen selbst mefibar.

) Die Bedingung ist notwendig. Wir beweisen es zuerst fiir
Funktionen, die nur zwei Werte 0 und 1 annehmen. Es sei M/,
die Menge der Punkte, wo f(x, 2,)?) gleich O ist, und M, die
Menge der Punkte, wo f(z, z,) gleich 1 ist.

Es sei I'(M,)="F, also I(M;)=1—1F% Wir bilden jetzt eine
unendliche Folge von Quadratenmengen, die wir mit 3 3® _ 3. ..
bezeichnen. Die Quadratenmenge 5™ enthslt eine abzihlbare Menge

von Quadraten 37, 8%, 3., .8?’”)). ..von folgenden Eigenschaften,

1. 3% ist ganz in =77 enthalten, 2. S enthalt alle Punkte der
Menge M,, 8. 3 8"’ =1F--¢, 4. lime =0. Die Moglichkeit
m=1 n=00 ’

der Bildung ejner solchen Folge S® 3%, 3™  folot unmittelbar
aus der Definition des Lebesgueschen Inhalts.

Man sieht unmittelbar, daB 7(D{E®3®, . 3"  h=1TI(M,)und
DEWs® | 3% |y~ M, ist. Wir definieren jetzt eine Funktion
1, (z, @,) folgendermalien:

f, (@ 2,) =0 fiir die Punkte der Menge D (Z" E)
f, (¢, 2;) =1 fiir die Punkte der Menge C'{D (3" E)}

die Funktionenfolge f, f,...f, ... ist konvergent, wie man leicht

einschen kann, es sei also lim f (2, 2,) =® (2, 2,) und aus
=00

DIV P 3" Yoo M, folgt, daB ® (v, 2,) ~ f(2,2,)ist. Die Funk-
tion f, (@, #,) ist hochstens von der zweiten Klasse ), also die Funktion
O (», z,) also Grenzfunktion von f, f,...f,... hochstens von der
dritten Klasse. Nach einem Satz von Frechet?) ist aber jede
Funktion der Baireschen Menge einer Funktion erster Klasse wesent-
lich gleich; es ist also @ (2, 2,) ~o ¢ (%, 2,), wo ¢ (%, ;) von der ersten
Klasse ist. Daraus folgt also, daff ¢ (2, @,) ~ f(a, @) ist.

Nimmt die Funktion f(z, z,) die Werte ¢ und b an, so nimmt

die Funktion f(x_});vi)_a_—_c_a die Werte O und 1 an; es gibt also eine

1) D. h. f(w, a,) ist hochstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich g (2 ).
%) @y @p) soll im Quadrate E(0 <my <, 0 <, <1) definiert sein.
3) Bezeichnen wir mit fﬁz’”)(xl @p) eine Funktion, welche fiir die Punkte

der Quadrate 5‘?3, 85;7)),. .

tion fg")(xl Z;) ist also hochstens von der ersten Klasse, da sie pumkiweise un-

082) gleich Null ist und sonst iiberall Eins. Die Funk-

stetig ist. Andrerseits ist lim fy(bm) (01 @5) = f,, (1), also f,, (g 25) hichstens von .
der zweiten Klasse, m=00
*) Rendiconti del circolo matematico. Bd. 22, Seite 14.
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Funktion ¢(xz, z,) von der ersten Klasse von der Eigenschaft, daﬁ
ﬂﬂ——m Uz, x,) ist; es ist also
b —a ¢\ Yo H

f@ x) v a4 (b —a)b (@ 2,) > p(ay T3)s

wo @(x, z;) von der ersten Klasse ist,
Nimmt die Funktion f(z, 2,) # Werte an, z. B. ¢, a,...a,, o

bilden wir die Funktionen I, (z; z,), Iy (x; ;). .. F (% %3), wo
iz, 25) = f, ) ist, wenn f(x x,) =z

ist, sonst itberall Null ist. Esist also f(z; 2,) =F, (z, ;) + Fs (x, 7,) +
..+ F (2, x,), jede dieser Funktionen ist mebbar und nimmt nur

zwei Werte an. Es gibt also #» Funktionen ¢, (z, %), 95 (%, 2,). .
¢, (%, @3) von der ersten Klasse von der Eigenschaft, dahl ¥ (z, ;)0
o (2 7)) (k=1,2...n) ist. Es ist also f(z, 2y)=F, (%, 2,) +
Ly (mzy) . A+ F (2 25) ~ o (21%) @y (0 25) F- o H e, (2:%) =
= (2, x,) oder f(x, z,) ~ ¢ (2, z,); da aber =(x, x,) als eine end-
liche Summe von Funktionen von der ersten Klasse, selbst von
der ersten Klasse ist, so ist also f(x, z,) wesentlich gleich einer
Funktion von der ersten Klasse. :

Um den Satz fiir den allgemeinen Fall zu beweisen, miissen
wir zuerst einen Hilfssatz beweisen:

1. Hilfssatz: Ist f, f;... f,. .. irgend eine Folge von Funk-
tionen der Baireschen Klasse, so ist dann auch die Fanktion F'(z,2,) =
= lim sup f, (¥, %,) eine Funktion der Baireschen Klasse.

In der Tat ist @, @;...q,... irgend eine Folge von Zahlen

und lim sup a, = a, so ist dann e =lim lim M, (4@, -..a,), Wo
H=00 k=00 n=00 }.<n

1’5 WOy e @) die grofte Zahl zwischen den Zahlen a,a, ,...q,
<n :
bedentet. Bezeichnet man analog mit I, oo (e @ %)y [y, (225,
k <n

J,, (@ 2,)) den gréfiten Wert unter den Werten f,(z, ),/ 1 (@ ),
f. (@ x5), so ist, wie man leicht einsehen kann, die Funktion
M, (fi (@1 23), fiys (®1 @5), .., (2) ) eine Funktion der Baireschen
kén
Klasse, da aber F(x, z,)= hm lim M, | (f, (2, 23); fiy (2 2),- .

=00 =00 k<"
J, (@ @) ist, so ist F (=, xg) als Doppelgrenze von Funktionen der
Baireschen Klasse selbst eine Funktion der Baireschen Klasse. Das-
selbe gilt fiir I1m inf f (2, 2,) = @ (@, 2,)-

Nachdem w1r den Hilfssatz bewiesen haben, gehen wir zum
Beweis des allgemeinen Falles tiber.

Es sei f(z, 7,) eine mellbare, geschrinkte Funktion. Es gibt
also zwei Zahlen ! und L von der Eigenschaft, dall I <f(z, z,) << L
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ist. Wir kénnen dann zu jedem noch so kleinen e eine Funktion
J, (@ ;) wihlen, weleche nur eine endliche Anzahl von Werten
annimmt und die Eigenschaft besitzt, dal |f(z ) —f, (z, 2,)| <
ist. ) Die Funktionenfolge f, f,...f, ... konvergiert also gleich-
méilig gegen die Funktion f(z, z,). Nach dem vorhergehenden ist
fo@ ) oo, (v 2,), wo 5, (2, z,) eine Funktion von der ersten
Klagse ist. Die Funktionenfolge ¢, ¢,.. ,... konvergiert also
ttberall hichstens mit Ausnahme einer Nullmenge gegen die Funk-
tion f(z, z,). Bezeichnen wir mit ®(x, ,) den lim sup ¢, (@, Z,),
n=00

so ist ¢ (z, #,) eine Funktion der Baireschen Klasse und es ist
Slay zp) ~ O(x, w,), da fiir die Punkte, wo lim ¢ (z, #,) existiert:
=00
lim ¢ (7 #,) = lim sup ¢, (#, #,) ist. Die Funktion ® (2, z,) ist als
=00 n=00 )

eine Funktion der Baireschen Klasse wesentlich gleich einer Funktion
¢(x, @y) von der ersten Klasse, Es ist also f(z 2,) v ¢, 2,),
w. z. b. w.

Ist f(x; ) meBbar und nicht geschriinkt (aber endlich), so
fihrt man dieselbe Transformation ein, die ich in meiner Arbeit
eingefiihrt habe, ?) wodurch das Problem auf zwei geschriinkte
Funktionen zuriickgefithrt wird. Dadurch ist der Satz vollstindig
bewiesen.

2. Satz: Ist M irgend eine meBbare Menge, welche im Be-
reiche 0 <o, <1, 0 {w, <1...0<Ta, <1 definiert ist, so gibt
es in einem # dimensionalen Parallelotop®) ein % dimensionales

Parallelotop von der Seitenlinge 8, wo I(M)==28" oder 0 ist.
Der Beweis dieses Satzes wird gefiihrt, indem man die Funk-
tion f(#, 2,...%,) einfihrt, so daf

JS(@ %y...2)=1 fir die Punkte der Menge M
Sy #y...2,)=0 fiir die Punkte der Menge C(M)= N ist.

Nach dem 1. Saize gibt es eine Funktion ¢ (z, 2,...2,) von
der ersten Klasse, welche der Funktion f(z;x,...x,) wesentlich
gleich ist. Iis sei:

(275, ..2)=1 fir die Punkte der Menge M,
¢ (# %y...2,)=0 fir die Punkte der Menge N,,

so muBl  T(M)=I(M,)=I{D(M,M,)} uwnd I(N)=I(N,) =
= I{D(N,N,)} sein. Bezeichnet man D (M, M,) mit M, und

!) Lebesgue, Legons sur Vintégration. Seite 101.
*) Eigenschaften mefbarer und nichtmefbarer Mengen. Seite 1527,

) d. b. » dimensionaler Bersich von der Eigenschaft, daB [x;c — x;; |<é

ist, wo k==1,2...n ist. Ich benenne nachher immer ein n dimensionales Paral-
lelotop » dimensionales Intervall 3.
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D (N, N,) mit N,, so gibt es kein n-dimensionales Intervall, wo
M, und N, tberall dicht wiren, da sonst ¢ (z; Z,...%2,) in diesem
n-dimensionalen Intervall total unstetig wire. Daraus folgt also der
2. Satz.

8. Satz: Ist I(M) in jedem noch so kleinem n-dimensionalen
Intervall von Null verschieden, so mufl ein #-dimensionales Inter-
vall von der Seitenlinge & existieren, wo [(M)=20" ist.

Nach dem 2. Satze mufl ein #n-dimensionales Intervall von der
Seitenliinge & existieren, wo (M) =3" oder 0 ist; da aber in jedem
noch so kleinen Intervall 7(M) von Null verschieden ist, so muflin
dem #-dimensionalen Intervall von der Seitenlinge 3,1 (M) = & sein.

Die Beweise der Siitze 2 und 3 sind. fir den Fall n =1 in
der Arbeit!) auf dieselbe Weise gefithrt worden.

4. Satz: Fs seien gegeben zwei Mengen M und N, wo
N=0C(M) ist. Ist in jedem noch so kleinen n-dimensionalen
Intervall I,(M) >0, so gibt es ein n-dimensionales Intervall von
der Seitenlinge 3, wo I,(M)==1I,(N)=2" ist. In dem Intervall
ist M und N nicht meBbar im Sinne L.

Der Beweis wird gefithrt auf dieselbe Weise, wie der Beweis
des 2. Satzes in § 2 in meiner Arbeit. ¥) :

Sind zwei Mengen P und ¢, welche nicht elementenfremd
sein brauchen, gegeben, und ist in jedem moch so kleinen Intervall
I (P)>0 und I,(Q) >0, so gibt es ein Intervall 3, wo I,(P)=
= I, (@) =& ist; speziell sind die Mengen mefibar (z. B. Komple-
mentirmengen nirgends dichter perfekter Mengen), so gibt es ein
Intervall 8, wo I(P)=—=1I(Q)=23" ist. Dasselbe gilt fiir jede end-
liche Anzahl von Mengen P, P,...PF,, es gibtalso ein Intervall 3,
wo I, (P)) = I,(P,)=...= I,(P,) = 3"ist, speziell, wenn P, P, . ..
P,, meBbar sind, ist I (P,) == I(P,) =---=I(P,)=23". Man sieht
aber unmittelbar, da der Satz fiir abziihlbar viele Mengen P, P, ... P...
nicht gelten mufl, Um das zu zeigen, konstruiere ich folgendes Beispiel :
Es seten die Mengen £, P,...P,... alle melbar linear und im
Intervall von der Linge 1 enthalten. Es sei U (P, ) die Komple-
mentirmenge der Menge P, in bezug auf das Intervall 0 — 1 und
es sei die Menge C (P ) nirgends dicht perfekt vom Inhalt 1 — zp,
wo lime =0 ist.>) Fir jede Menge P  gilt also die Beziehung

I (ﬁjio in jedem noch so kleinen Intervall und doch gibt es
nicht ein Intervall 3, wo I(P))=1(Py)=...I1(P )=...= 3 ist,

da wie klein anch die Grofe 3 sein mag, es immer moglich ist,
einen Index » zu finden von der Eigenschaft, dal e, <(3 ist; es

1) Eigenschaften meBbarer und nichtmefbarer Mengen. Seite 1523.

%) Dieselbe Arbeit. Seite 1533.

3) Die Menge C(C(P))-} C(P)-+...C(P,)...) ist von der zweiten
Kategorie und vom Inhalt Null.
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hat also die Menge #, den Inhalt ¢,, also einen kleineren Inhalt
als 8. Fir nichtmeflbare Mengen gilt auch dieselbe Bemerkung
(um-das zu zeigen, mufl man /I, nichtmeBbar voraussetzen).

§ 2.

Wir wollen jetzt die Resultate des § 1 auf tberall dichtperio-
dische Funktionen anwenden. Unter einer tiberall dichtperiodischen
Funktion f(x) verstehe ich folgendes. Es sei @, a,...a,. .. irgend
eine abzihlbare iiberall dichte Menge auf der Strecke (0 — 1), dann
soll immer die Relation gelten:?)

Jaeta)=f(»), woi=1,2...n...

ist. Fs gibt sehr einfache iiberall dichtperiodische Funktionen, z. B.
J(x)=1 fir die rationale Punkte und f(x)=0 fiir die irrationale
Punkte. Diese Funktion hat iiberall dichte Perioden, und zwar sind
alle rationalen Zahlen Perioden. Wir wollen uns hier nur mit mefi-
baren tiberall dichtperiodischen Funktionen beschiftigen. 2)

1. Satz: Jede stetige tiberall dichtperiodische Funktion ist
konstant.

Denn es ist f(0 4~ a;) = f(a) =f(0) = A und da die Menge
@y Uy .. .0y, .. iberall dicht liegt, so existiert fir jeden Punkt x
eine Folge a3, @s,...a, ..., welche in der Menge a, a,...a,... ent
halten ist, von der Eigenschaft, daB lim a;,= 2 ist. Wegen der
. - Nn=00
Stetigkeit ist also lim f(ax, ) = f (im @, ), also f(#) = f(0) = A.

H=CO n==0Q

2. Satz: Jede unstetige iiberall dichtperiodische Funktion ist
total unstetig. :

In der Tat ist f(x) irgend eine unstetige iiberall dichtperio-
dische Funktion, so nimmt sie mindestens zwei Werte, die von-
einander verschieden sind, an. Bezeichnen wir diese Werte mit
by, b, vnd sei by —by==d. Da f(x) tiberall dichtperiodisch ist, so
nimmt f(x) die Werte b,,b, in jedem noch so kleinen Intervall an,
es ist also die Schwankung der Funktion f(#) in jedem noch so
kleinen Intervall mindestens gleich d, also f(x) ist total unstetig.
Es folgt daraus, daf f(2) keine Funktion von der ersten Klasse
sein kann, also keine Grenzfunktion von stetigen Funktionen.

3. Satz: Jede mefibare iiberall dichtperiodische Funktion ist
héchstens mit Ausnahme einer Nullmenge konstant.

In der Tat sei f(z) irgend eine iiberall dichtperiodische Funk-
tion, von der wir einstweilen voraussetzen, dafl sie geschrinkt ist.
Es existieren also zwei Zahlen [ und L von der Eigenschaft, daf
{<f(x) <L ist. Betrachten wir die Funktion f(z) im Intervall

!) Die Einschrinkung ist nicht wesentlich. Die Menge @, a5...q,,... kann
auch iiberall dicht zwischen (— oo, - 0) liegen.

?) Eine nichtmeBbare iiberall dichtperiodische Fuuktion ist die vom
Vitali definiertse Funktion, auch die in meiner Arbeit im § 4 definierte nicht-
mefibare Funktion ist itberall dichtperiodisch.
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0 —1; alle Eigenschaften der Funktion f(z) gelten dann fiir jedes
Intervall. Aus der Eigenschaft der iiberall dichten Periodizitit folgt
unmittelbar, daB, wenn der Inhalt der Menge E(a < f(z) <b), wo
@ und b irgend welche Zahlen sind, in irgend einem Intervall von
Null verschieden ist, daB dann der Inhalt der Menge E (o < f () <))
in jedem noch so kleinen Intervall von Null verschieden ist und
umgekehrt, ist der Inhalt der Menge E (2 <f(z) <b) in irgend
einem Intervall gleich Null, soist der Inhalt der Menge Ela<fx)<b)
tiberall gleich Null (also ist E (a < f(x) <b) eine Nullmenge).
Es ist J{E( <f(z)<<L)}=1 im Intervall 0— 1. Wir be-

zeichnen mit {; die Zahl ——, dann ist

2 ,
El<f@<L=E(<f@h+El<f@)<L)
Eine von diesen Mengen mufl eine Nullmenge sein, denn wiren
beide vom Inhalt grofer als Null, so wéren beide in jedem noch
so kleinen Intervall von Null verschieden, also nicht meflbar nach
dem vierten Satze im § 1. Wir haben aber vorausgesetzt, dal f(x)
mefBbar ist. Es sei also die Menge E (I, < f(z) < L) eine Null-

1

2 bl
EQ<f@)<L)=E(<flo L)+ El6L<</® <), dann gilt
wieder derselbe SchluB, es sei also E(I<f(x)<l,) eine Null-

menge; allgemein bezeichnen wir die Menge E (I, < f(z) <1, . ,), zu
der wir auf dieselbe Weise nach » Schritten gelangen. Die Menge

El,<f@<1,,,) soll folgende Eigenschaften haben, erstens es
soll T{E(, <f(x) < L )}=11im Intervall 0 — 1 und zweitens

menge. 1) Wir bezeichnen jetzt mit I, die Zahl dann st

soll 1, — l,= sein. (Zu dieser Menge miissen wir nach

n Schritten gelangen, wie man leicht einsehen kann.) Wir bezeichnen
I 41

jetzt mit 7, , die Zahl —%—f—, dann ist E (1, < f(@) <I,,,)=

=L, <f) <1, +EQ, L, <f@)Z l, 1), und es muf} min-

destens eine von diesen beiden Mengen eine Nullmenge sein; es sei

das die Menge F (I, < f(z) <!, ,). Den Durchschnitt aller so de-

finjerten Mengen vom Inhalt Eins bezeichnen wir mit D), dann
gilt folgende Relation :

El<f@<L)y=E(<f@<D+EI<f@L)+- .
B < <1, ) D

Es ist also
1 =I{E(l <f(x)<Z L)}=I{E(l1<f(x)§L)}+I{E(léf(x) élg)} R
A IEQ<f@ <1 )} D)

1) Es ist also [{E(l<f(@)=< I)} =1 im Intervall 0 — 1.
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Da jede der Mengen E (I, < f(») <1, eine Nullmenge ist,
so mul /(D)=1 im Intervall 0 —1 sein. Fir die Punkte der
Menge D ist f(x) gleich einer und nur einer Zahl, und diese Zahl
ist nichts anderes als der Durchschnitt der Intervalle G, —1,,) (da

die Intervalle (I, —17 4o) mit wachsendem # gegen Null konver-

gieren, so definiert der Durchschnitt eine und nur eine Zahl, die wir
mit ¢ bezeichnen). f(z) ist also hochstens mit Ausnahme einer Null-
menge im Intervall (0 — 1), also auf einer Menge vom Inhalt Eins
gleich ¢, w. z. b. w.

Ist die Funktion f(#) nicht geschrinkt, so kénnen wir vor-
aussetzen, dall sie positiv ist, denn es ist entweder F (f(z) << 0)
oder F/( f(2) < 0) eine Nullmenge. Ist F(f(x) << 0) eine Nullmenge, *)
so ist T{E(f(z)>>0)}=1 im Intervall 0—1; die Funktion
J(®) 4%k, wo k>0 ist, ist auch tiberall dichtperiodiseh; also es ist

I{E{f(@)+%>0)}=1. Die Funktion f(r—)l—l'-_k — o (2) ist also
auch eine tiberall dichtperiodische und hat die Eigenschaft, die Menge
E(f(#)-F%k>0) in die Menge F (O <9¢@) é%) tiberzufiihren.

Es ist also [ { r (O <9@ < ]i)} =1 und fiir die Funktion ¢ (2)

gilt die Eigenschaft, die wir bewiesen haben, also auch fir die
Funktion f(z). Dadurch ist der Beweis vollstindig erbrach.

4. Satz: Jede im Sinne B2) meBbare iiberall dicht peri-
odische Funktion ist hochstens mit Ausnahme einer Menge erster
Kategorie konstant.

In der Tat sei f(z) irgend eine im Sinne B mefbare, iiber-
all dichtperiodische Funktion, von der wir voraussetzen, daf sie
geschriinkt ist. s existieren zwei Zahlen { und L von der Eigen-
schaft, daB [<f(z)< L ist. Aus der FEigenschaft der fiberall
dichten Periodizitit folgt unmittelbar, daB, wenn die Menge
£(a <f(x) <b) in irgend einem Intervall von der ersten bezw. von
der zweiten Kategorie ist, daB dann die Menge [F (1< Flz) <<b)
tiberall von der ersten hezw. von der zweiten Kategorie ist.

Die Menge K (I<f(x)<CL) ist also im ganzen Intervall
(0 — 1) von der zweiten Kategorie. Bezeichnen wir [, ‘die Zahl

L ; Z} wo 7 >2 ist, dannist E(l<f(x)<L):E(l<f(x)§l_l_ 1)+

F B+, <f@)<I+2l)+..+El+n—D]L<f@)<L);

von diesen 7 Mengen kénnen hochstens zwei aneinander stoBende

) Ist I{E(f(x)<0)} =1, so ist HE(—f@)>0}=1.

*) Die im Sinne B meBbaren Funktionen gehoren der K-Menge an, d. i
der Menge aller Funktionen, die man aus den stetigen durch (beliebig oft) wieder-
holte Grenzprozesse erzeugen kann. Diese Funktionen haben die Eigenschaft

m{w'(f)] =0 auf jeder perfekten Menge, d. h. sie sind hochstens punktweise
unstetig nach Ausschlub einer Menge erster Kategorie.
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Mengen von der zweiten Kategorie sein, denn sonst wire

m{o ()} >0.") Es seien das die Intervallmengen E (/-
+r— Dl < fle) <I+4rl) und EQ—-rl, < flz) <10 4-1D0),

mit der Summe dieser beiden Mengen verfahren wir auf dieselbe
Weise und wir kommen wie bei dem Beweise des 3. Satzes zu der
Menge D®2), die, wie man unmittelbar sieht, von der zweiten
Kategorie ist. Fiir die Punkte dieser Menge ist f(x) gleich einem
konstanten ¢, w. z b. w.

Wire f(x) nicht geschriinkt, so verfahren wir wie beim Be-
weise des 3. Satzes.

Die Mengen D und D® miissen nicht identiseh sein. Wir
wollen das an einem Beispiel zeigen. Es sei P irgend eine perfekte
nirgends dichte Menge vom Inhalt grofler als Null und es sei
(g Ay Oy Gy . . .Gy . . die Menge aller rationalen Zahlen. Wir bezeichnen
dann mit P,, die Menge, welche aus der Menge P durch die
Translation um die Strecke ., entsteht. Bezeichnen wir jetzt mit [1
die Menge aller Punkte, die mindestens in einer der Mengen
P, P,...P,... vorkommen, so hat dic Menge I1 die Eigenschaft
[, =1, d. h. die Menge, welche aus der Menge [I durch die
Translation um die Strecke a, (wo n =1, 1...m...ist) entstebt,
ist mit der Menge [I identisch. I)ie Menge II ist von der ersten
Kategorie als abzihlbare Menge von Mengen erster Kategorie und
hat in jedem noch so kleinen Intervall einen von Null verschiedenen
Inhalt. %) Die Komplementirmenge der Menge I, die wir mit ¢ be-
zeichnen, ist von der zweiten Kategorie (iiberall) und hat auch die
Eigenschaft, daB @.,=¢ ist. Es mul also ¢ eine Nullmenge
sein, denn wire @ in einem noch so kleinen Intervall vom Inhalt
groller als Null, so wire tberall @ vom Inhalt grofler als Null. Das
ist aber unmoglich, da @ meBbar im Sinne L ist und daher beide
Mengen IT und @ nicht tiberall vom Inhalt grifler als Null sein
konnen. Wir definieren jetzt eine Funktion f(x) folgendermafien:

Jf(x) =1 fiir die Punkte der Menge II
f(@) =0 fir die Punkte der Menge .

Die Funktion f(x) hat, wie man sieht, die verlangte Eigenschaft,
denn als Menge D ergibt sich die Menge P, als Menge D die
Menge .

Wir bezeichnen irgend einen Punkt 2, #,...2, in dem %-dimen-
sionalen Raume mit 2, 4, 4 2,4, +- - - 2,4, , W0 % 4,...%, irgend
welche Einheitsvektoren des #-dimensionalen Raumes sind; wir ordnen
also ganz einfach jedem Zahlkomplex #, 2,...2, einen Vektor zu. Die
Funktion f(2; %,...2,) konnen wir also in der Form schreiben

1) Alle n Mengen kinuen nicht von der ersten Kategorie sein, denn sonst
wire auch K (I <f(x) << L) von der ersten Kategorie.

%) DM ist der Durchschnitt fiir analog (wie beim Beweis des Satzes 3)
gebildete Mengen zweiter Kategorie.

%) Die Menge P ist mefbar als Vereinigungsmenge einer abzihlbaren
Menge von meBbaren Mengen.
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Szt = 24 ...~ 2,4,). Wir ordnen jedem Vektor (2, 4, - 2,4, -
- nin) die Zahl f(z, 4 42, 4y +. ..~ 2, 4,) zu, die wir mit y
bezeichnen ; es ist also y = f (2,4, 2,4, ~-... 4~ 2,4,) nicht anderes,
als die reelle Funktion von » Verinderlichen 2, 2,...2,. Es sei
Sz 4 425495 .. .4 2,0.) eine tiberall dichtperiodische Funktion,

. h. es gibt eine iiberall dichte Menge von % dimensionalen Vek-

toren, die wir mit %Y, A®. . U™, .. bezeichnen von der Eigen-
schaft, dafl

JZ+A0) = f(Z)

isty wo i=1,2..om...und Z=2, i, 2,4, +. .. 2,0, ist.

Die Satze 1, 2, 3, 4, die wir fir die tiberall dichtperiodischen
Funktionen einer Verinderlichen bewiesen haben, gelten ohne weiteres
fiir diese Funktionen, wie man leicht beweisen kann.

Wir ordnen irgend einem # dimensionalen Vektor Z% —
= Zin)il + Z;") tybn - z‘ffl) i, irgend einen m dimensionalen Vektor -

Zm — zi’") i+ z;m) iy ...+ zf;") ¢, zu und bezeichnen diese Zu-

ordnung mit Z™ = & (Z"). Diese Zuordnung ist nichts anderes
als eine Funktion. Es sei ®(Z%) eine tberall dichtperiodische
Funktion, d. h. es gibt eine tberall dichte Menge von » dimen-
sionalen Vektoren, die wir mit A®, A® . AP . bezeichnen von
der Eigenschaft, da}

P (Z(%) + g[(D) —® (Z(n))

ist, wo =1, 2...k... ist.

Die Sitze 1,2, 3,4, die wir fiir die tiberall dichtperiodischen
Funktionen einer Versnderlichen bewiesen haben, gelten ohne weiteres
fir diese Funktionen, nur ‘entspricht hier der Zahl y der Funktion

), der Vektor Z™ der Funktion ®(Z®).
?

§ 3.

L. Die Menge aller tiberall dichtperiodischen Funktionen, welche
mefbar im Sinne B sind, ist von der Michtigkeit des Kontinuums,
Wir wollen hier den Satz beweisen:

1. Satz: Die Menge aller iiberall dichtperiodischen Funk-
tionen, welche mefbar im Sinne L sind, ist von der Michtigkeit £
d. i. von der Michtigkeit der Menge aller reellen Funktionen.

Beweis: Es sei A irgend eine tberall dichte und abzihl-
bare Menge von Zahlen @, a,...a,... von der Eigenschaft, dab
A +-a,=A und P irgend eine Nullmenge von der Michtigkeit
des Kontinuums. Wir bezeichnen mit P,, (so wie im § 2) die Menge,
welche aus der Menge P durch die Translation um die Strecke
ar entsteht. Es sei [I die Menge aller Punkte, die mindestens
in einer der Mengen P, P, P, ...P, ... vorkommen, so dab
die Menge [P die Eigenschaft Il,==1II besitzt, d. h. die Menge,
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welche aus der Menge Il durch die Translation um die Strecke
am(m=1,2...n...) entsteht, ist mit der Menge Il identisch.
Die Menge II ist, wie man unmittelbar sieht, eine Nullmenge
(als abzihlbare Menge von Nullmengen). ,

Aus der Menge II greifen wir folgende Teilmenge ¢ heraus:
sind b und ¢ irgend welche Zahlen der Menge €, so soll nicht die
Beziehung b -+ ay= ¢ -} a; (wo @ und «; irgend welche Zahlen der
Menge A sind) bestehen. Die Menge ) (wenn sie besteht) hat die
M:ichtigkeit des Kontinuums. In der Tat bezeichnen wir mit z die
Michtigkeit der Menge @, so ist, wie man unmittelbar sieht,

Ny =r¢,

also nach einem Satzel) z —c. )

Die Existenz der Menge ¢ kann man sehr leicht auf Grund
der Wohlordnung des Kontinuums zeigen. Da die Menge ¢ die
Michtigkeit des Kontinuums besitzt, so ist die Menge aller moglichen

Teilmengen der Menge ) von der Michtigkeit f==R°. Es sei B
irgend eine Teilmenge der Menge ¢), und U die Menge aller Punkte,
die mindestens in emmer der Menge By, B, ... B, ... vorkommen,
so definieren wir eine Funktion fz(z), welche der Teilmenge b
entspricht:

fe(x) =1 fir die Punkte der Menge I’
f3(@) =0 fur die Punkte der Menge C(I).

Man sieht unmittelbar, dafi fs(x) tiberall dichtperiodisch nnd mef-
bar im Sinne L ist. Da anderseits, wenn B, und B, irgend welche
zwel verschiedene Teilmengen der Menge ¢ sind, auch die ent-
sprechenden tiberall dichtperiodischen Funktionen fp () und fs, ()
voneinander verschieden, so ist die Michtigkeit der tiberall dicht-
periodischen und im Sinne L meBbaren Funktionen mindestens
gleich f=R°, also gleich . w. z. b. w.

Unter Zugrundelegung der rationalen Zahlen @, a;...0,..
als Periodensystem einer iiberall dichtperiodischen Funktion, kann
man ohne Wohlordnung die Existenz dieser Menge ¢ zeigen, also
den Satz beweisen, dali die Menge aller iiberall dichtperiodischen
Funktionen von der Michtigkeit N¥°=f ist. Diese Bemerkung und
Beispiel, das ich hier zur Beweisfiihrung dieser Bemerkung aufiihre,
verdanke ich dem Herrn Dr. Wilh. Grof. ,

Jede Zahl 1aft sich bekanntlich eineindeutig in der Form
{Normalform) 2) :

1) Eigenschaften meBbarer und nichtmelbarer Mengen. Seite 1544—1547.

2} Die rationalen Zahlen lassen zwei verschiedene Darstellungen zu, eine
endliche und eine unendliche Darstellung. Wenn man aber die Bedingung hinzu-
fiigt, daf es keine Darstellungen der Zahlen (x) gibt, in welchen, von einer be-
stimmten Stelle 7 angefavngen, alle Ziibler en==n -—1 sind, so ist dadurch die
Darstellung jeder Zahl x eindeutig. Es sollen also in jeder Darstellung der Zahlen
(x) unendlich viele Zahlen ¢, vorkommen, fiir welche ex <n — 1 ist,
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611

S

e, e,
darsteilen, wo ¢ irgend eine ganze Zahl und die e, den Bedingungen
0 <<e,<n unterworfen sind. Speziell lassen sich die rationalen

Zahlen in der Form darstellen, wo nur endlich viel nullverschie-
denen Zahlen ¢, e¢,...¢,... vorkommen.
Es sei B2 die Menge der Zahlen z, wo

o 2, o

x:(x1x2...xn). -E+W+"+W..

ist, und wo jedes @., 1 oder 2 ist. Diese Menge ist, wie man ohne
weiteres einsehen kann, perfekt. Wir ordnen jetzt der Zahl z eine
Zahl y folgendermalien :

z, Zy z,
' =8 T B ey T BT 0, Ty T

‘ I,
+(3+ 10"tz .. .+xn_,)1+"'

zu. Diese Zuordnung ist, wie man leicht beweisen kann, einein-
deutig und stetig, !) es ist also die zugeordnete Menge auch perfekt.
Bezeichnen wir sie mit ¢. Wir wollen jetzt zeigen, daf die Diffe-
renz zweier Zahlen y,, y, der Menge @ nie eine rationale Zahl sein
kann. In der Tat, wire 5, —y, =7 (3, >v,) eine rationale Zahl,
80 wire ¥, =y, 47, wir wollen zeigen, dal das unmoglich ist.
Sind y, und y, zwei verschiedene Zahlen der Menge %, so sind
von irgend einem Index # alle folgenden Nenner in der gewihiten
Darstellung voneinander verschieden. Das folgt unmittelbar aus der
Zuordnung der Menge R der Menge ). Anderseits laft sich die
Zahl 7 darstellen in einer Form, wo nur endlich viele von Null
verschiedene Zahlen e, ¢e;. . .¢,.. . vorkommen; es gibt einen Index
m von der Eigenschaft, daf alle ¢,, wo p>>m ist, verschwinden.

Bezeichnen wir mit p die groflere von den beiden Zahlen m und n,
so sind die Nenner der Zahlen y, und 4, +7» von dem Index p
angefangen voneinander verschieden, anderseits wiren die p — 1 ersten
Stellen der Zahl y, -~ nicht in der Normalform, so kann man das
ohne weiteres machen und man sieht leicht, daf dadurch alle fol
genden Stellen s, wo ¢>>p ist, nicht beeinflut werden. Ks sind

also vom Index p angefangen alle Nenner der Zahlen y, und
(4 ~+7) voneinander verschieden, was aber unméglich ist, da die
Darstellung in der Normalform eindeutig ist. Es muf also » eine
irrationale Zah! sein.

Bezeichnen wir mit ¢),, die Menge, die aus der Menge @ durch
Translation um a, entsteht, so haben zwei Mengen ¢, und @,

1) Siehe: Baire R., Acta Math, Bd. 32, Seite 106.
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WO @y % @, ist, keinen Punkt gemeinsam. Dasselbe gilt fiir jede

Teilmenge der Menge ¢ und da es 2°= f verschiedene Teilmengen
der Menge @ gibt (weil @ die Michtigkeit ¢ als perfekte Menge

besitzt), so gibt es, wie wir geschen haben, auch 2°=f verschie- -
dene iiberall dichtperiodische Funktionen, die, wie man leicht be-
weisen kann, im Sinne L mefbar sind.?!)

Wir wollen jetzt noch die Menge ¢ anwenden, um einen
Satz zu beweisen, daf innerhalb jeder Funktionenklasse der Menge £
iiberall dichtperiodische Funktionen existieren. Eine Ausnahme bilden
die Funktionen ersten Klasse, wie wir gesehen haben. Ist also a irgend
eine Klassenzahl, die kleiner als Q, und grofier als 1 ist, so gibt es eine
Funktion f(#), wie wir zeigen wollen, von der «*» Klasse, welche
iiberall dichtperiodisch ist. Wir setzen also voraus, dafl es Funktionen
jeder Klasse a <C Q, gibt,? und wollen dasselbe fiir die tiberall dicht-
periodischen Funktionen zeigen. Unter dieser Voraussetzung muf
es auf jeder perfekten nirgendwo dichten Menge Funktionen jeder
Klasse @ <@, geben, denn sonst existierten tiberhaupt von einer
Klassenzahl ? angefangen keine Funktionen, von Klasse a>§, was
gegen die Voraussetzung ist. Fs existieren also auf der Menge ¢
Funktionen jeder Klasse a<C £2,. Ist f(z) irgend eine Funktion,
z. B. der Klasse 8, so wollen wir zeigen, daf wir eine Funktion
f(x) mittels dieser Funktion ¢(z) definieren konnen, die iiberall
dichtperiodisch und vor der {t» Klasse ist. Wir definieren f(z)
folgendermalfien :

f(@) = () fir die Punkte der Menge ¢
f(z 4 a,) = f(2) fir die Punkte der Menge X @,

n==1
(WO @y @y Gy...Gy. .. die Menge aller rationalen Zahlen ist) (a,==0)

o>
und f(z) =0 fiir die Restmenge C ( Y Qa>
n=20
Die so definierte Funktion f(z) ist tiberall dichtperiodisch,
mit den Perioden @, a,...@,..., wie man leicht einsehen kann.
Anderseits ist f(#) mindestens von der gt Klasse, da sie auf der
Menge @ von der @t Klasse ist. ) Wir wollen noch zeigen, dafl
f(z) hochstens von der ft» Klasse ist. In der Tat, da ¢(z) von der
gten Klasse ist, so gibt es keine Funktionenfolge ¢;, ¢5...%n. ..

1) Die Menge @ ist perfekt und vom Inhalt Null. In der Tat, wire
oo

I(Q) =58>0, so wire der Inbalt der Menge D (&, X Q,,) vom Inhalt grofer

- n==1
als jede Zahl (unendlich), was aber unmoglich ist, da I(E)=1 ist.

%) Den Beweis fiir die Existenz von Funktionen jeder Klasse a < {y hat
Lebesgue in seiner Arbeit: Sar les fonctions représentables analytiquement
(Journal de math. 1905) gegeben.

3) Jst eine im Sinne B meBbare Funktion auf irgend einer perfekten Menge
von der [ten Klasse, so ist diese mindestens von der fpten Klasse.

Monatsh. ftir Mathematik u. Physik. XXVI. Jahrg. 16
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von der §— 1% Klasse, so dab lim ¢.(z)==¢(x) ist (auf der

Menge ¢)). Wir definieren jetzt di_e_Funktionenfolge SiJoo o Su ey
x

wo fu(2) = @u(x) fiir die Punkte der Menge I ¢, sonst iiberall
k=0

Null. Die Funktion f, (k) ist also hochstens von der f — 1t= Klasse
(als Summe von endlich vielen Funktionen § — 1t® Klasse), anderseits
ist, wie man leicht einsehen kann, lim f,(z) =f(#), also ist f(»)

hochstens von der 8= Klasse. Das gﬁft fiir jede Klasse. Wire { eine
Limeszahl, so kann man eine unendliche Anzahl von Klassenzahlen

@ 0y ..%. .. finden, von der Eigenschaft, daf lim a, =@ ist. Es
=00

gibt also eine Funktionenfolge ¢, ¢,...¢,... von der Eigenschaft,

dal @, (2) von der a,®® Klasse ist und daf

lim @, (z) == ¢ (%)

ist.”) Der Beweis wird in diesem Falle nicht geiindert. Es gibt also
iiberall dichtperiodische Funktionen innerhalb jeder Funktionen-
klasse der Menge / (mit Ausnahme der 1t*® Klasse).

2. Es sei im Imtervall (0,1) gegeben irgend eine iiberall
dichte abzihlbare Menge A = (a,a,...a,...), dann sollen zwei
Zahlen b und ¢ wesentlich kongruent in bezug auf die Elemente
der Menge A heillen, wenn die Beziehung

bt+au=c+a (a4 )

 fiir irgend ein Paar innerhalb der Menge 4 gilt. :

2. Satz: Ist P irgend eine im Sinne L meBbare Menge vom
Inhalt 3> 0, so gibt es innerhalb der Menge P mindestens ein
wesentlich kongruentes Zahlenpaar in bezug auf die Elemente der
Menge 4. Bezeichnet man die Menge der Zahlen b, fiir welche
mindestens eine Zahl ¢ existiert?) von der Eigenschaft, daf die
Beziehung (1) besteht, mit P, so ist die Menge P® mefbar im
Sinne L wund vom Inhalt 3.

Beweis: In der Tat wire der erste Teil des Satzes falsch, so
hiitten irgend welche zwei Mengen P,, und P, (ax = a;) keinen Punkt
miteinander gemein. Da J(P)=13>> 0 ist, so kann man eine ganze
Zahl » finden von der Eigenschaft, daB n3> 2 ¢ ist. Es hitte

also die Menge X P,, den Inhalt 7 < X Pak) > 2-}-¢, was aber un-
k=1 k=1

moglich, da die Menge im Intervall hochstens von der Linge 2
enthalten ist. s gibt also mindestens ein Zahlenpaar b und ¢, fir
welches die Beziehung (1) besteht.

Wir wollen jetzt den zweiten Teil des Satzes beweisen. Ist
P mefibar und vom Inhalt 8, so kann man eine abzihlbare Menge
von perfekten Mengen P, P,...P, .. finden, welche 1. in der

Y (;) soll von der ften Klasse sein.
%) b und ¢ Zahlen der Menge P.
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Menge P enthalten sind, 2. einen von Null verschiedenen Inhalt
haben, 3. und fiir die X I(F,)=I(P)ist.
n=1
Es soll I (P,) = 3, > 0 sein, wir wollen zeigen, daB I (P{") =3,

ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir irgend welche zwei Zahlen a;

und @; (a; == ;) und suchen die Gesamtheit M,(c';) aller Zahlen b und
¢ innerhalb P, von der Kigenschaft, dafl

bt a=c+a

ist. Die Menge dieser Zahlen ist abgeschlossen; in der Tat ist irgend
eine unendliche Menge b, b,...b,. .. gegeben von der Eigenschaft,
daB b, -+ o =c,+a ist (n=1,2...m. .) und dab limb, =10
ist, so kann man aus der Menge ¢, ¢,...C,... eine Teilmenge

Cn Cny- + Cny . - - herausgreifen, welche gegen ein Grenzelement kon-
vergiert, Ks sel also lim ¢,, = ¢, dann ist :
m=00

lim b,,+ ay=1lim ¢,,—= a; -also

m==00 Mm=00
b+ a=c+ a

Es hat also das Grenzelement b auch die Eigenschaft:

bta=c-t+a
und da die Menge P, perfekt ist, so gehtren bund ¢ der Menge P, an.
Es ist also diese Gesamtheit M, ,SL) abgeschlossen, also mefbar. Wenn
wir jetzt alle méglichen Mengen

MPE=1,2...0..., =12 ..0...,

nehmen und mit M die Menge aller Zahlen, die mindestens in
einer der Mengen M,(:? enthalten ist, bezeichnen, so ist die Menge
M® mit der Menge Pf) identisch und im Sinne L mefbar. Die
M™ hat den Inhalt 8,. In der Tat wire I(M®) =3, <3,, so
konnten wir eine perfekte Menge P, innerhalb der Menge P, — M®
finden, welche einen von Null verschiedenen Inhalt hitte. Fiir diese
Menge existieren mindestens zwei Zahlen b und ¢ mit der Bezie-
hung (1), andrerseits wiren diese Zahlen in der Menge M nicht ent-
halten, was gegen die Definition der Menge M®™ verstofit. KEs ist
also die Menge M® = P vom Inhalt 3,.

Die Menge ¥ P® ist in der Menge P enthalten, hat den In-

n=1
halt 3 und besitzt nur wesentlich kongruente Elemente in bezug auf

[ee]
die Menge A. Die Menge P® enthalt also die Menge X P und
ist ihr wesentlich gleich, w. z. b. w. r=1
16*
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Der Satz 2 gilt auch fiir die Beziehung:
akb = a;c. (ak $ (M)

und fiir diquivalente Zahlen, wie man leicht beweisen kann.

Es sei gegeben irgend eine im Sinne L mefbare Menge P
vom Inhalt 3 >>0. Wir verteilen jetzt die Zahlen der Menge P in
eine Menge von Klassen, und zwar so, daf einer und derselben
Klasse alle und nur die Zahlen &, ¢, d... angehoren, fiir welche
die Beziehung: b - az==c - a; besteht. Wir greifen jetzt aus jeder
dieser Klasse eine bestimmte Zahl heraus; die Gesamtheit dieser
Zahlen bestimmt eine Menge, die wir mit ¢ bezeichnen, *) und die
Menge ¢ hat die Eigenschaft, dafl, wenn b, und b, irgend zwei
Zahlen der Menge ¢ sind, da dann nie dic Bezeichnung:

kh=1,2...n...
b+ ar="b, + (z=1:2...3...)

bestehen kann.

Wir wollen zeigen, dafl die Menge ¢ im Sinne L nicht meB-
bar ist.

In der Tat, wire die Menge ¢ mebbar, so miilte sie den
Inhalt Null haben (nach dem 2. Satze), anderseits wire die Menge

X Q. eine Nullmenge und die Menge F wire in der Menge X ¢,

n=1 Rl
enthalten, also auch eine Nullmenge, was gegen die Voraussetzung ist.

Der Satz 2 gilt auch, wie man unmittelbar aus der Definition
der Mefbarkeit im Sinne B einsehen kann, fir Mengen P, zweiter
Kategorie in bezug auf die Strecke 0 — 1, welche im Sinne B
melbar sind. Die Menge @, die in bezug auf die Menge P, die-
selben Eigenschaften besitzt, wie die Menge ¢ in bezug auf die
Menge P, ist im Sinne B nicht meBbar und es gibt mindestens ein
Intervall, wo ), von der zweiten Kategorie ist.

§ 4.

Betrachten wir eine irrationale?) Zahl x zwischen 0 und 1
und entwickeln sie in einem dyadischen Bruch:

z, |, Z
x:—2—‘-—}—~2—2§—}——|—27—f— = (2, Zy.. . %...)

wo @, =0 oder 1 ist.
Unter den # ersten Ziffern mogen sich p Nullen, also g =n — p
Einser befinden. Dann gilt der Satz (E. Borel):?)

) Um die Menge @ zu definieren, muf man das Auswahlprinzip von
Zormelo oder die Wohlordnung des Kontinuums als giiltig voranssetzen.

%) Die Menge der rationalen Zahlen bildet eine Menge vom Inhalt Null
und ist deshalb ohne Einfluf auf die Resultate des 1. Satzes,

%) Rendiconti del circolo mat. di Palermo. Bd, 27, Seite 258—260.
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1. Satz: Die Menge der Zahlen , fur welche lim 2- %
ist, hat den Inhalt Eins. n=co M
Wir wollen hier einen viel spezielleren Satz beweisen, aus dem
durch gewshnliche Abschitzung ) der Satz von Borel gefolgert
werden kann. Dieser Satz lautet folgendermafien :

Es gibt eine Zahl ai—;—-, so daf die Menge der Zahlen z,

fiir welche lim sup % — « ist, den Inhalt Eins besitzt.
n=00

Wir beweisen diesen Satz, indem wir uns auf den Satz 3 in
§ 2 stiitzen. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit ps,» und ¢z n
die der Zahl z fiir ein bestimmtes # entsprechenden Zahlen p und ¢
und bilden die Funktion: ‘
2
(@) =lim sup 222"
N=00 n
Die Funktion f(z) ist tiberall dichtperiodisch, und zwar mit den
Perioden a,, = ;—"%, wo m=1,2.. k... ist und a, irgend eine ganze
Zahlist. In der Tatist i = 2 - @y, soist lim sup p—if = lim sup %’
n=00 n =00
da sich die Zahl y von der Zahl = hochstens in # ersten Stellen
unterscheidet. Es ist also:

f@ 4 an) =Ff ().

Wir wollen noch zeigen, daB f(z) meBbar im Sinne B ist. In der
Tat bezeichnen wir mit f, () :109”7’", so ist f, (¢) eine Funktion

erster Klasse, da sie streckenweise konstant ist und nur eine end-
liche Anzahl von Unstetigkeiten besitzt. Andrerseits ist aber
f(@) =lim sup f, (), also nach dem Hilfssatz in § 1 eine Funktion

H =00
der Baireschen Klasse,

Da f(x) tiberall dichtperiodisch und mefbar im Sinne B ist,
so ist f(z) nach dem 3. Satz im § 2 hochstens mit Ausnahme einer
Nullmenge gleich einer Konstanten. Diese Konstante a mull min-
destens % gleich sein. Wire « <i, so wire fir die Menge der

—x,n . X, N 1

Punkte 1—2, lim sup])l—i— >—1~, wenn lim supf—'— < &
=00 7 2 00 7 2

ist. 3 Da die Menge M, (d. i. die Menge der Punkte, wo

1) Hausdorff, Mengenlehre. S. 419—421,

%) Die Funktion f(z) ist dadurch auch zwischen —oco und oo de-
finiert und iiberall dichtperiodisch.

% Es istlim sup &x’—n—}—lim int ¥2% 1, also lim sup Pon —+ lim inf
n = »n 7 ne—

n=00 o] n=0o =0
1—2an . Pz, n . P 1—a,n
Prioomm 4 Ist also lim sup Pan a, 8o ist lim inf B kL 1—a, also
n n=00 n 7n==00 n
. 1 — 1
lim sup M21~a>—-.
n=00 n - 2
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lim sup —1%772 = « ist) denselben Inhalt Eins wie die Menge M; _, hat,
n =00
so sind wir hiemit auf einen Widerspruch gekommen. Es muf also
1 .
aZ? sein. 1)
Es sei z irgend eine irrationale Zahl zwischen 0 und 1, wir
entwickeln sie in irgend einem System, z. B. im g—adlschen Sys’cem,
es ist also:

x1+ + 4. —{—x"—{— = (X Zy...Tn...)

wo 2, =0,1,2...9g — 1 ist. Es gilt dann folgender Satz:
Es gibt eine Zahl azg;

1, so daB die Menge der Zahlen «,

fiir welche lim sup

n=00

besitzt.
Durch #hnliche Abschitzung, wie bei den Zahlen im dya-
dischen System, kann man zeigen, daf a:g;

Menge der Zahlen, fiir welche lim B kY e i —s—1

n=00 1 2
den Inhalt Eins hat.
Der Beweis dieses Satzes wird auf dieselbe Weise wie der
vorhergehende gefﬁhrt.
Es sei g,9,...9.... irgend eine Menge von Zahlen von der

Eigenschaft, daf§ hm 1 sup 9 +gz+ St =4 ist, wo 4 eine

T+ %, ";' e i =a ist, den Inhalt Eins

1 ist, also dafi die

ist,

beliebige Zahl ist. Ist z irgend eine irrationale Zahl zwischen 0
und 1 und

x1+ 4. —{_211—{— =& %y X )

die Zahl z im dyadischen System, so bilden wir den Ausdruck
lim sup

ot M? Wwo (92)n==g; T+ gy %2+ . .90 2 ist.
2. Satz: Bezeichnen wir mit y = f () eine Funktion, welche

fiir die Zahl 2 == (2,2,...2u. . .) gleich lim sup U ist, so ist

1 ,
1) Wiire @ =5 8o wire fiir eine Menge vom Inhalt Eins lim inf p:n=
n=0c0

= Him sup —— Pon _ tim m, Jedenfalls ist die Menge der Zahlen w, fiir welche (1)
n=00 N p=co ®
lim sup'p—=a und (2) lim inf p2n~ 1 — « ist, vom Inhalt Eins.

n=00 n=00
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hochstens mit Ausnahme einer Nullmenge f(z) gleich einer Kon-
stanten, die mindestens i; gleich ist.

Der Bewels wird auf dieselbe Weise, wie der Beweis des
Satzes 1 gefithrt, da die Funktion f(z) iiberall dichtperiodisch und
mefbar im Sinne B ist.

Setzt man fiir g, ==1log,l., so erhilt man folgenden Satz:

8. Satz: Bezeichnen wir mit ¥y = f () eine Funktion, welche
fir die Zahl z = (2, &y...%n...), Wo &, = T, =...=2p, =...= 1

und alle anderen Ziffern Null sind, gleich lim sup Vi &,. . T

n=00
go ist hochstens mit einer Ausnahme Nullmenge f(z) gleich einer
n

lim sup Vi 1,...0

n=~00
2

Es sei x irgend eine Zahl, wir entwickeln sie im g-adischen
System, also es ist

&y x2 Tn
g+92+ _l_gn (l 2 )

Konstanten, die mindestens gleich ist.

wo 2, =0,1,...9 — 1 ist.
Unter den # ersten Ziffern mogen sich p® Ziffern, welche
gleich % sind, ) befinden. Dann gilt folgender Satz:
*)

4. Satz: Die Menge der Zahlen z, fiir welche lim sup 1—% =a
=00

ist, wo « mindestens L ist, hat den Inhalt Eins. Um den Satz zu
beweisen, bilden wir die Funktion

© Ke (1—17?)
f@) =i, lim sup ~=* 4, lim sup 2" -}-...~+é,_;lim sup -="— -

n=00 # n=00 n n=00 "

Die Funktion f(z) ist tiberall dichtperiodisch und mefbar im Sinne B,
sie ist also (3. Satz in § 2) gleich einem konstanten Vektor hichstens
mit Ausnahme einer Nullmenge. Man kann auch beweisen, dab,
wenn dieser konstante Vektor gleich  Agéy 4 4,4, -4 ...
4 Ady_1 4,1 ist, da dann A;= A4, =... = di=...= Aj—, ist.
In der Tat, es seien ~ und ! irgend welche ganze Zahlen aus der
Reihe 0,1,2...9— 1, so wollen wir zeigen, dal Ay = 4; ist. Zu
diesem Zwecke bilden wir eine Funktion f(z), die folgendermafien
definiert ist: ist 2 irgend eine irrationale Zahl, welche im g-adischen
System geschrieben ist, dann ersetzen wir in ihr alle £ durch ! und
alle ! durch % und bezeichnen diese Zahl mit (¥.); die Funktion
f(x) sei an der Stelle # gleich y., fiir die rationalen Punkte aber

N k—=0,1,2...g—1.
%) Wo 4, % ... ig—1 Einheitsvektoren sind.
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Null. Die Funktion f(z) ist auf der Menge der irrationalen Punkte
eineindeutig und stetig.!) Die Funktion ist also tiberall, mit Aus-
nahme der Menge der rationalen Zahlen stetig, also nach einem Satze
von Baire, 2) hochstens von der zweiten Klasse. Auflerdem hat die
Funktion f(z) die wichtige Eigenschaft, daf sie jede meBbare Menge
vom Inhalt 38 in eine Menge von demselben Inhalt iiberfiihrt, In

der Tat, ist 8 irgend ein Intervall von der Linge %mit den End-

1 . .
punkten (2 z,...2,) und (2 2, 2. . .2,) 4 7 s0 entspricht diesem
Intervall in # (wenn man von rationalen Zahlen absieht, was ja
ohne Einfluf auf unsere Betrachtungen ist) ein Intervall von der-

selben’ Linge in ,, und zwar mit dem Endpunkte (¥, y,...y,) und
W Ysu . )+ %, WO (; Y. - -Yu) aus der Zahl (¢, @, .. .x,) durch

Vertauschung von ! in % und % in ! entstanden ist. Ist 8 kein
Intervall, dessen Endpunkte die Form (#, , ...z,) und (g 2g.on)+

-—{—l" haben, so kann man §, wenn seine Endpunkte im g-adischen

System endlich darstellbar sind, als eine endliche Summe von lauter
Intervallen mit Endpunkten von der Form (#,z,...,) und

1 . . s
(% 3. . . Za)~+ — darstellen, es wird also jedes Intervall & in z,

dessen Endpunkte endlich darstellbar im g-adischen System sind,
in ein Intervall von derselben Liinge & in y, iibergefiihrt. Es folgt
daraus unmittelbar, daB jede Menge vom Inhalt & (in 2) in eine
Menge vom Inhalt & (in y,) tberfihrt wird. Es wird also jede
Nullmenge (oder eine Menge vom Inhalt Eins) in eine Nulimenge
(oder eine Menge vom Inhalt Kins) tiberfihrt.

Da fiir jede Zahl x der Menge M, die Bezichung

6] 3]
lim sup —2% =1lim sup Yo
H==00 " n=co 7

®
gilt, so entspricht der Menge, fiir welche lim sup %:Alist und

=00
welche in der Menge J, enthalten ist (also vom Inhalt Eins ist),
k

die Menge mit dem lim sup % = A;in y,. Esist also die Menge,
n=0C0
*

Yx, n
%

fir welche lim sup = A4, ist, vom Inhalt Eins. Da aber die

=00

*) Unter Stetigkeit auf einer Menge M verstehen wir folgendes: Ist irgend
ein Punkt der Menge M und zugleich Grenzpunkt dieser Menge, und ist = lim 2,
(W0 212, ...2n... der Menge M angehtren), so soll Hm f (2x) = f(2) sein. n=00
) Acta mathematica, Bd. 32. 8, 97—175. n=oo
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(k)
Menge, fiir welche hm sup —*~ % == A, ist, vom Inhalt Kins ist, so

folgt daraus, daB Al Ak ist,
Da diese- Gleichung 4= 4, fiir jedes k und ! der Reihe
0,1,2...9—1 gilt, so folgt daraus, dab 4, =4 =...=4;,

ist. Auf dieselbe Weise zeigt man, daB oy =0, =...= a/g—l ist, wo
®
@, == lim inf ~22 ist (tiberall hochstens mit Ausnahme einer Null-
n-—CS
menge).

Da

p(o) p(l) (J 1
lim sup =2~ —|—~ lim sup 2= ... .~ lim sup

n=00 n=0Q n=0cQ

—1)
pi")n +29§3’,L + A

>

?__m

(l)
ist, so. folgt daraus, daﬁ hm gup —— } — ist, ) w. z. b, w.

Es ist also die Menge der Zahlen = (z,2,. ..), wo
alle Zahlen 0,1,...9—1 unendlich oft vorkommen, vom Inhalt
Eins. Ist « irgend eine Zahl im dyadischen System:

Z. 2
x:(x1x2"'x = 1+ + —I—2n+"'7
so ist dieselbe Zahl () im System mit der Basis 2% gleich:

=22 @y, 205 24 . . . 220411 Z2n) =

2x1—{—x2_l_2x3—f—x4_l_ _{_2932” 1—}—2?2_{_
(22)2 i 22)17,

und dieselbe Zahl im System mit der Basis 2F gleich:

=2 o, 22, 4. . .+ 2 2%
2"—1xk+1 —}—2"—291:;,_*_2 -—,— . + 2x2k_1+x2k. . ) f—i

A i e AR oP S o R e
- 9k +

+2k—1 xk+1 + 2k—(‘;L§:+2 -{—. . .—l—'x'?.k +. ..

1
') Durch einfache Abschitzung kann man zeigen, daf A; = — ist. Siehe
Hausdorff, Mengenlehre, S. 420—422, g
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Bezeichnen wir mit {», #,...2,} die Zahl

2ty -2, -,
8o ist die Zahl # im System mit der Basis 2¢ gleich:
r= ({x1 Zy. . .xk},
@1 @igs. o). A @ i1 To—nege. - Euk) )

dann ist die Menge der Zahlen #, in welchen die Zahl {z, Zy. . W

wo {z, 2, . . .z irgend eine von den Zahlen 0,1,2...28 —1 ist,
unendlich oft vorkommt, vom Inhalt Eins. Das gilt fir jedes
k=1,2...n... Bezeichnen wir mit M; dic Menge der Zahlen

(%), fiir welche jede der Zahlen {x, , . . @), wolw @, . 2} irgend

eine der Zahlen 0,1,2...2% — 1 ist, unendlich off vorkommt, und
{0y Taenuy
z,n

zwar so, daB lim sup = A¢s0,...2 » ist, so ist die Menge

n=00
DM, M,...M,...)=M auch vom Inhalt Eins. 1) Daraus kénnen
wir folgendes schliefien:
Die Menge der Zahlen x, in welchen jede ganze Zahl q, wo
261 g <C2* ist, unendlich oft vorkommtt, und zwar so, daf
L@
lim sup =% > 5 ist, hat den Inhalt Eins,

n=00 " =
Ist z irgend eine Zahl im dyadischen System, also

% @ Zn
x:j—[—;ﬁ—f—...—{—W—f—...=(xlx2...xn...),

so ordnen wir der Zahl # zwei Zahlen 2™ und 2® zu, wo
BV = (2, 23 5. . Zap—1...) und 2® = (B2, %...75,...) ist.

Diese Zuordnung bezeichnen wir mit i, 2® - i,a® = f ().
Wie man leicht einsehen kann, hat diese Zuordnung die Eigen-
schaft, daff jeder Nullmenge in (#) eine Nullmenge in (2D, 2@)
und jeder Menge vom Inhalt grofer als Null in (2) eine Menge
vom Inhalt grofier als Null in (2@, 2®) entspricht.

5. Satz: Die Menge der Zahlen (2, ®),2) fiir welche

(1) (2)
lim sup%—% =a << % und  lim sup Pom a > 'i3) (1)

n=0co n=0o n® =2

. 1) Die Zahlen der Menge M konnte man mit Borel als Normalzahlen
bezeichnen, und zwar Normalzahlen in bezug auf das System mit den Basis-
zahlen 2,922, . 2%, . )

H0=2W<1 und 0<a® <1,

n
3 ) = n@ = —.
) n n( 3
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ist, hat den Inhalt Eins. Bezeichnet man die Menge der Zahlen z,
fiir welche lim 1 sup 7~—a> —1st mit M, und die Menge, welche

auf Grund der Zuordnung 4, x(”—}—z 2® =f(x) der Menge M,
entspricht mit Mx‘ 4, S0 bat die Menge der Punkte, fiir welche

1) (2)
nhn; sup 10?1,; z und nlirilo sup 2) %> i 2)
ist und welche zugleich der Menge M, (), angehtren, den Inhalt Eins.
Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem 1. Satze
und aus der Eigenschaft der Zuordnung 4, a® - i, 2® = f ().
Der Satz b gilt fiir allgemeinere Zuordnungen und zwar - ist
z irgend eine Zahl im dyadischen System:

_x1+ 2 .. + t =@y 2y T,

so ordnen wir der Zahl z zwel Zahlen 2® und 2® zu, wo

2® = (zy, 21, .. %x,...) und 20 = (2, 2. .. %,...)

n

ist und wo' die Menge der Indizes % %,...K....0 L. . L. .. mit
der Menge der Indizes 1,2...7... zusammenfillt.!) Fiir diese
Zuordnung gilt auch, wie man unmittelbar einsehen kann, ein dem
Satze 5 analoger Satz.

Ist # irgend eine Zahl im dyadischen System, also

_z . .
= 1—{— 2 4. +”+...(x1x2...xn...),

so ordnen wir der Zahl x m Zahlen 2Wa®. . 2™, wo
1) — 1 1 1 —_— 2] 2 2
70 = (a2l . 2. ..), eV =@PaD... 2. . .)
und
20 = (2 a2l )
ist und wo die Menge der Indizes

R SR SN o o - Y S - () - Y e

mit der Menge der Indizes 1,2...n... zusammenfillt. ?) Fir diese
Zuordnung gilt derselbe Satz, den wir fiir die Zuordnung (2 )
bewiesen haben.

1) Hiebei hat man unter (1) die Anzahl der ki, ky,... <# zu verstehen.

2} Der Satz gilt auch, wean die Menge der Indizes k(l) Ic<1) ch)...
B k(z) L k(m) k(m) .. eine Teilmenge der Menge der Indizes
1,2...%...ist. )
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6. Satz: Ist
D = (2 &y @), wo 02 <1 ist,
T =Ty, Lyy. . Tgn...), wo 0<Ta®<1 ist,

2 = (Zn1 ma. « Tmn...), wo-0 <Tatm <1 ist,

und wo die Zahlen 2®2®, . 2™ . . im dyadischen System gebildet
sind, so ordnen wir jeder Zahl (2 z®." .20, ) die Zahl z=—
= (B4 Pyg Xy Xyg Xyg Lgy .« ZinLan_1 .. Tn1...) zl. Diese Zuord-
nung, die wir mit f(z) bezeichnen, ist eineindeutiz. Bezeichnet

man die Menge der Zahlen 2, fiir welche lim sup %? = a2§
mit M, und dic Menge der Zahlen, welche auf Grund der Zu-

1st,

ordnung f(z) der Menge M, entspricht, mit M,a),e@ . .. 0 .. ., 80
hat die Menge der Zahlen, fir welche (1) lim sup J;—w((@) :a>%
n=00 2. =

ist (m=1,2 . k...) und welche zugleich (2) der Menge
M) o@....m. . angehoren, auf jeder Strecke 0 <am <1
(m=1,2...k...) den Inhalt Eins. Der Beweis des Satzes folgt
unmittelbar aus dem Satze b, da dieser Satz fiir jede Zuordnung
oo (@) L g™), wo m irgend eine ganze Zahl ist, gilt und da
die Menge auf der Strecke 0<z, <1: Mw,@. .. m...=
=D (M0, Mu,@ ... M0 ,@ ... m...) ist und auf der Strecke
0<2® <1 Maw o ..o, .= D (M. .. 0 ... Muw,0. ..
B g0y, L) dst. Die Menge Mo, ..., m... als Durchschnitt
von Mengen, deren Inhalt gleich Eins ist, ist auf jeder Strecke
0z <1 (m=1,2...%k...) vom Inhalt Eins. Der Satz 6 gilt,

wie man unmittelbar einsehen kann, auch fiir andere Zuordnungen
der Zahlen (z) und der Zahlen (xVa®, . 2™, ).

§ 5.

Betrachten wir eine Zahl 2 zwischen O und 1 und entwickeln
sie in einen dyadischen Bruch

o

z ., @ z
x:§1—1—~—2—g—}—...—{—2—2—{—...—f—~2,—l—f—...=(x1x2...xk...x,,...),
Zn =0 oder 1.

Bezeichnen wir mit 2® die Zahl

Xy, Lpg1 X,
x<">:§+~'2ik—{—...2n—:;q_—l—l—...=(xkxk+1...xn...),

so gilt der folgende Satz:
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1. Satz: Die Menge der Zahlen z, fiir welche lim sup 2® =1
ist, hat den Inbalt Eins. *) k==co
Beweis: Wir definieren eine Funktion f(#) folgendermafien:

f(x)=lim sup z®.
k=00

Die Funktion f(x) ist tberall dichtperiodisch, da f(2) den Wert
nicht #ndert, wenn man in der Zahl # die # ersten Ziffern beliebig
abéndert, Ks ist also

S (@) =f(z + an),

% ist(®w=1,2...m... und «,=0,1,...2" —1).

Wir wollen noch zeigen, dafl f(z) meflbar im Sinne B ist.
Zu diesem Zwecke definieren wir eine Funktionenfolge :

fi@fa @ fu@). .., wo filz)=2®

ist. Die Funktion f;(z) ist von der ersten Klasse, da sie abteilungs-
weise monoton ist und eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten
besitzt. Da aber f(z)==lim sup f; (#) ist, so ist f(z) nach dem

N=00
1. Hilfssatze in § 1 eine Funktion der Baireschen Klasse, Nach
dem 8. Satze in § 2 ist also f(2) hochstens mit Ausnahme einer
Nullmenge eine Konstante. Wir wollen zeigen, dalj diese Konstante
gleich Eins ist. Wire diese Konstante a <1, so konnten wir eine

Zahl »n finden von der Eigenschaft, dafi %—{— 721—2—{— —f-—~217 > a

ist. Bezeichnen wir die Zahl 2'—14-27—2f . 4241 mit ¢,

so ist —2% > a. Da die Menge der Zahlen z, in welchen die ganze

Zahl g unendlich oft vorkommt, vom Inhalt Eins ist, so ist jeden-

falls lim sup 2® mindestens gleich —2%

Nullmenge. Da aber lim sup 2#® <71 ist, so folgt daraus, daf
k=c0 —

lim sup #® = f(2) hochstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich
k=00
Eins ist, w. z. b. w.

Wir verstehen unter [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner
oder gleich # ist, und bezeichnen die Differenz » — [z] mit (z),
dann ist, wie man unmittelbar sieht, #® = (2*.2). Es ist also die
Menge der Zahlen z, fir welche lim sup (2*.2)=1 ist, vom In-
halt Eins, k=co

1) Die Menge der Zablen z, fiir welche lim inf z(t) = 0 ist, hat den Inhalt
k=00 .
Eins; der Beweis wird auf dieselbe Weise gefiihrt, wie fiir lim sup a®) =1. Es

WO ay =

>z mit Ausnahme einer

. k=00
ist also der Inhalt der Zahlen x, fiir welche 1. lim sup #(*)==1 und 2. lim inf
) = 0 ist, gleich Eins, . k=00 k=00
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Man kann auch leicht beweisen, daff die Menge der Zahlen,
wo lim sup (2%.2) =1 ist (wom, m,...m... irgend welche stets
k=00

wachsende Folge ganzer Zahlen ist), vom Inhalt Eins ist, also, daf
die Konstante a gleich 1 ist. 1)

Dasselbe gilt fir jede andere Zahl, wir konnen ganz allgemein
den Satz aussprechen: Ist m irgend eine ganze Zahl und ny Wy . ..
... irgend welche stets wachsende Folge ganzer Zahlen, so ist
die Menge der Zahlen, fiir welche 1. lim sup (m".z) =1 und

k=00

2. lim inf (m%.x) =0 ist, vom Inhalt Eins.
k=00

!) Die Zahl o ist jedenfalls hochstens gleich 1. Wir wollen zeigen, daf
a=1 ist. In der Tat, wire a <1, so kioonten wir eine Zahl »# von der Eigen-
2n—1

on
fiir jede Teilfolge n; n; . n,: «+. (der Folge nymy...nk...) lim sup (204 ) =
k=00

schaft finden, daf a << ist. Da lim sup (27 &) = a« <C1 sein soll, so miifite
k= o0

== 3=« sein. Wir wollen zeigen, daB sich aus der Folge 7y ny...7 ... eine Teil-
, ’r
folge ni’ 7@2,. -+My « .. herausgreifen lifit, fiir welche lim sup (2% #)>a ist. In
k=00

der Tat, sei n;, n;,. . .n,;'. .. eine Teilfolge der Folge 5y #y...n, ... von der Eigen-
schaft, daB '

1z];'+1 > n,;' +n+1

ist (die Moglichkeit einer solchen Teilfolge kann man ohne weiteres einsehen),
dann ordnen wir der Zahl @ == (#, 5...%n.. ) im dyadischen System das Zahlen-
paar (D x®; wo

1 . rr rr 124 1 1 " N 7
(0 ( n, A-10Pn, g e Ty +w Ty, +-11 xn2+2"'xnz R RRREY 1.
.’,Uﬂ;'_}_% ...)
und
2) —
x(2) (‘”llxlz"'”ln"')
. . . r” ’” rr
ist, und wo die Menge der Indizes Ly o ilnoon +1, 0 F2.my 1.l

ﬂ];’ +1... mit der Menge der Indizes 1,2,3..,#n... iibercinstimmt. Die Zahl
(27 @) beginnt mit dem Index 2, -1 und stimmt mit der Zahl z von dem
#; ++1 Index an iiberein, Anderseits ist die Abbildung @ co (a()) «(®) eineindeutig
und stetig (hochstens mit Ausnabme der rationalen Stellen) und hat die Eigen-
sehaft, daB sie Nullmengen (Mengen vom Inhalt Eins) in Nullmengen (Mengen vom
Inhalt Eins) ttherfithrt. Die Menge der Punkte in (a() 2(2)), fiir welche in (D) :2n
aufeinanderfolgende Einser unendlich oft vorkommen, ist vom Inhalt Eins;
ihr entspricht in (r) eine Menge vom Inhalt Eins, welche die Eigenschaft besitat,
daB in ihr n aufeinanderfolgende Einser unendlich oft vorkommen, und zwar an den
Stellen n} 41, ni' -2, ... 07 4-n, . .n) +1, n) 1-2,. o0y - ..., wie man
2n —1
unmittelbar einsehen kann. Es folgt daraus, daf Nm sup (27 x);T ist
k=00
(hichstens mit Ausnahme der Nullmenge), was gegen die Voraussetzung ist. FEs
mufl also Tim sup (27px) =1 sein (hoehstens mit Ausnabme einer Nullmenge'.
k=00

Auf dieselbe Weise zeigt man, daf lim inf (27 #) = 0 ist (hchsens mit Aus-
nahme einer Nullmenge). k=c0
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Es sei v, 9, .. yn... irgend eine Menge der Zahlen zwischen

0 und 1. Es-sei lim sup y, =y, und es sei
n=0o

Y, = (%, %5 --- Zim...) die Zahl y, im dyadischen System
Y = (Tg; X3 - -+ Tzm . ..) die Zahl % im dyadischen System

Yn = (Tn1%ns . . . xnm .., die Zahl yn im dyadischen System

Wir ordnen der Menge ¥, %, ... ¥, ... die Zahl  zu,") wo
&= (Ty1, X139, Loy, T13s Tagy Ly1y - - Lims Lo,me1 « o+ Tm1-« ) 18k

Wir kéunen folgenden Satz beweisen :
2. Satz: Unter Zugrundelegung der Zuordnung der Zahlen
Y1 Yy -« Yn... z0 der Zahl x bezeichnen wir mit /' (z) die Funktion

/() -—nhm SUp Yu =,
dann ist die Menge der Zahlen w, fiir welche f(x) gleich einer
Konstanten ist, welche gleich Eins ist, vom Inhalt Eins.
Beweis, Die Funktion f(x) ist tberall dichtperiodisch, da

lim sup %, =y den Wert nicht #ndert, wenn man in der Zahl
n=00

x, die » ersten Ziffern beliebig dndert. s ist also
f @4 an) =f(x), wo a,= %— ist

n=12,...m..., a4, =0,1,...2" —1),

Andrerseits ist die Funktion f(2) mefbar im Sinne B; in der
Tat, bezeichnen wir die Funktion £ (), wo

.ﬁ‘ (x) :../IL - (xkl, Xrg e oo Tin v .),-

so ist, wie man leicht einsehen kann, die Funktion fi (%) eine
Funktion hochstens von der zweiten Klasse. Es ist also f(z) als
hm sup fi (¥) eine im Sinne B mefbare Funktion. Es folgt daraus,

daﬁ f(x) hochstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich einer
Konstanten o ist. Mittels kurzer Uberlegung kann man zeigen, daf
a=1 ist.

Die Menge der Zahlen z, fiir welche hm inf 4, =0 ist, ist
n=
vom Inhalt Eins. Der Beweis wird auf dieselbe Weise wie fiir

1) Das Cantorsche Diagonalverfahren.
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lim sup y, gefithrt. Es ist also der Inhalt der Zahlen, ftr welche

lim sup , =1 und lim inf 4, =0
N=00 n=00

ist, vom Inhalt Eins,
Es sei f(¢) irgend eine analytische Funktion

f@Q=a+taeta24. . . Fa."4.. .,

wo die Koeffizienten positive reelle Zahlen sind, welche hochstens
gleich 1 sind.
Es seien

ag = (Tyy Tog - - - Lom . - .
Sy =@y Zyp e Bam

im dyadischen System

) eschrieben
“n:(xﬁlxn2~~~xnm‘~-) & !

so ordnen wir der Funktion f(2) die Zahl » zu, wo
= (Tyy Loy Tyy Loz Xyg Laq » - - Lom Ll m—1 v+ Lo+« 1)

ist. 1)  Wir beweisen jetzt folgenden Satz:

3. Satz: Bezeichnen wir mit ® () die Funktion, welche fiir
z gleich dem Konvergenzradius der Funktion f(2) ist, wo die
Funktion f(2) der Zahl # zugeordnet ist, so ist ® (z) hochstens
mit Ansnahme einer Nullmenge gleich 1.

Beweis. Es ist also @ () == —————-, es folgt daraus
, lim sup Va,
unmittelbar, dafi ® (x) iberall dicﬂtperiodisch ist. Anderseits ist

® (z) eine im Sinne B meflbare Funktion, da ®x(z) = kl eine
Va,
Funktion hochstens von der zweiten Klasse ist, und da @ (») ==
= lim inf —kl— =lim inf ¢ (z) = —!—f— ist, s mufl & (x)
k=co — k=
Va
hochstens mit Ausnahme einer Null;nenge gleich einer Konstanten
a sein. Wir wollen zeigen, daf « =1 ist. In der Tat wire « von
Kins verschieden, so wire «>>1. Bezeichnen wir die Menge der
Zahlen z, fiir welche ® (x)=a ist, mit M, so hat die Menge der
Zahlen 1 —z (also M;_,) densclben Inhalt, also sie mull mit der
Menge M, bis auf eine Nullmenge zusammenfallen. Es miifiten also
zwei Werte @, und 1 — , existieren, welche gleichzeitig der Menge

lim sup Vo,
k= oo

') Also nach dem Cantorschen Diagonalverfahren,
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M, angehorten (denn wire dies nicht der Fall, so wire M, nicht
vom Inhalt Eins). Wire also auf der Menge M, : @ (7)) =a>1,
so wire auch ® (1 —a;) =a>1. Das ist aber unmoglich, denn
einerseits hitten die Potenzreihen, die den Werten #;, und 1 — 2,
entsprechen, den Konvergenzradius a >> 1, anderseits hitte die Summe
dieser Potenzreihen (1 42—+ 22+ ...42"} ...) den Konvergenz-

radius 1, was unméglich ist. Es muB also « =1 sein.

Bemerkung. Da allein §§ 3 und 4 untersuchten Funktionen
im Sinne B mefbar sind, so gelten nach dem 4. Satze in § 2 alle
Sitze in §§ 3 und 4 fiir Mengen der Zahlen  hochstens mit Aus-
nahme einer Menge erster Kategorie. )

§6

1. Es sei z irgend eine reelle irrationale Zahl und

1
1
@54 1
@+ 1
%’]"l‘_{
xn—-l- :(xlxz...x“...)

die Zahl « in einen Kettenbruch entwickels.

1) Wenn wir aus der Menge der Zahlen im g-adischen System eine Menge

P herausgreifen, wo eine der Ziffern, z. B. g — 1 fehlt, so ist die Menge P nach
dem Satze 1 in § 4 vom Inhali Null, Da anderseifs eine eineindeutige und stetige
(hochstens mit Ausnahme einer abziblbaren Menge) Transformation zwischen den
Zahlen der Menge P und den Zahlen = im ,g-— 1-System“ existiert von der
Figenschaft, da8 der Zahl y = o -+ ﬁi +.. o

g 9 A
€y Xy Tn .
Zahl y= = R —1-
ahl ¢ - 1—\—(9__ 1)2—«}— = 1)“+ (T xe ..%n...), im g_,,
System entspricht, so entspricht der Menge zweiter Kategorie im Intervall 0 — 1
eine Menge zweiter Kategorie in der Menge P. Es ist also die Menge der Zahlen
N —2
in der Menge P, wo lim sup i B e :azg 3 und lim inf

n==0o 7 n=00

i i e ok g—2
o 2

aus der Menge P die

-9 —a<
" g &=

selbe kann man beweisen, wenn nicht eine Ziffer, sondern mehrere Ziffern fehlen.

ist, von der zweiten Kategorie. Das-

Es folgt daraus, daf die Menge der Zahlen x, wo lim sup @——M———iﬂ=

n=0o "
1 P 1
=aZz und lim inf ﬁcl+x2_: +an =l—a=, und wo 2 — (@, -
Zn ...) (i=0 oder 1) ist, in bezug auf die Menge x = (®; @3 ... Zn ...) von der

zweiten Kategorie ist, unabhiingig davon, in welchem System man die Zahlen »
betrachtet. ’

Monatsh. fiir Mathematik u, Physik. XXVI. Jabrg. 17
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Es sel

1
(2) — —

? Ty 4= 1
w5 4 1
&+
Tn .
und allgemein = (@ @y W)
%) — l

Xk —’— 1
Lr4-1 “][— 1
Tpo .

]
xk-}-n—{"-' i

= (xk Trt1 Zgto oo Tpdn .. .),

so kénnen wir folgenden Satz beweisen.
1. Satz: Die Menge der Zahlen z, fiir welche
lim sup a® =« (1)
k=00
(« eine Konstante) ist, hat den Inhalt Eins.
Beweis, s selen § und £ zwei dquivalente Zahlen, also

8” — Oy E’ + Bn
Tn £ + 3

dann ist lim sup &®=1lim sup ¢"®, da Kettenbruchentwicklungen
k=co k=00

zweler #quivalenter Zahlen von einem gewissen Teilnenner an

miteinander iibereinstimmen. )  Bezeichnen wir die Funktion

lim sup #® mit f(z), so ist
k=00

, WO a8y — By ==¢ ist (e = 4 1),

Oy & + Bn) :
=f (%), wo a,8; — B, v, =c¢ I8t (e= -+ 1).
PR =7 @), wo sty —fare=s ist =2 1)

Wir wollen zuerst zeigen, dal f(2) meBbar im Sinne B ist;
zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit fi(z) = 2®. Die Funktion
Ji(®) ist, wie man leicht einsehen kann, hichstens von der zweiten
Klasse, es ist also f(r) als lim sup fi(#) eine Funktion der Baire-
schen Klasse. n=00

%) Aquivalente Zahlen bilden eine iiberall dichte abzihlbare Menge. In der

Tat ist € irgend eine Zahl und 3 irgend ein Intervall, so kann man zwei Ketten-
briiche finden
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Die Funktion f(#) ist hochstens mit Ausnahme einer Null-
menge gleich einer Konstanten. In der Tat, hat die Menge
E(a<f(»)<<b) in irgend einem Intervall einen von Null ver-
schiedenen Inhalt, so hat die Menge E (¢ < f(x)<b) in jedem
noch so kleinen Intervall einen von Null verschiedenen Inhalt,?)
und ist dagegen F (@ <f(x) < b) in einem noch so kleinen Inter-
vall eine Nullmenge, so ist die Menge E (a <f(#)<(b) im ganzen

Intervall 0 — 1 eine Nullmenge. Daraus folgt auf Grund derselben
Uberlegung, wie bei dem Beweise des 3. Satzes in § 2, daf f(x)
hochstens mit Ausnahme einer Nullmenge gleich einer Konstanten
o ist.

2. Es sel « irgend eine reelle irrationale Zahl und

=t
!
1
zy .

1
B -

=2 %y . Tn. )

die Zahl # in einem Kettenbruch entwickelt. Unter den # ersten
Zahlen @, z, ... @, der Zahl z mogen sich p® Zahlen (k) und

pY Zablen (I) befinden. Dann gilt der Satz: o
2. Satz: Die Menge der Zahlen z, fiir welche lim sup p—fk—):

= Ay ist, wo Ay irgend eine Konstante ist, hat den Inhalt Eins.
Diese Konstante ist von Null verschieden und es ist

E=1,2...n...
AH:Ak‘Z' ]j,i},ZZz
— P e
: ]l':172.%
wo k<=1 und & =1 ist.
! 1
@ und ag 4.
L1 ~.+ .
a, e

von der Eigenschaft, daf « und b im Intervall 3 liegen, es liegt also auch die

1
Zahl a—{-? im Intervall 8, da a—}——é— zwischen ¢ und b liegt, Andrerseits ist

. 1 . X
die Zahl a - — tiquivalent der Zahl €, es ist also die Menge Aquivalenter Zahlen
=
iiberall dicht. Die Abzihlbarkeit ist unmittelbar klar,
17%
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Beweis. Sind & und & zwei dquivalente Zahlen, also

en — Oy S, —l__—_@ﬂ
Tn g + O,

y WO O O — 342'{7@:5: +1

. . . .p('l) . 1]0/)/ . . .
ist, dann ist lim sup —- = lim sup —.~. Bezeichnen wir die Funk-
; P w P oa

n= ]951 N=00 ps,,

. .
tion 7{1;11C><Js11p - mit f (%), so ist

&
a8 -
f(ynxi an) :f(x)’ WO %y Oy — ﬁn'{n =z— 11
k2 n

ist. Andrerseits ist die Funktion f(z) im Sinne B melbar, da die
0]

Funktion f, () :pf,f)m), wo p@ . die Anzahl. der (1) Zahlen und

2 (m)
PP, die Anzahl der (k) Zahlen unter den 7 ersten Zahlen z, z,. ..
Zm der Zahl x ist, der Baireschen Klasse angehort, wie man un-
mittelbar einsehen kann. Da aber f(z) =1lim sup f (¥) ist, so ist
m=0c

J(z) im Sinne B mefbar. Es folgt daraus, daB f(#) hochstens mit
Ausnahme einer Nullmenge gleich einer Konstanten ist, die wir
mit A4;; bezeichnen.

Wir wollen zuerst zeigen, dafi diese Konstante von Null ver-
schieden ist. Zu diesem Zwecke definieren wir die Funktion F ().
folgendermaflen: Ist x irgend eine reelle irrationale Zahl entwickelt
in einem Kettenbruch, so ersetzen wir in (2) alle ! durch % und
alle £ durch ! und bezeichnen diese Zahl mit y,, die Funktion
F (7} sei fur die irrationalen z gleich ¥,, fir die rationalen gleich
Null. Die so definierte Funktion F'(z) ist auf der Menge der
irrationalen Stellen eineindeutig und stetig, sie ist also nach einem
Satze von Baire hochstens von der zweiten Klasse.!) AuBerdem
hat die Funktion F (z) die wichtige Eigenschaft, daf sie jede
mefbare Menge in (#) vom Inhalt 3 in eine Menge vom Inhalt 3
in g, iberfihrt, was man sehr leicht, wie bei den Zahlen des
g-adischen Systems, einsehen kann. Da fiir jedes (x) die Beziehung

] (%)
2 ,
lim sup —~— = lim sup ——2— oilt?) und es ist p@ 1 p® =
n=00 p(xl) +p(x) n=0C0 pg? —pg, : :
) Acta mathematica, Bd. 32. — Baire, Sur la representation des fonctions

discontinues, Seite 103,
Q]
%) Die Menge der Punkte, wo lim sup 'l—px—T
. n=00 p;)_}_p;)
einer Nullmenge gleich einer Konstanten, welche gleich 4, ist, bezeichnen wir

*

mit M;; analog der Menge der Punkte, wo lim sup Pa
=00 0 *
Py’ + 1,

. z
nahme einer Nullmenge gleich einer Konstanten, welche gleich 4, ist, bezeichnen
wir mit M. '

héchstens mit Ausnahme

hochstens mit Aus-
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=p+p®, so entspricht der Menge M, in (z) die Menge My in
(l) (k)

v .
g _!_ (k)—{—hm inf ——r—e O ‘l‘p(k' und iinoosup

2% _ 1 .
19“) -f—p(;" (z) + @ ist, so mufl 4; mindestens 5 gleich

sein. Es folgt daraus unmlttelbar daB 4;; >1 ist. Da % und !

beliebige Zahlen sind, so ist A“>1 (wenn kl—i g

~und k== ist. Wir wollen jetzt zeigen, dafl Ay = Awr 1st Zu dlesem
Zwecke nehmen wir irgend drei Zahlen %, I, o und zeigen, daf
Ay = Ay = Ay, ist, da k, I, 0 beliebige Zahlen smd so folgt daraus

unmittelbar die Behauptung Die Funktion F(z) bildet die Menge
(l)
der Zahlen (x), fiir welche lim sup — o= = A,, ist, ab auf die Menge

(¥z). Da lim sup
=00

> hm inf ————

ist)

=00 x
(k) )
(¥=), fur welche lim sup — = Ay, ist, und zwar so, da 4;, = Ay,
n=0c0
ist. Dadureh ist der Satz vollstéindig bewiesen. 1)
Es ist also die Menge der Zahlen
=L
2 ‘}‘i

= %y . Tnee)
. J;(l)
fir welche lim sup p,k)__Alsz ist, wo b, 1=1,2...m ... ist,

=00

(k=+1) vom Inhalt Eins.

In der Tat, bezeichnet man mit D;; die Menge der Zahlen z,
0]

fiir welche lim sup W_Alk ist, so ist der Durchschnitt aller
=00 z

1) Man kann sogar noch mehr beweisen. Bezeichnet man pg) die Anzahl

der Zahlen 7 auf n ersten Stellen des Kettenbruches x, so ist die Menge der

@

Kettenbriiche, fiir welche lim sup ~*. px

=00

= Ar... ist,-vom Inhalt Eins. Der Beweis wird gefiihrt, indem man eine ganz

analoge Funktion definiert, wie bei dem Beweise des zweiten Satzes. Es folgt

daraus der Satz 2, den Bernstein in seiner Arbeit (Math. Annalen, Bd. 71,

Seite 428) bew1esen hat, der folgendermafien lautet: Die m'atlonalen Zahlen
x (0 <<z <<1), fir welche von irgend einem # == n() an die Bedingungen: on—k

oder an =k fir alle » =0,1,2...m (wo n <<a0r+1 ist) erfiillt sind, bilden

Punktmengen vom Inhalt Null,

= 4; z35 ist, und zwar wo 4y, = 4, ...
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Mengen Dy (k,l=1,2...m...), als Durchschnitt von einer

abzihlbaren Menge von mefbaren Mengen mit dem Inhalt Eins

wieder eine mefibare Menge mit dem Inhalt Fins. Bezeichnen

wir diesen Durchschnitt mit D, so enthilt die Menge D alle Zahlen
(D

#, fur welche nli:nzosup f)%) =Ap=Adist,wo k,1=1,2...m... ist.

Der Satz 2 gilt auch fiir irgend welche unendliche Teilmenge

der Indizesmenge (1,2...#...), also z. B. fir die Indizesmenge

My Ny« o W ... Es ist also die Menge der Kettenbriiche, fiir welche

an den Stellen #,m, ...%y... alle moglichen ganzen Zahlen

1,2 ... n ... unendlich oft vorkommen, und zwar so, dab die
¢

ji;noosup %}), fir die Indizesmenge 7, %, ... 7%, ... gebildet, alle

gleich 4;; = A4 sind, vom Inhalt Eins. Dasselbe gilt, wie man un-
mittelbar einsehen kann, wenn man die Menge der Indizes (1,2...7...)
in eine unendliche Menge von Indizesmengen spaltet, deren jede

unendlich ist. Es ist also die Menge der Kettenbriiche, fiir welche
@)
auf jeder dieser Indizesmengen lim. sup p(—fg) = d;; = A ist, vom In-

halt Eins. s sei « dargestellt in einem Kettenbruch, also
1
x4+ 1

Ty -t

xr =

1

=Ty 2L

und es sei {#4 #r41... 21} irgend ein Teil in dem Kettenbruche,
wo die Zahlen 22441 ... & pm bestimmte ganze Zahlen sind, so

ist die Menge der Kettenbriiche, wo der Teil {24 Zsi1...Zxtm]
unendlich oft vorkommt vom Inhalt Eins. Der Beweis wird auf
dieselbe Weise gefiihrt, wie der Beweis des Satzes 2. Da die Menge
aller moglichen Teile endlicher Ordnung abzihlbar ist, so folgt
daraus, da die Menge der Kettenbriiche, wo alle moglichen Teile
unendlich oft vorkommen, vom Inhalt Eins sein muff, Fs folgt
daraus unmittelbar, daf lim sup 2®, hochstens mit Ausnahme einer
k=00

Nullmenge gleich 1 ist.

Da alle Funktionen, die wir in § 6 definiert haben, im Sinne B
mefbar und iiberall dichtperiodisch sind, so gelten alle diese Siitze
fir die Zahlen (z) hochstens mit Ausnahme einer Menge erster
Kategorie.



