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EINLEITUNG 

In  dieser Arbeit werden mehrsortige logische Systeme mit  abz/ihlbar unendlich 
langen Formeln behandelt. In  w 1 wird die diesen Systemen zugrunde liegende 
Sprache aufgebaut, wobei gleichzeitig eine Arithmetisierung vorgenommen wird. 
Dabei li~l~t man Disjunktionen yon abzKhlbar unendlich vielen Formeln nur zu, 
wenn die Menge der Nummern  dieser Formeln rekursiv aufz~ihlbar ist. Dan]it 
werden also die unendlichen Disjunktionen in einem gewissen konstruktiven Sinne 
beschr~nkt, wie es auch bei Kino und Takeuti  in [2] und bei Lopez-Escobar in [6] 
auftritt .  
Bei der Definition der Herleitbarkeit werden die Begriffe ,,Positivteil" und 
,,Positivform" benutzt und damit  eine Erweiterung des Schiitte-Systems der 
Priidikatenlogik aus [7] in bezug auf unendlieh lange Formeln gegeben. Dabei wird 
das Axiomensystem aber wie in Tait  [9] etwas allgemeiner gehalten. Wie das 
Schfitte-System der Priidikatenlogik eine Verallgemeinerung des pri~dikaten- 
logisehen Sequenzenkalkiils ist, so sind die hier aufgebauten Systeme aueh Verall- 
gemeinerungen yon Sequenzenkalkiilen mit  unendlich bzw. endlieh vielen Ante- 
zedens- und Sukzedensformeln. 
Es wird gezeigt, dag in den Systemen L 1  und L 2  der Schnitt eine zul~issige SchluB- 
regel ist. Dies wird nieht wie in Lopez-Escobar [5] dureh einen Vollst~ndigkeitssatz 

* Eingegangen am 21.11. 1969. 
** Diese Arbeit ist als Dissertation yon der Universitat Miinchen angenommen worden. 



Mehrsortige logische Systeme mit unendlich langen Formeln I 39 

sondern rein syntaktiseh naehgewiesen, wobei transfinite Induktionen benutzt  
werden. In  w 2 werden zun/~ehst einige Hflfsmittel aus der Theorie der rekursiven 
Funktionen bereitgestellt. Die w167 3 und 4 bestehen im wesentlichen aus den 
Sehnitt-Eliminationss/~tzen, bei deren Beweisen man/ ihnl ich  wie in Seh/itte [7] 
beim System D der vollstgndigen Zahlentheorie vorgeht. Die Ordinalzahlsehranken 
bei den Sehnitt-Eliminationen haben die gleiehen Gr6Benordnungen wie die ent- 
spreehenden in Tait  [9] und Feferman [1]. In  w 4 wird aul3erdem noeh gezeigt, dab 
die Systeme L1 und L2/~quivalent sind. In  w 5 werden zwei Interpolationss/~tze 
bewiesen, wozu abet eine Einsehr~nkung des Axiomensystems vorgenommen wird. 

In  w 6 werden die Systeme L1 und L2 zu Systemen L1 (Z~) und L2 (Z~) mit n > 1 
erweitert. Dabei bauen sieh diese Systeme auf L1 und L2 auf, wie die Hierarehie 
der arithmetisehen Mengen, die durch pranexe Formeln mit  einem Existenzquantor 
als erstem Quantor charakterisiert werden, auf die rekursiv aufzahlbaren Mengen. 
F/Jr diese Systeme sind zu den Sgtzen fiber L1 und L2 analoge Satze g/iltig. In  
Feferman [1] ist das schw/ichste System, das sts als die Pr~dikatenlogik ist, 
ein System, das mit  hyperarithmetischen Mengen zusammenhangt.  Die hier 
betrachteten Systeme bilden eine Kette,  die in diesem Zwisehenst/iek liegt. 
t Ierrn  Professor Dr. Kur t  Schfitte m6ehte ieh fiir die Themenstellung und die 
wertvollen Gesprgehe zu dieser Arbeit herzlieh danken. 

w 1. DAS SYSTEI~I LI DEIr MEIII~SORTIGEN LOGIK MIT UNENDLICII LANGEN FORMELN 

N sei die Menge der niehtnegativen ganzen Zahlen, R n und PR n ffir n ~ N die 
Mengen der n-stelligen rekursiven bzw. partiell rekursiven Funktionen, R und PR 
die Mengen der rekursiven bzw. partiell reknrsiven Funktionen. Ffir ~ ~ PR sei c 7 
eine GSdelnummer der Funktion W. p .  bezeichne die n-re ungerade Primzahl, d. h. 
Po = 2, Pl = 3 . . . . .  Ffir 0 < n C N sei (n)i der Exponent  yon Pi in der Prim- 
faktorzerlegung yon n, es sei (0)~ = 0 for alle i { N. lg sei die einstellige primitiv 
rekursive Funktion mit:  

0, wenn n = 0 oder n = 1 ist, 

Ig (n) = /c, wenn (n)k ~= 0 und (n)~ = 0 ffir alle i > k ist. 
i 

[n o . . . .  , n~] mit  i > 0 bezeiehne die Zahl H p~. 
k = 0  

1.1. Signaturen 

S = (2, N 1, (m~}~vi, (~i)~e~v~, N2, (n~}~c.v.~) ist eine Signatur, wenn folgendes gilt: 

1.1.1. ~'C_ N, NIC_ N, N2c_ N. 

1.1.2. 2J ~ 0. (~  ist eine Menge yon Sortenbezeichnungen.) 

1.1.3. F/it i ~ N 1 ist mi ~ N und ~ ~ 2J~ +1. (mi ist die Stellenzahl, ~i der Typ des 
/-ten Funktionszeiehens.) 

1.1.4. Ftir i E N~ ist ni ~ N. (ni ist die Stellenzahl des i-ten Relationszeiehens.) 

I m  folgenden sei S -- (27, N1, (mi}~E~v,, ('ci}ic~v~, N2, (ni}ics~) eine Signatur. 
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1.2. Variablen der Sprache V_ (S) 

1.2.1. Ffir iE  N und  a E X  gelte: v ~  V ", w~E W ~, N(v/",[0, i , a ] )  und  N(wi", 
[1, i, ~]). 

1.2.2. V ( Z ' ) =  U {V~':(~E Z'}. 

1.2.3. W ( Z )  = U {W":  a E X}. 

Y" ist die Menge de r / r e i en  Variablen der Sorte a. 
W" ist die Menge der gebundenen Variablen der Sorte a. 
Gilt N(u, n), so ist n die Nummer der Variablen u. 

1.3. Induktive Definition der Quasiterme der Sprache U_ (S) 

1.3.1. ~fir  u" E V~u W" gelte: u" E 1-"(S) und  Vu ~ = {ua}. 

1.3.2. I s t  i C N1, vi = (g0 . . . . .  am~) und  57 (s~, nk) und s k E yak  (S) fiir alle k = 1, 
. . . .  m~, so gelte : / i  (sl . . . .  , sin,) E T ~~ (S), 
iV  (/~(sl  . . . .  , sin,), [2, i ,  n l  . . . .  , nm,]) ,  

V /~ ( s l  . . . . .  sin,) = U { V s k  : k = 1 . . . . .  m~}.  
I s t  m~ = 0, so ist d a n n / i  E -V~'(S), N(]i, [2, i]) und  V/s = O. 

1.3.3. T ( S )  = U {-r~(S) : a C ~}.  

1.3.4. T~ = {t~: t"E Ta(S), Vt~c_ V(Z)}. 

T a (S) ist die Menge der Quasiterme der Sorte ~, T ~ die Menge der Terme der 
Sorte a. Gilt N (s, n), so ist n die N u m m e r  des Quasi termes s. Vs ist die Menge der 
in s auf t re tenden Variablen.  
Fiir  das Folgende wird ein hinreichend s tarkes und einfaches Ordinalzahlensystem 
mi t  der Ordnungsrelat ion , , g  ." zugrunde gelegt. Uber  die Stiirke wird sparer  
Iqiiheres ausgeffihrt.  Die Ordinalzahlen werden durch ~, fl, ~ mitgeteil t .  

1.4. Induktlve De/inition der Quasi/ormeln der Spraehe L (S) 

1.4.1. I s t  i E N  2, N(sk, m~) und  s k E l - ( S  ) ffir alle k = l  . . . . .  n~, so gelte:  
ri(81 . . . . .  8nt ) ~ F 0 (S ) ,  

N (ri(81 . . . .  , sn~), [3, i, m I . . . . .  ran, I) , Wri(81 . . . . .  8nr ) = U {Vsk : k = 1 , . . . ,  
hi},  Wri (81 . . . . .  8hi ) = 0 
und  ri(81 . . . . .  8hi ) < : g ffir jede Ordinalzahl g. I s t  ns = O, so ist dann  
t i e  ~ o ( S ) ,  N ( r i ,  [3, i]), Vr~ = O, Wri = 0 und  r~ < : g ffir jede Ordinal- 
zahl g. 

1.4.2. F o(S) _~ ~: (S). 
1.4.3. I s t  U E F(S) und  N ( U ,  n), so gelte: -n U ~ F(S),  2g(-n U, [4, n]), V -n U 

= VU und  W - n U =  WU. I s t  U g : / ~  und / ~ < . ~ ,  so gilt - T U < : a .  

1.4.4. I s t  U~E F(S) und  lg(Ui, nl) ffir i = O, 1, so gelte: (Uov  U1)~ F(S),  
N((U ovU1), [5, n o ,n l ]  ), V(U ovU1)=  VUowVU~ und W(U ovU1) 
= WUoL; WUx. I s t  Ug g : g~ und  gi < .  g ffir i = O, 1, so gelte: (U o v U1) 
<: : 6~, 



Mehrsortige logische Systeme mit unendlich langen Formeln I 41 

1.4.5. I s t  ~o C R1, Un ~ F(S) mit  N(Un, of(n)) f/Jr alle n E N und  existiert ein 

k C N mit  U {VVn: n E N} = U {VU,~: n ~ N,n < k}, so gelte: ~ U~E F(S),  

N ( ~ V n , [ 6 , ~ , k ] )  , V ~ U n = U { V U n : n ~ N  } und  W~/Un=U{WUn: 
n E N}. Dabei bezeichnet ~ U~ die unendliche Disjunktion V (U 0, U 1 . . . .  ) 
der Quasiformeln U~. Is t  U n ~ : an und ~n < .  g ffir alle n ~ M, so gelte: 

~Un<:~. 
1.4.6. I s t  UE ~:(S), x ~ W ( Z ) ,  x ~ W U ,  N(x,m) und N(U,n),  so gelte: 

V x U ~  F(S), N(VxU,[7,  m,n]), V V x U =  V U \ { x }  und W V x U  
= W U v  {x}. Is t  U < : / ~ u n d f l < . c ~ , s o g e l t e V x U < : ~ .  

1.4.7. F o (S) = { P  : P C Fo(S), V P  c Y (Z)}. 
1.4.s. t ' ( s )  = {A : A ~ F(S),  VA c V(X)}. 
~: (S) ist die Menge der Quasi/ormeln, F o (S) die Menge der Prim/ormeln und  F (S) 

die Menge der Formeln. Gilt N(U, n), so ist n e i n e  Nummer der Quasiformel U. 
VU ist die Menge der in U/rei au/tretenden Variablen und WU die Menge der in U 
gebunden au]tretenden Variablen. U g : c ~  besagt, dab U einen Rang hat,  der 
kleiner oder gleich cr ist. Aus der Definition 1.4. ergibt sich, dal3 VU ffir U ~ F(S) 
endlich ist. 

Mitteilungszeichen 

a ~, b ~ ffir freie Variablen der Sorte a, 

x ", y" ffir gebundene Variablen der Sorte a, 

u ~ ffir beliebige Variablen der Sorte a, 

s ~ ffir Quasiterme der Sorte a, 

t ~ ffir Terme der Sorte a, 

U ffir Quasiformeln, 

P ,  Q ffir Primformeln,  

A, B, C, D, E ffir Formeln,  

/ ' ,  zJ ffir endliehe (evtl. leere) ?r yon Formeln. 

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit  unteren Indizes verwendet.  Die oberen 
Indizes werden manchmal  fortgelassen. Das Zeichen ,,=--" wird als Identit/~t yon  
Zeichenreihen benutzt .  

1.5. Indulctive DeJinition der Substitution 

I m  folgenden sei u eine Variable und t ein Term yon derselben Sorte wie u. 

1.5.1. Ffir u 0 C V ( Z ) ~  W(Z)  sei 

U0 ?~0 sonst. 

1,5.2. (/i(81 . . . . .  8mi)(~))~/i((81(t) ) ..... (8mi(t))) . 
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1.5.3. (r~(s~ . . . . .  Sn,,(:))~--r~((sl(t) ) . . . . .  (sm(~))) .  

1.5.5. ((UoV U1)(~))~. ((Go(:))v (U 1 (:))) . 

{ Vxi, wennx uist 
(:)) V x U sonst. 

Die/ iuSeren K l a m m e r n  werden fortgelassen, wenn dies nicht  zu Mil3verst/~ndnissen u 
ffihrt. Wie sofort  zu sehen ist, ist  s(t ) ein quas i t e rm.  I n  w 2 wird gezeigt, dag auch 

(:) 
1.6. Indulctive 

I m  folgenden 

1.6.1. 

1.6.2. 

1.6.3. 

1.6.4. 

1.6.5. 

1.6.6. 

Definition der Positiv/orm 

s e i 0 < m E N .  

Ffir A E F(S) gelte: A E lPm(S), IA = 0 und  (A [A 1 . . . . .  Am] ) ~- A. 

F/ir 1 - - < i ~ m  gelte:  XiE Pro(S), N(Xi,[8, i]), VX  i=O, IX~={i} ,  
(Xi [A1, . . . ,  Am]) ~- A, und Xi  ~ : s ffir alle OrdinMzahlen a. 

I s t  92~ lPm(S ) und  N(92, n), so gelte:  - ~ 9 2 E  Pro(S), N ( - n - n 9 2 ,  
[4, [4, n]]) ,  V --7 --n 92 = VOA, I -7 --n 92 --- I92 und (-7 --n 92[A 1 . . . . .  Am] ) 

-n -7 (92 [A 1 . . . . .  Am] ). I s t  92 < : s0 und  s0 < .  Sl < .  ~, so gelte -n -7 92 ~::S. 
I s t  ffir i =  0, 192, E ]Pro(S) und  N(92i, ni) und  I92o~I921= O, so gelte: 
(920 v 92~) E Pro(S), N((92 o v 92~), [5, no, n~]), V(~o v ~ )  = V92oW V92. 
1(92 0 v 921) = I92o~I 921 und  ((920 v 021) [A 1 . . . . .  Am] ) ~ ((92o [A1 . . . . .  Am] ) 
v (02 1 [A 1 . . . . .  Am])). I s t  92i g : ~ und s~ < .  s ffir i = 0, 1, so gelte (920 v 921) <::S. 
I s t  ~oE R 1, 92hE lPm(S) mi t  N(92n, 9(n))  ffir alle n E N ,  I92~I92~ = 0 ffir 
alle i 4= ] mi t  i, ] ~ N und existiert  k E N mi t  O { V 92n : n E N} = U { V 92n : 

k>=n~ N} und  I92~=0 ffir i > k ,  so gelte: ~92nE Pm(S), N@92 n, 
[6, ~, ~]), V~92~=U{V92~:nEN}, _r~92==u{_r92~:nEN} und 

(~ 92n [A~ . . . .  , Am]) --= ~ (92~ [A1 . . . . .  Am]). ~ 92~ bezeichnet  die unendliche 
Dis junkt ion V (920, 921 . . . .  ) der 92~. I s t  92~ ~ : en und  e= < .  ~ ftir a l l en  E N, 

so gelte ~ 92n -~ : ~. 

Pm (S) -- {~3: ~ E lPm (S), I ~  = {1 . . . . .  m}}, 
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Die guBeren K l a m m e r n  bei (99 [A 1 . . . . .  A~]) werden fortgelassen, wenn dies nieht  
zu Migverst/ indnissen fiihrt. P ~  (S) ist die Menge der m-stelligen Nenn/ormen und  
P ~  (S) die Menge der m-stelligen PositivJormen. Gilt N (99, n), so ist n e i n e  Nummer 
der Nennform 99. V 91 ist die Menge der in 91 auf t re tenden  freien Variablen,  1 91 die 
Indexmenge derjenigen i, ffir die das Nennzeichen Xi  in 99 auf t r i t t  und  99 [A~ . . . . .  
Am] das Ergebnis  der Subst i tut ion yon A i f~r Xi. Die Menge V99 ist endlieh, wie 
m a n  sofort aus der Definition 1.6. erkennt .  I s t  92 ~ lP~ (S) und  sind A 1 . . . . .  Am 
Formeln,  so ist 91 [A 1 . . . . .  A~]  eine Formel.  Dies wird in w 2 bewiesen. Ist~3 ~ P,~ (S), 
so t r i t t  As in der Formel  ~ [A~ . . . . .  A~]  an genau einer bezeichneten Stelle als 
Positivteil au f  (i = 1 . . . . .  m). 
Ein minimaler Positivteil einer Formel  ist ein Positivteil ,  der auBer sich selbst 
keinen Posit ivteil  mehr  enthi~lt. Es t re ten  als Minimalteile auf:  P, -7 P, --7 (A0vA1), 

~ An, V xU und -~ V xU. 
Als Mitteilungszeiehen fiir Nennformen verwenden wir: 910, ~30 . . . . .  Als Mit- 
teilungszeichen f/Jr m-stellige Posi t ivformen verwenden wir: ~3 ~, ~3~, ~3~, . . . .  
Ffir m = 1 lassen wir den oberen Index  fort.  I m  folgenden wird mi t  Z die leere 
Zeichenreihe bezeichnet.  

1.7. InduCtive Definition der Streichung 91 [ ]i 

I m  folgenden sei 0 < i ~ N. 

1.7.1. F/Jr A ~ F(S) gelte: (A [ ]~) ~ A. 

1.7.2. F/Jr 0 < ?" C N gelte : 

[ Z, wenn i = j ist, 
(Xj [ ]3 Xj sonst. 

Z, wenn (91 [ ]i) -~ Z ist, 
1.7.3. ( 7  -7 91[ ]i) 

--I (91[ ]i) sonst. 

1.7.4. [ 9-1o, wenn (991 [ ]i) ~ Z ist, 

((910 V 911) [ ]i) ~ J 911' wenn (910 [ ]~) ~ Z ist, 

((910 [ ]i) v (99 1 [ ]i)) sonst. 

1.7.5. (5 PAn [ ]i) ~ ~ ~3n mi t  

(91k+a [ ]i), wenn (gA 5 [ ]i) ~ Z fiir ein j _G /c ist, 
~3k ~ (9Ak [ ]i) sonst. 

Die/~uBeren K l a m m e r n  yon (91 [ ]i) werden fortgelassen, wenn dies nicht  zu MiB- 
versti~ndnissen fiihrt. Ffir i = 1 wird 99 [ ] an Stelle von 91 [ ]1 gesehrieben. I n  w 2 
wird gezeigt, dab 91 [ ]i eine Nennform ist. 99 [ ]i en ts teh t  aus 99, indem das Nenn-  
zeichen Xi gestrichen wird. Fiir eine einstellige Pos i t ivform ~ ist also ~3 [ ] eine 
Formel .  

1.8. Definition eines Axiomensystems A 

Ein Axiomensys tem ist eine nichtleere Menge 
Formelmengen  mi t  folgenden Eigensehaften:  

A yon niehtleeren endliehen 
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1.8.1. Prim/ormel-Eigenscha/t. Die Elemente von A enthMten keine anderen 
Formeln als Primformeln und einfach negierte Primformeln.  

1.8.2, Schnitt-Eigenscha/t. Is t  / '~J{P}~ /h und  A ~ J { ~ P } E  A, so ist auch 
F w A E  lb. (o~ 

1.8.3. Substitutions-Eigenscha/t. I s t / "  E A, so ist fiir alle a ~ und  t ~ a u e h / "  t~ E A. 

Bezeichnungen 

Mit ~ ( x  ") bezeichnen wir eine Quasiformel U, f/Jr die VUf~W(Z)_c{x ~} gilt. 

~ (t ~) soll dann die Formel  U to bezeiehnen. 

Eine Schluflregel mit  der Priimissenmenge ~l und der Konklusion C bezeiehnen Mr  
mit  ~ ~ C o d e r  A 1 . . . . .  An ~ C, wenn ~l = {A 1 . . . . .  An} ist. I s t  ~ leer, so ist C 
eine Ausgangsformel ffir I-Ierleitungen. Wir sagen, dab a ~ nieht  in C auf t r i t t ,  wenn 
a a ~ VC ist. Es sei ~ o [  ] V ~ l [  ] ~- (((~o VC~l[X~]) [ ]1) [ ]~). ~ [ A ,  ] bzeiehnet 
(~ [ ]3) [A]. 

1.9. Grundsehluflregeln des Systems L1 (bez. eines Axiomensystems A) 

(S0)  :4, (~3 n [A1,  . . . ,  An], w e n n  {A 1 . . . . .  An} ~ A gilt. 

(S1) ~ 3 [ ~ A ] , q 3 [ ~ B ] ~ 3 [ ~ ( A  v B)]. 

($2) ~3 [ ~ ~ (a ") ] ~ ~3 [-7 V x ~ ~ (x ~) ], wenn a" nicht  in der Konklusion auftr i t t .  

(s3) ~ [ v  x~ff(xO)] vff(t~) ~ [ v  x~ff(x~)]. 

($4) { ~ [ - - ~ A . ] : n E N } @ 9 ~ [ ~ /  A~]. 

1.10. Weitere Schluflregeln 

($5) q3o[A] ,q31[ -~AJ~q3o[ ]Vq3~[  ]. 
(S6) q32[A, B]  ~q32[B,A].  

($7) q3 [A] ~ q3 [q3o JAIl. 
($8) q3 ~ [A, A]  ~ q3 ~ [A, ]. 

Die in der Konklusion einer Grundschlul]regel bezeichneten minimalen Positivteile 
werden Hauptteile der jeweiligen SchluBregel genannt.  Die Variable a a in ($2) wird 
Eigenvariable von ($2)und die Formel  A in ($5) Schnitt/ormel yon ($5) genannt.  
Die Regeln (SO)- ($5) nennen wir starke Schliisse und ($6)- ($8) schwache Schliisse. 

1.11. Induktive Definition der 57ormalherleitung in L1 

1.11.1. I s t  ~ ~n  [A 1 . . . . .  A , ]  ein GrundsehluB (SO) m i t  {A 1 . . . . .  An} E A, 37 ( ~ ,  l) 
und  N(A  i, mi) fiir i = 1 . . . . .  n, so gelte: ~- ~ [ A  1 . . . . .  A~], NH(~n[A1, 
. . . .  An], [0, l, m 1 . . . . .  mn] ) und [0, l, m 1 . . . . .  toni ~ : a ffir alle Ordinal- 
zahlen ~. 

1.1 1.2. Is t  C o, C1 ~ ~ [-7 (A v B)] ein GrundsehluB ($1) mit  dem bezeichneten Tell 
(A v B) als t Iaupt tef l ,  ~ C o, ~- Ca, 57(q3, lo), N ( ~  (A v B), 11) und 

57H (C,, m,) ffir i = 0, 1, so gelte : ~ ~3 [--1 (A v B) ] und  N H  (~3 [ ~ (A v B) ], 
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[1, lo,/i, too, ml]). Gilt m~ _~ : a~ und  a, < .  a ffir i = 0, 1, so gelte [1, lo,/i, 
mo, m l ]  _~ : a .  

1.11.3. Is t  A ~ ~3 [B] ein GrundskhluB (Si) mit  i = 2, 3, der bezkikhnete Teil B 
der Haupt te f l  yon  (Si), e -A,  N(~3, lo), N(B,  li) und  NH(A ,  m), so gelte: 
~-~3 [B] und NH(~3 [B], [i, lo, 1 i, m]). Is t  m _< :/3 und  /3 <.  a, so gelte 
[i,/o,/1, m] =< : a.  

1.11.4. Is t  {B~: n ~ N} ~ ~ [-7 ~ A J  kin Grundskhlug ($4) mit  dem bezeichneten 

Tell -7 ~ A= als Haupttei l ,  N(~3,/o), N ( ~  ~ An,/ l) ,  ~ ~ Rx und ~ -B  n mit  

NH(Bn, q)(n)) ffir a l l en  C N, so gelte : F-~3 [ ~ ~ An] und NH(~3 [ -7  ~ An] , 

[4, lo,/1, ~]). Is t  ~o (n) =< : an und an <.  a ffir alle n ~ N, so gelte [4, lo, li, 
q]_-<:a .  

1.11.5. I s t  ~3 o [A], ~31 [ ~ A ]  ~ ~3o [ ] v ~31 [ ] ein SchluB ($5) mit  der bezeichneten 
Formel  A als Schnitfformel,  e-~3o[A], ~ 3 i [ - ~ A ] ,  N(~3i, li) und 
NH(~3i[(~) A], mi) fiir i = 0, 1, so gelte: ~ -~o[  ] v~3~[ ] und NH(~3o[ ] 
v ~31 [ ], [5, lo, ll, too, mi]). Is t  mi ~_ : ai und ai <.  a ffir i = 0, 1, so gelte 
[5, l o, ll, too, ml] --< : a. 

1.11.6. Is t  ~ 3 2 [ A , B ] ~ 3 2 [ B , A ]  ein Schlug ($6), ~-~32[A B], N(~32,1o), 
N(B,  li), N(A,  12) und  NH(~32[A, B], m), so gelte: ~ 3 Z [ B ,  A] und  
NH(~32[B, A], [6, lo, [l~,/~], m]).  Is t  m ~ :  g, so gelte [6, l o, [l~, 12], m] 

1.11.7. Is t  ~3[A] ~ 3 [ ~ 3 o [ A ] ]  ein Sehlul~ ($7), ~-~3[A], N(~3, lo), N(~3 o, l,), 
N (A, l~) und NH (~3 [A ], m), so gelte : ~-~3 [~o [A ]] und N H  (~3 [~3o [A ]], 
[7, [lo, 113, i s t  a, geltk [7, [lo, =<: a. 

1.11.8. Ist  ~3 ~ [A, A] ~ ~e  [A, ] ein SkhluB ($8), ~ 3  e [A, A], N(~3 ~,/,), N(A,  l~) 
und N H  ( ~  [A, A ], m), so gelte : ~-~32 [A, ] und NH (~3 ~ [A, ], [8, lo, 11, m]). 
Is t  m E : a, so gklte [_8, l o, I i, m] ~ : a. 

~-C bedeutet ,  dag C herleitbar ist und dag einc Normalherleitung der End/ormel C 
existiert.  Gilt NH (C, n), so ist n kink Herleitungsnummer kiner Normalherlei tung 
yon C. Tre ten  in einer Normalherlkitung nur  Grundschliisse (S0)-($4) auf, so 
nennen wir sic eine Grundherleitung. Wenn yon dem System L1 gcsprochen wird, so 
ski der Begriff der Grundherlkitung als Herlei tbarkeitsbegriff  zugrunde gelegt. 
Herlei tungen werden mit  H, Ho, H1 . . . .  bezeikhnkt und  wit schreiben auch H ~- C 
ffir ~ C. Dementsprekhend wird aukh H __< : a ftir N H  (C, m) und  m < : a ge- 
sehrieben, wenn mit  H e i n e  Herlei tung mit  einer Her le i tungsnummer m bezeichnet  
ist. Man sagt dann, dab H e i n e  Ordnung kleiner oder gleich a ( E  : a) hat.  A < : a 
und H < :  a bedeutet ,  dab ein /3 mit  /3 <.  a und  A < :/3 bzw. H =< :/3 existiert.  
H a t  in einer Normalherlei tung H jede Schnit tformel einen Rang kleiner als 
/3(<:/3),  so sagt man, dag H einen Schnittgrad kleiner oder gleieh /3(~<:/3) hat .  
H a t  H mit  H ~- C eine Ordnung ~ : ~ und  einen Schni t tgrad ~ : fi, so schreibt 
man  aukh H ~ C(~,/3). Gilt H ~ C(~, 0), wobei 0 die Anfangszahl des Ordinal- 
zahlensystems bezeichnet, so ist in H keine Regel ($5) angewendet  worden und  H 
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ist schnitt/rei. Der Tefl einer l~ormalherleitung H, der sieh an die Konklusion des 
letzten starken Sehlusses anschlieBt, wird die Endkette yon H genannt. 

1.12. Definition der Priimissenteile 

1.12.1. Sei q32[C ] die Konklusion eines Grundschlusses ($1)-($4). Es werden 
C folgendermaBen Pr/imissenteile zugeordnet. 

1.12.1.1. Sei g [ A ] - ~ g 2 [ C  ] und der bezeiehnete Teil A der Haupttefl eines 
Schlusses (Si) mit i = 1 . . . . .  4 und seien die beiden bezeiehneten Teile 
fremd zueinander. (A ist Minimalteil und somit entweder Positivtefl yon 
Coder fremd zu C.) 
Es existiert dann genau eine Positivform g2 mit g2 IX1, C] ~ g und 
q32 [A, X1] ~- g2, so dab die Pr/imissen die Form g2 [Ai, C] bzw. g~ [A, 
C] v A 1 haben. Die bezeichneten Teile C sind dann die C entsprechenden 
Pr~missentefle. 

1.12.1.2. Sei q3 [A] wie unter 1.12.1.1. definiert. Existiert eine Positivform g s  mit 
g ~ [ q 3 s ] ~ g ,  so sind die Pri~missen g~[ga[A~]] bzw. g2[ga[A]]vA1 
und es existiert genau ein solehes ga. Die bezeichneten Teile ga  [Ai] bzw. 
ga[A ] seien die dem Konklusionsteil C entspreehenden Pr/~missenteile. 

1.12.2. Sei g~[c ]  Konklusion eines Sehlusses ($5) mit den Pri~missen g0 [A], 
g l  [-hA] und der bezeichneten Formel A als Sehnittformel. Sei C Mini- 

maltefl der Konklusion oder eine Formel der Gestalt ~ Cn. Dann gibt es 
zwei F/ille. 

1.12.2.1. Es existiert genau eine Positivform g~ mit g2 [X1, C] ~ g0 oder g2 IX1, 
C] ~ g l  und g2 [ ,  X1 ] v g l  [ ] ~ g2 bzw. go [ ] v g2 [ ,  X1 ] ~ g2, so dab 
die Pr/imissen g~ [A, C], g l  [ ~ A ]  bzw. g0 [A], g2 [ ~ A ,  C] sind. Dabei 
ist g 2 [ ,  X1 ] ~ (q32 [X2, X1]) [ ]2. Der bezeichnete Tell C sei der dem 
Konklusionstefl C entspreehende Pr/~missentefl. 

1.12.2.2. (HSchstens ffir C ~ ~ Cn.) Es existiert genau ein Paar (gs, g4) mit 
g3 [g4] ~ go oder ga  [q34] ~ g l  und g a v  g l  [ ] ~ g~ bzw. go [ ] v g s  
~- g~, so dab die Pri~missen gs  [g ,  [A ]], g~ [-7 A ] bzw. go [A ], ga[g4 [A ]] 
sind. Der bezeiehnete Tell ga  [A ] bzw. ~34 [--hA ] sei der dem Konklusions- 
teil C entspreehende Pr~missentefl. 

1.12.3. Ist  g2 [C] Konklusion eines Sehlusses ($6) g2 [A, B] ~ g2 [B, A] und C 

Minimalteil yon g2 [C] oder eine Formel der Gestalt ~ Cn, so sei der C 
entsprechende Pr/~missenteil der Teil der Pr/~misse, der in C bei Ver- 
tauschung der bezeiehneten Tefle A und B fibergeht. 

1.12.4. Sei g~[c ]  Konklusion eines Schlusses ($7) g [A] ~ g[q30 [A]] und C 

Minimalteil yon g2 [C] oder yon der Gestalt ~ Cn. Dann gibt es ffinf ver- 
schiedene F/~lle, die nach dem Auftreten yon C in einem der bezeieh- 
neten Teile unterschieden sind. 
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1.12.4.1. Es existiert genau eine Positivform ~ mit ~2 [C, X1] ~ ~ und ~2[X1, 
~o [A]] ~- ~2, so dab die Pr~misse ~2 [C, A] ist. Dieser bezeichnete Tefl C 
sei der C entsprechende Pr~missenteil. 

1.12.4.2. Existiert eine Positivform ~ mit ~ [ ~ [ C ,  X 1 ] ] ~ [ ~ 0  ] und 
[~2 [X1, A]] ~ ~2, so gibt es keinen C entsprechenden Priimissenteil. 

1.12.4.3. Existiert genau eine Positivform ~5 a mit ~ [ ~ o [ ~ a ] ] ~ 2 ,  so ist die 
Prs ~3 [~3 [C]]. Dieser bezeiehnete Teil C ist der C entspreehende 
Pr~missenteil. 

1.12.4.4. Existiert genau eine Positivform ~3 mit ~2 [q~3] ~ ~ ,  so ist die Pr~misse 
~2 [~3 [A ]]. ~3 [A] ist der C entspreehende Pr~tmissenteil. 

1.12.4.5. Sei ~32 ~ ~3 un4 existiere genau ein P~ar (~33, ~34) mit ~2 [~33] ~ ~3 [~3o] 
und q~4 [~33] ~ ~o- Dann ist die Pr~misse ~ [A ] und es gibt keinen C ent- 
spreehenden Pr~missenteil. 

1.12.5. Sei ~2 [C] Konklusion eines Sehlusses ($8) ~ [A, A] ~ ~ [A, ] und C 

MinimMteil yon ~e [C] oder yon der Gestalt ~ Cn. Es werden vier F~i]le 
unterschieden. 

1.12.5.1. Existiert genau eine Positivform ~3 mit ~3[C, X1, X2] ~ ~2 und 
~3 [X D A, ] ~- ~2, so ist die Prgmisse ~a [C, A, A ]. Dieser bezeiehnete 
Tell C sei der C entspreehende Pr~missenteil. 

1.12.5.2. Existiert genau eine Positivform ~3 mit ~ 2 [ ~  3, ] ~ ,  so ist die 
Pr/imisse ~2 [~a [C], ~3 [C]] und die beiden bezeiehneten Teile V sind die 
C entsprechenden Prgmissenteile. 

1.12.5.3. Ist ~ [ ]3 ~ ~2 und existiert genau eine Positivform ~ mit ~2 [ ~ ]  ~ ~2, 
so ist die Pr~misse ~2 [ ~  [A, A]]. Der bezeichnete Teil ~ [A, A ] is t  der 
C entsprechende Pri~missenteil. 

1.12.5.4. Existiert genau ein Paar ( ~ ,  ~3) mit ~3 �9 X1, ~2 ~ ~o~ [~3, X2] oder 
~52-~ ~50 ~ [X~, ~3 [X~]] und ~02[]e ~ - ~  bzw. ~0 ~ [A, X~] ~ ~ ,  so ist die 
Pr/imisse ~3o ~ [cJ3 3 [A ], A] bzw. ~o ~ [A, ~3~ [A ]]. Der bezeichnete Teit 
~3 [A ] ist der C entspreehende Pr~missenteil. 

Die Positivformen, deren Existenz in 1.12. behauptet wird, sind durch Vergleieh 
der gegebenen Positivformen effektiv zu ermitteln. Es ist leieht zu sehen, dab zu 
jedem Positivteil der Konklusion einer Grundsehlugregel mindestens ein ent- 
spreehender Prs existiert. Ist  C Positivteil der Konklusion eines Sehlus- 

ses ($5)- ($8) und C Minimalteil oder yon der Gestalt ~ C,,, so trifft genau einer der 
F~lle 1.12.2.1. bis 1.12.5.4. zu, und nur in den F/~llen 1.12.4.2. und 1.12.4.5. 
existiert kein entsprechender Pr~missenteil. 
Es werden nun wie in Schfitte [7] grol3e und kleine Formelbfinde definiert. 

1.13. Induktive Definition eines groflen Formelbundes 

1.13.1. Ist  ~ [A] Endformel einer Grundherleitung H, so gehSre A z u m  groBen 
Formelbund yon A bez. H. 
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1.13.2. I s t  ~3 [B] Konklusion eines Grundschlusses der Grundherleitung H und 
geh6rt der bezeichnete Tell B zum groBen Formelbund yon A bez. H, 
so sollen auch die B entsprechenden Pr/imissenteile zum groBen Formel- 
bund yon A bez. H geh6ren. 

1.14. Induktive Definition eines kleinen Formelbundes 

1.14.1. I s t  q3 [A] Endformel einer Normalherleitung H und A Minimalteri der 
Endformel, so geh6re A zum kleinen Formelbund yon A bez. H. 

1.14.2. Sei ~3 [B] Konklusion eines Schlusses ($1)-($8) in H und der bezeichnete 
Tefl B fremd zum Haupttei l  dieses Schlusses, falls es ein SchluB ($1), 
($2), ($4) ist. Geh6rt dieser Teri B zum kleinen Formelbund yon A bez. H, 
dann sollen auch die B entsprechenden Prs falls sie existieren, 
zum kleinen Formelbund von A bez. H geh6ren. 

Diese Formelbiinde haben die gleichen Eigenschaften wie die entsprechenden in 
Schiitte [7]. Die kleinen Formelbiinde bestehen aus gleichlautenden Formeln. 
Bei der Schnitt-Elimination in w 3 wird noch ein Formelbund einer unendlichen 

Disjunktion ~ An ben6tigt. 

1.15. Induktive Definition eines Formelbundes yon ~ A n 

1.15.1. Ist v Endform l oin r  orm l  rloitu g H, goh ro aor bo oioh- 
n n 

nete Teil v A n zum Formelbund yon v A n bez. H. 

1.15.2. I s t  ~ [B] Konklusion eines Schlusses ($1)-($8) in H und geh6rt B zum 

Formelbund yon ~ A n bez. H, so geh6ren auch die B entsprechenden 
n 

Pr~missenterie zum Formelbund yon v A n bez. H, falls sie existieren. 

Die Formelb/inde yon unendiichen Disjunktionen bestehen aus lauter unendlichen 
Disjunktionen. Diese Formelbfinde enden nur in I(onklusionen yon Schlul3regeln 
(SO) oder ($7). Betrachtet  man eine Herleitung als Baum, so gehen diese Formel- 
bfinde bei Schlul~regeln ($5) nur in einem Teil des Baumes welter. 

w 2. ERGEBNISSE AUS DER THEO~IE DER REKURSIVEN FUNKTIONEN UND DEREN 
ANWENDUNG AUF L1 

In den Beweisen, die auf Induktion nach der Definition der Formel bzw. Her- 
leitung beruhen, tritt bei den Induktionsschritten, die auf 1.4.5. bzw. 1.11.4. 
Bezug nehmen, folgende Schwierigkeit auf. Man will auf die Formeln bzw. Her- 
leitungen mit  den Nummern ~0 (n) mit  ~ E R1 und n ~ N die Induktionsvoraus- 
setzung und m6glicherweise wieder 1.4.5. bzw. 1.11.4. anwenden, wobei aber ~0 
zu ~0' vers worden ist. U m  nachzuweisen, daI~ ~0'E R 1 grit, mul3 man das 
Beweisverfahren so arithmetisieren k6nnen, dal~ man eine Funktion /C PR1 
angeben kann mit  ~(n)E D/ (Definitionsbereich y o n / )  und/(qJ(n))  = ~0'(n) ffir 
a l l en  C N. Die Ss lauten dann etwa folgendermal~en: ,,Es gibt eine Funktion 
] E P/~I, die jeder Nummer  einer I-Ierleitung (Formel) mit  der Eigenschaft A die 
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N u m m e r  einer Herlei tung (Formel) mi t  der Eigenschaft  B zuordnet" .  Dies wird 
dann  nur  noch so ausgedriickt:  , ,Jede Herlei tung (Formel) mit  der Eigenschaft  A 
kann  rekursiv zu einer Herlei tung (Formel) mit  der Eigenschaft  B umgeformt  
werden".  
Die Funkt ion  [ wird entweder schon vorher  definiert, oder sie ergibt sieh, indem 
man  das Beweisverfahren arithmetisiert.  I s t  die Funkt ion  nieht  angegeben, was 
in den meisten Fitllen auftr i t t ,  so ist der Beweis des entspreehenden Satzes ]eden- 
falls hinreiehend konstruktiv,  um ihn mi t  geniigend groBem Aufwand dureh ein 
/ E P R  ausdrtieken zu k6nnen. Es werden in diesem Paragraphen jedoch zun/iehst 
die Funkt ionen aufgestellt, die dabei immer wieder benStigt werden. Diese Funk-  
t ionen werden dureh Fallunterseheidung definiert, wobei aber die zu definierende 
Funkt ion  in der Definition so auftri t t ,  dab nieht  unbedingt  eine Rekursion benutz t  
werden kann  und da2 aueh die Nummer  der zu definierenden Funkt ion  ben6tigt  
wird. Diese Definitionen werden zu Anfang dieses Paragraphen  dureh ein Ver- 
fahren von I(leene gereehtfertigt,  das wesentlieh auf  dem Rekursionssatz beruht.  

Mitteilungszeichen 

/, if, h f/Jr partiell rekursive Funkt ionen,  

x, y, z ffir Zahlenvariablen. 

Die Mitteilungszeichen werden aueh mit  Indizes benutzt .  Aul3erdem wird der 
/z-Operator wie/ibl ich angewendet.  

Bezeichnungen 

I m  folgenden werden Bezeiehnungen aus Kleene [3, 4] / ibernommen.  q)= (z, x 1 . . . . .  
xn) sei eine Abktirzung f/ir U(#  y T= (z, x 1 . . . . .  xn, y)) [4, pp. 278, 281, 340]. I s t  
/ C PR= und (x 1 . . . . .  xn) C D/, so gilt q~ (], x~ . . . . .  x~) = / (x 1 . . . .  , x~). F/Jr m, n ~ N 
m i t m  < n sei On m folgendermal3en definiert: On "~ (z, x 1 . . . . .  x=, y) sei eine Ab- 

kiirzung ffir q)~(z, Xl, . . X . . . .  ~ 1 1  (Xn-m +X, Y), (i~ 1 (X~, y)). Es sei O m = d~ m. 
Die (m + 1)-stellige primitiv rekursive Funk t ion  S "~ mi t  m, n > 0 sei wie in 
[4, p. 342] definiert, sic ha t  folgende Eigensehaft.  I s t  ] ~ PR,~+~, so ist f/Jr (Yl . . . . .  
Ym, x , .  x~) C D / S  ~ (/, y~, . .  Ym) = # mit  g (xl, . x,~) = ] (Yl . . . . .  Ym, xl . . . .  , 
x~). Dami t  ist also S~ + l (d . . . .  z, x 1 . . . . .  x~) die N u m m e r  yon O~nn (z, x 1 . . . . .  xn, y) 
als Funkt ion  yon y aufgefaBt. 
Der gekurs ionssatz  yon Kleene wird hier in folgender Fo rm benutzt .  

2.1. Relcursionssatz. Zu jedem / ~ PRn+ 1 existiert ein e ~ N, so dal] e eine Nummer  
yon ] (e, x 1 . . . . .  x~) ist. 

Beweis. ] (Sin (y, y), x ~ , . . . ,  Xn) ist eine partiell rekursive Funkt ion  von (y, x 1 . . . . .  x.n), 
sie habe die Nummer  k. Dann ist S~(k, k) eine Nummer  v o n / ( S l ( k ,  k), xx . . . . .  x,) 
und somit die gesuchte Zahl e. 

2.2. Definitionsschema ]iir gewisse Funkt ionen aus P R  

Die zu definierenden Funkt ionen  fallen unter  folgendes Definitionsschema durch 
Fallunterseheidung. 
4 Mathematlsche Logik (14, 1/2) 
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2.2.1. ~(x 1 . . . .  , x~) = z m i t  (1) z = 1, w e n n  go(x1 . . . . .  x~) = 0 i s t ;  (2) z = ho(xl,  
. . . .  xn, ](gl (zl . . . .  , xn) . . . . . .  g~ (x 1 . . . .  , x~))), w e n n  go (xl . . . . .  x~) = 1 i s t ;  
(3) z = h 1 ( x l , . . . ,  x~, k), wenn  go (xl . . . . .  xn) = 2 is t .  H i e r b e i  sei  k eine N u m m e r  
v o n  ](g~+l (x 1 . . . . .  x~) . . . . .  g~n_m(x I . . . . .  x~), h2(x 1 . . . . .  x~ ,y )  . . . . .  hm+~ (x 1 . . . . .  
x~, y)) a ls  F u n k t i o n  y o n  y m i t  n ~ m ~ 0. Aul~erdem seien go . . . . .  g ~ - m  

P R  n u n d  h o . . . . .  hm+l C P R ~ + I .  

D e r  F a l l  (1) erfa•t  d ie  e x p l i z i t e n  Def in i t ionen ,  w e n n  h ie r  a u c h  n u r  de r  spezie l le  
W e r t  1 a n g e g e b e n  wurde .  D a ~  es ein ] E P R  u n d  ein  k E N g ib t ,  so dal~ d a s  Deft- 
n i t i o n s s c h e m a  erff i l l t  wi rd ,  s ieh t  m a n  folgenderma{~en.  Sei  d eine N u m m e r  der  
p a r t i e l l  r e k u r s i v e n  F u n k t i o n  r  g~+l (xl . . . .  , x~) . . . .  , g~n_m(xl ,  . . . ,  xn), h~(Xl, 
. . . .  x , ,  y) . . . . .  hm+l (xl . . . . .  Xn, y ) )  als  F u n k t i o n  y o n  (z, x 1 . . . . .  xn, y).  E s  w i r d  
]' E P R n + I  wie fo lg t  def in ier t .  

2.2.2. ] '  (z, x~ . . . . .  xn) = y m i t  (1) y = 1, wenn  go(x1 . . . . .  x~) = 0 i s t ;  (2) y = ho(xl,  
. . . .  x~, ~b~(z, g~(x 1 . . . . .  x . )  . . . . .  g~(x~ . . . .  , x~))), wenn  go(z 1 . . . . .  x~) = 1 i s t ;  
(3) y =  h~(x 1 . . . .  , x~, S ~ + l ( g , z , x ~  . . . . .  x~)), wenn  go(xl . . . .  ,x~) = 2 ist .  

N a c h  d e m  R e k u r s i o n s s a t z  c x i s t i e r t  e ine Zah l  e, d ie  N u m m e r  y o n  ] '  (e, x 1 . . . .  , x~) 
is t .  W i e  m a n  l e ich t  s ieh t ,  erff i l l t  ] '  (e, x 1 . . . . .  x , )  das  ffir ] a n g e g e b e n e  S c h e m a  2.2.1. ,  
so dal~ m a n  ] (x 1 . . . . .  x~) a ls  ] '  (e, x 1 . . . .  , x~) def in ie ren  k a n n  u n d  d a m i t  ze igt ,  d a ~  
] C P R n  ist .  Bei  den  F~l len ,  d ie  h ier  u n t e r s u c h t  we rden ,  i s t  f a s t  i m m e r  d = dn, ~. 
Bei  de r  F u n k t i o n ,  d ie  den  Subs t i tu t ionsproze l~  be sch re ib t ,  w i rd  das  ob ige  Ver-  
f a h r e n  noch  e inma l  exp i i z i t  ausgef f ihr t .  D a n n  j e d o c h  w i r d  nu r  noch  das  Def in i t ions-  
s c h e m a  2.2.1. a n g e w e n d e t .  

2.3. Die  Subst i tu t ion  

2:3.1. sb' (z, Xl, x~, x3) = y m i t  (1) y = x2, w e n n  x l = x3, x~ 4 0 u n d  (x3) o ~ 0, 1 i s t ;  
(2) y = x~, w e n n  x 1 4 x3, x3 4 0, (x3) 0 = 0, 1 ode r  (x3) o := 7, (xz) 1 = x 1 oder  
(x3) o = 8 i s t ;  (3) y = [(x3) o, (x3) z, qb3(z, Xl, xs, ( x 3 ) ~ ) , . . . ,  ~5~(z, xz, xs, 
(x3)~(~))] ,  w e n n  (x3) o = 2, 3 i s t ;  (4) y = [4, ~3(z,  xz, xs, (x3)~)], w e n n  
(x3) o = 4 i s t ;  (5) y = [5, r  xz, xs, (x3)~), ~b~(z, x~, x~, (x3)~)], w e n n  
(x3) o = 5; (6) y =  [6, S~(d3,z, z, Xl, x~, (x3)z), (x~)s], w e n n  (x3)o= 6 i s t ;  
(7) y = [7, (x~)~, ~3(z ,  x~, xs, (x3)s)], w c n n  (x3) o = 7 u n d  (x3)z 4 x~ i s t ;  
(8) y = 0 sons t .  

N a c h  d e m  R e k u r s i o n s s a t z  ex i s t i e r t  e ine Zah l  e, d ie  N u m m e r  v o n  sb' (e, xl, xs, x3) 
is t .  D ~ n n  sei sb (xl, xe, x ~ ) =  sb' (e, x~, xs, xz) u n d  s o m i t  sb = e. Man  s ieh t  d a n n ,  
d a ~  , ,sb" sogar  p r i m i t i v  r e k u r s i v  is t ,  d e n n  S~ i s t  p r i m i t i v  r e k u r s i v  u n d  d ie  Defini-  
t i on  y o n  , ,sb" i s t  e in  F a l l  de r  Def in i t i on  d u r c h  W e r t v e r l a u f s r e k u r s i o n .  

(u, x~), N (t, x~) u n d  N (s, x~) bzw.  N (U, x~), so gil~ N ,  (s ( t ) '  2.3.2. L e m m a .  I s t  N 

t e r m  u n d  U ( ~ ) e i n e  Quas i fo rme l  is t .  

Beweis .  Die  B e h a u p t m n g  erh/~lt m a n  d u r e h  I n d u k t i o n  n a e h  d e m  A u f b a u  eines  
Q u a s i t e r m s  u n d  e iner  Quas i fo rmel .  E s  gen / ig t  d e n  F a l l  zu  b e t r a e h t e n ,  d a g  
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N (~ Un ,x3) gilt, denn in allen anderen F~llen ergibt sieh die Behauptung  sofort 
mit  der Indukt ionsvoraussetzung (I.V.). I s t  (x3h = ~, so ist Si(d3,1, s-b, x~, x2, ~) 
Nummer  yon sb (x~, x~, ~ (y)) als Funkt ion  yon  y. Es ist N (Un, ~ (n)) und  nach I.V. 

N(U n ( t ) ,  8b(Zl, z2, ~(n))) f f i r  alle nE N, wobei Un ( t ) f f i r  alle n~  N Quasfformeln 

sind. Aul3erdem ist sb (xl, x2, q)(n)) als Funkt ion  yon n e i n e  einstellige rekursive 
Funkt ion,  die die Voraussetzungen yon  1.4.5. erffillt. Dami t  ist das L e m m a  
bewiesen. 

2.4. Die Einsetzung 
Es sei zun~chst x = y wie folgt definiert. 

I x -  y, wenn x ~ y ist, 

x ~ '  y =  0, w e n n x < y i s t .  

2.4.1. e s ( x , y ) = z  mit  (1) z = y ,  wenn (Y)o=3  oder (Y)o=4,  ((Y)l)o~= 4 oder 
(y)0 = 7; (2) z = [4,  [4,  ~s(x ,  ( (y) , )~)] ] ,  ~ e n n  (Y)o = 4 ~ n d  ((Y),)o = 4 i s t ;  
(3) z = [5, es(x, (Yh), es(x, (Y)2)], wenn (Y)o = 5 ist; (4) z = [6, S~(d~,~, 
e8, x, (Yh), (Y)~], wenn (Y)o = 6 ist; (5) z = (x)i~ 1, wenn (Y)o = 8 und (Y)I = i 
ist;  (6) z = 0 sonst. 

2.~.2. Lemma. Sei OA ~ P , ( S ) ,  N(~A, y), Ai ~ F(S) und N(Ai, ~i) ffir i = 1 . . . . .  n 
und x =  []c~ . . . . .  kn]. Dann  gilt 9A[A 1 . . . . .  A n ] ~ F ( S )  und 
_N(~.~ [A s . . . . .  An], es (x, y)). 

Der Beweis ergibt sich unmit te lbar  aus 2.4.1. durch Induk t ion  n~ch dem Aufbau  
der Qu~siformeln und der Nennformen, wenn man bedeukt,  dab $1 a (dea, ~ ,  x, (~) 
Nummer  yon es(x, q~(n)) als Funkt ion  yon n i s t .  Die Funkt ion  ,,es" ist wie ,,sb" 
primit iv rekursiv. 

2.5. Die Streichung 
Zun/tchst werden die folgenden primitiv rekursiven Signum-Funkt ionen auf- 
gestellt. 

sg (x )={  0, w e n n x =  0 i s t ,  sgn(x )={  1, w e n n x =  0 i s t ,  
1, wenn x > 0 ist. 0, wenn x > 0 ist. 

2.5.1. str'(z, xl, xa)= y mit  (1) y = x2, wenn (x2) o = 3 oder (x2) o = 4, ((x2h)o 4= 4 
oder (x2) o = 7 oder (x2) o = 8, (x~) 1 ~= x 1 iSt; (2) y = [4, [4, ~2(z, x,, ((x2h)~)] ] 
x sg(qb~(z, x,, ((x2h)~)), w e n n  (x2) o = ((x2)1) o = 4 ist; (3) y = [5, ~b2(z, 

x .  (x~)~), ~ ( ~ ,  ~ ,  (x~)~)] �9 ~g ( ~  (~, ~ ,  (~)~) �9 r (% ~,  (x~)~)) + r (~, x .  
(Z2),)" 8~n(m2(Z , X,, (X2)2)) ~- ~)2(Z, X,, (/2)2) " 8~n((~2(z, Xi, (X2),)), wenn  
(x2) o = 5 ist; (4) y = [6, S~(d, z, Xl, (x2),) , (xu)e], wenn (x~) o = 6 ist; (5) y = 0 
sonst. 

Dabei sei d Nummer  yon  ~ z, x~, ~l(X~, n § 1).  ~w sgn(C~(z, z~, ~(x~, i))) 
i = 1  

~ )) § ~ (x~, n) �9 I-~sg(q~(z, x~, ~, (x~, i)) als Funkt ion  yon  (z, z~, x~, n). Dann  sei 
i = l  
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str (x 1, x2) = s t r '  (e, xl, x2) , w e n n  e eine N u m m e r  y o n  str' (e, xl, x2) ist. , ,str" ist eine 
pr imi t iv  rekurs ive  Funk t ion .  

2.5.2. Lemma. I s t  92 eine N e n n f o r m  mi t  iV (92, x), so ist  92 [ ]i ebenfalls eine Iqenn- 
fo rm und  es gilt  N (92 [ ]~, str (i, x)). 

Der  Beweis ergibt  sieh wie bei  den  v o r a n g e h e n d e n  L e m m a t a ,  wobei  zu beaeh ten  
ist, d ab  bei einer Di s junk t ion  920 v 921 hSchstens  ein Dis junkt ionsgl ied  du rch  
S t re ichung  ver lo rengehen  kann .  

2.6. Die End]ormel einer Herleitung 

2.6.1. e/(x) = y mi t  (1) y = es([(x)2 . . . . .  (x)~g(~)], (X)l), wenn  (X)o = 0 u n d  x 4 0 
is t ;  (2) y = es([(x)2], (x)l), wenn  (x)o 4 0, (X)o < 5 oder  (X)o > 8 is t ;  (3) 
y = [5, str(1, (X)l), str(1, (x)2)]. sg(str(1, (x),)" str(1, (x)2)) + str(1, (X)l) 
• sgn(str(1, (x)2)) + str(1, (x)~). sgn(str(1, (X)l)), wenn  (X)o = 5 is t ;  (4) 

y = es([((x)2)o , ((x)~)~], (x),), wenn  (x)o = 6 is t ;  (5) y =  es([es([(x)2 ], 
((x)~)~)], ((X)l)O), wenn  (X)o= 7 is t ;  (6) y = es([(x)2],str(2, (x)l)), wenn  
(X)o = 8 ist. 

2.6.2. Lemma. Gilt N H  (A, x), so aueh  N ( A ,  el(x)). 

Der  Beweis ergibt  sich u n m i t t e l b a r  aus  der  Defini t ion y o n  ,,e/" u n d  aus 1.11. 
Die F u n k t i o n  ,,e/" ist ebenfalls p r imi t iv  rekursiv.  

2.7. Die Nenn/orm/combination 

Bei der  Defini t ion des F o r m e l b u n d e s  muB m a n c h m a l  zu Pos i t i v fo rmen  q3 ~, ~3 m 
mi t  ~ ' [ A 1 ,  . . . ,  An] ~ ~3m[B1 . . . . .  Bin] eine Pos i t iv fo rm ~ n + m  mi t  q3n+m[A1, 
. . . .  An, X 1 . . . . .  X ~ ]  ~- q3 ~ u n d  ~3 n+~ [ X 1 , . . . ,  X . ,  B 1 . . . .  , B ~ ]  ~ ~3 n angegeben  
werden,  wenn  die bezeiehneten  Stellen y o n  q3 n vo n  den  beze iehneten  Stellen von  
~3 ~ verschieden sind u n d  sich diese Stellen n ieh t  fiberlagern. D a z u  wird  die F u n k -  
t ion ,,n/c" definiert.  

2.7.1. nk(n, x, y) = z mit  (1) z = x, w e n n  x -~  y oder  (x)o = 8, (Y)o =~ 8 ist ;  (2) 
Z = [4, [4,  n /c(n ,  ((X)l)l , ((Y)I)I)]], wenn  x ~= y, (X)o = (Y)o = ((x)l)o = ((Y)l)o 
= 4 is t ;  (3) z = [5, n/c(n, (x) 1, (y)l),_nk(n, (x)~, (y)~)], wenn  x~=y,  (x)o 
= (Y)o = 5 is t ;  (4) z = [6, s~(g8,2, n/c, n, (x)l, (Y)I), max((x)2, (Y)~)], wenn  
x 4 y, (x)o = (Y)o = 6 is t ;  (5) z = [8, (Y)I + n],  wenn  (x)o ~= 8, (Y)o = 8 is t ;  
(6) z = 0 sonst.  

2.7.2. Lemma. Sei 920 C lPn (S), 921 ~ Pro(S),  N(920, x), N(921, y) u n d  92o [A1 . . . . .  An] 
921 [B1, �9 �9 B~] ,  wobei  die bezeiehneten  Stellen v on  920 u n d  921 

vone inande r  versehieden sind u n d  sich n ich t  fiberlagern. D a n n  gilt 
N(92, n/c(n, x, y)) f/Jr ein 92 ~ P n + ~ ( S )  mi t  92[X 1 . . . . .  Xn, B1 . . . . .  
B~]  ~ 920 u n d  92 [A 1 . . . . .  An, X 1 . . . .  , Xm] ~-- 921" 

Der  Beweis erfolgt  du rch  I n d u k t i o n  naeh  dem A u f b a u  y o n  92o u n d  921. Dabei  ist  
zu beachten ,  dab  S~(d~,2, n-~, x, 91, ~2) eine N u m m e r  y o n  nit(x, 9I(Y), q~2(Y)) als 
F u n k t i o n  y o n  y ist. S ind 920 u n d  921 Pos i t iv formen,  so ist  aueh  92 Pos i t iv fo rm u n d  92 
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erffill~ die zu Anfang yon  2.7. gestellten Bedingungen. Die Funkt ion  ,,nk" ist 
primitiv rekursiv. 

2.8. Die Variablenmengen Vs, VU und Vg, I 

Die VariabIenmengen Vs, VU und Vg, I sind endliche Mengen. Es kann sogar eine 
primitiv rekursive Fank t ion  ,,vb" angegeben werden mit  vb (x) = [It 0 . . . .  , /~ ]  und  
N(ui, ki) f/ir i = 0 . . . . .  n und N(s, x) oder N ( U ,  x) oder N(9.1, x) nnd Vs = {%, 
. . . .  un} bzw. F U  = {% . . . .  , Un} bzw. V~l = {u o . . . . .  un}. Is t  eine der Variablen- 
mengen leer, so sei [k 0 . . . . .  kn] = [ ] = 1. Die Funkt ion  ,,vb" kann s wie 
Vs, VU und Vg.I definiert werden, wobei die Grenze lc in 1.4.5. bzw. 1.6.5. diese 
Definition ermSglicht. Mit Hilfe der Funkt ion  ,,vb" kann  dann aneh eine Variable 
angegeben werden, die in einer gegebenen Formel  A nicht  anftr i t t ,  was manchmal  
benStigt wird. 
Betrachte t  man  eine Herleitung als Formelbaum,  so wird im allgemeinen durch 
J~nderung gewisser Formeln dieses Baumes die Herlei tung zerst6rt. Aber man kann  
t ro tzdem noch dem Baum eine Nummer  zuordnen, die in die Her le i tungsnummer 
iibergeht, wenn der Baum ein HerMtunsgbaum ist. Diese Nummer  ist im folgenden 
gemeint, wenn yon der Nummer  eines Baumes gesprochen wird. Mit einigem Auf- 
wand kSnnen Funkt ionen ]blc, /bu ~ PR angegeben werden, die folgende Eigen- 
sehaften haben. I s t  ~ [ A ]  ~--B, N(A,  x), N(c43, y), NH(B ,  z) und A Minimalteil 

yon  B bzw. A ~ ~ An, so ist [bk (x, y, z) bzw. /bu  (x, y, z) eine Nummer  eines Bau- 
mes, der aus dem Herlei tungsbaum mit  der Nuramer  z entsteht ,  wenn der Formel- 
bund  von A gestriehen wird. 
Dami t  sind die grunds/~tzliehen Funkt ionen angegeben worden. Die zu den Sgtzen 
der folgenden Paragraphen gehSrenden Funkt ionen  kSnnen/~hnlich und mit  Hilfe 
der sehon definierten Funkt ionen aufgestellt werden. 
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