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EmwLriroNe

In dieser Arbeit werden mehrsortige logische Systeme mit abzédhlbar unendlich
langen Formeln behandelt. In §1 wird die diesen Systemen zugrunde liegende
Sprache aufgebaut, wobei gleichzeitig eine Arithmetisierung vorgenommen wird.
Dabei 146t man Disjunktionen von abzédhlbar unendlich vielen Formeln nur zu,
wenn die Menge der Nummern dieser Formeln rekursiv aunfzahlbar ist. Damit
werden also die unendlichen Disjunktionen in einem gewissen konstruktiven Sinne
beschrankt, wie es auch bei Kino und Takeuti in {2] und bei Lopez-Escobar in [6]
auftritt.

Bei der Definition der Herleitbarkeit werden die Begriffe ,,Positivteil’* und
s, Positivform‘ benutzt und damit eine Erweiterung des Schiitte-Systems der
Pradikatenlogik aus [7]in bezug auf unendlich lange Formeln gegeben. Dabei wird
das Axiomensystem aber wie in Tait [9] etwas allgemeiner gehalten. Wie das
Schiitte-System der Pradikatenlogik eine Verallgemeinerung des prédikaten-
logischen Sequenzenkalkiils ist, so sind die hier aufgebauten Systeme auch Verall-
gemeinerungen von Sequenzenkalkiilen mit unendlich bzw. endlich vielen Ante-
zedens- und Sukzedensformeln.

Es wird gezeigt, daB in den Systemen LI und L2 der Schnitt eine zuldssige SchluB-
regel ist. Dies wird nicht wie in Lopez-Escobar [5] durch einen Vollstdndigkeitssatz

* Eingegangen am 21. 11. 1969.
** Diese Arbeit ist als Dissertation von der Universitéit Miinchen angenommen worden.
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sondern rein syntaktisch nachgewiesen, wobei transfinite Induktionen benutzt
werden. In § 2 werden zunéchst einige Hilfsmittel aus der Theorie der rekursiven
Funktionen bereitgestellt. Die §§ 3 und 4 bestehen im wesentlichen aus den
Schnitt-Eliminationssitzen, bei deren Beweisen man dhnlich wie in Schiitte [7]
beim System £ der vollstindigen Zahlentheorie vorgeht. Die Ordinalzahlschranken
bei den Schnitt-Eliminationen haben die gleichen GréBenordnungen wie die ent-
sprechenden in Tait [9] und Feferman [1]. In § 4 wird auBerdem noch gezeigt, daB
die Systeme LI und L2 dquivalent sind. In § 5 werden zwei Interpolationssiitze
bewiesen, wozu aber eine Einschriankung des Axiomensystems vorgenommen wird.

In § 6 werden die Systeme LI und L2 zu Systemen LI(X,) und L2(2,) mit n = 1
erweitert. Dabei bauen sich diese Systeme auf L7 und L2 auf, wie die Hierarchie
der arithmetischen Mengen, die durch prinexe Formeln mit einem Existenzquantor
als erstem Quantor charakterisiert werden, auf die rekursiv aufzdhlbaren Mengen.
Fiir diese Systeme sind zu den Sétzen tiber L7 und L2 analoge Sitze giiltig. In
Feferman [1] ist das schwichste System, das stirker als die Pradikatenlogik ist,
ein System, das mit hyperarithmetischen Mengen zusammenhdngt. Die hier
betrachteten Systeme bilden eine Kette, die in diesem Zwischenstiick Hegt.
Herrn Professor Dr. Kurt Schiitte méchte ich fiir die Themenstellung und die
wertvollen Gespriche zu dieser Arbeit herzlich danken.

§ 1. Das SysTEM L7 DER MEHRSORTIGEN LOGIK MIT UNENDLICH LANGEN FORMELN

N sei die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, R, und PR, fir n» ¢ N die
Mengen der n-stelligen rekursiven bzw. partiell rekursiven Funktionen, R und PR
die Mengen der rekursiven bzw. partiell rekursiven Funktionen. Fir ¢ ¢ PR sei
eine Godelnummer der Funktion ¢. p, bezeichne die n-te ungerade Primzahl, d. h.
Po=2,p=3,.... Fir 0 <n¢Nsel (n); der Exponent von p; in der Prim-
faktorzerlegung von n, es sei (0); = 0 fir alle ¢ € N. lg set die einstellige primitiv
rekursive Funktion mit:

0, wenn n = 0 oder n = 1 ist,

lg(n) = {

k, wenn (n), == 0 und (n); = 0 fir alle ¢ > [k ist.
[ng, . . ., m;] mit ¢ = O bezeichne die Zahllc [:[0 PRk

1.1. Signaturen

S = (&, Np, (mydiens (Fdiewo Na (m:)icy,) ist eine Signatur, wenn folgendes gilb:
111, XN, N, <N, Ny <N

1.1.2. X == 0. (X ist eine Menge von Sortenbezeichnungen.)

1.1.3. Fir i € Ny ist m; €N und v, € Z™+1. (m; ist die Stellenzahl, 7, der Typ des
i-ten Funktionszeichens.)

1.14. Fiir ¢ € N, ist n; € N. (n; ist die Stellenzahl des i-ten Relationszeichens.)

Im folgenden sei 8 = (&, Ny, (M, {Tidicn, Vo (Mi)icy,) eine Signatur.
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1.2. Variablen der Sprache LL(8S)

1.2.1. Fir ¢€ N und o€ 2 gelte: v7C Vo, wic W, N(v, [0, ¢, 0]) und N (uf,
1,2, 0]).

122. V(2)=U{Vo:gc 2}

123. W(Z)=U{Ws:0¢ 3}

Ve ist die Menge der freien Variablen der Sorte o.

We ist die Menge der gebundenen Variablen der Sorte o.
Gilt N (u, n), so ist » die Nummer der Variablen u.

1.3. Indukitive Definition der Quasiterme der Sprache L (S)
1.3.1. Fiir u® ¢ Vou W gelte: w° ¢ T(S) und Vu® = {u°}.
1.3.2. Ist i€ Ny, 7, = (09, . - ., Op,) und N (s, n,) und s, € To(8) fiir alle k=1,
< My, 80 gelte: fi(sy, . . ., 8,,) € To(8),

N (51w v s S [25 8,19, - v oy 7, ),

Vi(sy, - smy =U{Vs:k=1,...,m;}.

Ist m; = 0, so ist dann f; € T°(8), N (f;, [2,¢]) und Vf,= 0.
133. T(S)=U{T°(8):0€2X}.
1.34. To(S) = {t°:t° ¢ To(8), VieC V(2)}.
T (8) ist die Menge der Quasiterme der Sorte ¢, 7°(S) die Menge der Terme der
Sorte ¢. Gilt N (s, ), so ist n die Nummer des Quasitermes s. Vs ist die Menge der
in s auftretenden Variablen.
Fiir das Folgende wird ein hinreichend starkes und einfaches Ordinalzahlensystem
mit der Ordnungsrelation ,,<.* zugrunde gelegt. Uber die Stirke wird spiter
Niheres ausgefithrt. Die Ordinalzahlen werden durch «, £,  mitgeteilt.

1.4. Induktive Definition der Quasiformeln der Sprache 1.(S)

141, Ist 1€ N, N(sy,my) und s, € T(S) fir alle k=1,...,n,; so gelte:
ri(sly ooy Sm) e IFO(S)a
N@i(sy oo sn), [Bitymy, .. umy]), Vegsy, .. =U{Vs:k=1,.,
Ny Wri(sy, o, 8,) =0

und 7,(s;, . . ., 8p,) = : & fiir jede Ordinalzahl «. Ist n; =0, so ist dann
7€ Fo(S), N(ry, [3,4]), Vry=0, Wr;=0 und r; <: « fur jede Ordinal-
zahl .

1.4.2. Fy(S) < F(S).

1.4.3. Ist U€ F(S) und N(U, n), so gelte: = U ¢ F(S), N(— U, [4,2]), V -U
=VU0und W —-U=WU.Ist UL:fund f<.a sogilt =U<L:a

144. Ist U,;€ F(S) und N(U,, n;) fiir 1=0,1, so gelte: (Uyv U, ¢ F(S),
N(Uyv Uy, [5,m5n]), V(UyvU)=VUuVU und W(U,vU,)
= WUy WU,. Ist U; =: a; und o; <. « fiir = 0, 1, so gelte: (U, v Uj)
=



Mehrsortige logische Systeme mit unendlich langen Formeln I 41

145 Ist o€ Ry, U, € F(8) mit N(U,, ¢(n)) fiir alle n ¢ N und existiert ein
EENmit U {VU,:nEN}=U{VU,:ncN,n < k}, so gelte: v U, € F(S),
NN U, [6,&k]), VVU,=U{VU,:ncN} und WV U,=U{WU,:
n € N}. Dabei bezeichnet v U, die unendliche Disjunktion V (U,, Uy, .. .)
der Quasiformeln U,. Ist U, <: «, und «, <. « fir alle n €N, so gelte:
v U,=:o

146. Ist Uc F(S), z¢ W), ¢ WU, N(x,m) und N(U,n), so gelte:
VaUe F(S), NV aU,[7,m,n]), VVaU=VU\{x} und WV U
= WU v {«}. Ist U £: fund § <. o, s0 gelte V 2U = : a.

14.7. Fo(S) ={P: P¢ Fy(S), VPC V(2)}.

148 F(S)={4:4¢ F(S), VAC V()]

IF(S) ist die Menge der Quasiformeln, F,(S) die Menge der Primformeln und F (S)

die Menge der Formeln. Gilt N (U, n}, so ist n eine Nummer der Quasiformel U.

VU ist die Menge der in U fres aufiretenden Variablen und WU die Menge der in U

gebunden auftretenden Variablen. U < : « besagt, dafl U einen Rang hat, der

kleiner oder gleich « ist. Aus der Definition 1.4. ergibt sich, dal3 VU fir U € F(S)
endlich ist.

Mittedlungszeichen

a®, b° fiir freie Variablen der Sorte o,

%, y° fiir gebundene Variablen der Sorte o,

u’ fiir beliebige Variablen der Sorte o,

s° fiir Quasiterme der Sorte o,

t° fiir Terme der Sorte o,

U fiir Quasiformeln,

P, Q fir Primformeln,

A, B,C, D, E fir Formeln,

r, 4 fir endliche (evtl. leere) Mengen von Formeln.

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit unteren Indizes verwendet. Die oberen
Indizes werden manchmal fortgelassen. Das Zeichen ,,=* wird als Identitdt von
Zeichenreihen benutzt.

1.5. Induktive Definition der Substitution

Im folgenden sei « eine Variable und ¢ ein Term von derselben Sorte wie u.
1.5.1. Fir uy € V(X)u W(Z) sei

( (u)) ¢, wenn u, = u ist,
U, =
o\t u, sonst.

R ) (oY) e )
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V 22U, wenn x = w ist,
1.5.7. (v 2U (“)) - {

Ve (U (;‘)) sonst.
1.5.8. 1’(:‘) = {(A (;‘)) A€ F} :

Die duBeren Klammern werden fortgelassen, wenn dies nicht zu MiBversténdnissen

fithrt. Wie sofort zu sehen ist, ist s (:‘) ein Quasiterm. In § 2 wird gezeigt, daB auch

U(?) eine Quasiformel ist.

1.6. Induktive Definition der Positivform
Im folgenden sei 0 << m ¢ N,

1.6.1. Fir A CF(S) gelte: A€ P, (8), IA =@ und (4[4,, ..., 4,,]) = 4.

1.6.2. Fir 1 << m gelte: X,¢ P,(8), N(X,;,[8,i]), VX,=0, IX,= {5},
(X;{4;,...,4,)) =4, und X, <: « fiir alle Ordinalzahlen «.

1.6.3. Ist A¢ P, (S) und N(A n), so gelte: — = A€ P,(S), N(— =2,
[4,[4,2]]), Vo —A=VU I - = A=IA und (- - A[4,, ..., 4,])
=1 (A[dy, .- 5 4,0 Ist A =<2 oy und oy <. o <. &, s0 gelte — — QY
=ra.

1.6.4. Ist fir ¢ =0, 12, € P, (S) und N(2;, n,;) und IANIYA =B, so gelte:
(AU vA) € PL(S), N((Av ), [5,n0m]), V(AgvA)= Va,u v,
I(Ayv ) =TA I und (Ayv Ay) [4y, ..o Ap]) = (o[ 4y, - . ., 4,])
V(A [4y, . 4,]) Ist A <o und o <. afiir ¢ = 0, 1, so gelte (A, v 2,)
=

1.6.5. Ist ¢ € By, AU, € P, (8) mit N(U,, ¢(n)) fiir alle n €N, TANTA; = 0 fiir
alle ¢ = j mit 4, 7 € N und existiert k€N mit U{V 2, :n ¢ N} = U {V,:
kznc N} und I, =0 fir ¢ =k, so gelte: \1;%[,,6 P,.(8), N(\’/L 1
6, & k1), VVA=U{FA:necN}, IV =U{IA:ncN} und
(VoUuldy ..y 4,]) =V (A, [4y, . . ., A,])- ¥ 2, bezeichnet die unendliche
Disjunktion V (g, Ay, . . .) der A, Ist A, <: x, und «, <. afiirallen ¢ N,
80 gelte v A, =

1.6.6. P, (S)={P:P€ P,(8), IP={L,..., m}}.
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Die dulleren Klammern bei (2A[4,, . . ., 4,,]) werden fortgelassen, wenn dies nicht
zu MiBverstindnissen fithrt. 1P, (8) ist die Menge der m-stelligen Nennformen und
P, (8) die Menge der m-stelligen Positivformen. Qilt N (21, n), so ist n eine Nummer
der Nennform 2. V Q ist die Menge der in U auftretenden freien Variablen, I 2l die
Indexmenge derjenigen ¢, fiir die das Nennzeichen X, in 2 auftritt und A[4,, .. .,
A,,] das Ergebnis der Substitution von 4, fiir X;. Die Menge V¥ ist endlich, wie
man sofort aus der Definition 1.6. erkennt. Ist A ¢ P, (8) und sind 4,, ..., 4,,
Formeln,soist A[4,, . .., 4,,] eine Formel. Dies wird in § 2 bewiesen. Ist3 € P, (S),
so tritt 4, in der Formel L [4,, ..., 4, ] an genau einer bezeichneten Stelle als
Positivteil auf (1 =1, ..., m).

Ein minimaler Positivteil einer Formel ist ein Positivteil, der auBer sich selbst
keinen Positivteil mehr enthéilt. Es treten als Minimalteile auf: P, — P, — (4,v4,),

— VA4, VaUund —V 2U.
Als Mitteilungszeichen fiir Nennformen verwenden wir: 2, B, ... . Als Mit-

teilungszeichen fiir m-stellige Positiviormen verwenden wir: P, [y', Py, . .. .«

Fir m = 1 lassen wir den oberen Index fort. Im folgenden wird mit Z die leere
Zeichenreihe bezeichnet.

1.7. Induktive Definition der Streichung A{ 1;

Im folgenden sei 0 < ¢ € N.
1.7.1. Fir A € F(S) gelte: (4] ];,) = A.
1.7.2. Fiir 0 <j €N gelte:

X[ = { Z, wenn i = j ist,

e X, sonst.
Z, wenn (U[ ;) = Z ist,

— — (A[ 1;) sonst.
1.7.4. Uy, wenn (A, [ ];) = Z ist,

(AovA)[1)= Ay, wenn (Ag[ I,) = Z ist,

(AL 1) v ([ 1)) sonst.
1.7.5. (VU,[1,) = VB, mit
(U v [ 1), wenn (2, 1,) = Z fir ein§ < £ ist,
B = { (A 1) sonst.

Die dulleren Klammern von ([ 1,) werden fortgelassen, wenn dies nicht zu MiB-
verstdndnissen fihrt. Fiir ¢ = 1 wird [ ] an Stelle von [ ], geschrieben. In § 2
wird gezeigt, daf} [ ]; eine Nennform ist. [ 1, entsteht aus U, indem das Nenn-
zeichen X, gestrichen wird. Fiir eine einstellige Positivform O ist also B[ ] eine
Formel.

1.73. (= A[]) = {

1.8. Definition eines Axiomensystems A

Ein Axiomensystem ist eine nichtleere Menge A von nichtleeren endlichen
Formelmengen mit folgenden Eigenschaften:
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1.8.1. Primformel-Eigenschaft. Die Elemente von A enthalten keine anderen
Formeln als Primformeln und einfach negierte Primformeln.

1.8.2. Schnitt-Eigenschaft. Ist I'U{P}¢ A und Au{—P}€ A, so ist auch
I'uAdc¢ A

1.8.3. Substitutions-Eigenschaft. Ist I' € A, so ist fiir alle ® und ¢ auch I (?:) cA.

Bezeichnungen

Mit & (z°) bezeichnen wir eine Quasiformel U, fir die VUW(2)<{a"} gilt.
& (t°) soll dann die Formel U(f: ) bezeichnen.

Eine Schlufregel mit der Pramissenmenge M und der Konklusion C bezeichnen wir

mit M = Coder 4,,...,4,=C, wenn M = {4, ..., 4,} ist. Ist M leer, so ist
eine Ausgangsformel fiir Herleitungen. Wir sagen, dafl a® nicht in €' auftritt, wenn

a® ¢ VO ist. Bs sei Pyl TvPi[ 1= ((PovPulX2D) [ 1) [ 1) P2[4, ] bzeichnet
(B[ 1) (4]

1.9. Grundschlufregeln des Systems L1 (bez. eines Axiomensystems A )

80y =Pr(4y,...,4,], wenn {4,, ..., 4,} €A gilt.

(S1) P[— AL P[— Bl=>P[— (4 v B)].

(82) P[=F(@)]=P[—V 2°F (x°)], wenn ¢ nicht in der Konklusion auftritt.
(83) PIVaF@)vFE) = PV 2 F (27)].

(88) {Bl-4.]:neNy=>B[—7 4,).

1.10. Weitere Schlufregeln

(S5)  PolA], Bl AT=>Be[ Iv P[]

(S6) P[4, B] > P*[B, 4].

(87) PlA]=> P[PV, [4]1.

(S8) P[4, 4]=>P*[4, ]

Die in der Konklusion einer GrundschluBregel bezeichneten minimalen Positivteile
werden Hauptteile der jeweiligen SchluBregel genannt. Die Variable a°in (82) wird
Eigenvariable von (S2) und die Formel A4 in (S5) Schnittformel von (S5) genannt.
Die Regeln (S0)—(85) nennen wir starke Schliisse und (S6)— (S8) schwache Schliisse.

1.11. Induktive Definition der Normalherleitung in L1

1111, Ist= Pr[4,,..., 4,] ein GrundschluB (S0) mit {4,, ..., 4,} ¢ A, NP~,1)
und N(4;,m;) firi=1, ..., n, so gelte: — P*[4;, ..., 4,), NHB"[4,,
oA, 10,5, my, .., m,]) und [0, my, . . ., m,] <: a fir alle Ordinal-

zahlen «.

1.11.2. Ist Cy, O = P[— (4 v B)] ein GrundschluB (87) mit dem bezeichneten Teil
— (4 v B) als Hauptteil, — Cy, + C;, N(PB, 1)), N(—(4vB),l,) und
NH(C;, m;) fiiri = 0,1,s0gelte: — P[—1 (A v B)Jund NH(P[— (4 v B)],
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1, Iy, Ly, mg, my]). Gilt m; <t o; und o; <. « fitr ¢ = 0, 1, so gelte [1, Iy, [,
Mg, My] =1 0L

1.11.3. Ist A = P[B] ein GrundschluBl (S¢) mit ¢ = 2, 3, der bezeichnete Teil B
der Hauptteil von (S7), —A4, N(B, l,), N(B, ) und NH (4, m), so gelte:
—P[B]und NHPB[B], [¢, I, &, m]). Ist m =: f und B <. «, so gelte
[2, 1 4y, m] = : ax.

1.114. Ist {B,:neN}=>P [—1 v An] ein Grundschluf} (84) mit dem bezeichneten
Teil — v 4, als Hauptteil, N(®, ), N(—V 4,,1,), ¢ ¢ B, und i B, mit
NH(B,, p(n)firalle n ¢ N,sogelte: — [ — V 4,] und NH(B[ -7 4,],

(4, Iy, L, @]). Ist @(n) <: a, und o, <. o fiir alle n € N, so gelte [4, I, I,
pl=a

1115, Ist P[4 Bil—4]= B[ 1v B[ ] ein SchluB (S85) mit der bezeichneten
Formel A als Schnittformel, —PB,[4], =B, [—4], NP, ;) und
NH (P, [(—) 4], my) fiar i = 0, 1, so gelte: —Po[ 1v P[] und NH (P,[ ]
vB, [ 1 15, lo Ly mg, my]). Ist m; < o und o; <. & fiir ¢ = 0, 1, so gelte
[5, 1y Iy, Mg, my] <t cx.

1.11.6. Ist P2[4, B]=P2[B, 4] ein SchluB (S6), —P2[4, B], NP2 L),
N(B,l), N(A,1,) und NH(P?[4, B}, m), so gelte: —P2[B, 4] und
NH(P*[B, A], [6, Iy, [y, Ll m]). Ist m =< : «, so gelte [6,1, [1;, 1], m]
= a.

L11.7. Ist PLA]= P[Bo[4]] ein Schlub (87), —P[4], N(PB, L), N By k),
N(4,1) und NH(P[A], m), so gelte: —P[Po[4]] und NH (P[P, [41],
[7, Uos ), Lo, m]). Ist m < : «, s0 gelte [7, Iy, b1, by, m] < : .
1.11.8. Ist P[4, A]1= V2[4, ] ein Schlub (S8), —P2[A4, 4], N (P2, 1), N4, 1)
und VH (2[4, 4], m), so gelte: —P2[A4, Jund NH (B[4, ], [8, ,, I, m]).
Ist m < : «, so gelte 8,1, l;, m] =: .
—C bedeutet, daB C herleithar ist und dall eine Normalherleitung der Endformel C
existiert. Gilt NH (C, n), so ist n eine Herleitungsnummer einer Normalherleitung
von (. Treten in einer Normalherleitung nur Grundschlisse (S0)—(S4) auf, so
nennen wir sie eine Grundherleitung. Wenn von dem System LI gesprochen wird, so
sei der Begriff der Grundherleitung als Herleitbarkeitsbegriff zngrunde gelegt.
Herleitungen werden mit H, H,, H,, . . . bezeichnet und wir schreiben auch & +— C
fir —C. Dementsprechend wird auch H <:« fir NH(C,m) und m < : a ge-
schrieben, wenn mit H eine Herleibung mit einer Herleitungsnummer m bezeichnet
ist. Man sagt dann, dafl H eine Ordnung kleiner oder gleich a(=: «) hat. 4 <: «
und H <: « bedeutet, daB ein S mit f <. x und 4 <: § baw. H < : f existiert.
Hat in einer Normalherleitung H jede Schnittformel einen Rang kleiner als
B(<: B), so sagt man, daB H einen Schnitlgrad kleiner oder gleich (= : f) hat.
Hat H mit H + C eine Ordnung = : « und einen Schnittgrad = : §, so schreibt
man auch H  C(«, f). Gilt H — C (a, 0), wobei 0 die Anfangszahl des Ordinal-
zahlensystems bezeichnet, so ist in H keine Regel (S5) angewendet worden und H
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ist schnittfres. Der Teil einer Normalherleitung H, der sich an die Konklusion des
letzten starken Schlusses anschlieBt, wird die Endkette von H genannt.

1.12. Definition der Primissenteile

1.12.1.

1.12.1.1.

1.12.1.2.

1.12.2,

1.12.2.1.

1.12.2.2.

1.12.3.

1.12.4.

Sei PB,[C] die Konklusion eines Grundschlusses (81)—(S4). Es werden
C folgendermaBen Pramissenteile zugeordnet.

Sei P[4]=PB,[C] und der bezeichnete Teil 4 der Hauptteil eines
Schlusses (8%) mit ¢ =1 ,.. ., 4 und seien die beiden bezeichneten Teile
fremd zueinander. (4 ist Minimalteil und somit entweder Positivteil von
C oder fremd zu C.)

Es existiert dann genau eine Positivform P2 mit P2{X;, C]=P und
P24, X,]=DV,, so dafl die Pramissen die Form P2{4,, O] bzw. P2[4,
C1v A, haben. Die bezeichneten Teile €' sind dann die C entsprechenden
Prémissenteile.

Sei P[A4] wie unter 1.12.1.1. definiert. Existiert eine Positivform P, mit
Py [Pyl =P, so sind die Pramissen P,[P3[4,]] baw. Py [Ps[4]] v 4,
und es existiert genau ein solches 3,. Die bezeichneten Teile P, (4,1 bzw.
P, [A] seien die dem Konklusionsteil ' entsprechenden Pramissenteile.

Sei P,[C] Konklusion eines Schlusses (S5) mit den Prédmissen P,[4],
PB,[—A] und der bezeichneten Formel 4 als Schnittformel. Sei C Mini-

malteil der Konklusion oder eine Formel der Gestalt v C,. Dann gibt es
zwei Fille.

Es existiert genau eine Positiviorm % mit P2[X,, O] = P, oder P2[ X,
O]=P, und P2[, X;]v Py [ ]= Py bzw. Po[ ] vP2[, X;]= Py, so daB
die Pramissen P2[4, C], B,[—A] bzw. P,[4], B2[— A4, O] sind. Dabei
ist P2[, X;] = (P2[X,, X;]) [ Jo- Der bezeichnete Teil € sei der dem
Konklusionsteil € entsprechende Pramissenteil.

(Hochstens fiir ¢ = v C,.) Es existiert genau ein Paar (P;, P,) mit
P[Pyl =B, oder P3[Py] =P, und Py vP,[ ]=P, bzw. B[ 1v P,
= Py, so daf die Prémissen P, [%4 (4 ]], Py [ 4] bzw. P, [4], 4133[9;34 (4 ]]
sind. Der bezeichnete Teil P, [4] bzw. I3, [ — 4] sei der dem Konklusions-
teil C entsprechende Priamissenteil.

Ist P, [C] Konklusion eines Schlusses (86) B2[4, B] = PB[B, 4] und C

Minimalteil von P, [C] oder eine Formel der Gestalt v C,, so sei der C
entsprechende Pramissenteil der Teil der Prédmisse, der in C bei Ver-
tauschung der bezeichneten Teile 4 und B iibergeht.

Sei P,[C] Konklusion eines Schlusses (S7) B[4]= P[Po[4]] und C

Minimalteil von 9, [C] oder von der Gestalt v C,,. Dann gibt es fiinf ver-
schiedene Fille, die nach dem Auftreten von C in einem der bezeich-
neten Teile unterschieden sind.
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1.12.4.1. Es existiert genau eine Positivform %2 mit P2[C, X;]= P und P2 [Xl,
PolA4 ]] = P,, so daf die Pramisse P2{C, A]ist. Dieser bezeichnete Teil ¢
sel der C entsprechende Pramissenteil.

1.124.2. Existiert eine Positivform B2 mit ‘13[4132 [C, Xl]] =P[P,] und
P[P2[X;, A1) = P,, so gibt es keinen ¢ entsprechenden Pramissenteil.

1.12.4.3. Existiert genau eine Positivform Py mit P[P, [Py]]= By, s0 ist die
Priamisge 413[%3 {c ]]. Dieser bezeichnete Teil ¢ ist der C entsprechende
Pramissenteil.

1.12.4.4. Existiert genau eine Positiviorm P, mit P, [PV,] = B, so ist die Pramisse
Po[Bs[4]]- P3[4 ] ist der C entsprechende Prémissenteil.

1.12.4.5. Sei P,== P und existiere genau ein Paar (P, BV,) mit B, [ P,] = VB [B,]
und P, [B,] = B,. Dann ist die Pramisse P[4 ] und es gibt keinen C ent-
sprechenden Pramissenteil.

1.12.5. Sei P,[C] Konklusion eines Schiusses (S8) PB2{4, A]=> P[4, ] und C

Minimalteil von B, [C] oder von der Gestalt v C,. Es werden vier Fille
unterschieden.

1.12.5.1. Existiert genau eine Positivform P> mit P[0, X, X,]= P* und
P3[Xy, 4, ] =By, so ist die Pramisse P2[C, 4, A]. Dieser bezeichnete
Teil C sei der C entsprechende Pramissenteil.

1.12.5.2. Existiert genau eine Positivform P, mit P2[P;, 1= P,, so ist die
Priamisse P32 [‘Bs [CT, B, [C ]] und die beiden bezeichneten Teile C sind die
C entsprechenden Pramissenteile.

1.12.5.3. Ist P2[ 1, = B, und existiert genau eine Positiviorm P2 mit P, [PF] = V2,
so ist die Pramisse T,[P3[4, 4]]. Der bezeichnete Teil P3[4, A] ist der
C entsprechende Priamissenteil.

1.12.5.4. Existiert genau ein Paar (P§, Py) mit Py= X, P? = P [V,, X,] oder
P2 = PE[X,, Ps[X,]] und PF[ 1, = P, baw. P§L4, X,] =P, so ist die
Priimisse PF[P,[4], 4] bzw. P[4, B;[4]]. Der bezeichnete Teil
P, [A]ist der C entsprechende Primissenteil.

Die Positiviormen, deren Existenz in 1.12. behauptet wird, sind durch Vergleich
der gegebenen Positiviormen effektiv zu ermitteln. Es ist leicht zu sehen, dall zu
jedem Positivteil der Konklusion einer GrundschluBregel mindestens ein ent-
sprechender Pramissenteil existiert. Ist C Positivteil der Konklusion eines Schlus-

ses (85)—(88) und C Minimalteil oder von der Gestalt v C,,, so trifft genau einer der
Falle 1.12.2.1. bis 1.12.5.4. zu, und nur in den Fillen 1.12.4.2. und 1.12.4.5.
existiert kein entsprechender Prémissenteil.

Es werden nun wie in Schiitte [7] grofle und kleine Formelbiinde definiert.

1.13. Induktive Definition eines grofien Formelbundes

1.13.1. Ist P[4] Endformel einer Grundherleitung H, so gehore 4 zum groflen
Formelbund von 4 bez. H.
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1.13.2. Ist P[B] Konklusion eines Grundschlusses der Grundherleitung H und
gehort der bezeichnete Teil B zum grofen Formelbund von A4 bez. H,
so sollen auch die B entsprechenden Pramissenteile zum groBen Formel-
bund von 4 bez. H gehdren.

1.14. Induktive Definition eines kleinen Formelbundes

1.14.1. Ist P[A] Endformel einer Normalherleitung H und 4 Minimalteil der
Endformel, so gehore A zum kleinen Formelbund von 4 bez. H.

1.14.2. Sei P[B] Konklusion eines Schlusses (87)—(88) in H und der bezeichnete
Teil B fremd zum Hauptteil dieses Schlusses, falls es ein SchluB (87),
(82), (84) ist. Gehort dieser Teil B zum kleinen Formelbund von A bez. H,
dann sollen auch die B entsprechenden Pramissenteile, falls sie existieren,
zum kleinen Formelbund von 4 bez. H gehoren.

Diese Formelbiinde haben die gleichen Eigenschaften wie die entsprechenden in
Schiitte [7]. Die kleinen Formelbiinde bestehen aus gleichlautenden Formeln.
Bei der Schnitt-Elimination in § 3 wird noch ein Formelbund einer unendlichen

Disjunktion v A,, benotigt.

1.15. Induktive Definition eines Formelbundes von v A,

1151, Ist P [\7; An] Endformel einer Normalherleitung H, so gehére der bezeich-
nete Teil v A,, zum Formelbund von v A, bez. H.

1.15.2. Ist P[B] Konklusion eines Schlusses (81)—(S8) in H und gehort B zum
Formelbund von v A, bez. H, so gehéren auch die B entsprechenden
Primissenteile zum Formelbund von v A4, bez. H, falls sie existieren.

Die Formelbiinde von unendlichen Disjunktionen bestehen aus lauter unendlichen
Disjunktionen. Diese Formelbiinde enden nur in Xonklusionen von Schlufregeln
(S0) oder (S7). Betrachtet man eine Herleitung als Baum, so gehen diese Formel-
biinde bei SchluBregeln (S5) nur in einem Teil des Baumes weiter.

§ 2. ERGEBNISSE AUS DER THEORIE DER REKURSIVEN FUNKTIONEN UND DEREN
ANWENDUNG AUF L1

In den Beweisen, die auf Induktion nach der Definition der Formel bzw. Her-
leitung beruhen, tritt bei den Induktionsschritten, die auf 1.4.5. bzw. 1.11.4.
Bezug nehmen, folgende Schwierigkeit auf. Man will auf die Formeln bzw. Her-
leitungen mit den Nummern @(n) mit ¢ ¢ B, und n ¢ N die Induktionsvoraus-
setzung und moglicherweise wieder 1.4.5. bzw. 1.11.4. anwenden, wobei aber ¢
zu @' verdindert worden ist. Um nachzuweisen, daBB ¢’ € B, gilt, mull man das
Beweisverfahren so arithmetisieren konnen, dafl man eine Funktion f¢ PR,
angeben kann mit ¢ (n) € Df (Definitionsbereich von f) und f(p(n)) = ¢’ (n) fiir
alle n € N. Die Sétze lauten dann etwa folgendermaBen: ,,Es gibt eine Funktion
f € PR,, die jeder Nummer einer Herleitung (Formel) mit der Eigenschaft 4 die
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Nummer einer Herleitung (Formel) mit der Eigenschaft B zuordnet*. Dies wird
dann nur noch so ausgedriickt: ,,Jede Herleitung (Formel) mit der Eigenschaft 4
kann rekursiv zu einer Herleitung (Formel) mit der Eigenschaft B umgeformt
werden ‘.

Die Funktion f wird entweder schon vorher definiert, oder sie ergibt sich, indem
man das Beweisverfahren arithmetisiert. Ist die Funktion nicht angegeben, was
in den meisten Fallen auftritt, so ist der Beweis des entsprechenden Satzes jeden-
falls hinreichend konstruktiv, um ihn mit geniigend grolem Aufwand durch ein
f € PR ausdriicken zu konnen. Es werden in diesem Paragraphen jedoch zunédchst
die Funktionen aufgestellt, die dabei immer wieder bendtigt werden. Diese Funk-
tionen werden durch Fallunterscheidung definiert, wobei aber die zu definierende
Funktion in der Definition so auftritt, dal nicht unbedingt eine Rekursion benutzt
werden kann und daB auch die Nummer der zu definierenden Funktion bendtigt
wird. Diese Definitionen werden zu Anfang dieses Paragraphen durch ein Ver-
fahren von Kleene gerechtfertigt, das wesentlich auf dem Rekursionssatz beruht.

Mitteslungszeichen

f, g, B far partiell rekursive Funktionen,

x, Y, z fiir Zahlenvariablen.

Die Mitteilungszeichen werden auch mit Indizes benutzt. Auflerdem wird der
w-Operator wie liblich angewendet.

Bezeichnungen

Im folgenden werden Bezeichnungen aus Kleene [3, 41 iibernommen. @,,(z, 2y, . . .,
x,) sel eine Abkirzung fir U(uy T, (2, 2, . . ., %, ¥)) [4, pp. 278, 281, 340]. Ist
f€ PR, und (x,, . . ., x,) € Df,sogilt @, (f, 21, . . ., 2,) = f (&, - - - 2,). Fiir m, n €N
mit m < n sei @7 folgendermaBen definiert: &7 (z, xl, e Zy Y) sel eine Ab-
kiirzung fir @,(z, 21, « « s Zp—ms DL @n s ¥)s - o o Dy (@, 1)) Bs seia— = dpy m
Die (m + 1)-stellige primitiv rekursive I‘unktlon S’” mlb m,n = 0 sel wie in
[4, p. 342] definiert, sie hat folgende Eigenschaft. Ist f € PR, ., soist fir (y,, . . .,
Yms Lps « - o5 Xp) € Df S;”f Yir o+ s Y) =G Mib g(@g, . o, 2) = F W1 o v s Yo Tas - - o
,). Damit ist also S} (d,, m, 2, 4y, . . ., T,) die Nummer von OF (z, 2y, - . ., Ty, ¥)
als Funktion von y aufgefalit.

Der Rekursionssatz von Kleene wird hier in folgender Form benutzt.

2.1. Rekursionssatz. Zu jedem f € PR, ., existiert ein e € N, so daBl e eine Nummer
von fle, y, . . ., %) ist.

Beweis. f(S} (4, ), 2y, - . ., ) ist eine partiell rekursive Funktion VOn (4,2 5. « -y %),

sie habe die Nummer k. Dann ist S} (k, k) eine Nummer von f (8 k k), z, ..., xz,)

und somit die gesuchte Zahl e.

2.2. Definitionsschema fir gewisse Funktionen aus PR

Die zu definierenden Funktionen fallen unter folgendes Definitionsschema durch
Fallunterscheidung.
4 Mathematische Logik (14, 1/2)
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2.2.1. f(@, ... %) =2 mit (1) z=1, wenn go(zy, . . ., %) = 0 ist; (2) 2 = ho(a;,
o T JG @ s T s Ga (@ e @,))), Wenn go(ay, L., @) = 1 st
B)z="hy(xy, ..., %, k), wenn go (2, . . ., z,) = 2 ist. Hierbei sei k eine Nummer
VO f(Gn1(@ys o s )y e v s Jonem (@ s s @), Ba (@, oo s T )y e gy (2, ey
%, ¥)) als Funktion von y mit » = m = 0. AuBerdem seien g,, .
¢ PR, und kg, .. ., b4 € PR, ;.

Der Fall (1) erfafit die expliziten Definitionen, wenn hier auch nur der spezielle

Wert 1 angegeben wurde. Dall es ein f ¢ PR und ein k € N gibt, so daB das Defi-

nitionsschema erfiillt wird, sieht man folgendermaflen. Sei d eine Nummer der

partiell rekursiven Funktion @,(z, g, 11 @1, « - -, n)s « « > Gon—m (@15 - - > %), Baly,

e T W)y e s P (g, ., %y, ) als Funktion von (2,4, ..., %,,%). Es wird

/€ PR, ., wie folgt definiert.

2.2.2. (2,2, ..., 8,) = ymit (1) y = 1, wenn go(x;, - . ., ) = 0ist; (2) y = ho(2y,

AR g2n—m

o T D2 1 @1 o @)y e G (@ L ,))), wenn g (2, - . ., @) = List;
@) y=rhy(@s, @y S, 2,2y, .., 1)), Wenn go(ay, . . ., ®,) =2 ist.
Nach dem Rekursionssatz existiert eine Zahl e, die Nummer von f' (e, %y, . . ., &,)

ist. Wie man leicht sieht, erfillt f' (e, %y, . . ., ,,) das fiir f angegebene Schema 2.2.1.,
so daB man f(zy, ..., x,) als f'(e, 2y, . . ., @,) definieren kann und damit zeigt, dal
f€ PR, ist. Bei den Fillen, die hier untersucht werden, ist fast immer d = d,,, .
Bei der Funktion, die den Substitutionsprozell beschreibt, wird das obige Ver-
fahren noch einmal explizit ausgefithrt. Dann jedoch wird nur noch das Definitions-
schema 2.2.1. angewendet.

2.3. Die Substitution

2:3.1. sb' (2, 2y, %y, ) = y mit (1) y = x,, wenn @, = &, £3 = 0 und (x,), = 0, 1 ist;
(2) y = xy, wenn &, == @y, T3 + 0, (¥5)y = 0, 1 oder (x3)y = 7, (¥3); = x; oder
(5)g =8 ist; (B) y=[(g)e (%3)1s @a(z, Ly, Loy (x3)2), cees @3(3, Zy; Tas
()i (2y)], Wenn (xg)g = 2,3 ist; (4) y=[4, Ds(, 2y, 2, (23);)], wenn
(2g)o =4 ist; (B) y =[5, Ds(z, 2y, @y, (3)1), Du(2, 2y, g, (23)5)], Wenn
(x3)p = 55 (6) y = [6, Si(ds,p 2, %y, Ty, (%)), (y)s], Wenn (23), = 6 ist;
(N y= [7’ {23);, ®3(z, Tys Xy, (xs)z)]: wenn (xg)y =7 und (xy);, = 2, ist;
(8) y = 0 sonst.

Nach dem Rekursionssatz existiert eine Zahl e, die Nummer von sb’ (e, 2;, ,, %3)

ist. Dann sei sb(wxy, o, %) = b’ (€, 2y, Xy, ;) und somit sb = e. Man sieht dann,

daB ,,sb* sogar primitiv rekursiv ist, denn S} ist primitiv rekursiv und die Defini-

tion von ,,sb* ist ein Fall der Definition durch Wertverlaufsrekursion.

2.3.2. Lemma. Ist N (u, x;), N(t, z,) und N (s, ;) bzw. N (U, x,), so gilt N (s (?) s

U U

8b (zy, 4, x3)) bzw. N (U (t ), sb (xy, 5, x3)), wobei s (t) ein Quasi-
term und U C&) eine Quasiformel ist.

Beweis. Die Behauptung erhédlt man durch Induktion nach dem Aufbau eines
Quasiterms und einer Quasiformel. Es gentigt den Fall zu betrachten, daB
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N (\7; U, ,x3) gilt, denn in allen anderen Fallen ergibt sich die Behauptung sofort
mit der Induktionsvoraussetzung (I.V.). Ist (x3); = @, so ist S4(ds,y, s, 2y, %y, @)
Nummer von sb(z,, #,, @ (y)) als Funktion von y. Es ist N (U, ¢(n)) und nach I.V.

N (U,, (:‘), 8b(y, &, @ (n))) fiir alle n € N, wobei U, (?) fiir alle » € N Quasiformeln
sind. Aullerdem ist sb(z, 5, @(n)) als Funktion von n eine einstellige rekursive

Funktion, die die Voraussetzungen von 1.4.5. erfillt. Damit ist das Lemma
bewiesen.

2.4. Die Ensetzung
Es sei zundchst # — y wie folgt definiert.

z —y, wenn x = y ist,
Ty = { 0, wenn x << y ist.
2.4.1. es(x,y) =2 mit (1) 2=y, wenn (y), =3 oder (y)y =4, ((¥)) = 4 oder
@o=17; (2) 2= [4, [4: @3(% ((?/)1)1)]]’ wenn (y)y =4 und ((y),), = 4 ist;
(3) 2= [5, es(x, (y)r), es(x, (¥)y)], wenn (y)y =5 ist; (4) z = [6, Si(dp,s,
€s, 7, (Y1), (¥)z], wenn (y)y = 6 ist; (5) 2 = (¥);..1, Wwenn () = 8 und (y), = ¢
ist; (6) z = O sonst.
2.4.2. Lemma. Sei AP, (S), N, y), A;€F(S) und N(4,, k) firt=1,...,n
und z=T[ky,..., k,]. Dann gilt A[4,, ..., 4,]€¢F(S) und
N(UAA4,, ..., 4,], es(z, y)).
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 2.4.1. durch Induktion nach dem Aufbau
der Quasiformeln und der Nennformen, wenn man bedenkt, daB S}(d,,, es, z, @)
Nummer von es(z, ¢ (n)) als Funktion von » ist. Die Funktion ,,es* ist wie ,,sb"
primitiv rekursiv.

2.5. Dre Streichung
Zunidchst werden die folgenden primitiv rekursiven Signum-Funktionen auf-
gestellt.

5g(o) = { sgn (@) = {

2.5.1. str'(z, @y, 2,) = y mit (1) y = 2, wenn (x,)y = 3 oder (#,)y = 4, (Z)1)o + 4
oder (z,)y = 7 oder (z,), = 8, (Ty), = =, ist; (2)y = [4, [4: @2(27 Zy ((%)1)1)]]
X 39(@2(2’ Z15 ((%)1)1)): wenn (2,)g = ((X2)i)o = 4 ist; (3) y =[5, Dy(2,
Ty, (Ta)1), Do(2, 2y, (%a)s)] + 59 ((—Dz (2, 2y, (®a)y) * Py (2, @y, (952)2)) + Dy (2, xy,
(w2)) - sgn(@z(z, 21 (xz)z)) + Doz, 21, (25)5) * g7 (¢2(2, Zys (%)1))’ wenn
(%2)e = 5 ist; (4) y = [6, S1(d, 2, 2y, (2)y), (%p)a], Wenn (2,)y = 6 ist; (5) y = 0
sonst.

Dabei sei d Nummer von O, (z, 2, @y (g, n -+ 1) - ) sgn(@z(z, 2y, Dy (z,, z)))

=1

0, wenn z = 0 ist, 1, wenn x = 0 ist,

1, wenn x > 0 ist. 0, wenn x > 0 ist.

n
+ Dy (g, 1) + [T 39(Dy(2, 71, P (25, z)))) als Funktion von (2, z;, #5, n). Dann sei
i=1

4*
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str(xy, x5) = str’ (e, ;, ®,), wenn e eine Nummer von str’ (e, @, «,) ist. ,,s0r ist eine
primitiv rekursive Funktion.

2.5.2. Lemma. Ist U eine Nennform mit N (2, ), so ist Y[ ]; ebenfalls eine Nenn-
form und es gilt N(U[ 1, str (i, x)).

Der Beweis ergibt sich wie bei den vorangehenden Lemmata, wobei zu beachten
ist, daB bei einer Disjunktion ;v U, hochstens ein Disjunktionsglied durch
Streichung verlorengehen kann.

2.6. Die Endformel einer Herleitung

2.6.1. ef (x) =y mit (1) y = es([(®)g, - - -» @ (w ], (®)1), Wenn (x)y = 0 und x == 0
ist; (2) y = es([(x)s], (%),), wenn (x), * 0, (x)g < 5 oder (x),> 8 ist; (3)
y=1[5, sir(1, (x)), str(l, (x)y)] - sg(str(l, ()y) - str(l, (x)z)) + str(l, (x),)
X sgn(str(l, (x)z)) + str(l, (x),) - sgn(str(l, (x)l)), wenn (x), =5 ist; (4)
y = es([(@o (@), (@), wemn (2)y=6 ist; (5) y= es([es([(2)q],
(@), ((x)l)o), wenn (z)y =17 ist; (6) y= es([(®),], str(2, (x),)), wenn
(@) = 8 ist.

2.6.2. Lemma. Gilt NH (4, ), so auch N (4, ef (x)).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition von ,.ef* und aus 1.11.
Die Funktion ,,ef* ist ebenfalls primitiv rekursiv.

2.7. Die Nennformkombination

Bei der Definition des Formelbundes mufl manchmal zu Positivformen B, L
mit P[4, ..., 4,1=P"[B,, ..., B,] eine Positivform Pr+m mit Pr+m[4,,
e dy, X X ]= P ound PrtmiX,, ..., X, By, .., B, 1= P angegeben
werden, wenn die bezeichneten Stellen von T* von den bezeichneten Stellen von
PB™ verschieden sind und sich diese Stellen nicht iiberlagern. Dazu wird die Funk-
tion ,,nk‘ definiert.

2.7.1. nk(n,z,y) =2z mit (1) z2=1u, wenn z =y oder (z), = 8, (y), = 8 ist; (2)
2= [4’ [4’ nk(n, (@), ((?/)1)1)]]’ wenn @ =+ ¥, (@) = (¥)o = ((*))o = (o
=4 ist; (3) 2z =[5, nk(n, (@), (¥)), nk(n, (¥)s, (¥)o)], Wenn z =y, (2)
= (?/)0 =5 iSt; (4) z= [6> S%(dg.z’ ’I’Lk, %, (x)ls (y)1>, max((w)z, (y)z)]’ wenn
x =y, (%) = (¥)e = 6ist; (5) 2 = [8, (y); + n], wenn (x), =+ 8, (y), = 8 ist;
(6) z = 0 sonst.

2.7.2. Lemma. Sei Ay € P, (8), A, € P, (S), N (A, x), N (A, y) und A [4,, . . ., 4,]
= [By . - ., By, wobei die bezeichneten Stellen von I, und 2,
voneinander verschieden sind und sich nicht iberlagern. Dann gilt
N(U, nk(n, x,y)) fir ein A€ P, ,,(8) mit A[X;, ..., X,, By, ...,
B, =%, und A[4,,...,4,, X;,..., X,]1=U,.

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach dem Aufbau von 2, und 2. Dabei ist

zu beachten, daB S%(d, ., nk, z, &, @,) eine Nummer von nk(z, ¢, (y), @;(y)) als

Funktion von y ist. Sind 2, und 2, Positivformen, so ist auch 2 Positivform und 2
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erfiillt die zu Anfang von 2.7. gestellten Bedingungen. Die Funktion ,nk* ist
primitiv rekursiv.

2.8. Die Variablenmengen Vs, VU und VU

Die Variablenmengen Vs, VU und V2 sind endliche Mengen. Es kann sogar eine
primitiv rekursive Funktion ,,b* angegeben werden mit v6 () = [k, . . ., £, ] und
N(u, k) fir © =0, ..., n und N(s, z) oder N (U, x) oder N (¥, &) und Vs = {u,,
v Up} bzw. VU = {uy, . .., u,} baw. VU = {u,, ..., u,}. Ist eine der Variablen-
mengen leer, so sei [ky, ..., k,] = [ ]= 1. Die Funktion ,,»6‘ kann &dhnlich wie
Vs, VU und VU definiert werden, wobei die Grenze £ in 1.4.5. bzw. 1.6.5. diese
Definition erméglicht. Mit Hilfe der Funktion ,,0b*° kann dann auch eine Variable
angegeben werden, die in einer gegebenen Formel 4 nicht auftritt, was manchmal
benotigt wird.
Betrachtet man eine Herleitung als Formelbaum, so wird im allgemeinen durch
Anderung gewisser Formeln dieses Baumes die Herleitung zerstért. Aber man kann
trotzdem noch dem Baum eine Nummer zuordnen, die in die Herleitungsnummer
iibergeht, wenn der Baum ein Herleitunsgbaum ist. Diese Numuer ist im folgenden
gemeint, wenn von der Nummer eines Baumes gesprochen wird. Mit einigem Auf-
wand koénnen Funktionen fbk, fou € PR angegeben werden, die folgende Kigen-
schaften haben. Ist BP[{A]= B, N(4, z), N(B, y), NH (B, z) und 4 Minimalteil

von B bzw. A = \1/LAn, so ist fbk (z, y, 2z) bzw. fbu(z, ¥, 2) eine Nummer eines Bau-
mes, der aus dem Herleitungsbaum mit der Nummer z entsteht, wenn der Formel-
bund von 4 gestrichen wird.

Damit sind die grundsétzlichen Funktionen angegeben worden. Die zu den Sitzen
der folgenden Paragraphen gehorenden Funktionen konnen dhnlich und mit Hilfe
der schon definierten Funktionen aufgestellt werden.
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