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Aus dem Institut liar Theoretische t~hy~il~ und dem 2Vlathematischen Institut der Rheinisch- West/iilischen Technischen 
Hochschule Aachen 

Zur Theorie der linearen dissipativen Systeme 

Von J. Me ixner  und H. KSnig  
(Eingegangen am 9. April 1958) 

1. Das Problem 
Die Grundlagen der phi~nomenologischen 

Theorie des linearen rheologisehen Verhal- 
tens sind das Superpositionsprinzip, die In- 
varianz gegen Zeittranslation und das Kau- 
sMitgtsprinzip. Aus diesen Postulaten lgBt 
sich, wie in vielen Arbeiten gezeigt wurde, die 
allgemeine Natur  des Zusammenhangs zwi- 
sehen Spalmungs- und Dehnungsverlauf her- 
leiten. Er  ist dutch eine sogenannte Naeh- 
wirkungsfunktion eharakterisiert. 

Daran hat  sieh eine ausgedehnte mathe- 
matische Transformationstheorie angeschlos- 
sen, bei der Fourier-, Laplace-, Mellin-Trans- 
formationen eine wiehtige IZolle spielen. Sic 
verknfipfen beispielsweise das Verhalten der 
linearen rheologisehen Materie bei Einschalt- 
vorggngen und bei periodischen Vorggngen 
oder geben Zusammenhiinge zwisehen Naeh- 
wirkungsfunktionen und l~elaxationsspek- 
tren. 

Bei aller Reichhaltigkeit dieser Un~er- 
suchungen bleiben aber immer noeh Sehwie- 
rigkeiten mathematiseher Natur  und Un- 
vollsti~ndigkeiten im physikalisehen Bild. 
Die genannten Postulate werden hi~ufig durch 
die Forderung ergiinzt, dal3 das Material nur  
reelle positive I~elaxationszeiten und positive 
Relaxationsstgrken besitzt. Da man jedoeh 
auf Grund der bisherigen Experimen~e die 
M6glichkeit yon Resonanzrelaxationen nieht 
aussehliegen kann [siehe etwa die ktirzlichen 
Beobaehtungen yon (1)], ist diese Forderung 
sicher zn eng. 

Von der wesentlichen Eigenschaft der 
rheologisehen Systeme, dissipativ zu sein, 
wird kaum Gebrauch gemaeht. Sic hat  je- 
doeh entscheidende Einschri~nkungen ftir die 
zuli~ssigen Naehwirkungsfunktionen zur Fol- 
ge. Dies wurde allgemein von Meixner (2), 
an speziellen Beispielen yon Sehrama (3) ge- 
zeigt. 

Das Verhalten der linearen rheologisehen 
Materialien finder seinen mathematischen 
Ausdruek in l inearen FunktionMtransforma- 
tionen. Ihre Theorie l~tBt sich jedoch nut  an- 

wenden, wenn man die Klasse der zuzulas- 
senden Spannungs- und Dehnungsfunktionen 
geeignet festlegt und den Transformationen 
selbst gewisse physikaliseh annehmbare 
Stetigkeitseigensehaften auferlegt. W~hrend 
bei den meisten physikalisehen Problemen 
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigen- 
sehaften eine reeht untergeordnete I~olle 
spielen - die physikalisehe Intuition liil3t die 
mathematisehe Subtilit~t oft iiberflfissig er- 
seheinen-,  ist es hier sehr wiehtig zu wissen, 
wie sieh etwa Unstetigkeiten in der Span- 
nungsfunktion auf die Stetigkeits- nnd Diffe- 
renzierbarkeitseigensehaften der Dehnungs- 
funktion und ~mgekehrt iibertragen. Die 
Zulassung yon &Funktionen mit ihren Ab- 
leitungen in der Naehwirkungsfunktion hilft 
dariiber nicht hinweg, solange man nieht 
weil3, ob man mit solehen fiberhaupt aus- 
kommt,  ob man Ableitungen beliebig-hoher 
Ordnung der &Funktionen oder nut  solche 
his zu einer bestimmten Ordnung zulassen 
darf. 

Auf solehe Gesiehtspunkte hat  kfirzlieh 
Love (4) hingewiesen. Doch ist seine Behand- 
lung zu eng, indem etwa der Fall eines visko- 
sen Materials mit Newtonsehem geibungs- 
gesetz ausgesehlossen bleibt, und wiederum 
zu welt, soweit an thermodynamisehe Sy- 
sterne gedaeht ist, da yon der einsehri~nken- 
den Dissipativit~tseigensehaft kein Gebraueh 
gemaeht ist. Wesentlich weiter fiihren Unter- 
suehungen yon Youla, Castriota und Carlin 
(5) zur Theorie der passiven linearen Netz- 
werke, die unmittelbar auf andere ]ineare 
dissipative Systeme fibertragen werden k6n- 
h e n .  

Die Verfasser haben einen anderen Zugang 
zur Behandlung der dissipativen linearen 
Systeme gew~hlt, der die Stetigkeits- und 
Differenzierbarkeitseigenschaften der Span- 
nungs- und Dehnungsfunktionen, sowie die 
Stetigkeitseigenschaften der sic verbinden- 
den linearen Transformation in den Vorder- 
grund rtickt. Uber die Grundlagen und Er- 
gebnisse dieser Untersuchung (6) soll im 
folgenden kurz berichtet werden. 
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2. Die Postulate 

Wit  lassen den allgemeinen tensoriellen 
Fal l  auBer Acht  - einige Bemerkungen hierzu 
finden sich im ngehsten Abschni t t  - und  be- 
sehr~nken uns auf  eine Dehnungsfunkt ion  
e (t) und  die zugeordnete Spannungsfunkt ion 
a(t). Aueh yon  thermisehen Effekten sei 
abgesehen, indem alle Vorggnge entweder 
isotherm oder adiabatiseh angenommen wer- 
den. 

Die klassischen Pos tu la te  der l inearen 
I~heologie lauten dann:  

I.  Das Superpositionsprinzip. Sind den 
D e h n u n g s f u n k t i o n e n  el(t) ,  e~(t) die Span- 
nungsfunkt ionen  al(t), ae(t) zugeordnet,  so 
gehSrt zur Dehnungsfunkt ion  a 1 el(t ) @ az e2(t ) 
mi t  beliebigen reellen Kons t an t en  a~, a,. die 
Spannungsfunkt ion  a 1 ql(t) @ a 2 o'2(t ). 

I I .  Die Translationsinvarianz. Sind s(t) 
und  a(t) einander zugeordnet,  so auch 
e ( t -  7) und  a ( t -  7) mit  beliebigem reellen 
7. 

I I I .  Das Kausaliti~tsprinzip. Is t  s ( t ) =  0 
ffir t ~ ~ (~ beliebig reell), so  ist auch 
a (t) = 0 ffir t =< o~. Man sagt, das Sys tem ist 
n icht  r t ickwirkend oder nicht  re t roakt iv .  

Die Umkehrung  des letzten Postula ts  - ist 
a(t) = 0 ftir t ~ 0, so ist  aueh s(t) = 0 fiir 
t ~ c~ - ist  zwar augenscheinlieh anch ein 
vernfinftiges Pos tu la t  fiir lineare rheologi- 
sehe Systeme und  folgt nieht  sehon aus I, I I ,  
I I I ,  wie sich an elementaren Beispielen zei- 
gen l~ftt [z. B. die Zuordnung a(t) = e(t--to) 
mit  beliebigem aber festem reellem t o erffillt 
I,  I I ,  I I I ,  aber nieht  die Umkehrung  vonI I I ] .  
In  der Ta t  ist jedoeh nach Youla, Castriota 
und Carlin sowohl Pos tu la t  I I I  als aueh seine 
Umkehrung  erffillt, wenn m a n  voraussetzt ,  
dab a und  e the rmodynamiseh  konjugierte 
Variable sind und  das System dissipativ ist. 
Diese Eigenschaften finden ihren Ausdruek 
im Pos tu la t  

I V .  Die Dissipativitat. Is t  e ( t ) =  0 fiir 
t ~ a (a beliebig reell), so gilt 

de(t) 
a(t) ~ dt >= 0 

fiir alle 7 > c~. 
Diese Beziehung wurde von Meixner (2) in 

etwas allgemeinerer Fo rm ffir beliebige dissi- 
pat ive lineare Systeme aus dem zweiten 
I-Iuuptsatz hergeleitet.  Sie ist in der Theorie 
der passiven" l inearen Netzwerke wohlbe- 
kann t  und  besagt dort,  daft die Energie- 

zufuhr an ein Netzwerk im In terva l l  
~ t ~ 7 nieht  negat iv  sein kann,  wenn 

es zur Zeit t = ~ keine StrSme und  Ladun-  
gen enthielt .  

Eine weitere physikMisehe Forderung ist, 
d~B die Spannung ~uf Null relaxiert,  wenn 
die Dehnung nach irgendeiner Vorgesehiehte 
auf  den Wer t  Null gebraeht  wird. 

V. Existenz des thermodynamischen Gleich- 
gewichts. Is t  e (t) = 0 fiir t < ~ und  fiir t > fl 
(~ < fl), so gilt a (t) ~ 0 fiir t ~ c~. 

Der Zusammenhang  zwischen e(t) und  
a(t) wird, mathemat i seh  gesprochen, durch 
eine lineare Transformat ion L vermit te l t ,  
a(t) = L s(t). Zu einem mathem~tiseh de- 
finierten Problem gelangt man,  wie in Ab- 
sehni t t  I ~usgeftihrt, wenn m a n  die Xlasse 
der zugel~ssenen Sp~nnungs- und  Dehnungs- 
funkt ionen geeignet festlegt und  der Trans- 
format ion  L selbst gewisse Stetigkeitsforde- 
rungen auferlegt. I)iese beiden Postula te  
sollen hier in einer so schwach wie mSglich 
gehal tenen Fo rm zugrunde gelegt werden. 

VI.  Die zugelassene Funktionenklasse. Fiir  
e(t) werden Mle Funk t ionen  zugel~ssen, 
welehe unbesehr~nkt  stetig differenzierbar 
sind und  yon einer endlichen Stelle ~ ab 
nach links verschwinden, s (t) = 0 fiir t < a .  
Die zugeordneten Funk t ionen  a(t) sollen 
lediglich stetig sein. 

V I I .  Die Stetigkeit der linearen Trans/orma- 
tion. Die Transformat ion L soll stetig yon  
der Ordnung c~ sein. Das heigt :  Wenn  eine 
Folge yon  Dehnungsfunkt ionen el(t), e~(t), 
. . . .  die in einem gemeinsamen Interval l  
- -  oo < t < ~ "cerschwinden, fiir jedes end- 
liche T im Inter'cM1 ~ < t < ~ gleichm~ftig 
gegen Null  konvergiert ,  und  wenn dasselbe 
ftir j edes fe s t ep  (p = 1, 2 . . . .  ) ffir die Folge 
ihrer p- ten Ablei tungen gilt, so konvergiert  
anoh die Folge der zugeh6rigen Spannungs- 
funkt ionen al(t), a2(t ) . . . .  gegen Null. 

Es wird also a priori zugelassen, daft bei 
der l inearen Transformat ion ,con e(t) in a (t) 
eine beliebige Anzahl  m yon  Ableitungen 
verlorengehen darf  (m = 0, 1, 2 , . . . ,  oa). Auf  
Grund unserer anderen Postula te  werden wir 
sehlieBen k6nnen, dag m stets endlieh ist 
(sogar m ~ 3). Das bedeute t  mathemat iseh ,  
daft die Transformat ion  L bereits "con der 
endliehen Ordnung m stetig ist:  Die Kon-  
vergenz der al(t), a~(t) . . . .  gegen Null folgt 
sehon ~us der Konvergenz der el(t), e2(t), . . . 
und ihrer ersten m-Ableitungen gegen Null. 
I n  diesem Falle l~Bt sich die Klasse der zu- 
gelassenen Dehnungsfunkt ionen erweitern zu 
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der aller nur m-mal stetig differenzierbaren 
und naeh links hin abbreehenden Funktionen 
~(t). 

Ein elementares Beispiel ftir m = 1 ist das 
Newtonsche  Reibungsgesetz ~ (t) = ~]ds (t)/dt. 
Ein Beispiel ftir m = 0 ist die dynamisehe 
Zustandsgleichung a + z~& --~ E (e + zok) 
mit dem statisehen Elastizit~tsmodul E und 
den Relaxationszeiten z, und v~ bei kon- 
stanter Dehnung und Spannung. 

Der oft betraehtete Fall einer Sprung- 
funktion ftir e(t) [s(t) = 0  fttr t < 0 ,  e(t) 
= constant =1= 0 ftir t > 0] ist an sich un- 
realistiseh und aueh nieht einmal ftir m ----- 0 
in der zugelassenen Funktionenklasse ent- 
hMten. Er kann aber im Mlgemeinen (zu- 
mindest im Falle einer ftir t > 0 zweimal 
stetig differenzierbaren positiv- definiten 
Funktion P(t), vgl. Abschnitt 3) als 
Grenzfall yon zugelassenen Funktionen s(t) 
betrachtet werden. 

3. Ergebnisse 

Die Hauptergebnisse der auf Grund der 
Postulate I bis VII entwiekelten Theorie 
sind die folgenden: 

1. Die lineare Transformation L i s t  stetig 
yon einer endlichen Ordnung m =< 3. Ftir 
Mle ftir dieses m zugelassenen Dehnungs- 
funktionen s (t), die ftir t < 0 versehwinden 
und ftir t -~ co hinreiehend langsam waeh- 
sen, gilt 

c o  o o  

.[ e-Stcr(t) dt = s Z ( s ) f  e-sts(t)dt f i i r  Re s > 0 .  [2] 
o o 

Diese Gleiehung definiert gleichzeitig die 
Impedanzfunktion Z (s). 

2. Die Impedanzfunktion Z(s)  ist eine 
positive Funktion im Sinne der Netzwerk- 
theorie; sie ist in der HMbebene Re s > 0 
der komplexen s-Ebene holomorph, es gilt 
dort Re Z(s )  > 0 und es ist Z(s)  reell und 
positiv ftir reelle positive s. 

3. Die Impedanzfunktion Z(s)  besitzt ftir 
Re s > 0 eine Darstellung 

B 
Z(s) = A s + - -  

8 

o o  o o  

+ [ e-stp(t)dt  + s 2 [ e -st [ P ( 0 ) -  P( t ) ]  dt [3] 
~o o 

m i r A ,  B>__ 0 u n d A + B + P ( 0 ) > 0 .  P(t) 
ist eine reelle positive definite Funktion, das 
heiBt P (t) ist reell, und mit irgend einem Satz 
tl, te . . . . .  t~ positiver t-Werte ist die quadra- 

9Z 

tische Form ~, ~ P (t~ - -  tk) xi xk positiv de- 
lhi k ~ l  

finit. 

4. Die lineare Transformation L lgl3t sich 
darstellen als 

c o  

a(t) ~- A~(t) + Be(t) + . f  i ( t - - u ) P ( u ) d u  
o 

+ f  ~ ' ( t - -u)  [P(0)  - -P(u)]du  ffir Mle t. [4] 
0 

5. Die Umkehrtransformation lautet 
c o  U 

(t) = [A 1 @ P1 (0)] (7 (t) -7 f (y (t - -  ~t) [B 1 u @.f P1 (v)dv] du 
0 0 

+ f  h( t - -u)[Pl(O)--P~(u)]du f i i r  alle t.  [5] 
0 

Auch Pl(U) ist eine positiv-definite Funktion, 
die sich ebenso wie die Konstanten A1, B 1 
aus A, B, P (u) eindeutig berechnen 1/~Bt. 

Die Darstellungen [4] und [5] der Span- 
nungsdehnungsbeziehung sind typisehe Nach- 
wirkungsdarstellungen. Es erscheint ]edoch 
unbefriedigend, dal3 in den IntegrMen in [4] 
die erste und die dritte Ableitung yon e(t) 
eingehen entgegen den gewohnten Formeln. 
Auf diese kSnnte man wohl dutch partielle 
Integration iibergehen, wenn P( t )  dreimal 
differenzierbar wgre. Aber aus den Postu- 
laten I b i s  VII  Mlein folgen keine Differen- 
zierbarkeitseigenschaften ftir P(t ) .  Erst ein 
zus~Ltzliehes Postulat, dessert physikalische 
Grundlage aber noch unklar ist, kSnnte die 
Situation verbessern. Vermutlich wird man 
den physikalisehen M6gtiehkeiten keinen 
Zwang auferlegen, wenn man ftir P( t )  nur 
solche positive definite Funktionen annimmt, 
die fiir t > 0 wenigstens dreimal differenzier- 
bar sind und deren DifferentiMquotienten ftir 
t -~ + 0, d. h. yon rechts her, definierte end- 
liehe Grenzwerte haben. Stellt man eine ent- 
sprechende Forderung ftir Pl(t), so gehen [4] 
und [5] tiber in 
(7(t) = A ~ (t) - -  P ' ( +  0) i (t) 

+ [B + P ( +  0 ) -  P " ( +  0)] e(t) 
o o  

@ [ e(t - -  u) [P ' (u )  - -  P ' " ( u ) ]  du, [6] 

~(t) = [& + Pl(0)] (7(t) 
o o  i t  

f a r  alle t .  [7] 

Die Klasse der m6glichen Naehwirkungs- 
funktionen ist damit eindeutig cha rak t e r i -  
siert. 

Ftir einige Klassen yon Systemen oder 
Materialien lassen sieh weitergehende und 
einfaehere Aussagen maehen. 

Kapaziti~tsartige Systeme. Sic sind dadurch 
definiert, d~g sowohl der instantane Modul Ms 
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such der Modul im thermodynamischen 
Gleichgewicht definierte endliche und yon 
Null verschiedene Werte haben (Elastizit~ts- 
modul bei Dehnung, Torsionsmodul bei 
Schubverformung usw.). Fiir diese Systeme 
gilt auf  der reellen Aehse 

0 < B = lim sZ(s) <~ lim sZ(s) < co. [8] 
S-->0 S-->oo 

Dann bestehen mit reellen positiv-definiten 
Funktionen Q(t) und R(t) und mit B > 0 
die Darstellungen und Beziehungen 

s Z(s) = B ~- s f  e -st Q(t) d t ,  [9J 
0 

oo 

[sZ(s)] -~ = A~ + s f e-St[R(O)--t2(t)]dt [10] 
0 

ftir Re s > 0 und 
co 

~(t) = B ~(t) + f ~ (t - -  ~) Q(~) du , [11] 
0 

co 

e(t) = A~a(t) 4- f d (t - -  u) JR(0) - -  R(u)] dn [12] 
0 

ffir alle t. 

Indulctivitgtsartige Systeme. Ihre Impedanz- 
funktion verhi~lt sich fiir sehr langsame und 
sehr schnelIe Vorg~nge wie die einer (in bei- 
den F~llen nicht notwendig gleichen) In- 
duktiviti~t. Ein solches Verhalten der Im- 
pedanzfunktion finder sich bei der Beschrei- 
bung der magnetischen Relaxation. 

Kapazit~tsartige Flie/3aysteme. Sie haben 
die Eigensehaften 

B = l i m s Z ( s ) = 0 ,  0 < l i m s Z ( s ) <  co. [13] 
8-->oo 8--~c~ 

Im Beispiel des elastisehen Verhaltens be- 
deuten diese Beziehungen, dab der instan- 
tane Modul endlich und yon Null verschieden 
ist und dab dis Spannung bei konstant  ge- 
haltener Dehnung stets auf Null relaxiert. 

Auch hier gelten die Beziehungen [9] und 
[11]. Die AuflSsung yon [ l l ]  naeh e(t) l iBt 
sieh jedoeh im allgemeinen gegenfiber der 
Formulierung [5] nieht vereinfaehen. 

Wird die Spannung yon einem gewissen 
Zeitpunkt ab konstant  -i: 0 gehalten, so bleibt 
die Dehnung nicht besehri~nkt. Das System 
zeigt die chamkteristisehe Eigenschaft des 
Flieflens. 

Die in der Theorie des linearen rheologi- 
schen Verhaltens hi~ufig gemaehte Annahme, 
dab das FlieBen bei konstanter Spannung 
asymptotisch linear mit der Zeit erfolgt, 1/~13t 
sieh im Rahmen unserer Postulate nicht be- 
grfinden. Beispielsweise hat die Impedanz- 
funktion 

1 
Z(s) = ~ - - ( A , + s - - ~ )  -~ mit A o >  0, 0 < f l <  2 [14] 

alle auf Grund unserer Postulate notwendi- 
gen Eigensehaften und genfigt fiberdies den 
Bedingungen [13] ftir kapazit~tsartige Fliel3- 
systeme. Wi~hlt man nun a(t) als Sprung- 
funktion, a ( t ) =  0 f i i r t  < 0 und = 1 ffir 
t > 0, so folgt 

t~ 
e ( t ) = A o + - -  fiir t > 0 .  [15] i '(3 + 1) 

Das Flie6en kann also mit irgend einer Po- 
tenz t# der Zeit mit 0 < fi < 2 erfolgen. 

Relaxationssysteme. Sic haben ein reelles, 
diskretes oder kontinuierliches oder gemisch- 
tes Spektrum yon t~elaxationszeiten und 
sind dutch die Darstellung der Impedanz 
oder der reziproken Impedanz (Admittanz) 
Z(a) oder Z(s) -i  = a 

- ~ - - ~  l ~ d ~ f ( r ) ,  a _ > 0 ,  b_>0 [16] 
0 

mit einer nieht abnehmenden Funkt ion ~p (t) 
und mit a ~ - b @ y ~ ( c o ) - - W ( 0 )  > 0 deft- 
niert. 

Solche Systeme werden in der fiblichen 
gelaxationstheorie betrachtet.  - 

Speziell ftir die lineare Rheologie sind die 
Aussagen tiber kapazit i tsart ige Systeme und 
fiber kapaziti~tsartige FlieBsysteme yon Be- 
deutung, und zwar meist nur fiber jene, die 
gleiehzeitig Relaxationssysfeme sind. 

Eine Erweiterung dieser Theorie auf line- 
are Zusammenh~nge zwisehen Spannungs- 
und Dehnungstensor unter Einschlul3 yon 
Temperatur~nderungen und damit verbunde- 
net Entropiei~nderungen ist in einfacher 
Weise mSglich. An die Stelle der Impedanz- 
funktion tr i t t  dann eine Impedanzmatrix,  
die in vielen Fillen, insbesondere in der 
linearen Rheologie, symmetrisch ist. 

Zusammen/assung 
Die lincaren dissipativen Sys~eme (viskoelastische 

Materialien, elektrische Netzwerke etc.) werden mathe- 
matisch durch gewisse lineare FunktionMtransformatio- 
nen beschrieben. Unter den fiblichen Voraussetzungen der 
Linearitiit, der Invarianz gegen Verschiebung der Zeit- 
skala, der Kausalit/it und der weiteren Voraussetzung 
der Dissipativit~t im Sinne der Thermodynamik wird 
eine allgemeine und strenge Theorie dieser Transforma- 
tionen gegeben. 
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