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A d d i t i v e  F u n k t i o n a l e  k - d i m e n s i o n a l e r  E i k 6 r p e r  I 

Von H. HADWIGER in Bern 

In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, dab dio k % 1 ~INKOWSKIschen Quer- 
maflintegrale im wesentlichen die einzigen additiven, bewegungsinvarianten und 
stetigen EikSrperfunktionale im ]r euklidisehen Raum sin& Jedes 
Funktional mit den drei genannten Eigenschaften mul~ eine lineare Kombination 
der k -~ 1 Grundfunktionale MINKOWSKIS sein; dies ist der Inhalt des Hauptsatzes. 

Die bekannte Erfahrungstatsache, da~S die Querma~integrale in zahlreichen 
klassischen und neueren Formeln der Ma~geometrie konvexer Kiirper eine unbedingt 
vorherrschende Rolle spielen, dal~ zum Beispiel nach den Lehrsi~tzen der Integral- 
geometrie die wichtigsten dort gebildeten kinematischen Integrale alle dureh immer 
wieder dieselben Grun4funktionale ausdriiekbar werden, findet mit der oben er- 
w~hnten Charakterisierung ihre weiter zuriickgreifende Erkliirung. 

Ira Falle des gewi~hnlichen Raumes (k ~- 3) wurde der entsprechende Satz, wo- 
nach die vier fundamentalen :Mal3zahlen eines EikSrpers, ni~mlich das Volumen, die 
Oberfl~iche, das Integral der mittleren Krtimmung und das Integral tier Gausschen 
Krtimmung (= 4 ~), durch Bewegungsinvarianz, Additivitiit und Stetigkeit im 
wesentlichen eharakterisiert sind, bereits bewiesenl). 

Welter sind einige typische Anwendungen gegeben worden, welche belegen, 
wie sich beispielsweise die integralgeometrischen Formeln auf Grund des nun zur 
Verfiigung stehenden Satzes gewinnen lassen2). 

Die Gliederung der vorliegenden Note ist die folgende: In Abschnitt I werden 
die verschiedenen Eigenschaften eines EikSrperfunktionals zusammengestellt, die 
innerhalb einer sich auf diese beziehenden axiomatischen Theorie miteinander in 
Beziehung treten. Speziell werden hier die MxNgowsKisehen Quermat~integrale und 
ihre Eigensehaften kurz erwahnt. 

In Abschnitt I I  wird der Satz bewiesen, dal~ das Yolumen im wesentlichen das 
einzige bewegungsinvariante, einfaeh-additive und stetige Eik~irperfunktional ist. 
Die Aussage liegt tiefer, als dies wohl auf den ersten Blick scheinen mag. Ein Umstand, 

1) H. HAI)wmEa, Beweis eines Funktionalsatzes flit kon'~exe KSrper. Abhandl. Math. Seminar 
Hamburg 17, 69--76 (1951). 

~) H. HADWIGER, Einige knwendungen eines Funktionalsatzes flit konvexe KSrper in der 
r~umlichen Integralgeometrie. Monatsh. Math. 54, 545--353 (1950). 
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den man leieht tibersieht, ist dadurch gegeben, dab die Stetigkeit nur bei Variation 
innerhalb der Klasse der konvexen KSrper garantiert ist. 

Diese Charakterisierung des Volumens ist der Kern des ganzen zu beweisenden 
Hauptsatzes. 

In Abschnitt III  folgt dann die einfache Herleitung des IIauptsatzes auf Grund 
des soeben erwi~hnten Volumsatzes. 

L Eik6rperfunktionale; Eigenschaften 

Es bezeichne ~(A) eine ilber der Klasse der konvexen KSrper A des k-dimensio- 
nalen euldidischen Raumes eindeutig definierte reellwertige Funktion, d.h. ein 
Eik6rper/unktional. Die wichtigsten Eigenschaften, welche solchen Funktionalen 
zukommen kSnnen, sind die folgenden: 

9(A) heiBt bewegungsinvariant, wenn 

(I) 9(A) = 9(B) [A ~ B] 

gilt, wobei mit der reehts stehenden Bedingung die Kongruenz yon A und B sym- 
boliseh ausgedrtiekt ist. 

9(A) heiBt additiv, wenn 

(tI) v(A) + 9(B)~- 9(.4 + B )  + ~o(AB) 

gilt, falls ein EikSrper C = A + B dureh eine k - -  1-dimensionMe Sehnittebene, 
welche aus C den uneigentliehen EikSrper A B herausschneidet, in die beiden Ei- 
kSrper A und B zerlegt ist. 

~o(A) heiBt stetig, wenn mit A, --> A (n-->oo) 

(III) v(A.) -~ v(A) [,,-~ oo1 
gilt. Die Konvergenz eine# EikSrpe#folge stiitzt sich hierbei auf die iibliche Metrik 

d(A,B)= inf 0 [ A ~ B o ,  B~A• 

wobei A o den ~LuBeren ParallelkSrper yon A im Abstand e bezeichnet. 

9(A) heiBt einlach-additiv, wenn 

(IV) ~(A) + ~o(B) ~- 9(A + B )  

unter deI~ gleichen Bedingungen wie bei (II) gilt. 

(A) heiBt trandations~nvariant, wenn 

(v) ~o(A) = ~o(B) [A ~ B] 

gilt, wobei mit der reehts stehenden Bedingung symbolisch ausgedriiekt wird, dab 
A und B translationsgleich sind. 

9(A) heiBt homogen vom Grade i, wenn 

(vI) ~(~A) = 4; ~(A) 
32 w 
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gilt, wobei 2A den durch eine ~t-Dilatation aus A hervorgehenden homothetisehen 
Eikiirper bedeutet. 

9(A) heil]t monotor,, wenn 

(VII) 9(A) <-- 9(B) [A ~ B ]  

gilt. 

9(A) heil~t beschr~inkt, weml sieh fiir jede feste Kugel K eine Konstanto C so finden 
l~tlt, daft 

(vii i)  t I --< C [A G E l  
fiir jeden in K enthaltenenEikOrper A: gilt. 

Eine axiomatische Theorie tier EikSrperfunktionale hat lediglieh yon soIchen 
allgemein postulierten Eigenschaften auszugehen, um die bestehenden gegenseitigen 
Zusammenhiinge zu erforschen. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit liefern hierzu 
einen ersten Beitrag. Es handelt sich hierbei in erster Linie um bewegungsinvariante 
Funktionale. Weitere Betriige, die sich aueh auf translationsinvariaalte Funk- 
tionale beziehen sollen, sind in Aussieht genommen. 

Innerhalb der Theorie der konvexen KSrper, insbesondere in der Bau•N- 
]V[iI~KOWSKISehen Theorie spielen k + 1 spezielle Funktionale eine hervorragende 
Rolle. Es sind dies die Quermaflintegrale MII~KOWSKIS W~(A) (v -~ 0, 1 . . . . .  k), d ie  
auf einfaehste Weise durch die STEII~ER-IV[II~KOWSKISche Formel 

k 

o 

fiir das Volumen des ~ul~eren Parallelk~rpers A o yon A eingeft~hrt werden kSnnen. 
Man beaehte hier, dal3 diese wiehtige Formel bereits Ms ein Spezialfall der dureh den 
tIauptsatz (vgl. Einleitung) garantierten Darstellung eines Funktionals als lineare 
Kombination der Quermagintegrale aufgefalit warden kann. Man best~tigt in der 
Tat leicht, dal~ das Funktional 9(A) ~ V(Ao) bei festem ~ ~ 0 bewegungsinvariant, 
additiv und stetig ist. 

Durch 
(2) Wo(A ) = V(A) , kWI(A) = F(A) 

erimlern wit daran, dail die beiden ersten Querma~integrale fiir v = 0,1 bis auf einen 
unwesentlichen Faktor mit dem Volumen V(A) und tier Ober/ldche F(A) identisch 
sind. Fttr v = 2, 3 . . . . .  k kSnnen diese fiir EikSrper mit reguliixem Rand dureh 
hiihere Krtimmungsintegrale dargestellt werden, indem 

1 

gilt, wobei HI, die/~-te elementarsymmetrische Funktion der k ~ 1 Itauptkriimmun- 
gen auf der Randfliiche yon A, dF das 0berfliichendifferential bezeiehnet und die 
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Integration fiber die gesamte l~ndflaehe zu erstreeken ist. tm Zusamnenbang mit 
dem bekannten Theorem yon GAusz (eurvatura integra) ist die Feststellung 

~k/2 
(4) Wk(A) ---- I'(1 +/r 

besonders erw~Lhnenswert, welehe ausdriiekt, dab das letzte QuermaDintegral fiir 
v ~- k einen nicht yore Eik6rper abhi~ngigen festen Weft ( ~  Volumen der/r 
sionalen Einheitskugel) aufweist. 

AbschlieBend erwi~hnen wir noeh die Eigensehaften, welche die MI~KOWSKIsChen 
QuermaBintegrale aufweisen. Die Funktionale W~(A) sind bewegungsinvariant (eo 
ipso translationsinvariant), additiv, stetig, homogen yore Grade k - -  v, nonoton und 
besehrankt; W o ( A ) =  V(A) ist auBerden noch einfaeh-additi~r Die k + 1 fundamen- 
talen Funktionale realisieren also alle v0n uns in Erwi~gung gezogenen Eigensehaften 
(I) bis (VIII). Diese Aussagen, welche iibrigens auf Grund der STEI~Ea-MINKOWSKI- 
schen Volunfornel ntihelos nachgewiesen werden kSnnen, sollen hier als gel~ufige 
Tatsachen hingenomnen werden. 

II. Einfaeh-additive Funktionale und u 

Wir beweisen den fo]genden 

1. Sa tz  : .[st yJ(A) ein ein/ach-additives, bewegungsinvariantes und stetiges Eikiirper- 
]unlctional, so gil~ mi$ einer geeigneten Konstanten c die Darstellunff 

(5) ~(A) ---- eV(A):  

Das Volunen ist somit i n  wesentliehen das einzige Funktiona! dieser Art; es 
ist durch die drei Eigensehaften (I), (III) und (IV) chara~terisiert. 

Beweis :  Fiir k---- I ist die Aussage fast triviM. Im Hinblick auf (I) kann ~p(A) ~- 
/(a) gesetzt werden, .wo a ~ V(A) die Liinge der Strecke A ist. M_it (IV) folgt 
[(a+b) -~ f(a) + / (b ) ,  wobei /(a) naeh (III) stetig sein mul~. Die einzige stetige 
Liisung der CAccHVschen Funktionalgleichung ist abet die triviale / ( a ) ~  ca, so 
daI~ Ip(A) ~ cV(A) folgt, w.z.b.w. 

Der Satz sei bereits als richtig erwiesen fiir alle Dimensionen bis und n i t  k - -  1 
(Induktive Annahme). Wir betrachten nun EikSrper i n  k-dinensionalen Raum. 
Ein uneigentlicher Eikiirper liegt in einem Teilraum niedrigerer Dimension. Ffir 
eigentliche oder uneigentliche EikSrper A bezeichne fortab (~(A) die Dimension yon 
A, d. h. die niedrigste Dimension dines Teilraunes, welehe ftir die Einbettung yon 
A noeh in Betraeht konmt .  

Zun~ehst ist klar, daI~ fiir uneigentliche EikSrper A 

(6) ~(A)----- 0 [6(A) _< k - - l ]  

gelten mul~. In der Tat folgt mit (IV) 2 vz(A) ---- y (A) ,  da ja A + A ~-- A ist. 
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Wir betrachten ietzt ein konvexes Polyeder P, das im Sinne der Elemcntargeo- 
metrie in endlich viele ebcnfalls konvexe Tcilpolycder P~ (~ ~ 1, 2 . . . . .  n) zerlegt 
ist. Es gilt dann die erweiterte cinlache Additivit~t 

(7) ~(_P) = ~ ~o(P~) [ P =  ~ V,l ,  
1 1 

wie man  mittels Induktion bezttglich n miihelos nachweist. Dabei deckt sich der 
Fall n = 2 mit der Eigenschaft (IV), yon der man ausgeht. 

Eine einfache Folgerung yon (7) in Verbindung mit (I) ist die Aussage 

(8) ~p(P) ~- v?(Q) [P,-..~Q], 

wonach Eipolyeder P und Q, die im "Sinne der Elementargeometrie zerlegungs- 
gleich sind (symbolisch durch P -.~ Q ausgedrtickt), iibereinstimmenden Funktional- 
wert aufweisen miissen. 

Es bczeichne jetzt Z ~ - - P  • Q einen geraden konvexen Zylinderkiirper, der 
durch M1r(Kowsgische Addition P • Q zweier uneigentlicher EikSrper P und Q 
entsteht, wobei P und Q in zwei orthogonalen komplementiiren Unterriiumcn der 
Dimensionen p und q mit p -[- q -~ k liegen, so daI~ 6(P) ~ p und ($(Q) ---- q gilt. 
Der Zylinder Z sei eigent]ich, d.h. es sei 1 ~ p, q _<7_ k - -  l vorausgesetzt. Ftir 
alle Zylinder Z dieser Art gilt nun 

(9) = c v ( z ) ,  

wobei die Konstante c auch nicht von den Dimensionen p und q abhi~ngt. In der Tat: 
Denken wir uns zuniichst Q fest und P in seinem p-dimensionalen Einbcttungsraum 
veranderlich. Leicht erkennt man, dal~ nun ~(P)--~ ~ ( P x Q )  ein Funktional 
T-dimensionaler Eik6rper ist, das die im 1. Satz vorausgesetzten Eigenschaften 
au[weist. ~ach der induktiven Annahme gibe es eine nut von Q abhiingige Konstante 
c ---- c (Q), so dab ~(P)  -~ ~V(P)  oder also ~p(P • Q) ---- -c(Q) V(P) gilt. Vertauscht 
man hier P und Q, so folgt schliel~lich, dal~ ~ ( P •  Q) = c(p, q) V(P) V(Q) sein 
mul~. Bezeichnet E~ einen r-dimensionalen Einheitswtirfel und setzen wir P =Ep  
und Q -~ Eq, wobei (lie beiden Wtirfel in ihren Einbettungsri~umen so gewiihlt werden 
sollen, dal~ Ep • Eq = E k wird, so folgert man mit V(E~) ~ 1 aus dem oben erziel- 
ten Ergebnis, da]~ c(p, q) = ~p(Ek) ist und also wegen (I) einen von p und q unab- 
hi~ngigen Wert c(p, q) = c aufweist. Damit ist (9) nachgewiesen, wenn man noch die 
Volumformel V(Z) -~ V(P)  V(Q) fttr Zylindcr Z ----- P • Q in Rechnung stellt. Wir 
machen nun den Ansatz 

( lo )  z ( A )  = - -  V ( A ) ,  

so dab nach (9) fiir alle eigentlichen konvexen und geraden ZylinderkSrpcr Z 

(11) Z(Z) = 0 

gilt. Man beachte insbesondere, dab das neu eingefiihrte Fmtktional z(A) im iibrigen 
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noeh alle drei im 1. Satz genannten Eigensehaften aufweist, da sieh diese bei linearer 
Kombination der Funktion~le erhalten. 

Es sollen nun a,, ( r  1 . . . . .  k) k paarweise aufeinander orthogonal stehende Vek- 
toren bezeichnen, so dal~ (a,,, %) = 0 filr v 4= # ist. Die Punkte, deren Ortsvektoren 
dureh den Ansatz 

k 
(12) ~ = ~ ~ a, (1 _> vl > . . .  ~ vk ~> 0) 

l 

gegeben sind, wobei die Parameter bis auf die reehts angeschriebene Bedingung frei 
variieren kSnnen, erfiillen ein Orthogonalsimplex S = S(al . . . . .  ak). 

bTach einer k-dimensionalen Erweiterung der euklidischen Simplexzerlegung gilt 
die Formel 3) 

k 

(13) ( ~ + ~ ) s =  F,~p(~,~)  (o < ~ ,  ~) ,  
O 

welche anzeigt, dab das links angeschriebene Orthogonalsimplex im Sinne der Ele- 
mentargeometrie in die konvexen Teilpolyeder Sp(~,fl) (p = 0 . . . . .  k) zerlegt wird. 
Hierbei ist 

(14) so (~ ,~ )  ~ ~ s  ; s~(~,Z)  = ~ ~ .  

Erster und letzter Teil sind alsoselbst wieder mit S homothetische Orthogonal- 
simplexe. Die tibrigen k - -  1 Teile sind dagegen eigentliche gerade Zylinderpolyeder, 
welche durch 

(15) 8p(~,~) - -  ~ ~ • ~ ~ - ~  [1 <_ v -< k - 1] 

n/~her charakterisiert sind, wena S ~ = S(a~ . . . . .  ap) und S k-p- -  S(%+~, . . . .  %) 
gesetzt wird. 

Es sei nun Z(,~S) = F(]). Mit Riieksicht auf die Zerlegung (13) in Verbindung 
mit den besonderen Feststellungen (14) und (15) gewinnt man mit Verwendung yon 
(I) und (11) die Funktionalgleichung F(o~--kfl)= F(o:)+ F(fl). Da wegen (III) 
F(X) stetig ist, folgt so F(it) = F(1) �9 A oder also z(2S) = ~ z(S). Mit einigen ein- 
fachen elementargeometrischen ]:~berlegungen, welche der Bedeutung der Orthogo- 
nalsimplexe als universelle Polyederbausteine Reehnung tragen, zieht man mit Ver- 
wendung yon (IV) den Sehlul], dab allgemeiner fiir Eipolyeder P die Beziehung 

(16) Z(~.P) = X z(P) 

gilt. Fiir translationsinvariante, einfach-additive und lineare EipolyederfunktionMe 
besteht beziiglich der MINKOWSK~sehen Addition P x Q beliebiger Eipolyeder das 
Additionstheorem 4) 

(17) Z( P • Q) : Z(P) + z(Q)- 

3) H. HADwmm~, Zur ]nhaltstheorie der Polyeder. Collectanea M~th. 8, 137--158 (1950). 
4) H. HADWICEa, Line,re additive Polyederfunktionale und Zerlegungsgleichheit (erscheint 

demn/ichst in der M~th. Z.). Vgl. insbesondere Satz (13). 
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Wir betrachten nun m mit einem Eipolyeder P kongruente (gedrehte) Eipolyeder 
P~ (~----1 . . . . .  m) und bilden dureh nlehrfache MINKOWSKIsche Summation das 
Eipolyeder 

(18) Q : ~1 PI • 22 P2 • . . . .  • ~m Pm [ 2  2~---1, ~, ~ 0] .  
1 

Mit (16) und (17) gewinnt man jetzt 

(19) Z(P) ----- z(Q). 

Aus der Mannigfaltigkeit aller Polyeder Q, die in der Form (18) bei beliebig gewiihltem 
m darstellbar sind, lii~t sich eine konvergente Folge Q~ (n = 1, 2 . . . .  ) auswahlen, 
so daI} Q~ ~ K (n --> co) gilt, wobei K eine Kugel bezeichnet, welche die g]eiche mitt- 
lere Breite besitzt wie P (man beachte, dal3 alle Q die gleiehe mittlere Breite auf- 
weisen)5). Wegen ( I I I )und  (19) folgern wir nun, dai3 

(20) i~(P)-~-- x ( g ) .  

Beanspruchen wir diese Relation fttr den Spezialfall, dal~ P ein Wiirfel W ist, 
der mit K gleiche mittlere Breite aufweist, so folgt mit Rticksicht auf (11), wonach 
z(W) ---- 0 sein mu~, offenbar g(K) ----- 0. So ergibt sieh zuni~ehst g(P) ~ 0 und noch- 
reals mit (III) 

z ( A )  = o 

fiir einen beliebigen EikSrper A, da sieh ein solcher durch Eipolyeder P beliebig ge- 
nau approximieren l~l~t. Es folgt mit (10) schlie/~lich 

(22) ~(A) = c  7 ( A ) ,  

w. z. b. w. 

IH. Additive Funktionale und Quermaflintegrale M[NKOWSKIS 

Mit der STEINER-~INKOWSKIsChen Formel (1) haben wir die Quermal~integrale 
W~,(A) (v=-0 . . . . .  k) eingefiihrt. Auf Grund des im vorstehenden Abschnittes be- 
wiesenen Vo]umsatzes gelingt nun die Charakterisierung dieser k ~- I fundamentalen 
l~Iatlzahlen konvexer KSrper durch ihre Haupteigenschaften. Es gilt der folgende 

2. Satz :  Ist ~ (A) ein additives, bewegungsinvariantes und ste~iges Eik6rper/unlctional, 
so gilt mit geeigneten Konstanten e~ (v----0 . . . . .  k) die DarsteUung 

k 
(23) = F 

o 

5), Das hier herangezogene Kugelungstheorem l~fit sich als einfache Folgerung der Tatsache dar- 
stellen, dab die Stiitzfunktion eines konvexen KSrpers in einer festen Richtung beim Drehen des 
KSrpers eine ergodisehe Funktion auf der Drehgruppe wird. Vgl. W. MAAX, Integralmittelwerte 
Yon Funktionen auf Gruppen und Halbgruppen (insbesondere Definition 1). J: reine angew. 
Math. 190, 34--48 (1952). 
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Die Quermal~integrale sind somit im wesentlichen die einzigen Funktionale 
dieser Art; sie sind dutch die drei Eigenschaften (I), (II) und (III) eharakterisiert. 
Bewe i s :  Fiir k ~ i i s t  die Aussage leicht verifizierbar. Mit Rticksicht auf  (I i 
ist der Ansatz ~(A) ~ ](a) erlaubt, wobei a ~ V(A)  ist. Mit (II) schliegt man leieht 
auf das Bestehen der Funktionalgleichung /(a) -}- ](b) : ](a +b)  -~ ] (0 ) ,  deren 
LSsung wegen (III) stetig sein mul~. Es ergibt sich nur die triviale LSsung/(a)-~ 
](0) + c o a. Setzt man bier ](0) ---- 2 ca und bedenkt, dab im linearen Fall WI(A)  
2 ist, so ergibt sich mit V(A)  -~ Wo(A ) die Darstellung q~(A) ----- c o Wo(A) --}- c~ W~(A), 
w. z. b. w. 

Der 2. Satz sei bereits bewiesen fiir alle Dimensionen bis und mit k -  1 (In- 
duktive Annahme). Wir betrachten nun Eikiirper des k-dimensionalen Raumes, und 
zwar zunitchst uneigentliehe Eikiirper A, wo ~(A) ___ k -  1 ist. Diese denken wir 
uns in einem k -  1-dimensionalen Einbettungsraum eingelagert. Durch ~(A)~-  
(p(A) ist offenbar dort ein EikSrperfunktional ~-(A) erkl~rt, das gewiB die drei im 
2. Satz genannten Eigensehaften aufweist. Nach der induktiven Voraussetzung 
gibt es demnaeh Konstanten ~ (#~-0 . . . . .  k - - l ) ,  so dag die Darstellung 

k - - 1  

o 

gilt. Der ~berstrich bei den Funktionssymbolen soll hugerlich zum Ausdruck brin- 
gen, da~ die Eik(irper als solche ihres k - -  1-dimensionalen Tri~gerraumes aufgefagt 
werden und dab sich die Bildung der Quermagintegrale auf diesen Raum beziehen 
mug. Auf Grund der Umreehnungsformel 

(25) 

die sieh leicht aus dem Integral 

0 

(26) 7(A o) = f v ( Av :v.) dr 
- - 0  

fiir das Parallelvolumen ableiten lagt, lassen sich die Quermagintegrale W. dureh die 
W~ ausdrticken. Mit (24) gewinnt man so 

k 

(9,7)  o(A) = y, W (A) _< k - - l ] ,  
1 

wobei sich die neuen Konstanten c,, nach ~aBgabe der Umrechnungsformel (25) ein- 
deutig aus den c-~, ergeben. Die Darstellung (27) gilt ftir alle uneigentlichen EikSr- 
per, was im Hinblick auf (I) klar ist. 
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Dttrch den Ansatz 
k 

(28) y~(A) .-~ ~ ( A )  - -  ~_~ c,, W , , (A )  
1 

fiihren wir ein neues, nunmehr fiir alle EikSrper gtiltiges Funktional ein. Dieses 
weist immer noch a]le drei im 2.8atz genannten Eigensehaften auf, da'sich diese 
bei linearer Kombination der Funktionale erhalten. Da nun aber fiir uneigentliche 
EikSrper A offenbar 

(29) v(A) = 0 [~(A) _<_ k -  1] 

ausf~llt, gilt an Stelle yon (II) sogar (IV), d. h. ~p(A) ist einfach-additiv. Nach dem 
1. Satz mul~ demnaeh 

(30) ~p(A) ~- c o V ( A ) - ~  c o W o ( A  ) 

gelten. So ergibt sich mit (28) 
k 

(31) = F, 
o 

Unser Satz ist somit auch fiir die Dimension k richtig. Damit ist der Beweis 
abgeschlossen. 

Eingegangen am 27.11.1952 


